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Introduction Générale

Les modeles mathématiques sont utiles pour comprendre le comportement d’une infection lors-
qu’elle pénetre dans une communauté et pour déterminer dans quelles conditions elle sera
éliminée ou poursuivie. L’analyse des modeles de ce type peut aider a comprendre le méca-
nisme de la transmission ainsi que les caractéristiques des maladies, et par conséquent, on peut
proposer des stratégies efficaces pour prédire, prévenir, et de maitriser les maladies, ainsi que
de protéger la santé de la population. Actuellement, le Covid-19 est une grande préoccupation
pour la recherches, les gouvernements et tout le monde en raison du taux élevé de propagation
de l'infection et du nombre important de déces qui s’est produit. En décembre 2019, le covid-
19 signalé pour la premiere fois & wuhan, en chine, comme maladie infectieuse causée par un
coronavirus nouvellement découvert, le virus qui le cause est principalement transmis par les
gouttelettes générées lorsqu’une personne infectée tousse, éternue ou expire. Ces gouttelettes
sont trop lourdes pour étre suspendues dans l'air et tombent rapidement sur les sols ou les
surfaces.

Les cas confirmés de du covid-19 ont atteint prés de quatre millions personnes dans 187 pays,
et environ 295000 personnes ont perdu la vie a cause de ce virus. Selon les chiffres rassemblés
par 'université Johns Hopking, les cas les plus importants se sont produits aux Etats-Unis.
Notant que plus de 77000 déces se sont produits, et c¢’est le nombre de morts le plus élevé au
monde [I1]. Les chercheurs ont suivi la propagation du virus, se sont mobilisés pour accélérer
les diagnostics innovants et travaillent sur un certain nombre de vaccins pour se protéger contre
cette maladie mortelle. Cao et al.[12],[13] ont étudié les caractéristiques cliniques du covid-19
et discuté des résultats a court terme de 18 patients et 102 patients de covid-19 dans des uni-
tés de soins intensifs. Le covid-19 est généralement transmis de personne a personne par des
gouttelettes respiratoires et un contact, la majorité de la transmission se fait par le biais ces
gouttelettes que nous pouvons inhaler par contact, les uns avec les autres [35].

Le virus peut facilement se propager dans des endroits denses. la distanciation sociale ou le
faible taux de contact font référence aux mesures prises pour augmenter l'espace physique

entre les personnes afin de ralentir la propagation du virus. Batista [19] a étudie le modele de
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régression de croissance logistique qui est utilisé pour 'estimation de la taille finale de 1’épidé-
mie de covid-19. plusieurs chercheurs ont développé différents modeles de covid-19 et étudié le
comportement dynamique (voir par exemple [35, 33])

Un modele d’épidémie SIR modifié est présenté dans [35] pour projeter le nombre réel de cas
infectés et les charges spécifiques sur les services d’isolement et les unités de soins intensif. Nes-
teruk [10] a développé un modele épidémique SIR (Sensible, Infecté et Récupéré ) et a discuté
statistiquement les parametres utilisés dans le modele proposé et a montré comment contréler
cette infection.

Dans ce mémoire on va étudier deux modele du covid-19 : Le premier est basé sur une exten-
sion du bien connu, Susceptible-Infecté-Récupéré (SIR) famille de modeles a compartiments,
par l'ajout des nouveaux compartiments E(exposée) et Q(isolée),le modele est représenté par

le systeme d’équations différentielles ordinaires suivant :

dfli” = A—pS(t) — BIN)S(E)(E(t) + I(t))

dit(t) = BN)S(1)(B(t) + 1(t)) — mE(t) — (u+7)E(t)

PO 2B) ~ o10) - 10 @
di?hgt) — YE(t) + o(t) — 0Q(t) — pQ(1)

MO o) - ure)

Et le deuxieéme est décrit par un systeme d’équations différentielles d’ordre fractionnaire et

comprend cinqg classes a savoir, S(sensible), E(exposée), I(infectée), Q(isolée) et R(récupérée),
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le modele est donné par :

¢DIS = A — oS — BS(E + 1)

SDPE = BUS(E + 1) — 7°E — (u* +7")E

DYl =7nE — o] — p*l (2)

oDyQ ="E+0%] —0°Q — u*Q

¢DYR = 0°Q — u°R

On utilise la dérivée fractionnaire de Caputo au lieu de celle d’ordre entier car quand le pro-
cessus de la modelisation surgie dans le monde réel, les modeles d’ordre fractionnaire sont plus
précis que ceux d’ordre entier. En particulier, ils apportent plus de degrés de liberté dans le
modele tandis qu'une mémoire illimitée est également garantie contairement aux modeéles aux
dérivées d’ordre entier avec une mémoire limitée.

Ce travail est composé de trois chapitre

Le premier chapitre porte sur des préliminaires et rappel de quelques définitions et théo-
remes utilisés.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude d'un modele du covid-19, on utilise le concept
de la matrice de la nouvelle génération pour calculer le nombre de reproduction de base Ry,
et étudier la stabilité locale et global des points d’équilibres (sans maladie et endémique ).

Le troisieme chapitre est pour I'étude d'un modele covid-19 fractionnaire ot on a utilisé
la dérivée fractionnaire du caputo et étudié la positivité, la limitation et la stabilité locale et
global des points d’équilibre.

Des conclusions sont données a la fin de ce mémoire, qui se termine par une bibliographie.



Chapitre |
Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappel quelques définitions et théorémes nécessaires pour 1’elaboration

de ce travail.

.1 Equations différentielles ordinaires

Définition I.1.1. [7]
Soient U un ouvert de R x R" et f: U — R™ une fonction continue , une équation diffé-

rentielle ordinaire sur U est une relation de type :

#(t) = f(t,z) (L.1)

avec x € CY(R") et teR.

Définition I1.1.2. [7]
Soit x une fonction de R dans R" , la fonction x est dite solution de I'équation (I.1 ) sur
I'intervalle I C R si elle est définie et continument dérivable sur I, si (t,2(t)) € U pour tout

t € I et si x satisfait la relation (/.1) sur I.

Théoréme 1. (Cauchy- Lipschitz) [11]

Si f est continue sur U et s’il existe une constante k > 0 telle que

[f(x1(2)) = fl22)I< kllz1 — 22,

Ve, 20 €U , t>0,

alors le probléme (1.1) admet une solution globale et unique.
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1.2 Stabilité des équilibres

Considérons le systeme suivant.

&= f(t,x(t))
z(0) = xg

ou z€U et f:RxR"— R"” continue , t > 0, g € R".

Définition I.2.1. [7]
Un point z* est dit point stationnaire (ou équilibre) de systéme (1.2) si et seulement si f(z*) =

0.

Définition 1.2.2. [7]
Un équilibre x* de (1.2) est dit stable si pour tout ¢ > 0 il existe 1 >0 tel que pour toute
solution x(t) de (I.2) on a

|lzo —2|[|[<n=Vt>0, |z(t)—2z"|<e

Définition 1.2.3. [7]
Un équilibre z* de (I1.2) est dit instable , s’il existe € > 0 , pour tout 1 >0 , tel que pour
tout solution z(t) de (I.2) on a

J2(0) —a*l<n = V=0 [la(t) 27> e

Définition 1.2.4. [7]
Un équilibre z* de (/.2), on dit que z* asymptotiquement stable s’il est stable et il existe
n > 0 telle que, pour toute solution z(t) de (I.2) on a :

lim [|z(t) — z*||= 0.

t—-+o0

Définition 1.2.5. [7]
L’équilibre z* de (1.2) est globalement asymptotiquement stable s'il est stable et globalement

attractif.
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1.3 Stabilité d’un systéme linéaire

Considérons le systeme linéaire suivant :
T = Ax (1.3)

ol A est une matrice carrée d’ordre n et x € U et z* le point d’équilibre du systeme linéaire
(1.3)

Soit A1, Ag, ...\, les valeurs propres de la matrice A

Théoreme 2. 1. Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont de parties réelles nulle

ou négative alors ’équilibre x* est stable.

2. S’il existe au moins une valeur propre de la matrice A de parties réelles positive alors x*

est instable.

3. Si les valeurs propres de la matrice A sont de parties réelles strictement négatives alors

I’équilibre x* est asymptotiquement stable.

4. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x*.

1.4 Stabilité d’un systeme non linéaire

On consideére un systeme non linéaire comme suit :

Y= fQ(xvy)

ol fi et fo deux fonction de classe C' | définies sur R? a valeurs dans R. Soit (z*,y*) un point
d’équilibre pour ce systéme. Pour déterminer la nature des points d’équilibre du systeéme (1.4),
on utilise la méthode de linéarisation du systeme non linéaire, elle est obtenue en utilisant le

développement de Taylor du premier ordre de deux fonctions f; et fo autour de 1'équilibre
(x*, y").

Définition I.4.1. (La méthode de linéarisation)

Soit J(z4) la matrice Jacobienne associée au systeme (1.4), la linéarisation de ce systéme autour
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de I'équilibre (z*,y*) est définie par :

afl * ok afl * ok

D2 (z*,y*) En (z*,y*)
@ gy =

Ofa, . . Of2, ,

9 (z*,y*) En (z*,y*)

Théoréme 3. La stabilité d’un point d’équilibre (z*,y*) est classée selon les valeurs propres
qui jouent un role important dans l'analyse de la stabilité des points d’équilibres de la matrice

Jacobienne Jx 4+, aussi bien que son déterminant et sa trace telle que :

det (Jaey) = Mda et tr (Jaeyn) = A+ Ao

o A\ et Ny sont les valeurs propres de l’équation caractéristique
)\2 —tr (J(ac*,y*)) A + det (J(ac*,y*)) = 07

avec .

A1

tr +\tr?2 — 4det tr — Vtr? — 4det
= e
2

t)\gz 2

La nature des points d’équilibres dépend du signe du A qui est donné par :
A = (tr)? — 4det,
donc il existe trois cas :

o 1" cas : A >0

— Si det (J(x*,y*)) < 0 et Ay et Ay sont de signes opposés, alors le point d’équilibre est un

point selle.

— Si det (J($*7y*)> > 0 et tr (J(I*7y*)) < 0 et A, Ao sont de signes négatifs, alors le point

d’équilibre est un neeud stable.

e 2°¢ a5 - A < ()

On trouve deux valeurs propres complexes conjuguées

)\1’2 =at Zﬁ
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Donc
det (Jeyy) = 0>+ 82> 0 et tr(Jpeym) = 20
— Sitr <J(:):*,y*)) =0, alors le point d’équilibre est un centre.

— Si tr (J(x*7y*)> > 0 c’est-a-dire la partie réelle des valeurs propres est positive, alors le

point d’équilibre est un foyer instable.

— Sitr (J(x*7y*)) < 0 c’est-a-dire la partie réelles des valeurs propres est négative, alors le

point d’équilibre est un foyer stable.
® 3% cas : A =0

On trouwve A\ = Ay = X alors
det (Jiaey)) = X et tr (Jeyn)) =2

Donc

— Sitr <0 c’est-a-dire A < 0, alors on a un neud dégénéré stable.

Définition I.4.2. (Ensemble invariant)[31]
Soit D un sous-ensemble de R. I'ensemble image de D par la matrice A, noté AD , est donné

par

AD={yeR/3Jx € D: Ax =y}

L’ensemble D C R est dit positivement invariant par rapport au systeme (1.3) si AD C D. Il

est dit invariant si AD = D, D est un domaine positivement invariant.

1.5 Critere de Routh-Hurwitz

La matrice A admet n valeurs propres distincts au maximum, qui sont solution de I’équation
caractéristique det(A — AI) = 0, qui est un polynéme de degré n qu’on peut mettre sous la
forme suivant

AN N a2+ a, A Fa, =0

Considérons les n déterminants suivants [20] :

le(ll



I.6 La Méthode de van Den Driessch et Watmough 14

et
a; asz das
1 Ao Ay
0 a1 a
Hk _ 1 3
0 1 (05}
0 0 0 a

avec k € [2,n],a; =0, pour i > n.

Corrolaire 1. [20]

L’équilibre est asymptotiquement stable si est seulement si
Vk € [1,71],Hk > 0.

Il faut donc vérifier que les déterminants Hj sont strictement positif, ¢’est une condition
nécessaire et suffisante de stabilité asymptotique locale de (I.3) en (0, 0)

Donc le cas de dimension deux, I’équation caractéristique est la suivant :
N —tr AN+ detA =0

on a donc a; = —trA, ay =detAet az =0

les criteres de Routh-Hurwitz sont alors

H=4u6=-trA>0s1trA<0

Hy = aja9 + a3 = —trA x detA >0 < detA >0

1.6 La Méthode de van Den Driessch et Watmough

On a souvent a faire avec l'indice Ry qui mesure le nombre de cas secondaire produit
par un individu infectieux moyen au cours de sa période d’infectiosité, dans une population
entierement susceptibles. Il existe dans la littérature plusieurs techniques pour calculer Ry

nous en présentons une ici[29] :
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Etat de la population z;, i=1,...... n, soit le systeme différentielle suivant :

dx; i _

== o)+ V() - Vi () (15)
avec

F;(x) : vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment i.
V7 (x) : la vitesse de transfert des individus dans le compartiment i par tout autre moyene
(guérison, etc....).

V-

"~ (z) :la vitesse de transfert hors du compartiment ¢ (mortalité, infection, etc....).

e On ordonne les variables d’état afin que les m(< n) premiéres correspondent a des états

infectés.
e Etats sans maladies : X, ={z >0; 2, =0, i = 1,...,m}.
e Equilibre sans maladie DFE z* € X,.
pour des raisons biologiques on a les propriétés suivantes :
1. Si 2>0,alors F; >0, V" >0.
2. Si ;=0 alors V;” =0 (pas de sortie d'un compartiment vide).
3. Pour i >m alors, F; =0 (pas d’incidence pour états non infectés).
4. Si z € X, alors Fy(z) =0 et pour V;"(z) =0 (pas d’infection spontanée).

5. Si F' =0 le systéme est localement asymptotiquement stable en & ,ie D(VT—V")(x*)

a des valeurs propres a parties réelles négatives

La jacobienne s’écrit

J(z*) = DF(z*) + D(V* = V™) — (z%)

Lemme 1.6.1. Si zg est un équilibre sans maladie DFE de (1.5) et f;(z) vérifie (1) — (5),alors

les dérivées DF(xg) et DV(xy) sont partitionnée comme

F 0 V 0
DF(Z‘O) = s DV(I()) =
00 J3  Jy

ou F' et V sont les matrices m x m définies par

OF, oV,
o] o v- e
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avec 1<14,7 <m.
De plus, F' est non négatif, V' est une matrice non singuliere et toutes les valeurs propres de

Jy ont des parties réelles positives.

Définition I.6.1. Soit A une matrice carrée, on appelle de A ’ensemble des valeurs propres
de A :
Sp(A) = {\: X est valeur propre de A}

9

et le rayon spectrale de A, la valeur maximale du module des valeurs propres de A,
p(A) = maz {|A] : A € Sp(A)}

Définition I1.6.2. (Le taux de reproduction basique)[29]
Le nombre de reproduction de base, noté Ry est le nombre de cas secondaires produit, dans

une population complétement sensible par un individu infectieux

Ry =p(FV™)

o Ry = p(FV~!) lerayon spectral de la matrice (FV 1)

.7 Fonction de Lyapunov

Définition I1.7.1. [30]

Soit V : U C R — R™ une fonction continue, V' est dite définie positive si :
1. V(0) =0,
2. V(z) > 0 pour tout x # 0,

V est dite définie négative si —V est définie positive .

Définition 1.7.2. (Fonction de Lyapunov)[3]
Une fonction V :U C R"™ — R" est dite fonction de Lyapunov si :

— V est définie positive .

— V(t,x) <0 pour tout x € U\ {0}.

Théoréme 4. (Stabilité de Lyapunov ) [21]

Soit x* = 0 un point d’équilibre de (1.2) et V une fonction définie positive sur un voisinage de

*

T .
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1.8 V<0,YeeU\{0} , alors x* est stable.

2.8 V<0,YzeU\{0} ,alors x* est asymptotiquement stable.

Théoréme 5. (Principe d’invariance de LaSalle) [17/,[15]

Soit Q0 un sous-ensemble de R"™, supposons que 2 est un ouvert pour le systéme (1.2)

en z*. Soit V:Q — R une fonction de classe C' pour le systeme (1.2) en x* telle que :

— V<0 sur Q.

— soient E = {a: cQ\V(z) = 0} et L estle plus grand ensemble invariant par x et

contenu dans E .

Alors, toute solution bornée commencant dans 2 tend vers l’ensemble L lorsque t — o0.

1.8 Equation differentielle d’ordre fractionnaire

1.8.1 Derivée fractionnaire

Définition I.8.1. (Un Systeme fractionnaire ) [20]

L’opération de dérivation ou d’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la
dérivation ou intégration classique entiere a des ordres quelconques non entiers irrationnels ou
complexes

I'opérateur integro-différentiel continu est défini comme :

dOL
T si Re(a) > 0,
Dy =141 si Re(a) =0, (1.6)

/t(dT)_o‘ si Re(a) <0

to

ou « est l'ordre de 'opération , ¢y et ¢ sont des limites de 'opération et Re(a) est la

partie réelle de a.

L’équation différentielle représentant un systéme d’ordre fractionnaire s’écrit sous la forme

[20] -

an DYy (1) +ap_1 D1y () +- - -+ agDY(t) = by D ™ u(t) +byy_y DO u(t) +- - -+ bCu(t) (1.7)
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ou: ag,by € Rju(t) et y(t) désignent respectivement 'entrée et la sortie du systeme; et

ag, Br € RT.

Définition I.8.2. (dérivée fractionnaire de caputo) [34]

Supposons que o >0 ,t>a, a,a,t € R la dérivée fractionnaire de caputo est donnée par

D f(t) =

d, n—1l<a<nelN.

1 e
I'(n—a) /a (t — &)otln

Propriétés 1.8.1.

( linéarité )[3]

soit f(t),9(t) : [a,b] — R tel que D f(t) et $Dgg(t) doit exister presque partout et soit
c1,c2 € R | de plus, ED¢ (1 f(t) + cag(t)) existe presque partout, et

oD (e f(t) +cag(t)) = c1 oD f(t) + c2 o Dig(t)

Propriétés 1.8.2.
(dérivée de caputo d’une constante )[2¥]

La dérivée fractionnaire pour une fonction constante f(¢) = c est nulle.

oDic=0

Considérons le type général suivant d’équations différentielles fractionnaires impliquant la

dérivée de caputo :

¢ Dpalt) = f(t.2). ac (0.1 (L3)
avec la condition initiale xy = z(to)

Définition 1.8.3. [3/]
x* est un point d’équilibre du systéme dynamique fractionnaire de caputo (/.8), siet seulement

si f(t,x*) = 0.

Théoréme 6. (stabilité asymptotique uniforme )[5/]
Soit x* un point d’équilibre pour le systéme d’ordre fractionnaire non autonome (1.8) et 0 C

R™ wun domaine contenant x et soit L(t,z(t)) : [0,00) X Q& — R wune fonction continument
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différentiable tel que

Wi(z) < L(t, z(t)) < Wa(z)
o DFL(E (1)) < —Ws(x)

Vael0l] ,VeeQ ,ou Wi(z), Wa(z) et Ws(x) sont des fonctions définies positives conti-
nues sur ). Alors le point d’équilibre du systéeme (I.8) est uniformément asymptotiquement

stable.

1.8.2 Fonction de Lyapunov de type volterra

L’idée de cette section est d’étendre la fonction de Lyapunov de type volterra aux systemes
épidémiques d’ordre fractionnaire a travers une inégalité pour estimer les dérivées fractionnaires

de caputo de cette fonction on a le lemme suivant :

Lemme 1.8.1. [3/]

Soit x(t) € RT une fonction continue et dérivable. alors, pour tout instant ¢ > ¢,

t *
& D |o(t) — 2" — 2" In x(*)] < (1 - qét)) o Dfx(t) 2" eR" Yae(0,1)
T T

Théoréme 7. (Le principe de comparaison)[77]

Si Dx(t) = Dy(t) et 0<q<1,x(0)=y(0) alors z(t) = y(t).
Théoréme 8. (théoréme de la valeur moyenne généralisée) [25]

suppose que f(z) € Cla,b] et DS f(x) € Cla,b], pour 0 < a < 1 alors on a

1 e e
f(x) = fla) + @(Daf)(ﬁ)(w —a)

avec a < & < x,Vr € [a,b].



Chapitre |l

Un Modéle du COVID-19

Un modele d’épidémie SIR modifié est présenté dans [35] pour projeter le nombre réel de
cas infectés et les charges spécifiques sur les services d’isolement et les unités de soins intensif.
Nesteruk [10] a développé un modele épidémiologique SIR (Sensible, Infecté et Récupéré) et a
discuté statistiquement les parametres utilisés dans le modele proposé et a montré comment

controler cette infection.

11.1 Le Modele SIR

I1.1.1 Présentation du modele

Le modele SIR divise la population N en trois catégories les individus S (susceptibles), I
(infectées), et R (guéris), avec S(t), I(t), R(t) leurs nombres au temps t, c’est-a- dire N =
S(t) + I(t) + R(t). avec N constante. Le modele est donnée par [22],[23] :

S=A-p3—mS
[ =358 — ol —~1 (IL.1)

R =~I — 3R

ou

S :les personnes susceptible ;

I :les personnes infectées ;

R :les personnes retirées (guéris);
v = taux de guérison;

[ =taux d’infection ;

/A = taux de natalité;

p; =taux de mortalité (i =1,2,3);

Tous les nouveaux nés sont susceptibles, on suppose que la natalité A compense la morta-
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lité; donc A = 1S + pol + p3R le systeme (I1.1) se réduit a

S = =B34 pol + sk
[ =358 — ol —~1 (I1.2)

R=~I — 3R

D’autre part on a la population totale N =S+ 1+ R
Vu que les deux premieres équations sont indépendantes de R alors on néglige la troisieme

équation et on étudie le systeme modifié suivant

S=—B% + ol + p3(N — 5 — 1)

I= %—uzl—”yl

Onpose & =5 < =1 donc le systéme (IL.2) :
S = s+ (o — ps)I — psS — BSIT
. ps + (p2 — p3)] — paS — 8 (113)
I=BSI— (p2+)1
s dI
>0,1> 1 — 4+ —2>
ona S >0,I>0 alors dt+dt_0
d’ou
1-5—-12>0,

donc S+1<1.
Le domaine biologique de ce systéme est le 'ensemble Q = {(S,1):5>0;1>0;5+1<1}

est un compact positivement invariant pour (I1.3)

I1.1.2 Equilibre et Stabilité locale

D’apres le systeme (I1.3)

Théoréme 9. le systéme (11.3) admet deux points d’équilibre

(S5, 15) = (1,0) et (517]1):< : : (1 1)

B ytus N Mo
Preuve. On a

ps + (p2 — pa)l — psS — BSI =0

BST — (12 +7)T =0

(I1.4)
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Par la deuxieme équation du systeme (I1.4),on a

IBS — (v +p2)] =0

Ce qui implique :
I1=0

Y+ e
B

si I* = 0 c’est a dire le cas sans épidémie, on aura S* =1 d’ou

S:

le point d’équilibre sans maladie (Sj, I§) = (1,0)
M2+
s

Par contre si I # 0 ie : le cas épidémique on trouve S =
équation de (I1.4)

On trouve

fo + 7y

ps + (o — ps) I — ps(

= I(—pz — ) = ps(

SN S o
v+ s

3 ) = L(p2 +7) = 0= I(p — pz — po —y) = p(

On remplace par la premiere

,6 3
H2 + 7
—1
5 )
1
_Rio)

Donc le deuxiéme point d’équilibre est donné par (ST, I7) = i AT

I5; ”H—Ns( _RLO)

On va utiliser maintenant la méthode de Van Den Driessche et Watmough pour trouver le

nombre de reproduction de base Ry donné par

Ro=p(F(-7)

en effet :

On a le point d’équilibre sans maladie (DFE) (5§, I5) = (1,0)

F' : le taux d’apparition des nouveau malades dans chaque compartiment.

V' : le taux transfert des individus qui entrent et qui sortent dans chaque compartiment.

Le compartiment des individus infectées I.

F(S,I)=BSI et V(S,I)= (s + 7)1

F et V les dérivés de F et V par rapport a I respectivement

F(S5,I5) = BS et = V(S5 [5) = pa +7
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avec (u2 +y) # 0 donc la matrice (—V') est inversible d’inverse donné par :

(V) =
M2+
on obtient
o
o 4y
d’ou
Ry = b
Mo+

En effet cette quantité est le produit du taux de contact par la période moyenne d’infection

ajustée par les déces
M2+

Théoréme 10. si Ry < 1 alors le point d’équilibre (S5, 1) est asymptotiquement stable et si

Ro > 1 alors (S5, 1) est instable.

Preuve. La jacobienne du systéme (I1.3) est donnée par

—p3 — Bl po —p3 — BS

J(S, 1) =
50 pI —p2 —y + BS

pour le point d’équilibre (S, [}), on a

—ps po — 3 —

J(S5, 1) =
0 —po—v+p
On a
* * 1
detJ (55, Ig) = —paB(1 — 37)
0
1
(S5, 15) = —pis + AL - )
0
Donc :

— Si Ry <1=detJ(S§,15) >0 et trJ(S§,15) <0
d’ot le point  (S§, I;) est asymptotiquement stable.
— Si Ry > 1= detJ(S§,I;) <0 alors le point (5§, I;) est instable.
— Si Ry=1=detJ(S§,1;) =0 comme le systéme est non linéaire alors par la linéarisation

on peut rien dire.
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Pour le point d’équilibre (S7,17) on a

—pz — BI" po — pz — BS”
J(ST, IY) =

pI* —pp =+ BS

et de la deuxieme équation de systeme (I1.4) on a,

BS*I* — (g +)I* =0
BSI" = (p2 + 7)1
BS" =p2+

En remplagant dans le matrice J(ST, I{) on trouve

—ps = AL = 75)) —ps =

J(ST,IT) =
B (- x)) 0
En effet
* * 1
detJ (ST, IT) = Bus(1 — ﬁ)
0
* Tk M3 1
trJ(S7,I7) = —us — 1— —
( 1 1) 24} 5(7_’_“3( Ro))
Donc

— Si Ry<1=detJ(ST,I]) <0
d’out le point (S}, I) est instable.

— Si Ry >1=detJ(ST,I7) >0 et trJ(ST,IT) < 0 alors le point (S}, ) est asymptoti-

quement stable.

— Si Ry =1=detJ(S},I) =0 comme le systéme est non linéaire alors par la linéarisation

on peut rien dire.

I1.1.3 Stabilité globale

Théoréme 11. Si Ry < 1 alors le point d’équilibre sans maladie (DFE) est globalement

asymptotiquement stable sur 2 .

Preuve. On considere la fonction de lyapunov V(S,1) =1
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On a
V=1
= BST — (2 + 7)1

= I(RoS — 1) (2 + )

<0

et V=0 si I=0ou S=5% et Ry=1

donc le plus grand ensemble invariant contenu dans cet ensemble est L = {(S,1) € Q/V(S,I) = 0}
qui est réduit au point d’équilibre sans maladie. Puisque I’ensemble €2 est un compact positi-
vement invariant , par le principe d’invariance de LaSalle le point d’équilibre sans maladie est

globalement asymptotiquement stable dans €.

Théoréme 12. Si Ry > 1 le point d’équilibre sans maladie est instable, et existe un unique
équilibre endémique (ST, 17) qui est globalement asymptotiquement stable sur le domaine '\

[0,1] x {0}.

Preuve. Si Ry > 1 linstabilité équilibre sans maladie viens de [0] soit €y ’ensemble défini
par

0 = {(S, I1)/S > a g 'ug,f >0,5+1< 1} I'ensemble €2; est un compact positivement

invariant.

On considere sur (51 la fonction de lyapunov définie par

o Hsty —uz+u3+ﬂ5‘) o e <I>
V(S,I)=(5—-57) — lo + ([ —=1I7) = I{log | —
(511 = (5 - 57) = 1 g (L2 LS ) 1) — o (1

On a
V est définie positive. ie : V(S,I) >0 V(S,Iy) =0 siseulement si (S,1) = (S}, I})
En effet



I1.2 Un Modéle du COVID-19 26

: : pz + (pe — pz)l — paS — BSI
V(S T) = S — (us +

+ BST — (p2 + ) — I(BS — (2 +7))

= 8= (ua b ) P () B8~ ()T =T8S — (pa-+9)
= ps(1 = 5) — (us +7)M — 1185 = (2 +7))

= p5(1 = 9) [1 -~ _Mz‘f;;i 551 — I7(BS — (2 +7))

— (1= S)(EE B sp)(ss - ps))

= #sf(51 = 5) [—Mg e ;3_+Sﬂ

= (57 = 5) [—M i;i BS  —p i;ﬁ BST]

sty [—ppt B+ S
<0

_ Bus [—uﬁﬁﬂtgl (55

Donc, on conclut que V est semi-définie négative. L’équilibre endémique est donc stable par

le théoreme de lyapunov.

1.2 Un Modele du COVID-19

Le modele est donné par le systeme d’équation différentielle [37] :

dfh(j) = A~ uS(t) = BIN)SH)(E(t) + 1(t)

dflf) = B(N)S(1)(B(t) + 1(t)) — wE(t) — (u+7)E(t)

PO 2B) -~ o10) - 10 (IL5)
di?li’f) — Y E(t) + o (t) — 0Q(t) — nQ(1)

M — bo) - ur(t

Sous les hypotheéses suivants :
S :population susceptible,

E :population exposée,
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= e 3 O~

3

g

0

]

:population infectée,

:population isolée,

:population récupérée (guéris),

‘taux de recrutement des individus susceptibles,

:le taux de transmission de la maladie,

:taux auquel la population exposée devient a une population infectée,
:taux de l'isolation des personnes exposées,

:le taux auquel les personnes infectée ont été isolées,

:taux de guérison des personnes isolées,

: taux de mortalité naturelle plus taux de mortalité lié a la maladie.

Comme les quatrs premieres équations sont indépendantes de R(t) alors on peut négliger la

derniére équation pour du systeme (//.5) et on étudie le systeme modifié suivant :

B~ A (o)~ BNISEE) + 1)
d]fhgt) = BN)S@)(E(t) + 1(t) — 7E(t) — (1 +7)E()
(11.6)
d;(:) — R B(t) — oI(t) — pI(?)
WU~ B(0) + o1(0) ~ 00(0) - 4Q(0)
Soit N =A/u, s=S/N,e=FE/N, i=I1/N et ¢q=Q/N
le systeme (I1.6) devient
f; = pt — ps — BNs(e +1)
Z: = BNs(e+1) —me — (p+7)e
(11.7)
di o
7 mTe — ot — it
@ =~e+ o1 — 0q— uq
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Avec les conditions initiales

3<O) =50 2 Oa 6(0) =€9 2 07 Z(O) =1 = 07 Q(O) =qo = 0 (118)

11.2.1 Positivité des solutions

Lemme I1.2.1. [37]
Sous les conditions initiales (I1.8), toutes les solutions (s(t),e(t),i(t),q(t)) du systeme (I1.5)

restent non négatives pour ¢t > 0.

Preuve. Par les conditions initiales (I1.8) on a :

ds

7 |ls= = >O,

d
i\ezo — BNsi >0,

(IL.9)

%’i:ﬂ =me = 0,

dq

dt|q:0 =~e+oi > 0.

I1.2.2 Stabilité locale et existence d’un point d’équilibre positif

L’existence d’un équilibre positif unique et de la stabilité du systeme (I1.7) dépend du nombre
de reproduction de base Ry qui est déterminé a 'aide de la méthode matricielle de la
nouvelle génération [30], on a deux point d’équilibre Cy(1,0,0,0) et C*(s*, e*,i*, q%)

Considérons les matrices suivantes

po [PNsletD) (IL.10)
0
Ly et ptae (IL11)

—me + ot +
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Les Jacobiennes de F et V au point Cy sont :

ey e
F _ 36 ot 5 _ (6]\[ ﬂN
dg dg 0 0
%(672) i (677J)
avec
fle,i) = BNs(e+1i) et g(e,i) =0.
et
oM ey e,
v 0 i :>~<7T+M+7 0 )
oG, . 0G, T otH
%(672) E(&Z)
avec

H(e,i) = me+ (u+7)e et Gle,i) = —me + oi + pi La valeur propre dominante de F(—V 1)
représente Ry ie Ry = p (F(—f/)*l)), en effet :

1

T 0
. 1 T+ 1+ 7y
(V) = o cof (V) =
s 1
T+pu+vy(T+p) o+p
BN BN ! .
F(-V)" = TR
s
0 0 o+ pu
BN BNT BN
AP T+pu+y (m+p+y)(c+pn) o+p
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On calcule les valeurs propres :

BN BNT L

. 7r+u+7+(7r+u+'y)(0+u)_ o+
det (F(=V)™' =) =0 = =0
0 —A
BN ON® B
R CTRR e cari R A
BN BN

= A=0 e I=

+
T+ut+y  (m+p+y)(o+n)

\ BN (o +p)+ BN

(m+p+7)(0+p)
Ry=p (F(—V)—l) = maz(\) = BN o +C;j‘_|—l’£7)—';(:+ R alors
- o+pu+m
o= PN e e Do+ 1) (.12

Théoreme 13. [77]
Le systéme (11.7) est localement stable par rapport au point d’équilibre Coy si Ry < 1, et

instable si Ry > 1.

Preuve. Pour la stabilité locale du systeme (I1.7), la jacobienne est donnée par

—p —BN —BN 0

J(cy=| " Nmmoemy AN 0 (IL.13)
0 T —(0+ ) 0
0 Y o —(0+ )

On calcule le polynéme caractéristique :
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= _BN _BN 0
det(J— M) =0e| O PNZmmpm=A N ’ —0
0 T —(o+p) —A 0
0 v o —(@+p) —A
BN —m—p—v—A BN 0
& (= —A) 7T —(o 4 pu) — A 0 =0
v o —(O+p)—A
P o AR g
T —(o+p)—A

S (p+NO+p+N[BN -7 —p—7=AN)(-0—p—A) — N7 =0

d’ou

A =—pu<0

Ay=—(0+p) <0

D’apres le critere de Routh-Hurwitz Les valeurs propres A3 < 0,\; < 0si Ry < 1 donc le

systeme (I1.7) est asymptotiquement stable, si Ry > 1 et instable.

Théoréme 14. [77]

Il eziste un unique point d’équilibre endémique c*(s*,e*,i*,q*) pour le systéme (11.7) si Ry > 1.

Preuve. on a

jt—ps — BNs(e+1i) =0
BNs(e+i) —me — (u+v)e=0 (I1.14)
me —ot— i =0

ve+oi—60qg—pug=0
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Ce qui implique que :

s*—i
- =
N CR O
m
o mp(Ro—1)
BN(m+ 0+ p)

. Yo+ p) +7o .,
= 1
(0 + )

D’apres la valeur de * il est évident que toutes les valeurs de (s*,e*,¢*) sont positive si

Ry > 1.

I1.2.3 Stabilité globale

Théoréeme 15. [77]
Si Ry <1 alors le systéeme (11.7) est globalement stable.

Preuve. pour la démonstration de ce théoreme on utilise la fonction de Lyapunov, soit

BN
o+ 1

L= (6 - 60) + (’L - Z()) <1115)

La différenciation de 1’équation (I1.15) par rapport au temps et en prenant en compte que

Ry<1let 0<s<1 ,donne

N .
L'=¢+ b ?
o+
. BN BN
L' = BNse+ BNsi— (1 + u+~v)e + ——(me) — o+ )i
B B (m+p+7) a+u() a+u( 1)
/ . BN
L'=pBNse+ Nsi— (m+ p+7)e+ (me) — BN

o

< BNe = (r+p+7)e + -

Par conséquent si Ry < 1, alors L’ < 0, ce qui implique que le systéme (I1.7) est globalement

stable pour Ry < 1.



Chapitre Il

Un Modeéle Fractionnaire du COVID-19

Dans ce chapitre on va analyser un nouveau modele mathématique pour I'épidémie du
covid-19. Ce modele est décrit par un systéme d’équations différentielles d’ordre fractionnaire
qui comprend cinq classes & savoir, S (sensible), E (exposée), I (infectée), @ (isolée) et R
(récupérée). C’est une généralisation d’'un modele d’équations différentielles ordinaire formulé

dans [37], on utilise la dérivée fractionnaire de Caputo au lieu de celle d’ordre entier.

111.1 Présentation du modeéle

Soit le modele d’équations différentielles ordinaire suivant [37] :

dig) = A—puS(t) = BIN)S(H)(E() + 1(t)

PO B)SHEE + 1)~ mE@®) — (u+ 1) E()

dilit) = nB(t) — oI(t) — pl(1) (D
d?zit) = ~E(t) + oI(t) — 0Q(t) — pQ(?)

d]fhgt) = 9Q(t) — uR(t)

S : population susceptible ,
E : population exposée ,
I : population infectée ,

(@ : population isolée,
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R : population récupérée (guéris),

A : taux de recrutement des individus susceptibles (naissance,..),

B

7

,u

: taux de transmission de la maladie,

: taux d’infection des personnes exposées,

: taux de l'isolation des personnes exposées ,

. taux auquel les personnes infectée ont été isolées,
: taux de guérison des personnes isolées,

: taux de mortalité naturelle plus taux de mortalité lié a la maladie.

Soit N la population totale tel que N=S+FE+ 1+ Q + R,

a partir du systéme (I11.1), on obtient

AN
O A— N
dt a

Ce qui implique que la population totale, est prise comme constante car A = puN. Pour in-

clure dans le modele (7/77.1) T’historique ou les propriétés héréditaires, on remplace la dérivée

d’ordre entier par la dérivée fractionnaire de caputo. plus précisément, on propose le systeme

d’équations différentielles fractionnaires suivant :

¢DAS = A — oS — BS(E + 1)
§DFE = BOS(E+1)—n°E — (1 ++°)E
D] = 7oF — 0% — ol (I11.2)

6DPQ =7"E +0°I - 6°Q — u°Q

¢DYR = 0°Q — u°R

Ou 0<a<1 et §D désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

I11.1.1 Positivité et délimitation

On note

R ={(S,E,1,Q)/S, E,1,Q > 0}
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Théoréme 16. (Positivité)[75]
Soit (So, Eo, Iy, Qo) toute donnée initiale appartenant ¢ RL et (S(t), E(t),1(t),Q(t)) la
solution correspondante aux données initiales. par suite, 'ensemble RY est un ensemble posi-

tivement invariant du modéle (I11.2). De plus, nous avons

AO{
lim supS(t) < Soo := —,
t—+o00 ,ua
. A”
lim supE(t) < By i= ————,
t—+o0 T 4 U + vy«
ano
lim supl(t) < Lo i= ——— (IIL3)
t——+o0 o% + p®
) V*Eo + 0%
< =
Jim supQ(f) < Qoo 5 4 pe
ea
lim supR(t) < —.
t—+o00 Iua

Preuve. Pour prouver l'existence et ['unicité de la solution du modele on a utilisé des résultats
prouvés dans [10].

Pour le modele (I11.2), on a
$DE S5m0 = A% > 0,
DY E|p—o = p*SI > 0,

(I11.4)

8D?I|[:0 =71F Z 0,

6DiQlo=0 =71"E+ 0“1 > 0.

D’apres (I11.4) et le théoréme de la valeur moyenne généralisée , on déduit que
S(t),E(t),I(t),Q(t) >0Vt>=0.

A partir de la premiere équation du systéme (/77.2), on obtient
DS < A% — 428,

en utilisant le principe de comparaison fractionnaire, nous avons la premiere estimation de
(I11.3).

A partir de la deuxiéme équation du systeme (I11.2), on a

oD (S+E) < A* —p*S —7°E — (u* +1*)E,
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ce qui implique

lim sup(S(t) + E(t)) < Ew,

t—+o00

par conséquent, nous avons la deuxiéme estimation de (//17.3).

De la troisieme équation du systeme (I11.2), on obtient
oDyl < m*Ey — 0“1 — p°l,

ce qui donne la troisieme estimation de (I11.3).

A partir de la quatrieme équation du systeme (I11.2), on a

0DFQ <7 B + 0% oo = 0°Q — p°Q,

pour t assez grand, de la, nous obtenons la quatriéme estimation de (I11.3).

Enfin, la cinquieme équation de (II1.2) implique que

SDPR < 0°Quo — iR,

ce qui donne la cinquieme estimation de (II1.3).

I111.2 Les équilibres et le nombre de reproduction

Pour trouver les équilibres du modele (I11.2), on considére le systéme suivant :

A% —p*S —pB*S(E+1) =0

BS(E+I)—m"E— (p*+~1*)E =0
TE — o] — pl =0 (IIL.5)

YYE 4 oI — 0%Q — pu“Q) =0

HQQ_NQR -0
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On a deux points d’équilibres Fy = (Sy, Eo, o, Qo, Ro) et Fy = (S*, E*, I*, Q*, R*) avec

Aa

So=—, Ly=0, Iy=0, Q=0 Ry=0
et
o M g
ITs ’
=" g
. ,}/CME*_*_O.QI*
Q=0
0% + p
02 0O*
r =Y
Ma
o _ BATE 0 4 %) — (i + ") " )

Fome + o)+ 00 + )
On note que S*, E*, I*,Q*, R* sont positifs si seulement si
BEAYN (7™ + 0% 4 p®) — p* (0 + o) (7 4 p* + %) >0

On calcule le nombre de reproduction du modele (/7/.2) en utilisant la méthode de van den
Driessche et Watmough. Soit = = (F,I,Q, R, S)

On réécrit le modele (/117.2) sous forme de :

oDiw = F(r) = V(x),

avec

BS(E+ 1)
0

0
0
0
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et

Les Jacobiennes de F et V au point (Sy, Eo, o, Qo, Ro,) sont :

/605 Aa
/,La

En effet :

(V)" = 5

S~ O >
n N Q= Q
o =z o o
o =z o o o

oo o o o

avec

A= (0% +p*)(0° + p*)ppu®

B+ (i + ) E

—nmE 4+ 0] + pul

=Y E — oI +0°Q + p*Q

— A 4 S 4 BS(E + 1)

ﬁo&AO&
ua

o o o O

—0°Q + j°R

OCAOZ

g 000
ﬂa
0O 000
0O 000
0O 000
0O 000
0 0

o + pu” 0

_O_a + 9& ea _"_ ILLOL
0 -0
aAa

P 0

MO[

B = (7% + p* + ") () (p*) (0" + p*) (0% + p®)

C=—-p"

0

0
1

0

o O o O

i
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D = (0% + p*)

E = p®ps(m® + p® +9%) (0% + p?)

F = popt(=m%(=0" +0%) +7%(0" + 1))
G = ppt (=0 +6°)(7" + p® +97)

H = pop (0% + p) (7 + p* +7%)
I'=p0°[(=0® +0%)(=7%) + 7% (0" + )]
K = —pt0%[(=0® +0%) (7" + p* + 7))

M = p0*[(o® + %) (7 + p® + )]

N = p (0% + p*)(0® + p®) (7% + p* +9%)
U= pt (0% + pt) = (ot = =)

QAO[
S = it ) )

R= p*(0% + p*) (0% + p) (7 + p* + %)

«

«

BaAa(ﬂ_a + o.a + Iua)

o+ ) ey 00

0 0000

F(=V)™ = 0 0000
0 0000

0 0000

on a une seule valeur propre

BaAa(ﬂ_a + O.oz ‘l’ ,ua)
pe (o ) (m i )

A\ =

Par conséquent, le nombre de reproduction du modele (I11.2) est déterminer par

- - aAa (6% (0% (0%
o= WF (1)) = mart) =

Donc
ﬁa/loz(,n_oa + O.a _|_ Iua)

RO -
pe(o® 4+ pe) (e + p + )

il est claire que S*, E*, I*,Q* et R* sont positifs si et seulement si Ry > 1.

Théoréme 17. (Equilibres)[75]

Le modéle (I11.2) posséde toujours un équilibre sans maladie (DFE) Fy = (So, Eo, 1o, Qo, Ro),

quelque soit les valeurs des paramétres, En outre, le modeéle admet un unique équilibre endémique

Fy = (S*, E*, I*,Q*, R*) si seulement si Ry > 1.
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111.3 Stabilité locale du point d’équilibre trivial

Théoréme 18. Le point DFE (équilibre sans maladie) du modéle (111.2) est localement asymp-

totiquement stable si Ry < 1.

Preuve. la jacobienne du modele (I11.2) au point DFE(équilibre sans maladie) est

—p® — %50 —PB%So 0 0
0 [B%So— (m* + pu* +~%) B*So 0 0
J=(Fy)=1| 0 T —(o% + p®) 0 0
0 e o° —(6*+pu*) 0
0 0 0 6o e

le polynéme caractéristique de J est
P(x) = A+ pu) A+ (0 + 1) A+ p*)Y A2 + 1\ +7)

avec

T=—[B — (7 4 p® %) = (0% + )]

Ty = (ﬂ.a +Mo¢ _I_,ya>(o.o¢ _I_’ua) _ 5“%(70‘ + ov ‘I’,Ua)

Si ety sont positifs si et seulement si R < 1, en effet

aAa (03 (0 [0 QACK (03 (0% (0 [0 (0
BN (T 4 o + ) <1;$6 <(0+u)(ﬂ+u+v)

Ry =
pe(o® 4 pe) (e + p +99) pe Tt 0%+ e

d’ou



I11.4 Stabilité globale du point trivial 41

i aAa
n= - B ) = o )
(0 +p) T+ 1" +7) 0 e a o, o a
< — — _
! _ T (7% + u® +9%) = (0% + pu%)
o[ p) = (0 4 ) (T 4 49 = (0% 4 ) (T 4 0%+ i)
S I Cak? ) (7 4+ 0 + p )]
T1>0
et
T = (7% + pu* + %) (o +M>—7(7T +0% + %)
= (7Ta+ua—|—’}/a)<0'a—|—,ua),ua—ﬁaAa<7Ta+O'a+/,La)
lua

Ona p*(o®+ p®)(m* + p* +~%) > A (1 + 0% + pu®)

Donc m > 0.

Ce qui implique que deux racines du polyndéme A2 + A7y + 75 ont des parties réelles négatives.
Par conséquent, les parties réelles des cinq valeurs propres de la matrice J(Fp) sont toutes

négatives, ou de maniere équivalente Fj est localement stable.

I11.4 Stabilité globale du point trivial

On montre la stabilité globale du point d’équilibre trivial en utilisant le théoreme de stabilité

de Lyapunov.

Théoréeme 19. [78]
Si Ry < 1 alors le point DFE(équilibre sans maladie ) du modéle (II1.2) n’est pas seulement

localement asymptotiquement stable mais aussi uniformément asymptotiquement stable.

Preuve. Puisque les trois premiéres équations du modele (/77.2) ne dépendent pas des états

Q@ et R, il suffit de considérer le sous-systeme suivant :
DYS =AY —u*S — pS(E+1)

§DPE = B°S(E+1) — n°B — (4* +9°)E

cDyl =n"E — o —p*l
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Soit I’ensemble défini par

Q:{(S,E,[) S,E,1>0,,5< A},
/,La

et considérons une fonction de Lyapunov V :Q+— R, donné par

S 7.‘.01_1_//604_1_,.}/0(
V(S,E,I)=(S—Soln——-5)) + B+ —————1I
(S.B.1)= (S = Soln g — S0)+ B+ D

En utilisant la propriété de linéarité de la dérivée de caputo, on obtient

S
PV < (1 - °> D2S(t) +5 DYE + LeDO T

S
S
< (1 — 6?> (A% = p*S) +5 DYE + L(n*E — 0“1 — p®I)
Ma TN
<= (=5 (So—-98)+ D)+ ————— — Lo®*I — p®IL
_S< 0)(0 )+0 t +7To<+0-a_|_lua o ©
«a a fa a fa
S—Maa(S—SO)2+<ﬁa —(wa+ua+7“)+7raL>E+I<6a —(Uo‘—i-,ua)L>
I [t I
S_AQ(S_SO)2+7—1E+T2_[7
7Ta+ua+,ya
avec L:—,
T + 0% + e
_ g fo B N N N 7Ta(7Ta+,ua+'7a) . _ aﬁ_ 7Ta+o.o¢+,ya
T ne (ﬂ- +u +ry>+ T 4 0% 4 pe € 72 6 ne 7Ta+0-a+MQ'

71 et 75 sont négatifs si et seulement si Ry < 1, en effet

On a
ﬁaAa(ﬂ.oc +O.o¢ +,U/a)
RO — <1l= 601Aa<7ro¢+0a+lua) < Ma<0_a+/la>(7ra+ﬂa+7a)
ua<0—a+lua>(ﬂ-a+ua+,7a)
d’ou

BoAT e e T+
e — (M) T+ 0% + p
_ BeAN (@ A 0% A p®) = pt (7 4 p® ) A pt Tt (7 4+ 47
N po(me + o 4 po)
AT 4 0% ) — (7% 4 p® ) [T o 4 — ]
- pe (e + 0% + )
_ A 4 o 4 ) — (4 p® A ) (0% + i)

pe(meo® + p)

71

<0



I11.4 Stabilité globale du point trivial

43

et

OéAOc 7TOC+O.O¢+ @
-2 — (0" +u%) k

T S
2 Ma 7TCX+O-C!_'_MCM

_ B (@m0 4 p®) = (o 4 p) (7 4 )
po(me + 0% + )

<0

Par conséquent, Fjy est uniformément asymptotiquement stable.



Conclusion Générale

Dans ce travail, nous avons présenté deux modeles épidémiologiques covid-19 et covid-19 frac-
tionnaire.

Pour le premier modele, on a montré 'existence d’un point d’équilibre sans maladie qui est
localement asymptotiquement stable si Ry < 1, et un point d’équilibre endémique positif si
Ry > 1. Pour le deuxieme modele on a utilisé le théoreme géneralisé de la valeur moyenne et
le principe de comparaison fractionnaire pour montrer la positivité, et on a montré la stabilité
locale et globale du point d’équilibre trivial si Ry < 1.

Dans un futur, nous étendrons les résultats de ce travail pour proposer de nouveaux modeles
pour I'épidémie de covid-19 en particulier, et des stratégies efficaces pour controler et prévenir

la maladie.
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