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Introduction générale

La dérivée fractionnaire est un ancien sujet, ses origines remontent a la fin du
17%m¢ siecle, I’époque ol Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul
différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole % pour désigne
la n'*™e dérivée d'une fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre a I'Hopital
(apparemment avec I’hypotheése implicite que n € N ), 'Hépital a répondu : que
signifie CZ;C sin= ;?

Cette lettre de I’'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’'Hopital
a demandé spécifiquement pour n = ;, c’est a dire une fraction (nombre rationnel)
a en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Le calcul fractionnaire a été développé depuis la premiere conférence sur ce do-
maine en 1974. Depuis, il a gagné une popularité et une considération importante
principalement aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences appli-
quées et de I'ingénierie ou il a été remarqué que le comportement d’un grand nombre
de systémes physiques peut étre décrit en utilisant la dérivée d’ordre fractionnaire
qui fournit un excellent instrument pour la description de plusieurs propriétés de
matériaux et processus.

Donc, il est tres important d’établir une théorie claire et nette pour 1’étude et
I’analyse des opérateurs et systemes d’ordre fractionnaire.

Le sujet principal de ce mémoire est 1’étude de 'existence et I'unicité de solutions
pour des probléemes aux limites pour des équations différentielles fractionnaires au
sens Hadamard.

Mon mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire

et quelques théoremes fondamentaux utiles a la suite de ce travail.



Le deuxiéme chapitre sera présenté les définitions et quelques propriétés fon-
damentales de dérivée et intégrale fractionnaire au sens Hadamard.

Le troisieme chapitre a pour but, ’étude de 'existence et I'unicité de solution
pour un probléme associé a une équation différentielle d’ordre fractionnaire au sens
Hadamard en utilisant des théoremes du point fixe.

On terminera par une conclusion qui rassemblera tout ce qui a été fait.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour la bonne com-
préhension de cette these : présentation des fonctions spéciales pour le calcul frac-
tionnaire et un bref rappel sur les espaces fonctionnels concernés par notre travail.

On conclut le chapitre par une section réservée aux différentes notions d’analyse
fonctionnelle fondamentales et quelques théoremes de point fixe utilisés dans ce

travail.

1.1 Fonctions spéciales pour le calcul fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonctions spéciales a savoir la fonction
Gamma, béta et Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un role dans le calcul fraction-

naire.

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1.1. La fonction Gamma d’Euler est tout simplement la généralisation
de la factorielle a tous les nombres réels. Pour z € C tel que Re (z) > 0, on définit

la fonction Gamma par :

['(z2)= /OO e 't*71dt.
0



CHAPITRE 1 PRELIMINAIRES

Proposition 1.1.1. Pour tout z € C, tel que Re(z) > 0, la fonction Gamma T’

posséde les propriétés fondamentales suivantes :

I'(z+1)=2I(2) et I'(l)=1
['(n)=(n-1) pour tout n € N.
r
r

1.1.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.1.2. La fonction béta est une fonction da deuzr variables complezes z

et w, elle est définie par l'intégrale suivante :

B(z,w) = /01 711 — ) dt,

avec Re (z) > 0, Re (w) > 0.

Proposition 1.1.2. Pour tout (z,w) € C* avec Re (z) > 0, Re (w) > 0, la fonction

béta vérifie les propriétés suivantes :

T (w)
5(Zaw)—w7
B(z,w) =B (w,z),

B(z,w)=pF(z+1,w)+ G (z,w+1),
B(z,w+1) :%B(z—kl,w) :wLﬂﬁ(z,w),

oo tz—l

B (z,w) = Of Wdt.

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.1.3. La fonction de Mittag-Leffler est définie par la série de fonctions

sutvantes :

k=00 Zk

Eo(2)=),_, Tk 1) pour tout o > 0 et z € C.
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La fonction généralisée de Mittag-Leffler est donnée par :

k=00 Zk

Eog(2)=),_, m,a,ﬁ >0,2€C

Remarque 1.1.1. Pour tout z € C, la fonction E, g vérifie les propriétés suivantes :

Eiq(z) =¢7

Eim(2) = Zml,l {ez - 7:2; 7;}, pour tout m € N
e”—1 B

Ei5(z) = .

Fy1 (2%) = cosh (2)

Eis(z) = & _zi —

S

1.2 Définitions et Théoremes d’analyses Fonction-

nelles

1.2.1 Espaces Fonctionnels

Soient [a, b] un intervalle compact de R avec a > 0 et n € N.

Définition 1.2.1 (Espace des fonctions intégrables). [7/Pour 1 < p < oo ,on note
par LP ([a,b] ,R) lespace des classes d’équivalence des fonctions de puissance p-

intégrables sur [a,b] d valeurs dans R.
L? ([a,b] ,R) = {f : [a,b] = R : f mesurable et ||f||,, < oo}

avec

b
1715, = [ 1f @)Pda.

L’espace L ([a, b] ,R) pour 1 < p < oo muni la norme ||.||, est un espace de Banach.
Pour p = oo, l'espace L™ ([a,b] ,R) est l'espace des fonctions mesurables f bornées

presque partout (p.p) sur [a,b], c’est un espace de Banach muni de la norme

[fll oo = mf{M >0 [f (2)] < M : pp sur[a, 0]}



CHAPITRE 1 PRELIMINAIRES

Définition 1.2.2. [7/Pour 1 < p < oo et ¢ € R, on note par X? (a,b],R) l’espace

des fonctions f réelles et mesurables sur |a,b|, muni de la norme :

b dx
1% = [l @)=

Définition 1.2.3 (Espace des fonctions de classe C"). [7]On désigne parC™ ([a,b],R)
l’espace des fonctions [ qui ont leurs dérivées d’ordre inférieure ou égale a n conti-

nues sur |a,b|, muni de la norme

|wm=zggﬂwww.

]
En particulier si n = 0, C°([a,b],R) = C([a,b],R) est l’espace des fonctions f
continues sur |a,b] muni de la norme

[flle = sup |f ()]

z€[a,b]
Remarque 1.2.1. (C" ([a,b]), ||.||cn) est un espace de Banach.

Définition 1.2.4 (Espace des fonctions absolument continues). [7/On dit qu’une
fonction f est absolument continue sur [a,b] et on note f € AC ([a,b],R) si, pour
tout e > 0, il existe § > 0 tel que pour toute partition {ay, by : k € [1,n] "N} C [a, 1],
on a

Zij (br — ax) < & implique Z:: |f (bx) — [ (ax)] <e.

Proposition 1.2.1. [9/Si f € AC ([a,b] ,R), alors elle admet une dérivée intégrable

sur lintervalle [a,b] presque partout et :

f(x)=f(a)+ /; f(t)dt, pour tout x € [a,b].

Proposition 1.2.2. [9/L’espace AC ([a,b],R) muni de la norme ||f|| = ||f|lo +
|7

est un espace de Banach.

11
Définition 1.2.5. [7/On note par AC™ ([a,b],R), la classe des fonctions f conti-
niement dérivables jusqu’a l'ordre n — 1 sur [a,b] avec f™~Y € AC ([a,]).

En particulier AC* ([a,b],R) = AC ([a, ] ,R).
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Définition 1.2.6. On définit l’espace ACY, ([a,b],R) des fonctions telle que
ACS, ([a, 0], R) = {f la,b) — R: 6"tk f (x) € AC ([a, ] ,R)}.
d
Avec p € R et 6 = x—.
dx
Définition 1.2.7 (Espaces des fonctions continues avec poids). Soit A € R. On
désigne par Cy ([a,b],R) l'espace des fonctions f définies sur |a,b] telles que la fonc-

tion

<1n x)Af (z) € C([a,b],R) ,

a

c’est-a-dire

Cy ([a,b],R) = {f € Cy ([a,b],R) : lim (ln x>)\f (z) em’ste}.

z—at a

Muni la norme

(ln x))\f (x)].

a

= sup
c z€[a,b]

I = (%) s @

L’espace Cy ([a,b] ,R) est appelée lespace des fonctions continue avec poids.
On peut montrer que ||.||, est une norme et que (Cy ([a,b]), R, ||.||,) est un espace de

Banach.

Remarque 1.2.2. En particulier Cy ([a,b] ,R) = C ([a, b] ,R), il est clair que Cy ([a,b] ,R) ¢
Cx ([a, 8], R).

Définition 1.2.8. Soit A € C, tel que 0 < Re(\) < 1. Pour un sous ensemble H
de Cy ([a,b],R), on définit H, par :

Hy={fr:fEH},

avec

f,\(x): ( a \
lim (ln (%)) f(x), x=a

z—at

donc fr € C([a,b],R).
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Définition 1.2.9. Construisons lespace généralisé C, 1, ([a,b] ,R) défini par :

Cuarm ([a,b] ,R) = {f :a, b)) = R (ln z)Aggﬂf € C([a,b] ,R)} :

Muni la norme
T

s = | (02) 27 )

c

En particulier
607)\7111 ([a, b] ,R) = C)\,ln ([CL, b] ,R) et C(),()Jn ([CL, b] ,R) =C ([a, b] 7R)

Ainsi soit-il E et F' sont des espaces de Banach munis des normes ||.||; et ||| »
respectivement, K un compact dans E et C (E, F') I’éspace des fonctions continues

muni de la norme uniforme

1flle = sup [lf (2)ll7-
zeK

Définition 1.2.10 (Equicontinuité). Soit H une partie de C (E, F). On dira que H

est équicontinue en xq si pour tout € > 0, il existe n > 0, tel que
Ve e B, ||z —xollz<n implique | f(x) = f(zo)||p <€, VfeH.

On dira que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de E.
Remarque 1.2.3. Le point important, n ne dépend pas de f.

Définition 1.2.11. Soient (E.|.||z), (F,|.||z) deuz espaces de Banach. L’ applica-
tion F : (E,|.llg) = (F,].||p) est dite compacte si :

i) F est continue sur E.

it) F(E) est relativement compact dans F.

Définition 1.2.12. Soient (E, ||.||z) et (F,|.|z) deux espaces de Banach. L’ appli-

cation F : (E,|.||g) = (F, ||| z) est dite complétement continue si :

i) F est continue sur E.

i1) Pour tout sous-ensemble borné A de E, implique que F(A) est relativement com-

pacte dans F.

10



CHAPITRE 1 PRELIMINAIRES

Définition 1.2.13. Soit F : (E,|.||z) — (E,|.||g) une application. Un élément
xog de E est dit point fixe de F si :

F (z9) = xo.

Définition 1.2.14. Soit H une partie de C (E, F'). On dit que H est uniformément

borné s’il existe une constante p > 0 telle que

I flle < p, pour tout f € H

1.2.2 Théorie d’Ascoli-Arzéla

Ce théoreme est connu pour son nombre considérable d’applications entre autre
la compacité de certains opérateurs. Il caractérise les parties relativement compactes

de l'espace des fonctions continues.

Théoréme 1.2.1. [7/Soit K un sous-ensemble compact dans E et (F,||.|| ) un es-
pace de Banach. Soit H une partie de C (K, F'). Alors, H est relativement compacte

dans C (K, F) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
i) H est équicontinue

it) Ve € K, H, ={f (z) : f € H} est relativement compacte dans F.

Remarque 1.2.4. Pour qu’une partie H C C ([a,b],R), soit relativement compact

il faut et il suffit qu’elle soit uniformément bornée et équicontinue.
Le Théoreme suivant est une extension naturelle du Théoreme d’Ascoli-Arzéla.

Corollaire 1.2.1. Soit H une partie de Cy ([a,b],R). Alors, H est relativement
compacte dans Cy ([a,b],R) si et seulement si H est relativement compact dans

C (la,b] ,R)

11
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1.2.3 Théoreme de point fixe

Principe de contraction de Banach

Définition 1.2.15. Soit F une application d’un espace de Banach de E dans lui

meéme. On dit que F est lipschitzienne s’il existe un nombre k > 0 tel que :
|Fx—Fyl|lp < kllz — vyl g, pour tout x,y € E.

Si0 < k<1, on dit alors que F est une contraction.

Théoréme 1.2.2. [10]/Soit F une application d’un espace de Banach E dans lui
meéme tel que soit F une contraction, alors F admet un point five unique dans FE

Ji.e. il existe un unique u € E tel que
Fu = u.

Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 1.2.3. [/6/Soient E un espace de Banach, U un sous-ensemble ouvert
borné de E, avec 0 € U et F : U — E une application complétement continue,

alors

(i) F admet un point fize dans U, ou bien

(it) Il existe y € OU tel que y = XT (y) pour tout X € 10, 1].

1.3 Inégalité de Gronwall généralisée

Lemme 1.3.1. [8/Soient z, h, k des fonctions continues sur |a,b], telle que
k(t) > 0, pour toutt € [a,b].

Si
x(t) < h(t)+ /tk(s)x(s) ds, pour tout t € [a,b].

12
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Alors
x(t) < h(t) —i—/ath(s)k:(s)exp [/:k’(T)dT} ds, pour toutt € |a,b].

Si en plus h est croissante sur |a,bl, alors

t

v < h(tes ([

k (s) ds) . pour tout t € [a,b].

Lemme 1.3.2. [§/Soient o > 0, a et u deuz fonctions positives et localement inté-
grables sur [1,b], si g est une fonction continue positive et croissante sur [1,b], telle

que g (t) < M, pour tout t € [1,1], et :

u(t) <a(t)+g(t) /j (ln t>a_1u (s)ds,, pour toutt € [1,b], (1.1)

S

u(t) <a(t)+ t i [W (ln <z>>m—11 a;s’ pour tout t € [1,0], (1.2)

Remarque 1.3.1. Sig(t)=0>0 et

w(t) < a(t) +b/1t (mi)alu (s)is.
Alors
u(t) <a(t)+ /lt (Z:;l M(ln (i))m_la (s)) af, pour tout t € [1,0],

Corollaire 1.3.1. [5/Sous les hypothése du lemme 1.3.2. Supposons que a est une

fonction non décroissante sur [1,0], alors
u(t) <a(t)Ey1(g ()T (o) (Int)*), pour toutt € [1,V],

avec E, 1 la fonction de Mittag Leffler définie par :

00 Zk

Eoi(2) = Zk:o T(ak+1)

13



Chapitre 2

Opérateurs de Hadamard

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base rela-
tives au calcul fractionnaire telles que l'intégration fractionnaire de Hadamard, la

dérivation fractionnaire au sens d’Hadamard.

2.1 Intégrale fractionnaire de type Hadamard

Nous présentons principalement quelques définitions de base, les propriétés liées
a l'intégrale et a la dérivée fractionnaire de type Hadamard. Tout d’abord soit f une

fonction définie sur [a,b] ot 0 <a <b<ooet u€R.

Remarque 2.1.1. Pour n € N*, lintégration d’ordre n de type Hadamard pour

1w e R eta>0 est donnée par la formule suivante :

dtl t1 dtg tn—1 dtn
(H ar o f ) (v) =2 / / /a thf (tn)z

:(n—l)/a (;)M (lnt)n lf(t)dt pour tout x > a

On peut généraliser, d'une maniere naturelle, la formule précédente pour n = «

qui est un nombre réel quelconque par la définition suivante.

14



CHAPITRE 2 OPERATEURS DE HADAMARD

Définition 2.1.1. [9/L’intégrale fractionnaire de type Hadamard avec paramétre

€ R de la fonction f d’ordre o € RT est définie par :

o= [ () e

Pour le cas p =0, on obtient

(r2z) 1= b [ (n(5) 0

Remarque 2.1.2. si a = 1 dans l’intégrale fractionnaire au sens de Hadamard

(2.1), on obtient

’ (t)“ O (2.2)

x t

L f@) = [

a

Exemple 2.1.1. Soit f la fonction définie sur [a,b] par :

x\A1
f(x)zm‘“(ln) , avec0<a<l e [>0.
a
On a
I B+a—1
" o f (2) = F(B(f—)a)x_u <ln z) ,  pour tout x > a. (2.3)
En effet :

mre(wg) =i D) ()

t
En effectuant le changement de variable In <x> y=1In <>, ce qui donne In (33) dy =
a a
dt

e alors
o -
Q )\ Bta—1
- r<2<>§)<2(+)5>“ (m a)
I x\ Bta—1
= F(a(f—)ﬁ) xt (ln )

15



CHAPITRE 2 OPERATEURS DE HADAMARD

Remarque 2.1.3. Intégrale de type Hadamard de (2.3) avec p = 0 est donnée par :

(o) il () e

a+p a
Proposition 2.1.1. Soit f € X ([a,],R), alors

(1) L’intégrale HIZ‘”Lf existe pour presque tout t dans [a,b],

(2) La fonction "Tg, f est un élément de X, ([a, 0], R).

Démonstration.

Par 1’équation (2.1), nous avons

Cmanel < g [0 ()

. (b) o f(t)

/ t Z€|alt<oo, pour tout z € [a, bl

Puisque f € X, ([a,0] ,R), alors "Z%,  f existe pour presque tout = dans [a,b], on

1)
t

TrH

(o)

IN

a
b . dx 1 b\ [*! b d
/a 37”’<Hza+,uf> (z) o < m In (a) ||f||X}L A
1 b\|"
= — |In(= .
F(Oé) n(@) ”fHXH
ce qui implique
. 1 AN
HH a+7uf‘ Xt Sm In (a) £ 1]y -

2.2 La dérivée fractionnaire de type Hadamard

Définition 2.2.1. [J/La dérivée fractionnaire de type Hadamard avec paramétre

i € R de la fonction f d’ordre o € RT est définie par :
(HDZ‘+7uf) (x) = Ho" [az“ (HI:IfL (93))} : (2.5)
d
Avecd=x—,n—1<a<neN ze€aqb et0<a<b< .

dx

16



CHAPITRE 2 OPERATEURS DE HADAMARD

Remarque 2.2.1. Dans le cas pp = 0 la définition (2.2.1) est donnée :
D) (@) = 0" ("I (@)
Pour tout n € N, on a
" ="l og=000""

Alors
d? d
2 9
0 =0o0d==x —de—l—:cdx.

Sia=mn, dans (2.5), on a
"D f (@) = 278" (@ f (2)) = (0 + w)" f (2).

En particulier « = 1, alors

TDLf(5) = (5 1) f () = pf(2) + ().

Remarque 2.2.2. Soient o > 0, n € N et a > 0, alors

o (ln (Z))a = m (111 (Z))a_n, pour tout x > a.

et
" (ln (m)) =nl'(n), pour toutxr > a.

a

st <ln <$>> =0, pour tout z > a.
a

Exemple 2.2.1. Soit f la fonction définie sur [a,b] par :

B—1
f(x)zx‘“(ln:B) , avec 0 <a <1l et [>0.
a

Alors

Hpe, f(z) = F(ﬁ)a)x—# (111 <x)>ﬁ_a_l ., pour tout x > a. (2.6)

17



CHAPITRE 2 OPERATEURS DE HADAMARD

En effet :

p-1 B-1
e, [x_“ (m2) ] = g [Hzgggx—ﬂ ( (%)) ]

=gz Hox" [HIl CxTH ln { )B 1]
a

at,u

e ey ()
\\ B~
“r-arn0(0)
Par la remarque 2.2.2, on a
o (o) - R ()
\\ B—a—1
oo ()

Remarque 2.2.3. La dérivée de type Hadamard de (2.6) avec p = 0 est donnée

par :

HDZ‘+ ((ln z>ﬁ1> = F(rﬁ‘(f)a) (ln <z)>ﬁa1 ,  pour tout x > a.

1 —Q
HDZ@(l) = m (ln <Z>> ,  pour tout x > a.

Donc la dérivée fractionnaire d’une constante au sens Hadamard n’est pas nulle.

2.3 Propriétés de la dérivation et I’intégrale frac-
tionnaire de Hadamard

Proposition 2.3.1. [9/Soient « >0, 5>0,1<p<o00,0<a<b< o0 etpu€R,
pour tout f € X, ([a,0],R), on a

("220 " T2, f) () =" T2 f(a). (2.7)

18



CHAPITRE 2 OPERATEURS DE HADAMARD

Démonstration.

Pour tout f € X, ([a,b],R), on a

(2 Teu) 0 = g () (03) 7 (R0) 0

S

st GV 02)” (et ) o) r09)’

En utilisant le Théoreme de Fubini nous pouvons échanger l'ordre de I'intégrale et

obtenir

(H §+7uoHIf+,Mf) (z) = lm /ax =1 F (1) (/tx (ln §>a1<ln j>ﬁ1f> dt.

On change de variable en posant <ln f) 7=1In %, ce qui donne

S
alors
/m (111 )O‘_l (hl j)ﬁ—l ds _ (ln f)aﬂi—l /1 (1= 7 L5 1gr
t s s Yo A
= (ln t) B (a, 5)
- (1n j)‘”ﬁ ! g((z)i (g
Donc

(e Bet) o= gy [ G (D) s

HIIf) ().

o

I
/N

Remarque 2.3.1. Sous les hypothéses de la proposition 2.5.1, on a

(H 3+’HOHIf+7uf) () = (HIfﬂ#oH :+,uf) (x)

19



CHAPITRE 2 OPERATEURS DE HADAMARD

Proposition 2.3.2. Soit f € X/([a,b],R), on a alors

lim "3 f (x) = f (2).

a—0t

lim "D, | f(z) = f(x).

a—0t
Démonstration.

En utilisant une intégration par parties, on obtient :

i (120 0) = Sy s [ (5) (o)
= lim _71 z ' ’

a.—>0+ F(ll—i-oz) (:) ) a( o

+lm a (m7) a[(5) 7o)

Kﬁ
—~

~+
~—

]

Proposition 2.3.3. [9/Soient « > f > 0,0 < a < b < o0 et p € R, pour
f € X}([a,b] ), on a

("Dl oM T2 f) () =" D f (). (2.8)

Démonstration.

Soit f € X ([a,b],R), on a

(HDng’Mf) (x) = a6 (HI;L—ﬁf (x)) .
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CHAPITRE 2 OPERATEURS DE HADAMARD

Avec n =[] + 1, alors
("Dl oM T2 f) (w) = a o (T o T2 ) f (w))
Par (2.7), on a

(Hth#oH o f) (x) = a """ (HIj‘f"_ﬁ (93))

(I+7llz M

e (4, (T ).

D’autre part, on a

ot (NI f (2) = (n_ll)!é"/jtﬂ—l <ln (f))nlf(t) dt

Lo ()
= a'f(x).

d’ou
("D o™ T f ) (@) =M T ()

]

Proposition 2.3.4. [I)Soitn—1<a<f<neN, 1<p<oo,0<a<b<ooet

soit jp € R pour p > ¢ et pour f € X?([a,b],R) et "T2.  f € ACY, ([a,0],R) on a

"D7 0 Tg S (1) = DS (1) 29)

at,p

Démonstration.

D’apres la définition de U'intégrale (2.1) et la dérivée (2.5), on a

(HD5+,MOH ftuf) (x) = 27"0"" <HI:+_iH ol (x))
=g ot (HIZfﬁ+af (:1:))
= o5 ot (NI ()

21



CHAPITRE 2 OPERATEURS DE HADAMARD

D’autre part, on a

'(n+oa— t

ot (T @) = e (L) 0

dt
t

)

(n+a—ﬁ—1)(n+a—ﬁ—2)...(n+a—ﬁ—(n—l))x

I'n+a—p)
L) o

= ua_x/m [ (i)u(lnfyaﬁﬂ)lf (®)

—B+1
— x“HIﬁﬁJr f(x).
Ainsi

H o
(102, T 1 ) (@) = w0 (VTS0 (a)

="D0 f (x).

dt

t

]

Proposition 2.3.5. [/Soient f > a >0, n—1<a<n,neN m—-1<<m,

meN 0<a<b< oo, 1 < p< oo etsoit e € R avee p > ¢ et pour

fe AC3, ([a,b],R) et "Dy f € X¢([a,b],R) on a
18, o' Do f () =HTI0f ().
Lemme 2.3.1. [0/Soitn —1 < a <n et f une fonction vérifiant
DL f(t) =0

Si et seulement st

On a la formule suivante :

(Hzg'u oHng) f@&)=f(@ + 272” ¢ <ln t>aj.

ou ¢; € R, pour tout j € {1,2,3,...,n}.

22
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CHAPITRE 2 OPERATEURS DE HADAMARD

Démonstration.

Supposons que

ADe f(t) =0

D’apres la remarque 2.2.1 on a
s I f () = 0

Par la remarque 2.2.2, on trouve que

a

TTIf) = Y <ln (t))j

En appliquant 'opérateur “D"';*, nous obtenons

a

("Dpro T f(t) = ZZ” ¢ (HDZ+“ (1n (t)>ﬂ> .

Maintenant, I'utilisation de I'exemple 2.2.1 donne :

o-xa (1)

a

Inversement, on a :

f) = Zj:l cj (ln Z)a_j.

En appliquant 'opérateur ¥ D2, nous obtenons

t

i a—j
D f () =3 (HD§+ <ln ) ) .

a

Par I'exemple 2.2.1, on a

Hngr (t) == 0

D’autre part, puis que

(22,025 ) 1) = 1)+ X0 e (m D)
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est équivalente a

h(t)

Il
-
I
3
+
(e)
S
)

2 R
N—
~
/~
~
SN—
|
N
—~
~
N—

I
]
L
<
N
e
| =~
S~
Q
d

Alors

C’est-a-dire

Hpe p(t) = Hpe, (<H13+OHD3+> f@)—f (t))
= ("D o Te D) (1) 1 DL F (1)

= "D f(t) " D% f(t)=0.

Lemme 2.3.2. [(/Soient n — 1 < a <n, u#0 et f une fonction vérifiant
fpe.  f(t)=0

St et seulement st
j=n _ t a—j
f) = ijl cjt “(111 a) :

On a la formule suivante :
Hra _Hpya Jj=n —1 AN
("5t D) F (1) = £ () + X et (m a) .

ou c¢; € R, pour tout j € {1,2,3,...,n}.
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Chapitre 3

Existence et unicité de solution
pour un probleme associé a une
équation différentielle d’ordre

fractionnaire

3.1 Caractérisation de la solution

Dans cette section, nous allons caractériser la solution du probleme de Cauchy
d’ordre fractionnaire au sens de Hadamard par la méthode de la variation de la

constante dans le cas 0 < aw < 1 et p # 0.

Lemme 3.1.1. Le probléme suivant

HDa (1) =0, a<t<Db,
et (1) - (3.1)
u (to) = uo,
admet une unique solution dans C,1-qm ([a,b] ,R), elle est donnée par :
u tO l1—a B t a—1
u (t) = uoty <1I1 > t ”(ln ()) . pour toutt € [a,b]. (3.2)
a a
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Existence et unicité de solution pour un probléme
CHAPITRE 3 associé a une équation différentielle d’ordre fractionnaire

Démonstration.

D’apres le lemme 2.3.2 la solution de I’équation (3.1) est donnée par :
t a—1
u(t) =ct™* (ln ) , pour tout t € [a,b].
a

D’autre part, on a :
lo

a—1
u(to) = c(ty) " (111 ) = o,
a
Donc

u( t0>1—a
c = upty | In — .
a

Par conséquent

t l—a t a—1
u (t) = uoth <1n 0> tH (111 > , pour tout t € [a,b].
a a

]

Remarque 3.1.1. Si ty = a, alors 'unique solution du probléme homogéne (3.1)

est la solution triviale.

Lemme 3.1.2. Le probléme suivant :

IDe u(t) =0, a<t<b
1i ’l ¢ l1-a - (33)
Jim I (£) " (t) = u,
admet une unique solution dans C,1-qm ([a,b] ,R), qui est donnée par :
t a—1
u(t) = upaht™" (ln > , pour tout t € [a,b]. (3.4)
a

Démonstration.

D’apres le lemme 2.3.2 la solution de I’équation est donnée par :
t a—1
u(t)=ct™* (ln ) , pour tout t € [a,b].
a

1—
Multiplions les deux membres de 'égalité par (111 é) “ et par passage a la limite,

on a .

l—«
ug = lim (ln t) u(t) = lim ct™*,

t—at a t—at
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CHAPITRE 3 associé a une équation différentielle d’ordre fractionnaire

Donc ¢ = uga*, par conséquent

t a—1
u (t) = ugat™" <1n ) , pour tout ¢ € [a,b].
a

Théoreme 3.1.1. Le probléme suivant
HPya _
Dy u(t)=u(t), a<t<b
u (to) = up.

admet une unique solution dans C,1_qm ([a,b] ,R), qui est donnée par :

t 11—« t a\ —1 t a—1 1@
u (t) = upth <1n 0) <Ea,a ((ln 0) ) tH (111 > Eon (111 > ) ,
a a a a

pour tout t € [a,b].

Démonstration.

On a
H o
Dy, u(t) =ul(t),

En appliquant 'opérateur 772, ., aux deux membres de I'égalité on a :

n :*,H,OHD3+,MU’ (t) =1 g*,p,u (t)

Par le lemme 2.3.2, nous avons

t a—1
u(t):ct_“<ln a) +HT2 u(t), ceR

Par itération, on obtient

a—1 t a—1
R

t a—1 cl (Oé) t 20—1 Hoo
=ct™#(In- t7#(In— ¢ t
¢ (na> +F(2a) <na) Lt ()

— T (a) [Fla) <1n i)al + = éa) <ln Z)Qal T (im (mé

+H nao U(t)

at,pu
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Existence et unicité de solution pour un probléme
CHAPITRE 3 associé a une équation différentielle d’ordre fractionnaire

Montrons que

ti 72,0 0] =0

dr

7l

(-4 (0

< el [ () (D)
U n— n— —
= T'(na)" wtmed j, T a T
1" t noata—1
< &t—u <ln ) |
) a

w,l—a,ln

N T
=T (a) [F(la <ln Z)M T (;a) (ln Z)Qal ot (711@) (1“ 2>M1 +

D’autre part, on a

u(ty) = cty"T' () By ((ln to>a> X (ln t0>a_1 = uo,

Donc
1 tO ay\ —1 tO l1-a
C = uotnga@ ((1n a) > X <ln a) .

Par conséquent

u (t) = upth <ln Z)) o (Ea7a<(1n T)CY) _1> tH <ln Z)a_l <Ea7a <ln 2)@) ;

pour tout ¢ € [a,b]. O

Théoréme 3.1.2. Siy > 1—a et f € Cpym ([a,b] X R, R), alors le probléme suivant

D3 () = f(tult), a<t<b, (3.8)

u (to) = Uo,
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CHAPITRE 3 associé a une équation différentielle d’ordre fractionnaire

admet une unique solution dans C,m ([a,b] ,R) de la forme intégrale suivante :

w(t) = " (m Z)al + F(loé)/t (;)” (m j)alf(T,u(T))d:, (3.9)

o
1 to /T \H to\ > ! dr to\ 1
C = (’UO — F(O[)/a (t0> (hl 7(_)> f(T, u (T))T> tg (ln ;) .
Démonstration.
On a

D5 u(t) = f(t u(t)).

En appliquant 'opérateur 772,  AUX deux membres de 1’égalité on a
iz, o Dy ut) =" T2, f(t u(t)).

Par suite

u(t) =ct™* <ln Z)a_l + F(loz) /: (;)M (111 f_)a_l f(T,u(T))Cf

D’autre part, on a

u(tg) = ug = cty " (ln ij)a_l + F(loé)/:o (;)M (111 t:)a_l f(T,u(T))dTT,

Donc

c= (uo - I‘(loz) /ato (;)M (ln t:)o‘_l f(T,u(T))T) th (ln t;) 1—0<.
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Existence et unicité de solution pour un probléme
CHAPITRE 3 associé a une équation différentielle d’ordre fractionnaire

3.2 Existence et unicité de la solution pour une
équation différentielle fractionnaire avec un
parametre

Dans cette section, nous allons étudier I'existence et I'unicité de la solution d’un
probleme aux valeurs initiales, pour des équations différentielles fractionnaires au

sens de Hadamard dans le cas 0 < oo < 1 et p # 0.

Lemme 3.2.1. Soient a e RT, 0 <a<1,0<a<b<ocoetf:[a,bxR—=>R
une fonction

Une fonction u dans Cy1-q1m([a,b],R) est une solution du probléme

Hpe u(t) = f(tu(t) a<t<b (3.10)

u (t()) = Ug,

st et seulement si elle est solution de l’équation intégrale suivante

w(t) =t (m 2>a_1 + F(la) /at (;)“ (ln (i))a_l Wm, (3.11)

o

=) (o i [ () (0 (5) )

Démonstration.
=D’abord nous prouvons la condition nécessaire :

En appliquant I'opérateur 73+, sur les deux membres de (3.10), on a

M0 0Dy yu(t) = MIR L f(tu(t)

b ) (o) 2

Par le lemme 2.3.2, on a

t a—1
(HIg+oHD3+) u(t) =u(t)—ct™* <ln > , avec ¢ € R.
a
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Alors

wr=eer(ul) ™l [ (o () 2

D’autre part, on a u (ty) = ug, donc

)l [ () ()

d’ou

=(0)” oo g [ ) (0 () 0200,

Avec, 0 < a < 1, d’out la condition nécessaire est satisfaite.
< Maintenant nous montrons la condition suffisante :
Nous appliquons l'opérateur #D%, aux deux membres de 1'équation (3.11), nous

trouvons :

D u(t) = ¢ (Hp;a (ru (1n t))) + (1D, o T2, f(t,u(t)))

a

D’apres la proposition 2.3.3, on obtient
("Dg oM T2 f(t ult)))) =" TeCf(u(t) = F(t u(t).

Par conséquent

D2, u(t) = ¢ (HD& (t-“ (1n i))) + f(tult)),

Par le lemme 2.3.2, on a

t a—1
Hpe, (t_“ <1n ) ) — 0.
a

donc nous arrivons a 1’équation (3.10).

Montrons que u vérifie u (tg) = ug, on a

u(to) = ctoy” <ln i?)a_l + Fl /:0 (T)“ (ln to)a_l MdT = g

() to T T
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Ainsi la condition suffisante est satisfaite . ]

Théoréme 3.2.1. Supposons que f : [a,b] x R — R satisfait les conditions sui-

vantes :

(Hl) f(t,O) =0,

(Hy) 1l existe une constante L > 0, telle que
|f(t,x) = f(t,y)| < Llz —yl|, pour tout x,y € R.

alors le probléme (3.10) a une solution dans C,1_q1m ([a,b],R).

Démonstration.
Transformons ’équation (3.10) en un probléme de point fixe.

On considere I'opérateur suivant :
Bc,u : Cu,l—a,ln ([CL, b]a R) — C,u,,l—a,ln ([CL, b]7 R)

défini par

(Bou) () = ct " (m t)a_l 4 r(la) / t <T>“ <1n t)a_l frurnE (313)

a t T
La démonstration sera divisée en deux étapes.
FEtape 1 : Montrons que : B, ,u est bien défini, par 'hypothese (H;) et (H;), on a

|f(t,u)| < L|u|, pour tout (t,u) €: [a,b] X R,

Donc

lnE

||(BC»NU) (t)H‘u,’l—a,]n S |C| + a

et AN, dr

su H <ln ) w1 &

D(@) elay Lr(m) el
1

L(t)  ullrcawm e tyel . myeldr
<] + sup / (111 ) <ln > ar
t€fa,b] Ja

[(a)

b\" I'(a)
<le|+ L (ln a) I'(2a) | 1—ain .-

FEtape 2 : On montre maintenant que BZM est contractante, pour n suffisamment

grand.
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Soient u,v € Cy1—anm ([a,b],R), on a :

L (ln

o (10 ) (Bt - Bust)] < T

) T(a)
2

t
((l a) |u — v|41-am, (3.14)

pour tout ¢ € [a, b].

Supposons que pour un certain entier n, on a

£ (In£)" I(a)
T((n+ 1)a)

" (m t )l—a [(Br,ult) — Bro(0)| <

a Hu - UHMJ*a,ln

Alors

() (Bt - B2t

= tH (ln 2>1a ’(B o B! u(t)— Bo Bgﬂv(t))‘
)G () (Bt — 1 (rBe)] &

Ln-‘rl t 1 t a—1 | e noa4a—1 dr
1"((7,L_|_1)a)||u—v||u,l—a,ln/a <nT> <na> —

L ()

IN

IN

IN

a “u _U“HJ*O&:]TL

Ce qui acheve la démonstration. Comme

. L (ln g)m 0
300 L((n+1)a)

Alors, il existe un n € N*, tel que

I (ln g)na

M{(nt Da)

Par le principe de contraction de Banach, on conclut que By, est un opérateur
contractant et d’apres le Théoreme de Banach 1.2.2 le probleme (3.10) a une solution

unique qui est le point fixe de B, . n
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CHAPITRE 3 associé a une équation différentielle d’ordre fractionnaire

Exemple 3.2.1. On consideére le probléme suivant :

1.
HD1+1u() gsm(u), 1<t<2

u(g) = 1.

(3.15)

1
Ici, a =1,b=2,t, = %, o = %, = % et f(t,u) = ésin(u), pour tout (t,u) €

[1,2] x R. Il est clair que f continue sur [1,2] x R D’autre part, on a

1
< —, pour tout (t,u) € [1,2] x R.

6

’8f (t,u)
ou

Par conséquent les hypothéses (Hy) et (Hs) sont satisfaites. Donc, d’aprés le théo-
réme 8.2.1, on déduit alors que le probléme (3.15) posséde une solution unique dans

C ln([vaLR)

11
272

3.3 Existence de solution pour une équation dif-
férentielle fractionnaire avec poids

Lemme 3.3.1. Soient o >0, n = —[—a] et 0 <~y < 1. Soit f : [a,b] x R — R une

fonction telle que :
f(.,z) € Cym([a,b] x R,R), pour tout x € R.

Une fonction u dans Cp—am([a, b],R) est une solution du probléme

ADx u(t) = f(t,u(t)), a<t<b,

(3.16)
Ae=ky (at) = by, b €R, ke{l,--- ,n}
st et seulement si c’est une solution de [’équation intégrale de Volterra suivante

t 1 t

i —JH) (1“a>aj+r<a>/at<1“s>a1f<3’“<8>>d§7 (3.17)

pourt > a > 0.

En particulier si 0 < a < 1, le probléme (3.16) est équivalant a l’équation intégrale
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CHAPITRE 3 associé a une équation différentielle d’ordre fractionnaire

sutvante

u(t) = F(ba) (m 2>a1 + F(l&) /at (m Z)al f(s,u(s))‘f, t>a>0. (318)

Démonstration.

La preuve est similaire a celle du lemme 3.2.1. O

Lemme 3.3.2. Soit 0 < a < 1. Supposons que f :]1,b] x R — R est une fonction

continue. Une fonction u dans Ci—qm([a,b],R) est une solution du probléme

ADou(t) = f(t,u(t)), 1<t<b

o (3.19)
ou(t)| =,
si et seulement si elle est solution de l’équation intégrale suivante
ug o1 1 /t ( t>°‘1 ds
t) = Int — [ (- : =, 3.20
) = g 0™ s [ (D) o) (320)
pourt > a > 0.
Démonstration.
La preuve est similaire a celle du lemme 3.2.1. O

Théoréme 3.3.1. Soit f : |1,b] x R — R, supposons qu’il existe une constante

M > 0, telle que
|f(t,u) — f(t,v)] < M|u—wv|, pourtoutte [1,b] et u,v € R

Avec
(Inb)*T ()

M '(2a)

<1 (3.21)
Alors il existe une unique solution du probléme (3.19) sur [1,b].

Démonstration.
Transformons I’équation (3.19) en un probléme de point fixe.

On considere 'opérateur suivant :
N :Cioam([1,0,R) = Ci_am([1,0],R)
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définit par :

Ny(t) = Fz(lgé) (Int)*~! + F(la) /1t <ln z)al f(s,y(s))is, pour tout ¢ € [1,b].
(3.22)

Pour appliquer le théoreme de point fixe de Banach, nous avons besoin de vérifier
que N est une contraction.
En effet, pour tout u,v € C;_qm([1,b],R) et pour ¢t € [1,b], on a

(In )N u(t) — No(t)| < F(la) (m i)l_a /lt (m Z)a_l F(s,u(s)) — f(s, v(s))\‘f

< = [ (10 ) puge) - ()2

() s
M A ds
< £y 0"~ llu = vl | (w5) g
M(Inb)*T'(«)
< ——7FF||u — .

On change de variable en posant In (¢) 7 = In (s), ce qui donne In (t) dr = %, alors

(Int)'~ /lt <ln i)a_l (In s)a_lcis = (In(¢))” /01 (1-— T)ail o ldr
= (In(¥)"B(a,a).

Par conséquent,

M

(0" Walt) = Ao < = o (0 ()" 3 )
< M = vl

Par suite
(Inb)*T'(«)

— <
A= Aol < M s

HU - UHl—a,ln-

Donc de (3.21), on peut déduire que N est une contraction et d’apres le théoreme

de Banach, le probléme 3.19 & une seule solution qui est le point fixe de N. n

Théoréme 3.3.2. Supposons que f : [1,0] x R — R satisfait les conditions sui-

vantes :

(C1) [:[1,0] x R — R est une fonction continue.
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(Cy) Pour tout (t,u) € [1,b] x R,
f(t,w)] < (Int)"=u.
(C3) I existe une constante M > 0, telle que

ol o
F(Q{)Ea’l((l b)) < M.

Alors le probléme (3.19) admet au moins une solution sur [1,b].

Démonstration.

La démonstration de ce théoreme est basée sur 1’Alternative non linéaire de Leray-
Schauder.

On définit Popérateur N : C1_q1n([1,5],R) = C1_am([1, 0], R) définit par (3.22).
Montrons que opérateur N est complétement continu.

Etape 1 : N est continu, soit (u,), o une suite telle que u,, — u dans C;_ 1a([1, 0], R).

Alors pour tout ¢ € [1,b], on a

(06~ Wua()) = Nu(®)] < o= () [ ()17 G a(s)) = s, ulo)] S
(0= ()~ PO [ (2) gyt
e Y AE) R T8

Par suite

(Inb)°T ()

— <
HNUH Nu”lfa,ln — F(20é)

1 Coun() = FC ) —am -
Puisque f est continue, nous avons

[Nup = Nully_pn = 0, quand n — oo.

D’ou la continuité de N.
Etape 2 :L’image de tout ensemble borné par A est un ensemble borné dans C;_, 1n([1, 0], R).

En effet, il suffit de montrer que, pour tout n > 0, il existe une constante p > 0,
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telle que pour tout u € E, on a
HNqu—a,ln S p-

Avec

By ={u € Cian([1,0,R) : [[ufi-am <n}.

Par (Cy), on a pour tout ¢ € [1,b],

“INa) T(a) s

|| 1 - trot\*ds
< ()" ||ull iy n/ <1 > ds
~ INe) * F(a)(n ) el s s
< o Inb "

“INa) T'(a+1)

Donc

|uol Inb
<
Nulliam < I'(o) T(a+1)

n=p.
Et par suite N (B,)) est borné.

FEtape 3 : L’'image de tout ensemble borné par N est un ensemble équicontinu de
Cl—a,ln([la b]) R)

Soient ty,t, € |1,b], avec t; < t5 et B, un ensemble borné de Ci_,1n([1, 0], R).

Soit u € B, on a

()"~ Nu (1) — () = Nu (b)) < oo [ l(ln“)m (Int,)'=

Quand t; — t3, le membre de droite de l'inégalité précédente tend vers 0, d’ou
N (B,) est équicontinue.

D’apres les étapes 2 et 3 et le théoreme d’Arzéla-Ascoli, N (B,) est relativement
compact pour tout B, borné.

Et d’apres ’étape 1, N est continu.

Par conséquent N : Ci_o1m([1,6], R) = Ci_am([1,b],R) est complétement continu.
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FEtape 4 : Nous montrons qu'il existe un ouvert U C Cyi_o1n([1, 0], R) avec

u# Mu, pour A €]0,1] et wue .

Soient u € C1—qum([1,0],R) et u = AN u pour tout 0 < A < 1.

Ainsi pour tout t € [1,b], on a

u(t) = A (Fl(‘;) (m i)a_l 4 r(la) / t (m Z)a_l f(s,u(s))‘f>

Par (C3), pour tout ¢ € [1,b], on obtient

() ~fu(r)] < 10+ mla/j( ) (s, u(s)| 2

D’apres I'inégalité de Gronwall, on a

(Int)°Ju(t)| < F“(‘O' +Fl(lnt)1a / t (m Z)a_l (1n5)'~u(s)|
|uol

~ T(a)

|uo]

\/

Donc
Hqufa,ln

|uo|
F(a) Ea,l((ln b))

D’apres (C3), il existe M, tel que ||ul/1—am 7# M, et on définit un ouvert U par

<1

U={u€Ci_an([L,b],R) :||ul1—am < M}.

Nous considérons Popérateur N : U — Ci_o1n([1, ], R) et U il n’existe pas u € OU tel
que : u = AN u pour certains 0 < A < 1. Par conséquent le théoréme d’Alternative
non linéaire de Leray-Schauder affirme l'existence d’un point fixe u € OU qui est

une solution du probleme 3.19. O
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Conclusion

Dans ce travail on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des so-
lutions de probleme pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens
de Hadamard.

Ces résultats ont été obtenus en appliquant quelques théoremes de point fixe, en
particulier on a exploité les théoremes de Banach et de Schauder.

En conclusion, j’éspere que ce travail sera utile aux mathématiciens et qu’il

s’ajoutera comme modeste référence sur ce sujet a la bibliotheque universitaire.
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