République Algérienne Démocratique et Populaire

MINISTERE DE I’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

CENTRE UNIVERSITAIRE BELHADJ BOUCHAIB D’AIN-TEMOUCHENT

N

o wy

CENTRE
rrrrrrrrrrrrrrr

Institut des Sciences

Département des Mathématiques et de I'Informatique

Mémoire
Pour I'obtention du Diplome de Master en Mathématiques

Option : Equations Différentielles et Modélisation

Présenté par :

BENDAHMA AMINA

EXISTENCE DE SOLUTIONS POUR DES SYSTEME D’EQUATIONS

DANS LES ECHELLES DE TEMPS DU PREMIER ORDRE

Soutenu le 05/06,/2018

Devant le jury composé de :

Président : Mr. HAMMOUDI Ahmed Professeur

Examinateurs : Mr. BENIANI Abderrahmane M.C.B

Encadrant : Mr. BENAISSA CHERIF Amin M.C.B

C.U.B.B.AT.

C.UB.B.A.T.

C.U.B.B.A.T.

Année Universitaire : 2017 — 2018



Remerciements

Je remercie ALLAH,le tout puissant, de m’avoir donné la santé, la volonté et la

patience pour mener a terme ma formation de Master.

Mes plus vifs remerciements vont a mon encadreur, Dr : BENAISSA CHERIF
Amin , enseignant au département de mathémathique du centre universitaire d’Ain-
Témouchent, d’avoir accepter de diriger mon mémoire. Il m’a guidé durant celui-ci
et m’a apporté le soutien nécessaire. De part ses qualités pédagogiques, ses précieux

conseils, ses stimulants encouragements et sa disponibilité.

J’exprime ma profonde gratitude et remerciement a le professeur HAMMOUDI

Ahmed, de ’honneur qu’il m’a fait en acceptant de présider le jury de ce mémoire.

De méme, Jexprime ma profonde gratitude et remerciement a Dr :BENIANI

Abderrahmane, pour avoir accepter de juger ce travail.

Je remercie du fond de mon coeur, mes parents, ma famille, mes amies et mes
collegues méme s’ils n’avaient qu’une idée trés sommaire de la nature de mon travail,

ont toujours été la pour me supporter moralement.

Je ne pourrais terminer ces remerciements sans une pensé a l’ensemble de mes

enseignants qui sont a l'origine de tout mon savoir.



Table des matieres

Introduction générale 3
1 Préliminaires 5
1.1 La théorie des échelles de temps . . . . . . . . ... ... .. ... .. D
1.1.1 Différentiabilité . . . . .. . ... oo 6

1.1.2  Imtégration . . . . . . .. ... 9

1.1.3 Fonction exponentielle . . . . . .. ... ... ... ... ... 10

1.2 Théoreme du point fixe de Schauder . . . . . . . ... ... ... ... 12
1.3 Théoreme d’Azéla-Ascoli . . . . . . . . . ... 12

2 Les équations différentielles linéaires du premier ordre sur les échelles

de temps 13
2.1 Définitions . . . . . . .. 13
2.2 Les équations différentielles linéaires homogenes . . . . . . . . .. .. 14
2.3 Les équations différentielles linéaires non homogenes . . . . . . . . .. 15

3 Existence de solution pour systéme d’équation non-linéaire aux

échelles de temps 21
3.1 Les espaces Cpq (T,R") et C(T,R™) . . . . ... ... ... .. .... 22
3.2 Principes du maximum . . . . . .. ... 22
3.3 Théoreme d’existance pour le probleme (3.1) . . . . . .. ... .. .. 24
3.4 Théoreme d’existance pour le probleme (3.2) . . . ... ... ... .. 31
3.5 Sur et sous-solutions . . . .. ... L Lo 33
Bibliographie 36



Introduction générale

La théorie des échelles de temps est un nouveau secteur des mathématiques

qui unifient et prolongent ’analyse discrete et continue, elle a été présenté par Stefan

Hilger en 1988 dans Ph.D [9].

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I’étude d’éxistence de solution du systemes
d’équation aux échelles de temps du premier ordre. Dans le cas ou I’équation soit
linéaire, on peut trouver facillement leur solution. Par contre, si ’équation est non-
linéaire, alors on peut démontrer que l'éxistence de leur solution; Beaucoup de
résultats connus sur le sujet font appel a la technique appelée majoration a priori
des solutions. Cette méthode consiste a modifier le probléeme initial et & supposer que
si une solution du probleme modifié existe, toute solution possible de ce probleme est
bornée. Le fait qu’il existe une borne uniforme pour toute solution du probleme mo-
difié permet ensuite de démontrer 'existence d’une solution a ce probleme en ayant
recours a des outils d’Analyse non-linéaire tel un théoreme de point fixe. L’objectif
est de modifier le probleme initial judicieusement de sorte que si ’'on prouve qu'une

solution du probleme modifié existe, elle est aussi solution du probleme initial.

Cette technique consiste a introduire des notions de sous et sur-solutions
pour I’équation considérée et a transformer le probleme de sorte que si une solution
du probleme modifié se trouve entre la sous-solution et la sur-solution, elle est aussi

solution du probleme initial.
Ce mémoire est divisée en trois chapitres.

Dans le premier chapitre on introduit quelques définitions et notations concer-
nant la théorie des échelles de temps avec les principaux résultats sur la différentiabilité,

I'intégration et puis on définit la fonction exponentielle sur les échelles de temps.



Le deuxieme chapitre est consacré a la résolution d’équation différentielle

linéaire du premier ordre.

Dans le troisieme chapitre on étudie ’existence des solutions pour les systeme

d’équation différentielle non-linéaire du premier ordre aux échelles de temps.

Mots clés :
E’quation différentielle ordinaire, Théoreme d’existance, Tube-solution, Sur et

sous-solutions



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les échelles de temps et nous présentons
également des résultats principaux sur la différentiabilité, l'intégration. De plus,
nous définisons la fonction exponentielle sur les échelles de temps. En fin, rappellons

quelques théoremes et définitions.

1.1 La théorie des échelles de temps

Définition 1.1.1. Une échelle de temps T est un ensemble non vide fermé de ’en-

semble de nombre réels R.
Exemple 1.1.1. Les ensembles R,Z et N sont des exemples des échelles de temps.

Exemple 1.1.2. Soit h un nombre réel positif fixé. On définit [’échelle de temps
par h7, :

We,:={hz:z€Z}={...,—3h,—2h,—h,0,h,2h,3h,...}.

Exemple 1.1.3. Soit ¢ un nombre réel positif fixé. On définit ’échelle de temps ¢

par :

¢ ={¢:z€Z}U {0}:{...,q_3,q_2,q_1,1,q,q2,q3,...} u{0}.
Définition 1.1.2. soit T une échelle de temps. Pourt € T, On définit :

i) L’opérateur de saut-avant o : T — T par

o(t):=inf{seT:s>t}.



i1) L’opérateur de saut-arriere p: T — T par
p(t) :=sup{seT:s<t}.
i1i) La fonction de granulation p: T —|[0,00) par
p(t) : =o(t) —t.

Définition 1.1.3. Par convention, On suppose :inf () =sup T, i.e o(t)=t si T admet

un mazimum t, sup) =inf T, i.e p(t)=t si T admet un minimum t.

Définition 1.1.4. Soit T échelle de temps, t € T :

1) Sio(t) > t, on dit que t est un point dispersé a droite.

(
(

io(t)=tett <supT, on dit que t est un point dense a droite .

[\

w

ip(t
(

St p(t

W

) < t, on dit que t est un point dispersé a gauche.
)=t ett>infT, on dit que t est un point dense a gauche.

)
) S
) S
)
)

5) St un point est dispersé a droite et a gauche,(i.e p(t) <t < o(t)), on dit qu’il est

isolé.
6) Siun point est dense a droite et a gauche,(i.e t=c(t)=p(t)), on dit qu’il est dense

Définition 1.1.5. Soit T échelle de temps, t € T :

i) Si T admet un mazimum M dispersé a gauche, on pose T =T — {M?}, sinon
TF=T.
it) Si T admet un minimum m dispersé a droite, on pose T =T — {m}, sinon

Te =T.

Définition 1.1.6. Soit f: T — R une fonciton on définit la fonction fo : T — R
par

fo(t) = (foo)(t)= f(a(t)), pour tout t € T.

1.1.1 Différentiabilité

Définition 1.1.7. Soit f : T — R une fonction et soit t € TF. On dit que f est
A-différentiable en t s’il existe un nombre réel f2(t) € R tel que pour tout € > 0, il

existe un voisinage U de t (i.e, U = (t — 0,t + ) N'T pour certain § > 0) tel que
| f7(t) — f(s) — A (o(t) — s)| <ela(t) — s, pour tout s € U.
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On appelle f2(t) la A-dérivée de f ent.
Si f est A-différentiable en tout t € T*, alors f» : TF — R est appelée la delta

dérivée de f sur T*.

Définition 1.1.8. Soit f: T — R", t — f(t) = (f1(t), fa(t),..., fu (1)) une fonc-
tion et soit t € T*. On dit que f est A-différentiable en t si les fonctions {fz}zzﬁ
sont A-différentiable en t. On définie f2 : TF — R™ par :

A =0L0 f2 ), fr@), pour tout t € T".

Théoréme 1.1.1. Soit f : T — R une fonction et soit t € T*.

1) Si f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.

2) Sit est dispersé a droite et f est une fonction continue ent, alors f est différentiable

ent et
o(t)) — J(t
ragy L) =
u(t)
3) Sit est dense a droite alors f est différentiable (A-diff ‘erentiable)en t, si seule-

ment st lim—f(t) — f(s)

existe et finie. Dans ce cas on a
s—t t— s

300 — 1O =I)

s—t t—s

4) Si f est différentiable en t, alors
fo@)y=fF@) +ut) f2 (). (1.1)

Théoréme 1.1.2. Soient f,g : T — R deuz fonctions A-différentiables en t € TF

alors :

1) f4+9g:T—R est A-différentiable en t et
(f +9)%(1) = f2(1) + g2 ().
2) Pour tout constante « € R. af : T — R est A-différentiable en t et
(@f)™ (8) = af> (2).
3) f,9: T — R est A-différentiable en t et

(f9)2(t) = F2(Og(t) + fa(t)g™(t) = F(t)g™ () + F2(D)g(o(t).  (1.2)



1
4) Si f(t)f7 (t) #0, alors 7 est A-différentiable en t et

5) Sig(t)g® (t) #0, alors g est A-différentiable en t et

(£)* ) - L2000 J0°0)

o) V= T gt (13)

Définition 1.1.9. Une fonction f : T — R" est dite rd-continue si les fonctions
(f,) —1 sont continues en tout point dense a droite de T et si sa limite & gauche
existe est finie en tout point dense a gauche de T.

On note l’ensemble des fonctions f : T — R™ rd-continue sur T par :
Crd = Crd<T) = Crd<T7 Rn)

et l’ensemble des fonctions f : T — R™ est A-différentiable et ses dérivées rd-

continue sur T* par :

Crd - Cid(’]r) = Cidcra Rn)

Théoreme 1.1.3. Soient f,g: T — R deux fonctions, on a

i) si f est continue, alors f est rd-continue.
i1) L’opérateur de saut avant o est rd-continue.

i1i) si f est rd-continue et g continue, alors go f est rd-continue.

Enfin, nous présentons la propriété de la composée (f o g)A, pour f: R — R et

g : T — R. Elle a été démontrée par Christian Potzsche en 1988.

Théoreme 1.1.4. Soient f : R — R une fonction continument différentiable et
g : T — R une fonction A—différentiable. Alors f o g est A—différentiable et on a

la formule suivante :

(fo / £ (g0 + hu (1) g™ (£)) dh b g (1) (1.4)



1.1.2 Intégration

Définition 1.1.10. Nous dirons qu’une fonction f : T — R est réquliere si sa limite
a droite existe en tout point dense a droite de T et sa limite a gauche existe en tout

point dense a gauche de T.

Théoréme 1.1.5. Soit f : T — R une fonction réguliére, alors il existe une fonction

F' qui est pré-différentiable avec une region de differentiation D tel que :
FA(1) = f(t), pour tout t € D.

Définition 1.1.11. Soit f : T — R wune fonction réguliére, on définit l’intégrale
idéfinie par :

/ FOAR) = F(t) + C.

ou C' est une constante arbitraire et F' est la primitive de f.

Définition 1.1.12. Soit f: T — R une fonction réquliére, on définit l'intégrale de

Cauchy par
b
/ f(t)At = F(b) — F(a), pour tout a,b € T.

Définition 1.1.13. La fonction F' : T — R est appelée la primitive de f : T — R,

telle que
FA(t) = f(t), pour tout t € T".

Théoreme 1.1.6. Toute fonction rd-continue posséde une primitive. En particu-

lier,si ty € T, alors la fonction F définit par :

t
F(t) := / f(r)A(7), pour tout t € T.
to
est une primitive de f.

Théoreme 1.1.7. Soit f: T — R, on a

1) Si f est continue, alors f est rd-continue.
2) Si f est rd-continue, alors f est réguliére.

3) L’opérateur de saut avant o est rd-continue.

Théoréme 1.1.8. Sia,b,c e T,a € R et f,g € C,q (T,R), alors

9



~

/b[af()+9()At—a/f s [
[ rosi== [

/a F(t)AL = / F(AL+ / bf(t)At

[ gt wai=Gom - o - [ 1

| rwae=
/abf(t)At' < /abg(t)At

Si|f(t)] < g(t) sura,b)N'T, alors
b
7. St f(t) >0, pour tout a <t < b, alors / f(t)At > 0.

IS

“o

~

a

K

o(t)
8. Pour tout t € T, alors / F(MA(T) = p(t) f(2).

Définition 1.1.14. On dira qu’une fonction f : T — R"™ est A-intégrable, si les

fonctions {f;},_1 sont A-intégrable sur T et on note

/af(t)At : :/ab(fl(t),fQ(t),._,7fn(t>)At
(/abfl(t)At,/abfz(t)At,...,/abfn(t)At>_

Théoréme 1.1.9. Soit f : T — R" est A-intégrable, alors t — || f (t)| est A-

/ bf<t)AtH < [wona

1.1.3 Fonction exponentielle

intégrable et on a

Dans cette section, nous définissons une fonction importante sur une échelle de

temps qui généralise la fonction exponentielle sur R, e, (., ).

Définition 1.1.15. Pour h > 0, nous definissons les nombres complexes de Hilger

, axe reel et l'axe imaginaire de Hilger
-1
C, = {zG(C:z;«é—},
R, = {2€Cr:z€R, z> 7
Zn = {zE(C:_TW<Im()§
Pour h=0,0onaCy=C, Ry=R, Zy=C .

—,
il

10



Définition 1.1.16. Une fonction p: T — R est dite régressive si :
L+ p(t)p(t) # 0, pour tout t € T*.
On note ’ensemble des fonctions régressives et rd-continues par :
R =R(T) =R(T,R).
et on note l’ensemble des fonctions régressives positives par

RT={p:T—R:1+u(t)p(t) >0, pour tout t € T¥}.

Définition 1.1.17. On munit cet ensemble de l’addition définie pour tout p,q € R

par :

(peq)(t):=p{)+q)+ut)pt)q(t),  pourtoutteT".
Remarque 1.1.1.
1) Le groupe (R, ®) est dit groupe regressif.

2) Le conjugué de chaque élément p de R noté par Sp est donnée par :

(©p) (t) == e pour tout t € T*.

1+ p(t)p(t)

Définition 1.1.18. Si p € R, alors on définie la fonction exponentielle par :

t
ep(t,s) == exp /5#(7)(p(7))A7' , pour toutt,s € T

ou &y : Cp — Zy, est la transformation cylindrique définie par :

1

—1In(1+ zh), sih >0,
En(z) =4 I
z, st h = 0.

Ou In désigne le logarithme nipérien.

Théoréeme 1.1.10. Sip,q € R, alors

ep(s,t
4) ep(t,s ep(S,T) - ep(t,T)
- €p<t7r)
5) et o(s)enls ) = T o)

11
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1.2 Théoreme du point fixe de Schauder

Soient (E, ||.||) et (F,]|.]|) deux espaces de Banach et A C F une partie non vide.

Définition 1.2.1 (Opérateurs compacts non linéaires). Une application T : A — F

est dite compacte si et seulement si elle est continue et ['image de tout ensemble

borné B C A est un ensemble relativement compact de F', c’est- a-dire, f (B) est un

compact.

Théoreme 1.2.1. Soit C' un sous-ensemble de E fermé et convexe et f : C — C
une application continue telle que f (C) est relativement compact. Alors f posséde
un point five. Plus généralement, si C' est un compact convexe alors toute fonction

continue de C' sur C' possede un point fize.

1.3 Théoreme d’Azéla-Ascoli

Définition 1.3.1 (Equicontinuité). Soit (E,d) et (F,0) deuz espaces métriques et

H une partie de C (E, F). On dira que H est équicontinue en xq si

Ve>0, dn>0, VeekE, dxyz)<n=0(f(x),f(x))<e, VfeH.
On dira que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de F.
Remarque 1.3.1. Le point important, n ne dépend pas de f.

Théoréme 1.3.1. Soit (K, d) un espace métrique compact et (F,§) un espace métrique
complet. Soit H une partie de C (K, F). Alors, H est relativement compacte dans
C (K, F) si et seulement si H est équicontinue et Vo € K, H, = {f (x): f € H} est

relativement compacte dans F'.

12



Chapitre 2

Les équations différentielles

linéaires du premier ordre sur les

échelles de temps

Dans ce chapitre, nous présentons des définitions de 1’équation différentielle sur

les échelle de temps et nous établirons des Théoremes concerne la résolution des

équations différentielles linéaires du premier ordre.

2.1 Définitions

Définition 2.1.1. Une équation différentielle du premier ordre sur les échelles de

temps T est donnée de la forme suivante
22 (t) = f(t,z(t),2° (1)), t € T"
Avec f: T x R* = R.
Exemple 2.1.1. On considére la relation récurrences suivantes
z(t+1)=tx(t)+t22* (t+1), tez,

donc

Az (t)=(t—1Daz(t) +t222 (t+1), tez,
d’ot la relation (2.2) est une équation différentielle sur T = Z.

13

(2.1)

(2.2)



Définition 2.1.2. Une équation différentielle linéaire du premier ordre sur les

échelles de temps T est donnée de la forme
e () =a )z () +b )z (t) +c(t), t € T*. (2.3)

Avec a,b,c: T — R.
Sic(t) = 0, pour tout t € T* est dite homogéne. Elle est dite non homogéne dans le

cas contraire.

2.2 Les équations différentielles linéaires homogénes

Théoréeme 2.2.1. On suppose que p € R(T,R), pour a € T et zp € R fixé. Alors

le probleme a valeur initiale

22(t) = p(t)x(t), pour toutt € T*.

z(a) = xy.

admet une solution unique donnée par
z(t) = woep(t,a), pour tout t € T

Démonstration.

Pour l'existence, par le Théoreme 1.1.10 la fonction zge, (.,a) vérifié I'équation
25(8) = p(t)a(t).

On démontre en premier lieu I'unicité.

On supposant qu'il existe x solution de (2.4). D’apres le définition de la fonction
exponentielle généralise, on a

[ x (t) ]A 2 (t) ey(t,a) — x (1) epA(t, a)
)

zoey(t, a woep (t,a)eg (t,a)

_ ) —p)a(t) _
B zoeg (t,a) =0

Ce qui implique que la fonction est constante, donc

Toep(.,a)

z(t) _ x(a)
zoep(t,a)  xe,(a,a) L

14



Corollaire 2.2.1. On suppose que p € R(T,R), pour a € T et g € R fizé. La

solution unique du probleme

x2(t) = —p(t)z°(t), pour toutt € T,

est donné par

z(t) = voesy(t,a), pour tout t € T

Démonstration.

Par (1.1) et (2.5), on a

22(t) = —p(t)2? (1)

C’est-a-dire
(14 (8) p(t)) 22 (t) = —p(t)2(t).

Puisque 1 + p (t) p(t) # 0, pour tout ¢t € T*, alors (2.5) est de la forme

Ay —p(t) _
zo(t) = Wx(t) = op(t)z(t).

Ainsi, par le Théoreme 2.2.1, la solution existe et unique, car la fonction &p €
R(T,R).

Et la solution est z(t) = xoegy(t,a), pour tout t € T# O

2.3 Les équations différentielles linéaires non ho-
mogenes

Théoréme 2.3.1. On suppose que p € R (T,R) et f € Coq (T,R), pour a € T et

xo € R fixé. La solution unique du probléme

22 (t) = —p(t)z° (t) + f(t), pour tout t € T*.

z(a) = o,

est donné par

¢
z(t) = eqp(t, a)xg +/ ecp(t,s)f(s)As, pour toutt € T.

15



Démonstration.
On a
®(t) = —p(t)a®(t) + f(t), pour tout t € T*.
On va multiplier les deux membre par e, (¢, a), on obtient
ep(t,a)f(t) = ep(t,a)z™(t) + p(t)e,(t,a)z (1)
= ep(t,a)z™(t) + [e,(t, a)]™ 27 (1)
= lep(ta)z(t).

Par intégration entre a a ¢, on trouve

[atsaress = [latane)®as

Par le Théoreme 1.1.10, on obtient

ot) = — {x(a}—l—/atep(s,a)f(s)As]

ep(t,a)

= z(a)esy(t,a) +

ecp(t, a)ey(s,a)f(s)As

t

= xz(a)ecp(t,a) + | esp(t,a)esy(a, s)f(s)As

t

— (a)eep(t,a) + | esp(t,s)f(s)As.

— T

On suppose que ’échelle de temp T bornée ot @ = min T et b = max T.

Théoreme 2.3.2. On suppose que f € Crq (T,R), pour xy € R fizé. La solution du

probleme
B (t) = —2°(t) + f(t), pour tout t € T,
z(a) = z(b).

(2.7)

est donné par

,  pour toutt € T.




Démonstration.

Onab#aetp(t)=1¢€ R(T,R), alors e;(b,a) — 1 # 0,0on note

m = m/ e1(s,a)f(s)As

Par le Théoreme 1.1.10, alors
¢
z(t) = ec1(t, a) {m —|—/ e1(s, a)f(s)As} , pour tout t € T.
Par (1.2), on obtient

2(t) = e5(t,a) {m—k/: el(s,a)f(s)As} + eZ,(t,a)er(t,a) f(t)

= ! m te s,a)f(s)As S
= Trrmans [ aeores] s
_ m te s,a)f(s)As /(0
= [ oo + =
D’autre part, on a
. B 1 [ a(t)
27 (t) = ta) -m—i-/a e1(s,a)f(s)As
1 [ t o(t)
= e ) -m—i-/a el(s,a)f(s)As+/t e1(s,a)f(s)As
1 r t
= 7 a) _m—l—/a el(s,a)f(s)As+u(t)el(t,a)f(t)]
= ! _m te s,a)f(s)As ()
— i [t [t afoas] + 29)
Par (2.8) et (2.9), on obtient
a®(t) +27(t) = f(b).
Comme z(a) = x (b) = m, alors = est une solution du probleme (2.7). O

Théoréme 2.3.3. On suppose que p € R(T,R) et f € Coq (T,R), pour a € T et

xo € R fixé. La solution du probléme

{ 22(t) = p(t)z(t) + f(t), pour toutt €T, (2.10)
x(a) = xo.
est donné par t

z(t) = woep(t, a) + / ep(t,o(s))f (s) As. (2.11)
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Démonstration.

Par (1.1) et (2.10), on a

22(t) = p(t) (27(t) — p () 22 (t)) + £(2)
= p(t)27(t) — n (&) p(H)z=(t) + f(1),
Puisque 1 + p (t) p(t) # 0, pour t € T*, on a
2 (t) = ——L—a%(t) +
= —op(t)2(t) + T a0 @

Par application du Théoreme 2.3.1, on obtient

z(t) = zoesep(t,a) + / esep(t, s)%&s

= xpe,(t,a te s L s

= slt.a)+ [t
Par le Théoreme 1.1.10, on a

ep(t, s) B 1
L+u(s)p(s)  epls,t) (L+p(s)p(s)
1
* €p(0' (S),t) *€p<t70’(5))

d’ou, on trouver la formule (2.11). O

Exemple 2.3.1. On considere le probléeme aux limites suivant

B (t) = 2x(t) + 3, pour tout t € N,
z(0) = 0.

(2.12)

Alors, ce systeme est sous la forme (2.10), avec p(t) =2, f(t) = 3", a =0 et zo = 0.

Comme p € R (N,R), alors la fonction e (.,.) existe et donnée par
ey (t,s) =372, pour tout t, s € N.
Par le Théoréme 2.3.3, la solution de (2.12) est

¢ "
o) = [ eatoo ()3as = [ reeeing <
0

0

18



Théoreme 2.3.4. On suppose que f € Cprq (T,R), pour g € R fizé. La solution du

probleme
z2(t) =z(t) + f(t), pourtoutteT, (2.13)
x(a) = z(b).
est donné par
b t
o) = e (ta) | 109 f(s) . S A
) =elt,e) [1 — (b ) / o (s, T / (o (s) 05|
Démonstration.
Onab#acetp(t)=1€R(T,R), alors e;(b,a) — 1 # 0,0n note
_aba) [T,
" 1—ei(ba) /a e1(o (t) ,a)A
Alors .
z(t) = eq(t, a) {m—i—/ %As}
Par le Théoreme 1.1.2, on a
P — At a) lm () s 1(t a)
0 = et [+ [ oG]+ TG0
= e(t,a) {m#—/ %Asl + /(1)
= o)+ (1)
Puisque z(a) = z(b) = m.
Ce qu’il falait démontrer. O

Corollaire 2.3.1. On suppose que p,q € R(T,R) et f € C.q (T,R), pour a € T et

xo € R fixé. La solution du probléme

22 (t) = —p(t)a°(t) + q(t)xz(t) + f(t), pour tout t € TF, (2.14)
z(a) = xy.
est donné par )
(t) = Zoepeq(t, a) + / % £ () As. (2.15)

Démonstration.

Par (1.1) et (2.14), on a
22(t) = —p(t)a”(t) + ()= (t) + f()
= (q(t) —p(t)) x(t) = p(t)p () 2 (2) + f(2).
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Puisque 1+ p (t) p (t) # 0, pour tout t € T*,

sy _ o= plt) i)
=0 = 00" T T 00
1)

= (poq) (t)x(t) + (1+p)p(t)

On sait que (R, @) est une groupe, alors p © ¢ € R (T,R). Par application du
Théoreme 2.3.3, on obtien (2.15). O
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Chapitre 3

Existence de solution pour
systéme d’équation non-linéaire

aux échelles de temps

Dans ce chapitre, nous établirons des théoremes d’existance pour les systemes

sulvants.
72 (t) = f(t,z(t)), pour tout ¢t € T*, (3.1)
z(a) = z(b)
22 (t) = f(t,z(o(t))), pour tout t € T (3.2)

x € (BC).

ici, T est une echelle de temps bornnée ou on notera @ = minT, b = maxT et
To = T — {b} . De plus, f : T*xR" — R" est une fonction continue et (BC) désigne

une condition de bord suivante :

z(a) = xo. (3.3)

z(a) = z(b). (3.4)

Pour les deux problemes nous présenterons un résultat d’existence basé sur le théoreme
de point fixe de Schauder. De plus, nous présenterons les notions de tube-solution, i.e.
on peut trouver des fonctions v € C (T,R™) et M € C (T, R) telles que ||z (t) — v (t)]| <
M (t), pour tout t € T. Ces résultats sont dus a H. Gilbert [2].
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3.1 Les espaces C.(T,R") et C(T,R")

Définition 3.1.1. L’ensemble des fonctions f : T — R™ qui sont rd-continues

(resp : continues) sur T est noté par C.q (T,R™) (resp : C (T,R")).

Proposition 3.1.1. Les espaces Cpq (T,R™) et C (T,R™) sont des espaces de Banach

pour la norme

1flle = sup [[f @)
tela,b]r
Démonstration.
La preuve est similaire la preuve de l'espace C ([a, b], R™). O]

3.2 Principes du maximum

Les principes du maximum suivant seront utilisés pour obtenir la majoration a
priori des solutions pour les systemes d’équation aux échelles de temps du premier

ordre.
Lemme 3.2.1. Soit une fonction r € C.q(T), telle que
r2(t) <0, pour tout t € {t € Ty : (o (t)) > 0}.

Si une des condition suivantes est satisfaite,
(i) r(a) <0,
(i2) r(a) < r(b),
alors r(t) <0, pour tout t € T.

Démonstration.

On note

A={seTy:r(o(s)) >0}.

Supposons qu’il éxiste un t € T tel que r (¢) > 0. Comme r est continue sur T, alors
pp q q

il existe un tg € T, tel que

r(ty) = maxr (t) > 0.
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On considere deux cas.
Sip (to) est un point dispersé a droite, i.e tg > p (to) , alors u ((p (to))) = to—p (to) >
0 et comme 7 € C,q (T), donc r2(p (ty)) existe est donnée par

r(to) —1(p (to)) > 0.

o) = T >

Par hypothese, nous avons
7 (p (to)) = r (o).

D’autre part, on a p (tg) € A, donc hypothese, on trouver

r2(p (t)) < 0.

d’ou la contradiction.

Si p (to) est un point dense a droite, i.e tg = p (ty) > a, alors il existe un intervalle

[t1,p (to)) tel que

r(o(t)) >0, pour tout t € [ty, p (to)) -
Alors, t € ANty p(to)), par hypothese, nous avons

r2(s) < 0, pour tout t € [t1, p (to)) -

donc,

r(te) = r(t)+ / TA(S)AS

[t1,t0)

= r(t)+ / r2(s)As
[t1,0(t0))r
< r (t1> .

Ceci contredit la maximalité de r (to) .

Le cas ty = a est impossile si I'hypothese (i) est vrai, alors que si r(a) < r(b), il
faudrait que r(a) = r(b).

En prenant ¢ty = b, par ce qui précede, on trouvrait que r(b) < 0, ce que nous mene

directement a la conclusion. O
Lemme 3.2.2. Soit une fonction r € C}, (T), telle que

r2(t) > 0, pour tout t € {t € T* : r(t) > 0}.
Sir(a) > r(b), alors r(t) <0, pour tout t € T.
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Démonstration.
On note

A={teT" :r(t)>0}.
Supposons qu’il éxiste un ¢ € T, tel que r () > 0, Comme r est continue sur T, alors
il existe un ty € T, tel que

r(ty) == max (t) > 0.

On considere deux cas.
Si to est un point dispersé & droite, alors 2 (ty) existe est donnée par

T(tg) —r(t
’I"A(to)zr (0) T((])SO.
1 (to)
Comme 7 (ty) > 0, alors par hypothese, 72(tg) < 0, d’ott la contradiction.
Si ty est un point dense a droite,i.e ty = o (ty) < b, alors il existe un intervalle [to, t1]

tel que

r(t) > 0, pour tout ¢ € [to, 1],

Alors, t € AN [to, t1], par hypothese, nous avons
r2(s) > 0, pour tout ¢ € [to,t1].

donc
t1

r(t) = /T’A(5>AS + 1 (to) > 7 (to) -

to
Ce qui contredit la maximalité de 7 (¢o).
Finalement, si ty = b, alors par hypothese, il faudrait que r(a) = r(b).

)
En prenant ¢ty = a, par ce qui précede, on trouvrait que r(a) <0

3.3 Théoréme d’existance pour le probleme (3.1)

Voici la notion de tube-solution pour le probleme (3.1). Cette hypotheése sera

cruciale dans 'obtention du résultat d’existence.

Définition 3.3.1. Soit (v, M) € C},(T,R") x C!,(T,[0,00)).On dira que (v, M) est

un tube-solution de (3.1), si
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(i) (x—o(t), f(t,z) —vA(t)) > M(t)M~2(t), pour tout t € T* et tout x € R™ tel
que |lz —v(t)]| = M(t),
(ii) v2(t) = f(t,v(t)) et M2(t) =0, pour tout t € TF et M(t) = 0,
(iid) [lv(a) —v(b)]] < M(b) — M(a).

Définition 3.3.2. S’il existe (v, M) un tube-solution de (3.1), on définit le probleme

modifié suivant

o2(t) — x(t) = f(t,T(t)) —Z(t), pour tout t € T, (3.5)
z(a) = z(b),
M) o
2= To—o( )||( z(t) —v(t)) + o), sizt)—ov@)> M),
x(t) st non.

Définition 3.3.3. Définissons lopérateur T,- : C(T,R™) — C(T,R") par

Ty (2)(t) = 1t a) % / f(s f(s>)—f<>As+ / f@,f((s)_m as|
[a,b)NT [a,t)NT

ou la fonction eq(t,a) et définie en (1.5), avec p (t) = 1.

Proposition 3.3.1. S’il existe (v, M) un tube-solution de (3.1), alors l'opérateur
Ty : C(T,R") — C(T,R™) est compact.

Démonstration.
Montrons tout d’abord la continuité de I'opérateur.
Soit (), une suite de C(T,R") convergeant vers = dans C(T,R").

Par le Théoreme 1.1.9, nous obtenons

[Ty () (1) = Tpe () D) < lea(t, @) (1 4+ C) /

a,b)NT
K1+C _ _ _ _
BUEED [ (1570) = 70+ [7a(5) = 7)) s,
[a,b)NT
avec
= — mi —|-aba
K = max le1(t,a)l, m := min le1(t, a)l et C = ‘ —elba)|
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D’autre part, on a

@ < [M @)+ o)l

IN

HM”C(’]T,]R{) + HUHC(’H‘,R") =R
Donc [[Z||¢p gy < R, et
1Znlleerrny < R pour tout n € N.

Ainsi, f est uniformément continue sur T* x B (0, R). Alors, pour tout ¢ > 0, il
existe une d > 0, tel que pour tous z,y € R", on a

eEm eEm

KO D)p—a) - My —Jeoll < st

|z -yl <é< pour tout s € T*.

Puisque (z,),,cy convergeant vers x dans C(T,R™), alors la suite (Zy,),,o convergeant

vers T dans C (T, R"™), c’est-a-dire

dny, €N, 1Z0 — ¢ (p gny < 0 pour tout n > n;.
Dans ce cas,
2K(1+C) em
T*xn)t—T*xt)|<—/ As
Iy o) 1) — T ()0 el e
< g

Ce qui nous convainc de la continuité de 1.
Montrons maintenant que 'ensemble T)« (C(T,R™)) est relativement compacte.
Considérons une suite {y,}

(z,), € C(T,R"), tel que

neny de T (C(T,R™)), pour tout n € N, il existe une

Yn = Ty (), pour tout n € N.

Par le Théoreme 1.1.9, nous avons

K(1+0C) _
It o0l < SGE ([ e meass [

[a,b)NT

el as)

Puisque

[Zn(s)|| < R, pour tout s € T et tout n € N.

Comme T*x B (0, R) est un ensemble sur TxR™ et f étant continue sur T*x B (0, R),

nous pouvons déduire I'existance d’une constante A > 0, telle que
| f(s,Zn(s)|| < A,  pourtout s € T¥ et toutn € N.
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Donc

a1 = 1T, () (O] < K1+ C) (A+ R) (0= a) < oo

Ainsi, la suite {9, },cy est bornée sur C(T,R").

D’autre part, pour tout t1,t, € T, on a

Ty ()t =T e)O)] < Bulerttne) —atal x| [ SEDO il
S Bn|€1(t2,a)—€1<t1,a)|+w|t2—t1|.
Avec
ek F(s.Tals) ~ als) F(sFals) ~Fals)
B = Hl—a(b,a) /H e lols)a) *f[a,tlm o lols)a)
15, u(s) — 7a(s)]
< (””/[a,bm alols)a) O
< & AT+ )] A
o (CH+NA+R)(b-a)

m

D’autre part, on a

lei(ta, a) — ei(t1,a)] =

to
/ eP (s, a)As
t1

to
/ e1(s,a)As
t1

Avec L := sup|e;(s,a)|, alors les fonctions {y,},y sont k-lipschitzienne.
teT

Donc, la suite {y, : n € N} est équicontinue.

< < Lty —tq].

Par le Théoreme d’Arzela-Ascolie, on obtient que l'ensemble {T,-x, : n € N} est

relativement compacte. Ainsi,T)- est compacte. O]

Lemme 3.3.1. Soit une fonction x : T — R" est A-différentiable en t € T*. Si

|z (t)|| > 0, alors la fonction ||z|| : T — R est A-différentiable en t. De plus on a

(x® (), 27 () + (22 (t) ,z (1))
[l (o ()1 + [l (s)]] '

lz ()] = (3.6)

Démonstration.
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Par le Théoreme 1.1.1, nous avons

s _ oy @@l =z s)]
e @ = e
@) = e @)
o =) (e (O + 12 &)
= (1) =22 (s)
e @+ D

Comme z est A-différentiable en t € T*, alors les composantes x; sont A-différentiable

= imi :E(
T L GH o

1

en t, donc

= (8))° = (@i (o () — 2 () (wi (0 () + i (5))
—ios (o (t) =) (lz (o @)+ [z (s)])

~ Nz (@@l + [z ()]
_ @@, @) + (@2 (1), 2 (t)
[l (o () + [l (s)]

]

Définition 3.3.4. S’il eziste (v, M) un tube-solution de (3.1), on définit I’ensemble
de T(v, M) par

T(v,M):={zeC(T,R"): ||z (t) —v ()| <M(t), pourtouttecT}.
Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme d’éxistence.

Théoréme 3.3.1. S’il existe (v, M) un tube-solution de (3.1), alors le probléme

(3.1) posséde une solution x € C1y(T,R") N T (v, M).

Démonstration.

Par la proposition 3.3.1 'opérateur 7« est compacte. Ains, par le Théoréme de point
fixe de Shaulder 1.2.1, T},- admet un point fixe.

Le théoreme 2.3.4 nous assure que ce point fixe est une solution du probleme (3.5).
Il suffit donc de démontrer que pour tout solution z de (3.5), z € T'(v, M).

Cosidérons ’ensemble A par
A={teTr:|z(t)—v(t)| >M@)}.
Sit € A est dense a droit, par (3.6), on trouve

(lz (&) —v @) — M )* = () -

[l (8) = v @)l
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Sit e A est disperé a droite, nous avons que

(e (1) — v (B)]| — M (1))> = |l (o () —v (o @)l —llz(t) —v O )

p(t) 2
_ (o () = <0<227|5|)H||Z(()) (())HH—Hx(t)—v(t)H _ MA@
IO CIOF x(U(S)H) ()( (()t)m(w(t)—v(t)»_MA<t)
_ (- H»T(())’ U(Z)” ()>_MA(t)‘

Nous allons montrer que si t € A, alors (||z (t) — v (£)|| = M (£))* > 0. Sit € A et

M (t) > 0, alors par hypotheése du tube solution

(lz (&) = v (@) = M ()" > ) i!

= M@

(lz (t) = v (@)l = M (1)* =

En posant

r(t) =z (t) —v ()| — M), pour tout t € T.
Il en résulte que
& (t) > 0, pour tout t € {t € T* : r (t) > 0} .
De plus, par hypothese du tube-solution, remarquons que
r(b) —r(a) < [lv(b) —v(a)l = (M (b) = M (a)) <O0.

Ainsi, les hypothéses du Lemme 3.2.2 sont satisfaites, ce qui démontre le théoreme.

]

L’exemple suivant d’application de Théoremes 3.3.1.
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Exemple 3.3.1. Considérons le systeme suivant

2 () =~z z @)+t —a)z(t), teT" an
x(a) =z (D).
Ici, f(t,x) = — Ha:HQx + (t— a)4 x, est continue sur T x R™. Soit M (t) = (t — a)2,

pour t € T. Montrons que (0, M) est un tube-solution de (3.7). En effet, si ||x| =
M(t), pourt € T, on a

(@, f(t,2)) = —ll=]* + (t = a)* ||* = 0.

Sit=a, on a M*(a) =0 et f(a,0) = 0. D’autre part, nous avons M(b) > 0.

Du Théoreme 3.3.1, on déduit que le probléme (3.7) admet une solution x telle que
|z ()] < (t —a)?, pour tout t € T.

Corollaire 3.3.1. Soit f : T¥ x R™ — R"™ une fonction continue, tels que f (t,0) =0
et
(z, f(t,x)) >0, pour tout t € T* et pour ||z| = 1.

Alors le probléeme (3.1) posséde une solution x telle que
lz ()| <1,  pourtoutt e T.

Démonstration.

En prenant v = 0 et M = 1, on obtient (v, M) est un tube-solution de (3.1), alors
par le Théoreme 3.3.1, on obtient que le probleme possede une solution z € T'(v, M),
c’est-a-dire

|z @) <1, pour tout t € T.

Exemple 3.3.2. Considérons le systeme suivant

2 () =1 lze@Dz)+{t-a)z(t), teT
z(a) =z (b).

(3.8)

Ici, f(t,x) = (1 —||z||) x + (t — a) z est continue sur T x R™. On a f(t,0) =0 et

(x, f(t,x)) = (1 — ||=||) ||x||2 + (t —a) ||xH2 , pout tout (t,z) € T x R™.
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Si ||z|| =1, on a trouver que
(x, f(t,x)) =t —a >0, pout tout (t,z) € T" x R™,

Le corollaire 3.3.1 implique que [’équation (3.8) admet une solution x telle que

|z (t)|| <1, pour tout T.

3.4 Théoréme d’existance pour le probleme (3.2)

Voici la notion de tube-solution pour le probleme (3.2). Cette hypotheses sera

cruciale dans ’obtention du résultat d’existence.

Définition 3.4.1. Soit (v, M) € C!,(T,R") x C!,(T, [0,00)).0n dira que (v, M) est

un tube-solution de (3.2), si

(i) {x—v(o (1), f(t,z) — v2(t)) > M (t)MA(t), pour tout t € T* et tout x € R"
tel que ||z —v7(t)|| = M (t),

(ii) v2(t) = f(t,v°(t)) et M(t) = 0, pour tout t € T tel que M?(t) = 0,

(iii) Si (BC) représente (3.3),
[0 — v (a)[| < M (a),
si (BC) représente (3.4), alors
[v(v) —v(a)|| < M (a) = M(b).

Définition 3.4.2. S’il existe (v, M) un tube-solution de (3.2), on définit le probléme

modifié suivant

22 (t) +x(o (t) = f(t,T(o (1)) — Z(o (1)), pour tout t € TF,
x € (BC).

Théoréme 3.4.1. S’il existe un tube-solution (v, M) de (3.2), alors le probléme

(3.2) posséde une solution x € Cy(T,R") N T (v, M).

Définition 3.4.3. Définissons les opérateurs Ty : C(T,R") — C(T,R") par
Tr(z)(t) = er(a,t) (:L‘o +/ (f(s,@(s) +Z(s)) ex(s, a)As) :
la,t)NT

31



et

L)) = —2 [ ! /[ U 3 (s, 0)s

e1(t,a) |ei(b,a) —1
$,T(s) +T(s))er(s,a)As| .
o LRI

Proposition 3.4.1. S’il existe (v, M) un tube-solution de (3.2), alors les opérateurs

17,7, : C(T,R") — C(T,R™) sont compacts.

Démonstration.

La preuve suit le méme raisonnement que dans le Théoreme 3.3.1. O

Théoreme 3.4.2. S’il existe (v, M) un tube-solution de (3.2), alors le probléme

(3.2) posséde une solution x € C}y(T,R") N T (v, M).

Démonstration.
On démontre que toute solution du probleme (3.2) est élément de T'(v, M) a I'aide

du Lemme 3.2.1 et le Théoréeme 3.3.1. OJ

Corollaire 3.4.1. Soit f : T x R® — R"™ une fonction continue. S’il existe des

constantes L > 0 et N > 0, telles que
I|f (t,x)|| < —L{x, f(t,x)) + N, pour tout t € T" et tout x € R™. (3.9)
Alors le probléeme (3.2),(3.3) posséde au moins une solution x telle que
N k
|z (t)] < H$0H+1+f(t—a), pour tout t € T".

Démonstration.

Par (3.9), on obtient

< —, pour tout ¢t € TF. (3.10)

Sl
=] &

1
t < —— t
(o, f (4,0)) <~ I1F (62 +
Définissons la fonction M : T — [0, 00) par
L
M (t) := ||zo]| +1+N(t—a) pour tout ¢ € T.

Alors,
pour tout t € T. (3.11)
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De (3.10) et (3.11), on obtient

(z, f (t,3)) < = < M (£)> M? (t), pour tout t € T* et tout x € R™.

Ainsi, en prenant v = 0, on obtient que (v, M) est un tube-solution de (3.2) et
(3.3) (v, M), alors par le Théoreme 3.4.2, le probleme possede une solution z telle
que

|z < |lwol| + 1+ K(t — a), pour tout ¢ € T.

]

Corollaire 3.4.2. Soit f : T x R" — R" une fonction continue. S’il existe des

constantes K > 0, telle que
(x, f(t,x)) < K, pour tout t € T et tout x € R™.
Alors le probléeme (3.2),(3.3) posséde au moins une solution telle que
|z ()| < ||lwo]| + 1+ K(t — a), pour tout t € T*.

Démonstration.

La preuve suit le méme raisonnement que dans le corollaire précédent. O]

Exemple 3.4.1. Considérons le systeme suivant

27 (1)

A ()= ——"2—, teTh
L+ [lzo ()] (3.12)
z (a) = xo.
Ici, f(t,x) = LQ est continue sur T x R". On a
L+ |||
2
(x, f (t,x)) = L’Q <1, pout tout (t,z) € T" x R™,

14 [|]

Le corollaire 3.4.2 implique que l’équation (3.12) damet une solution x telle que

|z (@) <t+ (J|Jzol| +1—a), pour tout t € T".

3.5 Sur et sous-solutions

Si nous considérons maintenant le probleme (3.1) comme une équation avec n =
1, alors le tube-solution de la définition (3.3.1) généralise les notions de sous et sur

solutions.
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Définition 3.5.1 (Sur-solution). Une fonction 5 : T — R est appelé une sur-

solution de (3.1), si

f (¢, B() > B2(1), pour tout t € TF,
Ba)=pB(b).

(3.13)

Définition 3.5.2 (Sous-solution). Une fonction  : T — R est appelé une sous-

solution de (3.1), si

t,a(t)) < a®(t), our tout t € T*,
Flha®) <ot 1 -

Corollaire 3.5.1. Si [’équation (3.1) posséde une sous-solution o et une sur-solution
B telle que
a(t) < B(t), pour tout t € T*,

alors cette équation posséde une solution x, telle que
a(t) < z(t) < 5(t), pour tout t € T".

Démonstration.

Nous définissons la fonction v et M par :

v(t) == M, M (t) .= ———, pour tout t € T

Montrons que (v, M) est un tube-solution de (3.1).
Si |z — v (t)| = M(t), alors = a () ou z = 3 (t), pour tout t € T*.

Pour z = «/(t), on a

(PO +a>0))
1 A A

- a0 (fta ) - (PO +et 1)) 313

N | —

(alt) - B (1)) (f(t, o (t)) -

N | —

(@ —v(t) (f(t,2) —v2(t)) =

Comme « est une sur-solution de (3.1), nous avons
(2 = o) (F(t,2) —v2(t)) = M (1) M2(2).

Six = [ (t), en utiliser que f est une sous-solution de (3.1), on obtient (3.15).
Si M (t) = 0, c’est-a-dire o (t) = 3 (t), pour tout t € T*, nous avons

MA1t) =0, ot)=a(t)=p8(t) et v2(t) =a®(t) = B21), pour tout t € T
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De (3.13) et (3.14), nous obtenons
ft,v(t)) = v2(t), pour tout ¢ € T

et
v(a) = v(b) et M(b) — M(a).

Du Théoréme 3.3.1, on déduit que I’équation (3.1) admet une solution z telle que

a(t) <z (t) < pB(t), pour tout t € T

Exemple 3.5.1. On considere ’équation différentielle suivante :

w2 =22 () + (B =)z () — %, pour tout t € [0,1], (3.16)
x(0)==xz(1).

Ici, f(t,z) = 2® + (£* —t) x — t* est continue sur [0,1] xR. Soit

a(t)=t et B(t) =21t pour tout t € [0,1].

’

Alors f(t,a(t)) =0, (t) =1, f(t,B(t) =4 —2t — 22 et § (t) = —2t, pour tout
te0,1].
Donc a est une sous-solution et § est une sur-solution de (3.16). Le corollaire 3.5.1

implique que l’équation (3.16) admet une solution x telle que

t<az(t)<2-1, pour tout t € [0,1].
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Résume Ce memoire porte sur l'existence de solutions pour deux types de
systemes d’équations aux échelles de temps du premier ordre. Les résultats

d’existence pour ces deux problemes ont été obtenus grace a des notions de

tube-solution adaptées a ces systemes.

Abstarct This memoire concerns the existence of solutions for two kind
of systems of first order time scales equations. Existence results for these

problems are obtained with new notions of solution-tube adapted to these

systems.
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