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Resumé

Le but de ce travail est de prouver 'existence et unicité des équations différentielles
semi-linéaires de premiére et second ordre, associe & un opérateur linéaire A définie dans

I’espace de Banach.

Pour ce faire, nous utilisons la théorie des Cy-semi-groupes, la théorie des cosinus

fortement continues et les théorémes de point fixe.



Introduction

Il est bien connu, que certains systéemes d’écrits par des équations aux dérivées par-
tielles, peuvent étre exprimés par des équations différentielles ordinaires (voir 'ouvrage de
Pazy [11]).

La théorie des équations semi-linéaires est devenue importante dans les derniéres an-
nées. On peut la trouver dans les différentes branches de la science, mathématiques appli-
qués, certains phénomenes de dynamique des populations, physique, médecine, biologie et
écologie,...voir par exemple [6, 3, 9].

Ce travail traite I'existence des solutions pour certains problémes des équations diffé-
rentielles semi-linéaire.

Notre approche est basée sur la théorie du point fixe ot a utilisé le théoréme de Banach
et I'alternative non linéaire de Leray-Schauder combinée avec la théorie de Cy-semi-groupe
et cosinus fortement continue.

Ce travail est organisé de la fagon suivante :

Le premier chapitre contient les notations, les définitions, théorie de Cy-semi-groupe
et cosinus fortement continue, quelques théorémes de point fixe et des exemples.

Le deuxiéme chapitre nous étudions l'existence et 1'unicité des solutions pour d’équa-
tions différentielles semi-linéaires a valeur initiale :

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teJ=1]0,b
-



Ou A est le générateur infinitésimal de la famille de Cp-semi-groupe {T'(¢)};>¢ sur un
espace de Banach et f: J x & — &£ est une fonction continue, avec données initiales €.
Le troisiéme chapitre nous étudions l'existence et I'unicité des solutions pour d’équa-

tions différentielles semi-linéaires avec condition périodique :

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teJ=][0,0
{ u(0) = u(b).
Ou A est le générateur infinitésimal de la famille de Cp-semi-groupe {T'(¢)};>¢ sur un
espace de Banach et f: J x & — &£ est une fonction continue.
Le quatrieme chapitre nous étudions I'existence et I'unicité des solutions pour d’équa-
tions différentielles semi-linéaires du second ordre a valeur initiale :
u"'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teJ=][0,b]
{ uw(0) = up, u'(0) = uy.
Ot A est le générateur infinitésimal de la famille cosinus fortement continue d’opérateurs
linéaires bornés {C(t) : t € R} dans l'espace de Banach £ et f : J x & — & est une
fonction continue, avec données initiales ug,u; € £.

A la fin de ce travail on donne une conclusion.



Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons des notations, définitions, théorémes de point fixe

qui sont utilisées dans ce travail.

1.1 Notations et Définitions

Les notations suivantes serons utilisées dans tout ce qui va suivre. Soit 'intervalle

J =[0,b] un intervalle de R et soit (£, ].||) un espace de Banach.

C(J,E) est 'espace de Banach des fonctions continues définies de J a valeur dans &

muni de la norme
te]]oo = sUP {|u(t)| te J}.

B(E) est l'espace de Banach des opérateurs linéaires bornés définis de £ a valeurs dans

€ muni de la norme
|Hllse = sup{IH () :ul = 1.

Définition 1.1.1. [16] Une fonction mesurable u : J — & est dite intégrable au sens de

Bochner si et seulement si ||u|| est intégrable au sens de Lebesgue.
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LY(J,E) est I'espace de Banach des fonctions mesurables v : J —s & qui sont Bochner

intégrable, muni de la norme
b
fulls = [ futs)ids
0

Définition 1.1.2 (La convergence dominée de Lebesgue [8]). Soit (f,)nen une suite
de fonction de L'(J,R™) converge presque partout (p.p) vers f.

Supposons qu’il existe une fonction positive g € L*(J,R,) telle que

|fu(2)| < g(z) pp Vz e

Alors la fonction f est intégrable et on a

b b
lim |f,—fllzr=0 e lim folz)dr = / f(z)dx.

Définition 1.1.3. Soient £ et F deux espaces de Banach et l'opérateur H : £ — F. On

dit que 'opérateur H est complétement continu si :
e H est continu.

et

e H transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement compact.

Proposition 1.1.1. Soit C(J,&) lespace des fonctions continues de J vers l’espace de
Banach €& et M C C(J,€E) .

M est relativement compact ssi

(1) M est borné i.e 3b > 0 tel que || fllo < b, Vf € M,

(ii) M est équicontinu i.e
Ve>0,30 >0 Vo290 € J: |x1 — 20| <= |f(21) — fx2)| <€, Vf € M,
(iii) Yz € J, {f(x): f € M} est relativement compact dans E.
Théoréme 1.1.1 (Arzela-Ascoli [18, 1]). Soit F' une famille des fonctions continues

définies sur un intervalle [a,b]. Alors F est relativement compacte (précompact) dans C|a, b|

si F' est équicontinue et uniformément bornée.
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1.2 Théorie des semi-groupes

1.2.1 (Cj-semi-groupes

Dans cette section, nous donnons un bref apergu de la théorie des Cj semi-groupes,
qui est trés important dans ’étude des équations différentielles semi-linéaires. Pour plus
détails peuvent étre trouvés dans les revus : ([11], [5], [17], [15])

Nous commengons par quelques définitions.

Définition 1.2.1. On appelle Cy-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu) d’opé-
rateurs linéaires bornés sur € une famille {T(t)}i>0 C B(E) vérifiant les conditions sui-

vantes :

1. T(0) =1 (ou I est lopérateur identité de £ ) ;

2. Tt+s)=T)T(s), Vi, s >0;
3. lim T(t)z = x, Ve € &.
t—0+

Soit {T'(t) }+>0 un Cy-semi-groupe, alors il existe w > 0 et M > 1 tel que :
IT@)] < Me*, vt =0.

Dans ce cas, on dit que {T'(¢)}+>0 est un Cy-semi-groupe exponentiellement borné.

En particulier :

a) Les Cy-semi-groupe bornés i.e

IT(t)| < M, vt > 0.
b) Les Cy-semi-groupe contractions i.e

IT(t)| <1, vt > 0.

Définition 1.2.2. On appelle générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}+>0, un

opérateur A défini sur l’ensemble :

D(A) = {xeé’

T(t)x —
lim w e:m'ste}

t—0t
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par
T(t)r — +T
Ap = i LWrze  dTTM)
t—0+ t dt =0

Remarque 1.2.1. [l est clair que le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe est un

opérateur linéaire.
Pour un opérateur linéaire A : D(A) C £ — £ on note par :
p(A)={Ae€C| M — A est inversible dans B(E)},

I'ensemble résolvant de A € B(E) et par :

R(,A): p(Ad) — B(E)
A s RO\ A) = (A — A)!

la résolvante de 'opérateur linéaire A.

Théoréme 1.2.1. Un opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe T(t)

uniformément continu si et seulement si A € B(E) et T(t) = e'4.

Proposition 1.2.1. Soient {T'(t) }1>0 un Cy-semi-groupe et A son générateur infinitési-

mal. Si x € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a l’égalité :
T(t)Ax = AT(t)x, vt > 0.

Proposition 1.2.2. Soient {T'(t) }1>0 un Co-semi-groupe et A son générateur infinitési-
mal. Alors Uapplication :

tel0,00)— T(t)xr €&,

est dérivable sur [0,00), pour tout x € D(A) et on a :

%T(t)x = T(t)Azx = AT(t)x, vt > 0.

Théoréme 1.2.2 (Hille-Yosida). Soit A : D(A) C € — & un opérateur linéaire dans un

espace de Banach . Alors A son générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe satisfaisant

T < Me*t; ¥Vt >0 ssi
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i) R\ A) € B(E).
it) Pour tout A\ >w ot w € R et M >1, on a :

M
”R()\,A)(n)“za(g) < m, Vn € N*.

Proposition 1.2.3. Soit A: D(A) C &€ — &, un opérateur linéaire fermé.

Alors :

i) si A\, e p(A), alors

R(A, A) = R(p, A) = (1 = M R(A, A)R(p, A);

ii) nous avons

dn _ n n+1

quels que soient n € N et A € p(A).

1.2.2 Cosinus fortement continue

Dans cette section, nous donnons un bref apercu de la théorie des cosinus fortement
continues, qui est trés important dans I’étude des équations différentielles semi-linéaires

du second ordre. Pour plus détails peuvent étre trouvés dans les revus : ([13], [14], [12],

21)

Nous commencons par quelques définitions et propriétés.

Définition 1.2.3. On appelle cosinus fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur

E une famille {C(t) }er C B(E) vérifiant les conditions suivantes :
1. C(0) =1 (ou I est l'opérateur identité de € );
2. C(t+s)—C(t—s)=2C)C(s), Vi, s € R;

3. L’application t — C'(t)x est fortement continue pour tout x € £.
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o La famille sinus fortement continue {S(t)}ier associée a la famille cosinus fortement

continue {C(t)}er est définie par :
¢

S(t)x = / C(s)xds; Ve e £Vt e R.
0

Proposition 1.2.4. Soit une famille {C(t)}ier cosinus fortement continue dans €. On a
les assertions suivantes :

1) C(t) = C(—t) pour tout t € R;

2) L’application t — S(t)z est continue sur R pour chaque x € &;

3) S(t) = —=S(—t) pour tout t € R;

4) Il existe des constantes M > 1 et w > 0 telle que ||C(t)|| < Me ! pour tout t € R;

Définition 1.2.4. On appelle générateur infinitésimal d’un cosinus fortement continue

{C(t)}ier, un opérateur A défini sur ’ensemble :

D(A) = {x c& limw existe},
t—0 t2
par :
L 2CH)x—x] AP
Azx = %g%t—Q = @C’(t)x ) Vz € D(A).

Proposition 1.2.5. Soit {C(t)}+er une famille cosinus fortement continue dans € et A

générateur infinitésimal avec
E ={x € &:C(t)x une fonction continement différntiable ent}.

On a:
1) Six € E, alors S(t)x € D(A) et %C(t):v =AS(t)z;

2

2) Six € D(A), alors C(t)x € D(A) et %C(zﬁ)x =AC(t)r = C(t)Ax;

2
3) Six € E, alors S(t)x € D(A) et %S(t)x = AS(t)x ;

4) Stz € D(A), alors S(t)x € D(A) et AS(t)x = S(t)Ax;
5) Size& ett,r € R alors [[ S(u)zdu € D(A) et A [] S(w)azdu = C(s)z — C(r)z.
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1.3 Quelques exemples

Dans cette section, nous allons présenter quelques exemples sur les Cy-semi-groupes

Exemple 1.3.1. Soit :
Cuw|0,00) = {f :]0,00) — R/ fest uniformememt continue et bornée}.

Avec la norme || flc, 0,000 = sup |f(a)|, Uespace Cyp|0, 00) devient un espace de Banach.
a€[0,00)
Définissons :

(T(t)f)a = f(t+ ), Vit >0eta€l0,00).

Evidemment T(t) est un opérateur linéaire, et en plus, on a :

e Pour tout f € Cypl0,00). On a

(TO)f)a= f0+a) = fla).

Done T(0) = I.

e De méme, pour tout t,s > 0 et pour tout f € Cyppl0,00) nous avons

(Tt +s)f)a = flt+s+a)=(TA)f)(s+a)=(THT(s)f)().

Done T(t+s) =T(t)T(s).
e De plus, pour tout t <0 et tout f € Cypl0,00) nous avons
m | T(#)f = fllewooe) = lim { sup |f(t+a) = f(a)|} = 0.
t—0F t—0F a€[0,00)
Donc th_n}OT(t)f = f.
e De méme, nous avons :

IT() flle.siooe) = sup [(T(E)f)(a)]

a€[0,00)

= sup [f(t+0)

a€[0,00)

= sup [f(B)]

BE[t,00)

< sup [f(B)| = [[fllewooe), V2 0.

BE[0,00)
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Donc elle est bornée et ||T(t)|c, 000 = 1,V > 0. Par conséquent {T(t)};>0 est un
Co-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur Cyu[0,00), nommé le Cy-semi-groupe de
translation a droite.

Soit A : D(A) C Cuwp[0,00) — Cup[0, 00) le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe
{T'(t)}i>0. Si f € D(A), alors on a :

Af((l/) — thir)lo T<t)f(a2 B f(Oé) _ thi{lo f(a—{—ti B f(a) _ f/(Oé),
uniformément par rapport a o. Par conséquent :
D(A) {f € Cus[0,00)/f € Cus|0, oo)}
si f € Cwpl0,00) tel que f' € Cyppl0,00), alors :
HT(t){ f_; - ‘ TOND 1)
Cup[0,00)  a€[0,00)
Mass :
‘ TOND S g ‘ fatd=fe) g
= |l -
1 a+t
| [ - reyar
1 ait
— [ 10 - r@lar=0

uniformément par rapport a o pour t — 0. Par suite :

-0 s2 t—0
Cub[O,oo)

_f’

HT(t)f—f
t

d'ou f € D(A) et :
{f € Cul0,20)/ ' € Cup|0, oo)} c D(A)
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par conséquent
D(A) = {f € Cul0,00)/ f' € Cus|0, oo>}

et

Exemple 1.3.2. Considérons [’espace
L,(]0,00)) = {l’ensemble des fonctions mesurablef ‘ / |f(a)|Pda < oo},
0

tel que 1 < p < oo, avec la norme

= ([ |f(0é)|”doe);

L’espace L,(]0,00)),1 < p < oo, devient un espace de Banach.
Définissons :

(T(t)f)a = f(t+ ), Vit > 0et a€l0,00).

Nous avons :

=

HT®ﬂb=<AmmﬂﬂﬁmWW0

(/OOO ]f(a+t)]pda)
( | |f<6>|pdﬁ)’1’ 11,

Evidemment T(t) est un opérateur linéaire, et en plus, on a :

D =

IN

Donc | T(t)||, = 1,Vt > 0.

e Pour tout f € L,. On que

(T0)fa= f(0+a) = f(a).

Donc T(0) = I.
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e De méme, pour tout t,s > 0 et pour tout f € L, nous avons

(Tt +s)f)a = flt+s+a)=(TA)f)(s+a) = (THT(s)f)().

Donc T(t+s) =T (t)T(s).

e De plus, pour tout t <0 et tout f € L, nous avons

tim 170)7 11, = i, ([ 000 - <a>|ﬁda)”

hrn (/ |fla+1t)— \pda> = 0.

Donc tli_r{lOT(t)f = f
Par conséquent {T'(t) }4>0 est un Cy-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornées sur
Ly(]0, 00)).
Soit A : D(A) C Ly(]0,00)) — L,(]0,00)) le générateur infinitésimal du Coy-semi-
groupe {T'(t) }1>0. Si f € D(A), alors on a :
Af(a) = tim LW ZfQ) ()]

t—0 t—0

uniformément par rapport a «. Par conséquent :

D(A) € {f € L,(10,50))/ ' € Ly(10,0)) },

si f € Ly(]0,00)) tel que f' € L,(]0,00)), alors :

HT(t)f—f
t

da)p.

_f’

= f'(a)

t

_ ( /“’ ‘ (T(1)f) (@) - f(0)
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Mais :
TODD L) _ oy | Lot D _ g
- ’ _FE — f(@)
- / () = f(a)] dr
1 ait
-1 / /() = f(@)|dr—0

uniformément par rapport a o pour t — 0. Par suite :

—f

—0 st t— 0,

p

HT(t)f —f
t

et on voit que :

{f € L,00.00))/ ' € L,(0,50)) } € D(4).
Par conséquent :

D(A) = { £ € L,(10,00))/ f' € L,(]0,00)) }.

et

Exemple 1.3.3. Soient p € [1,00) et

oo
Z |z, P < oo}

n=1

= { @l

Avec la norme

[ (20)nene

= (X r)

Considérons une suite des nombres réel positifs (an)nen+ et définissons une famille

{T'(t)}+>0 d’opérateurs linéaires sur l’espace l, par :

T(t)(xn)neN* = (e_ant$n)neN*a vVt <0



1.3 Quelques exemples 15

est un Cy-semi-groupe d’opérateur linéaire bornés sur l, et son générateur infinitésimal A

est défine sur :
D(A) = { @anes- € bp/(@ntn)nes- € b }-

par

A(xn>n€N* - (_anxn)neN* .

Exemple 1.3.4. Soit C([0,1],R) l’espace des fonctions continues ¢ : [0,1] — R avec la

norme de la convergence uniforme, alors la famille {T(t)};>0 définie par :
(T(1)9)(x) = dlze™); £ 20, 6 € C([0, 1], R),x € [0,1]
est un Cy-semi-groupe sur C([0,1],R) et son générateur infinitésimal A est défini sur :

D(A) = {gb € C([0,1],R) : ¢'(x) existe et il est continu pour x € [0, 1]}
=C'([0,1],R)

par A¢= ¢
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1.4 Théorémes De Point Fixe

Dans cette section nous présentons deux Théorémes de point fixe qui sont utilisés dans

la suite pour montrer I'existence et 'unicité de solution.

Théoréme 1.4.1 (Contraction de Banach [4]). Soit X un espace de Banach et f :

X — X une contraction. Alors, f a un unique point fize.

Théoréme 1.4.2 (Leray-Schauder [4]). Soit E un espace de Banach, et U C E conveze

avec 0 € U. Soit F': U — U est un opérateur complétement continu. Alors ou bien
(i) F a un point fize
ou bien

(ii) L’ensemble N ={x € U:xz = \F(z), 0 < X < 1} est non borné.



Chapitre 2

Equations différentielles semi-linéaires a

valeur initiale

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le probléme a valeur initiale d’équations différen-
tielles semi-linéaires, nous nous intéresserons a l’existence et 1'unicité de solution utilisant
la théorie de C-semi-groupes et ’approche du point fixe.

Nous considérons le probléme suivant :

{ W (t) = Aut) + f(t,u(t)), teJ=10,0] (2.1)
u(0) = €. (2.2)

Ou A:D(A) C &€ — €& le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe {T'(t) };>¢ sur

un espace de Banach et f: J x & — &£ est une fonction continue, avec données initiales &.

Lemme 2.1.1. Si u est une solution de probleme (2.1) — (2.2) alors est défini par

t

u(t) =T(t)E+ /T(t —5)f(s,u(s))ds, vt e J.

0
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Preuve. Si u est une solution de probléme (2.1) —(2.2) alors u est solution de probléme

suivante :

{ u'(t) = Au(t) + h(t) (2.3)

u(0) = ¢ (2.4)
Soit T'(t) un Cp-semi-groupe engendre par A et on défini

g: [0,t] — €&
s > g(s)=T(t— s)u(s)
est différentiables

dg d
D) = STt~ s)u(s)]

= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)u'(s)

= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)[Au(s) + h(s)]

= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)Au(s) + T(t — s)h(s)

= T(t = s)h(s), (2.5)

si h une fonction continue alors T'(t — s)h(s) est intégrable et en intégrant (2.5) de 0 a ¢

g(t) =g(0) + /T(t — s)h(s)ds
Donc : 0 .
u(t) = T(HE + / T(t — s)h(s) ds. (2.6)

Avant de prouver nos résultats principaux pour ce chapitre, nous donnons la définition

de la solution du probléme (2.1) — (2.2).

Définition 2.1.1. Une fonction u € C(J,E) est dite solution de probleme (2.1) — (2.2)

st u verifié ’équation intégrable suivant :
t
u(t) =T(t)E + /T(t —5)f(s,u(s))ds, Vit e J.

0
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2.2 Reésultats Principaux

On va donner un premier résultat concernant ’existence et 'unicité de la solution de

probléme (2.1) — (2.2) en utilisant le théoréme de la contraction de Banach.

Théoréme 2.2.1. Soit f : J x E — &£ continue. supposons que les conditions suivantes

sont vérifiées :
(Hy) 3M > 0:||T(t)|lge) < M, Vt € J.
(Hy) Il existe une constante positive k telle que
|f(t,u) — f(t,0)| < klu—v|, pour teJ et uvek.
Si
Mkb < 1. (2.7)

Alors il existe une solution unique du probléme (2.1) — (2.2) sur J.

Preuve. Transformons le probléme (2.1) — (2.2) en un probléme de point fixe.

On considére Uopérateur F : C(J,€) — C(J,E) défini par :

t

mesz@§+/T@—$ﬂ&M@MS VieJ

Soient u,v € C(J,E), alors pour tout t € J, on a
F(u)(t) — F(v)(t) :/0 T(t = s)[f(s,u(s)) = f(s,v(s))]ds.
Donc :

[F(u)(t) = F(o)®)] = /0 T(t = s)[f(s,u(s)) = f(s,v(s))]ds

< [T =911 u) - s os)lds
< 7= [ 1 u) = Flsv(s)lds
< M/0 klu(s) —v(s)|ds
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Prenons le supremum sur ¢ € J, nous avons

IN

b
sup |F(u)(t) = F()(t)] < Mk sup |u(s) - o(s)| / ds

te[0,b] t€[0,b]

[F(u) = F(u)llee < Mkbllu — vl

Par la condition (2.7) l'opérateur F' est une contraction et donc F' a un unique point
fixe par le principe de contraction de Banach, qui est la solution unique au probléme

(2.1) — (2.2). "

Théoréme 2.2.2. Soit f : J x & = & continue. Supposons que les condition suivantes

sont vérifiées :
(Hy) Un semi-groupe {T'(t) }+=0 de contraction

(Hy) f Lipschitzienne par rapport a sa deuxieme variable. i.e 3L > 0 tel que :
1f(E,w) = f(t0)lle < Llu =]
Alors il existe une solution unique du probléeme (2.1) — (2.2) sur J.

Preuve. Transformons le probléme (2.1) — (2.2) en un probléme de point fixe.

On considére opérateur F : C(J,€) — C(J,E) défini par :
¢
Fu(t)=T(t)¢ + /T(t — 3)f(s,u(s))ds.
0

Soient pour tout u,v € (J, &), alors pour tout ¢ € J, on a :

t

(Fu)(t) — (Fv)(t) = /T(t —s)(f(s,u(s)) — f(s,v(s))) ds.
Donc :

[F(u) = F(0)[loc < Lt |u— |-
On a F? = Fo F, alors

[F2u(t) — Fhu(t)] = /0 T(t = s)[f(s, F(u)(s)) = f(s, F(v)(s))]ds

VAN

/0 [Tt = s)| [f(s, F(u)(s)) = f(s, F(v)(s))]ds
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Prenons le supremum sur ¢ € J, nous avons

t
|1F2u — P2 < L/HFu—FvHoods.
0

t

L/Ls“u — V|00 ds

N

L
[F"u = F™0llo < —"[lu = ]|oo-
n

Il s’ensuit que
Ln
| F"u — F™ll < Fb”“u — V|| oo-

L rLr
Puisque —'b” — 0 quand n — +o00, donc dp € N tel que —|bp < 1.
n! P

Il en résulte que F'? = F o---o F est une contraction puis EI.!u € C(J,E) tel que FPu = u.
On a Fu = u.

En effet,

FP(u) = w implique que FP™'(u) = Fu, on peut écrire FP(F(u)) = Fu il s’ensuit que
F(u) est un point fixe de F? et puisque le point fixe est unique nous obtenons F'(u) = u.
Nous concluons que F(u) = u est une solution de probléme (2.1) — (2.2) sur J, cela est
vrai pour tous b > 0.

D’out le probléme (2.1) — (2.2) a une solution unique sur J. =
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Ensuite, nous donnons un résultat d’existence basé sur l'alternative non linéaire de
Leray-Schauder appliquée aux opérateurs complétement continus. Le lemme suivant est

essentiel pour la preuve de notre résultat principal

Lemme 2.2.1 (Granwall). Soient u,v : [to, t;] — RY deux fonctions continues telle que,

pour quelque C' >0, on a :

u(t) < C+ /tv(s)u(s)ds, to <t <t.

to

Alors
t
u(t) < Cexp (/ v(T)dT), to <t <t.
to

Preuve. On suppose C' > 0. On définit les fonction

f@:c+/v@mmm

to

g(t) = Cexp (/t:v(T)dr).

On veut montrer que si f(t) < wu(t) alors f(t) < g(t) pour tout ¢ > t5. On note que

et

g(t) > 0 ( par hypothése C' > 0 et u,v > 0) et en plus f(to) = g(to).

Donc il suffit de démontrer que

A1) _ f0et) - FBg®) _

dt g(t) g(t) -
En fait on a ( on utilise ici hypothése u(t) < f())

et
t
§(t) = Co(t) exp < / U(T)dT> — g(h).
to
D’ou on obtient tout de suite

f()g(t) = fF)g' (1) < f()o(t)g(t) — f(t)o(t)g(t) = 0.

Le cas C' = 0 on peut l'obtenir comme cas limite quand C' — 0. [
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Théoréme 2.2.3. Soit f : J x & — & continue. Supposons que les conditions suivantes
sont vérifiées :
(C1) L’opérateur T'(t) est compact dans E pour toutt > 0 ;
(Co) M > 0:||T(t)|lpe) < M, Vt € J.
(C3) Il existe une fonction g : [0,00) — [0,00) continue et croissante
et p e L'(J,E) tel que

£t w)] < p()g([[ullo)

M/Obp<s)ds</f%

Alors le probleme (2.1) — (2.2) admet au moins une solution sur J.

et

avec ¢ = ME

Preuve. Transformons le probléme (2.1) — (2.2) en un probléme de point fixe.
Considérons l'opérateur F : C(J,&) — C(J,€) défini comme dans le Théoréme 2.2.1.
La preuve est donnée en quatre étapes.

Etape 1 : F est continu.
Soit {u,} une suite dans C(J, ) telle que u,, — u dans C(J,E).
Alors pour t € J on a

t

(Fu)(t) — (Fo)(t) = / T(t - )(f(s,u(s)) — £(s,0(s))) ds.

0

Donc :
|F(un)(t) = F(u)(t)] = ‘/0 T(t—s)[f(s,un(s)) — f(s,u(s))|ds
< /0 T(t = )| [f(s,un(s)) — f(s,u(s))|ds

IN

(= 9lae [ 1FGsvua(s) = Fs.uls))lds
< M / (5 1n(8)) — F(s, u(s))]ds
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Prenons le supremum sur ./, on obtient
[E(un) = Fu)lloe < MBIF(, un.) = f(u)ls
Comme u,, — u. Et puisque f est continue on a :
f(s,un(s)) — f(s,u(s)) lorsque n — oo
Alors d’apreés le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, nous avons
| F'(un) — F(u)]|ooc <MD f(.,un.) — f(.,u.)]|cc = 0 lorsque n — oo

Donc F est continu.

Etape 2 : F transforme un ensemble borné en un ensemble uniformément borné dans
C(J,E).

Pour tout nombre positif p, soit
B, = {u€C(&): Julw < p}.

Alors pour tout p, B, est clairement un ensemble borné. Il suffit de montrer que pour
tout p > 0 il existe une constante positive ¢ telle que pour chaque v € B, nous avons

F(u) € Bs. Pour chaque t € J, nous avons
F@O = 10+ [ 19560
< |re]+] [ 1= )5 uts)s|

< ITOllse + 1T — 9)llse) / £ (s, u(s))|ds

IN

Me+ M / p()g(l1ulloc) ds
< Me+ Mlplliglp) = 6

Alors, ||F(u)||eo < 6. Donc F(u) € Bs.

Etape 3 : F transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C(.J, €).
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Nous considérons B, comme dans I’étape 2. Soient 71,75 € J avec 7 > 7y. Ainsi, si € > 0

et € <1 < 79 nous avons

P(u)(7s) — F(u)(m)] = 'T<Tz>s+ [ 1= )5t utsas

—T(r)E — Oﬁ T(r — ) f(s,u(s))ds

< 'T@)_T(ﬁ)& / T(ry — s)f (s, u(s))ds
_ /0 T(r — )/ (s, u(s))ds
< 'T(Tz)—T(ﬁ)§+ JAROCER RGeS

f(s,u(s))ds

" ’ /[T< —8) = T(r — 5)|f (s, u(s))ds
*‘ / T(r2 = s)f(s,u(s))ds

Comme 71 — Ty, le membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro et puisque {7'(¢) }+>0
est un opérateur compact fortement continu, ceci implique la continuité uniforme d’opé-
rateurs.

Puisque F'(B,) est une famille équicontinue et uniformément borné. On conclut d’aprés le
Théoréme d’Arzelé-Ascoli que I’ensemble 'ensemble {F(u)(t) : uw € B,} est relativement
compact dans &.

Les étapes précédentes impliquent que F' : C(J,E) — C(J,E) est un opérateur compléte-
ment continu.

Etape 4 : Estimations a priori des solutions.

Maintenant, il reste a prouver que I’ensemble

n={uelC(J,€):u=AF(u),0 <\X<1}

est borné.
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Soit u € m un élément arbitraire. Alors, pour tout t € J,

t

u(t) = AF(u)(t) = X {T(t)ﬁ + /T(t —s)f(s,u(s))ds|.

0

Alors
)] < 1Tl [T 5175 u()] ds.

Il s’ensuit que

t
lule < Mé+ M / p(8)g(lull) ds.
0

On note par :
t
y(t) = Mé + M / p(8)g([[ullo) s,
0

on a :

y(0) = M&=c, |ullo <y(t) pourtout te .

Et

y'(t) = Mp(t) g([lufl)

< Mp(t) g(y(?))

car g est croissante, d’ou

y(t) d b o g
/ —SgM/p(s)ds</ —S, te
v 9(8) 0 ¢ 9(s)

Alors il existe une constante [ telle que y(¢) < [ pour tout t € J, d’oi ||ul|o < [ pour
tout ¢t € J.

Donc 'ensemble 7 est borné. En conséquence du Théoréme 1.4.2. On en déduit que F
a un point fixe qui est une solution du probléme (2.1) — (2.2). "

Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solutions du probléme (2.1) — (2.2).
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Théoréme 2.2.4. Supposons que les conditions du Théoreme 2.2.3 sont vérifies. Suppo-

sons de plus qu’il existe une constante positive k telle que
lf(t,u) — f(t,v)] < Ellu—2|o, pour t € J et tout u,v € C(J,&).
Alors le probleme (2.1) — (2.2) a une solution unique sur J.

Preuve. L’existence d’au moins une solution u(t) de probléme (2.1) — (2.2) est assurée
par le Théoréme 2.2.3. Pour prouver 'unicité de wu(t), soit v(t) une autre solution du

probléme (2.1) — (2.2). Alors, pour chaque ¢ € J, nous avons
ut) =v(®)] = ‘/O T(t = s)[f(s,uls)) = f(s,v(s))]ds
< / T(t = 3)] [f(s,u(s)) = f(s,0(s))|ds
0
< T =S [ 1Fu) = Fsv(s)lds
< kM/O |lu — v||sods
Ce qui implique encore
U— V| < EM U — V|| ds.
fu=vl < EM [ Ju=ol

Maintenant, en utilisant le Lemme 2.2.1 de Gronwall avec C' = 0 on obtient 'unicité de

u(t) . [ ]



Chapitre 3

Equations différentielles semi-linéaires avec

condition périodique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence de la solution de I’équation semi-linéaire
avec condition périodique sous la forme :

{u/(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teJ=1]0,0 (3.1)

u(0) = u(b). (3.2)

Ou A:D(A) C £ — & le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe {7'(t)}+>0 sur un

espace de Banach et f: J x £ — £ est une fonction continue, u(b) € £.

Lemme 3.1.1. Si I € p(T(b)) alors le probléme (3.1) — (3.2) admet une solution défini

par
b t

u(t) = T(t)(I —T(b))™* /T(b —5)f(s,u(s))ds + /T(t —8)f(s,u(s))ds Vt € J.

Preuve. La solution du probléme (3.1) — (3.2) est défini par

u(t) = T(t)u(0) + /T(t —8)f(s,u(s))ds,
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et on a
mmzymmmy+/T@—sﬁ@m@»@.

En utilisant la condition (3.2). En effet
b
u(0) — T(b)u(0) = /T(b —s)f(s,u(s))ds

o
=

w(0)(I —T(1) = / T(b— )f (s, u(s)) ds

w(0) = U—T@DI/TQ—@ﬂaM$M&

Donc la solution du probléme (3.1) — (3.2) est dennée par

u(t) = T(t)(I —T(b))™* /T(b —8)f(s,u(s))ds + /T(t —8)f(s,u(s))ds.

]
Avant de prouver nos résultats principaux pour ce chapitre, nous donnons la définition

de la solution du probléme (3.1) — (3.2).

Définition 3.1.1. Une fonction u € C(J,E) est dite solution de probléeme (3.1) — (3.2)

st u vérifié I’équation intégrable suivante :

t

MﬂzT@U—T@D1/T®—Qﬂgﬁ®ﬂ&+/T@—@ﬂ&M@MsWEJ

0
3.2 Reésultats Principaux

Premier résultat d’existence est basé sur le principe de contraction de Banach.

Théoréme 3.2.1. Soit f:J x & — & continue. supposons que les hypothéses (Hy), (Hs)

de Théoreme 2.2.1 sont satisfaites, si

MAT()(I = T(0)lsge) + M* < 1. (3.3)
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Ou M* = kMb. Alors il existe une solution unique du probléeme (3.1) — (3.2) sur J.

Preuve. Transformons le probléme (3.1) — (3.2) en un probléme de point fixe.

On considére Popérateur F' : C(J,E) — C(J,E) défini par :

F(u)(t) =T@t) (I —T))™" /T(b —5)f(s,u(s))ds + /T(t —8)f(s,u(s)ds.

Montrons que F' est un opérateur de contraction. En effet, Soient u, v € C(J, £), alors pour
tout t € J, on a

b
Fu)(t) — Fw)(t)] = h@U—Tw»J/Tw—gv@w@»—ﬂ&mmws
+47ﬁ—$mamm—f@wmws

7)1 = T(b))"| / T(b—8)[1f(s,u(s)) = f(s,0(s))]ds

IN

+Arﬂvaﬂaw@w4@w@mw

IN

1T ()T = T0) e

b
HTw—ﬂmaAlﬂ&M@%J@wwmw
ku—ﬂmal|ﬂaw$w¢@m@mm

IN

b
MEITO = T0) e [ [us) - o)l ds
t
+ Mk:/ lu(s) — v(s)|ds.
0
Prenons le supremum sur ¢ € .J, nous avons

IF(u) = F(v)lloo < ME|T()(I =T (1) llaellu = vlie + MEbllu — vls,
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alors
[F(u) = F(0)lloo < (MTE)T =T 1) sy + M)t — oo

Par la condition (3.3) l'opérateur F' est une contraction et donc F' a un unique point fixe
par le principe de contraction de Banach, qui donne une solution unique au probléme
(3.1) — (3.2).

Ensuite, nous donnons un résultat d’existence basé sur l'alternative non linéaire de

Leray-Schauder appliquée aux opérateurs complétement continus. [

Théoréme 3.2.2. Soit f: J x & — & continue. Supposons que les hypothéses (C1), (Cs)

de Théoréeme 2.2.3 sont satisfaites, avec la condition suivante sont vérifiée :

(1) Il existe des fonctions p,q € L'(J,Ry) tel que

[f(tu)l <p(t) +q)l|ullee,  VEE
Alors le probleme (3.1) — (3.2) admet au moins une solution sur J.

Preuve. Transformons le probléme (3.1) — (3.2) en un probléme de point fixe.
Considérons l'opérateur F : C(J,E) — C(J, ) défini comme dans le Théoréme 3.2.1.
La preuve est donnée en quatre étapes.

Etape 1 : F est continu.
Soit {u,} une suite dans C(J, ) telle que u,, — u dans C(J,&).

Alors pour t € J on a

F(uy)(t) = F(u)(t) = Tt —T(b))" /T(b = 8)[f(s,un(s)) = f(s,u(s))lds

T / T(t — 5)[f (s, un(s)) — f(s,u(s))] ds
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| F'(un)(t) = F(u)(®)] = ‘T(t)(f — ()" /T(b = 8)[f(s,un(s)) = f(s,u(s))lds

T / T(t — )/ (s, uals)) = f(s,u(s))] ds

b

< IT(t)(I—T(b))_llflT(b—S)I [f (s, un(s)) — f(s,u(s))|ds

[T = )15, (5) = (s,

< [T =T®) s
b
/0 170 — 3)llse) 1 (5 un(s)) — (s, u(s)) | ds
T / 1T = $)llae) 1 (5. un(s)) — £ (5, u(s))|ds
0
Prenons le supremum sur ¢t € J, nous avons

1F(un) = Fu)lloe < MUITE)(I = T0)  lse (o tn) = Flu)lls
+ Mb”f(:un,) - f('?u'>||007

par suite
1FG) ~ Fu)lle < (MBIT()T = T0) o) + M) 1t,) = £ )]
Puisque f(s,.) est continue pour tout ¢t € J et
| f(s,un(s)) — f(s,u(s))| < 2(1)(3) + q(s)||u, — uH) — 0 lorsque n — oo.
Alors d’apreés le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, nous avons
1F(un) = Fu)lloo < (MBT(E)(I = T'(6) " lse) + Mb)ILf () — £ )]l = 0

lorsque n — oco. Donc F' est continu.

Etape 2 : F transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformément borné dans
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C(J,€).

Pour tout nombre positif p, soit
fueC(,€): llulw < p}.

Alors pour tout p, B, est clairement un ensemble borné. Il suffit de montrer que pour
tout p > 0 il existe une constante positive d telle que pour chaque y € B, nous avons

F(u) € Bs. Pour chaque ¢ € J, nous avons

Fu)®)| = [T - TF) / T(b— s)f(s, u(s))ds + / T(t — 5)f(s,u(s))ds
b
< T —T®) / IT(b— )] |£(s, u(s))|ds + / IT(t — )11 (s, u(s))|ds
’ b
< T - T®)  sey / 17— 5)llse) [p(s) + a(5)llull o ds
/ 17— ) lste) [p(s) + a(s)[ull]ds
< MITWT = T) e (ol + lallzlulleo) + Mpllo + lallosllulloe)

< M|T@)I = T®) se el + lallzp) + M(Iplle + llallzep) = 0

Alors, ||F(u)||co < 6. Donc F(u) € Bs.
Etape 3 : F transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C(J,E).
Nous considérons B, comme dans I'étape 2. Soient 71,7, € J avec 75 > 7. Ainsi, si € > 0

et € <7 < 79 nous avons

|F(u)(r2) = F(u)(m)] < ’[T(Tz) —T(r)](I =T (b))~ /T(b — ) f (s, u(s))ds

+ /OTlﬁ[T(TQ _8) = T(r1 — 8)|f(s, uls))ds
- /_ [T(ry — 8) — T(11 — 8)]f(s, u(s))dS’
+ /T2 T(ry— s)f(s,u(s))ds

T1
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Comme 71 — Ty, le membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro et puisque 7'(¢) £>0
est un opérateur compact fortement continu, ceci implique la continuité uniforme d’opé-
rateurs.

Puisque F'(B,) est une famille équicontinue et uniformément borné. On conclut d’apreés le
Théoréme d’Arzelé-Ascoli que I'ensemble 'ensemble {F(u)(t) : uw € B,} est relativement
compact dans &.

Les étapes précédentes impliquent que F' : C(J,€) — C(J,E) est un opérateur compléte-
ment continu.

Etape 4 : Estimations a priori des solutions.

Maintenant, il reste a prouver que la deuxiéme possibilité du Théoréme 1.4.2 est fausse.

i.e il reste a prouver que I’ensemble
n={uel(J,€):u=AF(u),0 <A< 1}

est borné.

Soit u € i un élément arbitraire. Alors, pour tout ¢t € J,
u(t) = AF(u)(t)

AT =T [ 16— et s [T 0 s o]

u(t)] = ‘T(t)(f —T®)" | T(b— S)f(s,U(S))dSJr/O T(t—s)f(s,u(s))ds

< |TOUI=T®) | [ 1T~ )] |f(8,U(S))|dS+/Ot [T(t = )| 1f(s,uls))|ds

< IIT(t)(f—T(b))_lllzs(s)/ IT(b = 5)llsey [p(s) + a(s)l|ullc]ds

/HTt—SHB [p(s) + q(s)[[ullclds
< M|T@)I = T®) selpller + lallzllull) + MIplle + llgllzllull)
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tel que :
lullee < Mlplos [T = T0) ey +1]
+ [Mlgll (I = TE) ey + 1]l

D’aprés le lemme 2.2.1 de Gronwall on a : |jull.c < I. Donc I'ensemble 7 est borné. En
conséquence du Théoréme 1.4.2 on en déduit que F' a un point fixe qui est une solution
intégrale du probleme (3.1) — (3.2). n

Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solutions du probléme (3.1) — (3.2).

Théoréme 3.2.3. Supposons que les conditions du Théoreme 3.2.2 sont vérifiées. Suppo-

sons de plus qu’il existe une constante positive k telle que
|f(t,u) — f(t,v)] < Ellu—|o, pour t € J et tout u,v € C(J,&).
Alors le probleme (3.1) — (3.2) a une solution unique sur J.

Preuve. L’existence d’au moins une solution intégrale u(t) de probléme (3.1)—(3.2) est
assurée par le Théoréme 2.2.3. Pour prouver 'unicité de u(t), soit v(t) une autre solution

du probléme (3.1) — (3.2). Alors, pour chaque ¢t € J, nous avons
b
u(t) —v(t)|] = ‘T(t)(f —T(b))_l/T(b— s)[f (s,uls)) — f(s,v(s))lds

+ATV—$W&MW—f@MWMS

b

s\ﬂﬂﬂ—T@)H/uw—auﬂaM$w¢@m@mm
+Arnwwnu@m@»—ﬂaw@mw
b
s|uvxf4nmrwmal|ww—smmavwww»—fwww»ws
+AHT@—MmaV®w@D—ﬂ&M$W%
b t
S-MMW@MP4N®YWmaAIW—UMM8+MkAIM—UMMS
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Ce qui implique encore
b
o= vl MR[ITO = T0) ey +1] [ vl

Maintenant, en utilisant le Lemme 2.2.1 de Gronwall avec C' = 0 on obtient 'unicité de

u(t) . n



Chapitre I

Equation diftérentielle semi-linéaire du second

ordre

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le probléme a valeur initiale d’équations différen-
tielles semi-linéaires du second ordre, nous nous intéresserons a l’existence et 'unicité de
solutions utilisant la théorie de cosinus fortement continue et 'approche du point fixe.

Nous considérons le probléme suivant :

{ u’(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teJ=][0,0 (4.1)
uw(0) = up, u'(0) = uy. (4.2)
Ot A est le générateur infinitésimal de la famille cosinus fortement continue d’opéra-

teurs linéaires bornés {C(t) : t € R} dans I'espace de Banach € et f: J x & — & est une

fonction continue, avec données initiales ug,u; € £.

Lemme 4.1.1. Siu est une solution du probleme (4.1) — (4.2) alors est défier par

u(t) = C(t)ug + S(t)us + /S(t —5)f(s,u(s))ds, Vt e J.

0
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Preuve. On va dérivons la solution wu(t) en utilisant la proposition 1.2.5 et nous a

donné :

t
u'(t) = AS(t)up + C(t)us + / C(t—t)f(s,u(s))ds.
0
Nous dérivons pour la deuxiéme fois et obtenons ce qui suit :
u'(t) = AC (t)ug + AS(t)uy + C(t — s) f(t, u(t)). (4.3)

Nous avons :

t

Au(t) = A[C(t)uo St + / St — )£ (s, u(s)) ds]

Et
Au(t) + f(t,u(t)) = A[C(t)uo + St + / S(t — s) f(s,u(s))ds} +F(tu(t)).
Alors :

Au(t) + f(t,u(t)) = AC(t)up + AS(t)us + A/S(t —8)f(s,u(s))ds + f(t,u(t)),

0

avec la proposition 1.2.5 on a :
Au(t) + f(t,u(t)) = AC(t)uo + AS(t)us + C(t — s) f(t, u(t)). (4.4)
Dans ce dernier, nous observons ’égalité entre les équation 4.4 et 4.3
u"(t) = Au(t) + f(t,u(t))

Maintenant reste a vérifié les conditions (4.4).

Pour la premiére condition :

u(t) = C(t)uo + S(t)us + /S(t —s)f(s,u(s))ds.
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On remplace t par O :
0
u(0) = C(0)up + S(0)uy + /S(t —8)f(s,u(s))ds.
0
Et & partit de 1a, nous trouvons :

u(0) = up.

Pour la deuxiéme condition

W () = AS(H)uy + C(£)ur + /0 et — 0f (s, u(s))ds.
On remplace ¢ par 0 -
(0) = AS(0)uy + C(0)ur + /0 el — 1) (5. u(s))ds.
Nous trouvons :
W (0) = ur.

De cela, nous concluons que u(t) est une solution intégrale de probléme (4.1) — (4.2). =
Avant de prouver nos résultats principaux pour ce chapitre, nous donnons la définition

de la solution intégrale de probléme (4.1) — (4.2).

Définition 4.1.1. Une fonction u € C*(J,E) est dite solution de probleme (4.1) — (4.2)
st u verifié ’équation intégrable suivant :
t
u(t) = C(t)ug + S(t)us + /S(t —8)f(s,u(s))ds, vt e J.

0
4.2 Résultats Principaux

On va donner un premier résultat concernant ’existence et 'unicité de la solution de

probléme (4.1) — (4.2) en utilisant le théoréme de la contraction de Banach.

Théoréme 4.2.1. Soit f : J x E — £ continue. supposons que les conditions suivantes

sont vérifies :
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(H1) 3M : M = sup{[|S(t — 3)llse) : (1,5) € J}
Hy) 1l existe une constante positive k telle que
(H2) p q
|f(t,u) — f(t,v)] < Eklu—v|, pour teJ e uveél
Si
EMb < 1. (4.5)

Alors il existe une solution unique du probléme (4.1) — (4.2) sur J.

Preuve. Transformons le probléme (4.1) — (4.2) en un probléme de point fixe.
On considére Popérateur F': C'(J,€) — C'(J,£) défini par :
t

Fu)(t) = C(t)uo + S(t)us + / S(t — s)f(s,u(s))ds Vit e [0,b]

0

Soient u,v € C'(J,£), alors pour tout ¢ € [0, 0], on a
Fu)(t) = Fu)(t) = /0 S(t = s)[f(s,uls)) — f(s,0(s))lds
Donc :

|F(u)(t) = F(o)(#)] = /0 S(t = s)[f (s, uls)) = f(s,0(s))]ds

< [ 180 91 1rts.u(s) = s vls)ds
< 18t 9)lsce / F(s,u(s)) — £(s0(s))]ds
< IS = 9)lse) / Klu(s) — v(s)|ds

Prenons le supremum sur ¢ € .J, nous avons

b
tzl[t%lF(U)(t)—F(v)(t)l < Mk/o s u(s) —v(s)|ds
[F(u) = F(0)llo < kMbllu— 0]l



4.2 Reésultats Principaux 41

Par la condition (4.5) l'opérateur F' est une contraction et donc F' a un unique point
fixe par le principe de contraction de Banach, qui est la solution unique au probléme
(4.1) — (4.2). ]

Nous donnons un résultat d’existence basé sur l’alternative non linéaire de Leray-

Schauder appliquée aux opérateurs complétement continus.

Théoréme 4.2.2. Soit f:J x €& — & continue. Supposons que
(A1) Il existe des fonctions p,q € C(J,R,) tel que

ftw)l < p) +a®)llulle,  VEE T et pour u€ €,
avec :

M = sl C0)lsey ¢ € )
M = sup{[|S(t)|ze) : t € J}

(A2) {C(t) : t € R} est compact.

Alors le probleme (4.1) — (4.2) admet au moins une solution sur J.

Preuve. Transformons le probléme (4.1) — (4.2) en un probléme de point fixe.
Considérons l'opérateur F : C'(J,E) — C'(J,E). La preuve est donnée en quatre étapes.
Etape 1 : F est continu.
Soit {u,,} une suite dans C!(J, ) telle que u,, — u dans C'(J, £).

Alors pour £ € J on a
P = Fao] = | [ (=9 [Fsm(s) = s uto)]as
< [ 150 = 155 ua(6)) — £t
< St = e [ Fssn(5) — o, uls)lds

Prenons le supremum sur ¢ € .J, nous avons

[F(un) = F(u)loe < MO|f(,un,) — f(, 0]l
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Puisque f(s,.) est continue pour tout ¢ € J
[F(un) = Fu)lloc < MO[F( ) = f(u)lloc =0

lorsque n — o0o. Donc F' est continu.
Etape 2 : F transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformément borné dans

CY(J,€). Pour tout nombre positif p, soit
B, = {ueC(J,€): lull < p}.

Alors pour tout p, B, est clairement un ensemble borné. Il suffit de montrer que pour
tout p > 0 il existe une constante positive ¢ telle que pour chaque v € B, nous avons

F(u) € Bs. Pour chaque ¢ € J, nous avons

|F(u)(t)] = ‘C(t)u0+5(t)u1+/0 S(t—s)f(s,u(s))ds

IN

st =) f(s,u(s))‘ds

Cltyuo| + [ty + /

t
SMW+MM+M/U@mmm
0

IN

t
Mug + M'uy + M’/O (n(s) + q(s)||ullo) ds

t
SAM&M%+MW%ﬁMMM/@
0
Prenons le supremum sur ¢ € J, nous avons
Il < Muo+ Mur+ Mb(pllo + llalloop) = 6

Donc F(u) € Bs.
Etape 3 : F transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C'(.J, £).

Nous considérons B, comme dans ’étape 2. Soient 7,7 € J, 7o > 7. Ainsi, si € > 0 et
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€ < 11 < 79 nous avons
Fu)(m) — Fu)(m)] = |C(m)uo + S(ma)us + / " S — 8) (s, uls))ds
—C(m g — S(m)us — /0 " Str = 8) f(s, u(s))ds|

< |[C(72) = C(11)]uo

" ][sm) _ S

+ /OTl[S(Tz—S) — S(m _3)]f($,ys)ds‘
+ /” S(ry — ) f(s, u(s))ds

T1

Comme 71 — 7 et e suffisament petit, le membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers
zéro et puisque {C(t)}er est un opérateur compact fortement continu, ceci implique la
continuité uniforme d’opérateurs.

Puisque F'(B,) est une famille équicontinue et uniformément borné. On conclut d’aprés le
Théoréme d’Arzela-Ascoli que I'ensemble 'ensemble {F(u)(t) : u € B,} est relativement
compact dans &.

Les étapes précédentes impliquent que F : C1(J,€) — C}(J,€) est un opérateur comple-
tement continu.

Etape 4 : Estimations & priori des solutions.

Maintenant, il reste & prouver que ’ensemble
n={ucC(J,€):u=AF(u),0<\<1}

est borné.

Soit u € n un élément arbitraire. Alors, pour tout t € J,
¢

u(t) = AF(u)(t) = A [C(t)uo + S(t)us + / S(t—s)f(s,u(s))ds|.
0

Alors

IN

lu(t)] Mu0+M’u1+M’/0 |f(s,u(s))|ds

t
< Mug+ My + M / (p() + a(3)llulloo) ds.
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D’aprés le lemme 2.2.1 de Gronwall on a : ||ul]| < I. Donc 'ensemble 1 est borné. En
conséquence du Théoréme 1.4.2 on en déduit que F' a un point fixe qui est une solution
intégrale du probleme (4.1) — (4.2). n

Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solutions du probléeme (4.1) — (4.2).

Théoréme 4.2.3. Supposons que les conditions du Théoréeme 4.2.2 sont vérifiées. Suppo-

sons de plus qu’il existe une constante positive k telle que
Ftw) = f(E0) < Ku—vlw,  pourte
Alors le probleme (4.1) — (4.2) a une solution unique sur J.

Preuve. L’existence d’au moins une solution intégrale y(¢) de probléme (4.1)—(4.2) est
assurée par le Théoréme 3.2.2. Pour prouver 'unicité de wu(t), soit v(t) une autre solution

du probléme (4.1) — (4.2). Alors,

et pour chaque ¢t € J, nous avons

u(t) —v(®)] = /0 S(t = s)[f (s, uls)) = f(s,0(s)))ds

< m / (s, u(s)) — f(s,v(s))|ds
< kM’/O lu — v||sods.

Maintenant, en utilisant le Lemme 2.2.1 de Gronwall avec C' = 0 on obtient 'unicité de

u(t) . [ ]



Conclusion

La théorie du point fixe joue un roéle important dans ’analyse non linéaire et ce role
réside dans la preuve de 'existence et I'unicité des solutions des différents types des équa-
tions.

Dans ce mémoire nous avons considéré le probléme d’existence et d’unicité pour les
équations différentielles semi-linéaires premiére et second ordre dans I’espace de Banach.
Ces résultats sont obtenus a I’aide de les théories des Cy-semi-groupes et cosinus fortement
continue et théorémes de points fixes en particulier théoréme de Banach et I'alternative

non linéaire de type Leray-Schauder.
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