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Introduction générale

A théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine in-

téressant a explorer ces derniéres années. Notons que cette théorie a de nombreuses
applications dans la description de nombreux événements dans le monde réel.
Historiquement, Isaac Newton (1642 — 1727) et Gottfried Wihelm Leibniz (1646- 1716) a
découvert indépendamment le calcul au 17 siécle voir [9]. En mathématiques, le calcul
fractionnaire est une branche de I'analyse, qui étudie la généralisation de la différentiation
et d’intégration ordinaire a l'ordre non-entier(arbitraire).
L’histoire de la dérivée d’ordre non entier s’étale vers la fin du 17°™¢ siécle, le sujet est
aussi vieux que le calcul différentiel et remonte aux temps quand Leibniz, Newton ont
inventé ce type de calcul [1], Leibniz a introduit le symbole %&x) pour désigner la nme
dérivée d’une fonction (n € N) quand il a signalé cela dans une lettre adressée a I'Hopital
[11] datée du 30 septembre 1695 et I’'Hopital a posé la question de ce que serait le résultat
sin=3.
Leibniz lui a repondu : «Cela conduirait & un paradoxe a partir duquel un jour, on pourra
tirer des conséquences utiles»[23]. De ces paroles la est né le calcul fractionnaire.
Le calcul fractionnaire est utilisé dans une variété des régions d’applications, par exemples :
Viscoélasticité, la mécanique, théorie de controle, éléctricité, biologie, électromagnétique....,
le lecteur pourra consulter [12, 18, 13, 24, 27, 28|.

Ce mémoire a pour objet ’étude d’existence et d’unicité des solutions pour certaines
classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Ce mémoire est composé en quatres chapitres qui est organisée selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre, nous évoquerons quelques préliminaires concernant les outils
de base du calcul fractionnaire ainsi que quelques théorémes de point fixe.

Le deuxiéme chapitre intitulé “Equation différentielle d’ordre fractionnaire®, nous trai-
terons quelques résultats d’existante et d’unicité des solutions du probléme au limite



d’équation différentielle fractionnaire suivant :

‘D%(t) = f(t,y(t))  pourtoutt € J=1[0,T],0 <a<1

ay(0) +by(T) = v«

Le troisiéme chapitre intitulé “problémes aux limites avec des conditions non locales”, On
établit quelques résultats d’existante et d’unicité des solutions du probléme suivant :

‘D%(t) = f(t,y(t))  pourtoutte J=[0,T], 1 <a<2,

y(0) = g(v), y(T) = yr.

Dans le quatriéme et dernier chapitre intitulé "problémes aux limite avec des conditions in-
tégrales 7, on présente quelques résultats d’existante et d’unicité des solutions du probléme
suivant :

“D(t) = f(t,y(t)) pour tout te J=10,T],

T
y(O)—i—,u/ y(s)ds = y(T), peR, 0<a<l.
0

En termine ce mémoire par une conclusion générale et un résumé.



Chapitre

Préliminaires

1.1 Introduction

ANS ce chapitre, on rappelle des outils de base et des résultats préliminaires essentiels
Da notre travail. En particulier, on introduit des notations, définitions, on présente
certains résultats fondamentaux sur l'intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire
au sens de Caputo, quelques lemmes et on rappelle quelques théorémes de points fixe
utilisés dans ce travail.

1.2 Notations et Définitions

Dans cette section, nous présentons les notations et définitions nécessaire pour ce mé-
moire.
Soit J = [0,T], T > 0, Notons C(J,R) I'espace de Banach des fonctions continues définies
de J dans R, muni de la norme :

1Ylloc = sup{ly(®)|/t € T},

ol |.| est une norme sur R.

Définition 1.2.1 [10] Soit E un espace de Banach et A : E — E, un opérateur. On dit
que A est une contraction (ou contractant), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que :
|Az — Ay||lg < K|z — y||g, pour tout x,y € E.

Proposition 1.2.1 Soit C(J, E) Uespace des fonctions continues de J wvers 'espace de
Banach E et M C C(J, E).
M est relativement compact ssi

(1) M est borné i.e. 3b > 0 tel que ||f|loo < bVf €M,
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(ii) M est équicontinu
i.e Ve > 0,30 > 0Vay, 29 € J 1 |11 — 22| <0 = |f(z1) — f(z2)] <eVfeEM,
(iii) Ve € J, {f(z) € E, f € M} est relativement compact dans E.

Définition 1.2.2 Soient E et F deux espaces de Banach et f : E — F une fonction ;

o [ est dite compacte si l'image f(F) est relativement compacte dans F,

o f est dite complétement continue si elle est continue et l'image de tout borné de E
est relativement compacte dans F.

Théoréme 1.2.1 (Arzela-Ascoli) [17] Soit F' une famille des fonctions continues défi-
nies sur un intervalle [a,b]. Alors F est relativement compacte (précompact) dans Cla, b|
si F'est équicontinu et uniformément bornée.

1.3 Calcul fractionnaire

Dans cette section nous avons besoin de présenter certaines fonctions utiles telles que
la fonction Gamma d’Euler et la fonction Béta, ces fonctions jouent un role trés important
dans la théorie du calcul fractionnaire, de telles fonctions sont dites fonctions spéciales,
nous allons aussi définir 'intégrale fractionnaire, la dérivation fractionnaire au sens de
Caputo, quelques propriétés et des lemmes nécessaire pour notre travail.

1.3.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction d’Euler Gamma I'(z)
qui généralise le factorielle n!.

Définition 1.3.1 /8] La fonction Gamma U'(z) est définie par l'intégrale :
['(z) :/ e """ ldt, Re(z) > 0.
0
Propriétés 1.3.1 [26, 25] Une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma est
qu’elle satisfait a ’équation fonctionnelle suivante :
['(z+1)=2zI(2), Re(z) >0, (1.1)

en particulier

'n+1)=n! VneN,
avec
ra) =1i,

une autre propriété importante de la fonction Gamma, est qu’elle a des poles simples
auz points z = —n, (n=0,1,2,...).



10 Préliminaires

Théoréme 1.3.1 La fonction Gamma est défini et de classe  C®sur |0, +o00|, ses déri-
vées successives sont données par la formule

+oo
r® () :/ e t(Inz)Ft*at.
0
pour une étude approfondie sur la fonction Gamma, le lecteur pourra consulter [7, 14].

1.3.2 Fonction Béta

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Béta d’Euler.

Définition 1.3.2 /20, 25/ La fonction Béta est définie par :

B(p,q) :/o tP~1(1 — )97 dt, Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.2)

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

I'(p)L'(q)

PP)=Tprg)

, Re(p) >0, Re(q) > 0. (1.3)

Il s’ensuit de (1.3) que

B(p,q) = B(q,p), Re(p) >0, Re(q) > 0.

1.3.3 Intégration et dérivation fractionnaires

Dans cette section, on va rappeler I'intégration fractionnaire et la dérivation fraction-
naire au sens de Caputo, quelques propriétés et on va donner des exemples.

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o (av > 0) généralise la célébre formule
d’intégrales répétées, n-fois, On va définir 'intégrale d’ordre fractionnaire.

Définition 1.3.3 [11] Soit o € R*, lopérateur I définie en L'[a,b] par :

1 t
IYf(t) = =— t—5)*"1f(s)ds, poura<t<b
20 = i [ = (s, poura <<t
ou I' est la fonction Gamma, est appelé opérateur intégrale fractionnaire d’ordre o de
Riemann liouville.
Pour o =0, I = I opérateur identité.

o On note I§ f(t) par I*f(t).
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Théoréme 1.3.2 Pour f € Cla,b| l'intégrale fractionnaire posséde la propriété suivante :
I8 f(2)] = I97P f () pour a > 0, 3 > 0.
Exemple 1.3.1 L’intégrale fractionnaire d’ordre o de la fonction f telle que :
f(t) = (t—a)’,

avec o >0, B> —1 et

1)) = 0D

_ VT (4 g\Bte _
(5+04+1)<t a)’t a >0, 8> -1

En effet :

(12 f)(t) = ﬁ / (t — 5)*Lf(s)ds

b t — )27 (s — a)Pds
= Fg [ =9 =)

On va utiliser le changement de variable suivant :

s=a+ (t—a)x, (1.4)
avec 0cre
d’apreés (1.4) on a
ds = (t —a)dx
(I¢H)t) = ﬁ/o t—a—(t—a)z]* a+ (t —a)z —a]’(t — a)dz
N0 = 5 [ =000 =0 o

done :

(t —a)>t?

(1210 = = / (1 - o) e,

d’apres (1.2), on aurra :

(t —a)>*?

(12D = 5oy

B(o, B+ 1).
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On utilisons (1.3) on aura :

(t—a)* " T(@)I'(8+1)

(L)) = I'(a) D(a+B+1)
__TB+D o ars
— F(Oﬁ—ﬁ‘i‘l)(t a)*t?,
Pour a =0,5; =1 et a=0.
On aura :
[O’5f(t): F(2> t1’5— t% \/t_g

I'(2,5)  I1(2,5) I(25)

Exemple 1.3.2 L’intégrale fractionnaire d’ordre o (v € RY) d’une fonction constante

ft)=c

1

(If)(t) = ﬁaozfaﬁ/kﬁ_gw% ds

- al'(a) [_ (t—s)a]a
= —F(a+1)(t—a)a,aeR,ceR.

On va définir la dérivation fractionnaire au sens de Caputo, on va donner quelques
exemples.

Définition 1.3.4 [20] Soitn—1 < a <n, n € N* et f une fonction de classe C"(|a, b)),

la dérivée fractionnaire au sens Caputo d’ordre o de la fonction f est définie par :

G — Lf@—@malvwwm&

T
Oun = |a] + 1.

e On note (°D§ f)(t) par (°D*f)(t).
Propriété 1.3.1 [20] La dérivation fractionnaire au sens de Caputo est linéaire.

Exemple 1.3.3 Soit 0 <a <1 et f(t) = (t—a)?, 3> 0 alors

(D) =

_q)f
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en effet :

CDENW = Fma [ =97 (s

= —B t —8) (s —a)’ lds
‘m—a)/a(t ) (s — a)*lds.

On faisont le changement de variable (1.4) on aura :

IO = e | (= @)y (1 - )t — ) (- a)da
o) * if(l_f);a /0 (- ),
On utilise (1.2) on aura :
cosnw = g -a)
et d’ aprés (1.3) on a
o~ A=A -a)

'l—a) T(F+1-aq)
B(t —a)’°T(B)

I'6+1-a)

rp+1) o
TG _arnl—9 "

Exemple 1.3.4 La dérivée fractionnaire d’ordre o, o > 0 au sens de Caputo d’une fonc-
tion constante f(t) = c est nulle.

Lemme 1.3.1 [29] Soit o > 0, alors l’équation différentielle d’ordre fractionnaire :
°D*h(t) =0,
admet une solutions
h(t) =co+cit+ct> + ..+t g €R, i =0,1,2,...n—1; n=[a] + 1.
Lemme 1.3.2 [29] Soit o > 0, alors

I°°Dh(t) = co + it + eot® + ... + cp1t"F + h(t), pour ¢; € R, i=0,1,2,...n—1, n=[a] + 1.
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Lemme 1.3.3 [20] Soit f une fonction de classe C"([a,b]) , a >0, et n = [a] + 1 alors

DN = ft) - (t—a).

Lemme 1.3.4 [20] Soit o > 0, et f € L™®[a,b] alors
("D Lg N)(t) = f(1).

Pour plus de détails sur la dérivation fractionnaire, le lecteur intéressé pourra consulter|11,
23, 20, 22, 26, 25|

1.4 Théorémes de Point Fixe

Dans cette section nous présentons deux théorémes de point fixe qui sont utilisés dans
notre travail pour démontrer ’existence et I'unicité de solution du probléme aux limites
pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire sous certaine condition au sens de
Caputo.

Théoréme 1.4.1 (Contraction de Banach) [16, 30/ Soit X un espace de Banach et
f X — X une contraction. Alors, f a un unique point fize.

Théoréme 1.4.2 (L’Alternative Non Linéaire de Leray-Schauder) [16/ Soit E un
espace de Banach, et U C E convere avec 0 € U. Soit ' : U — U est un opérateur
complétement continu. Alors ou bien
(i) F a un point fize
ou bien

(ii) L’ensemble E ={x € U :x = AF(z), 0 < XA < 1} est non borné.



Chapitre 2

Equations différentielles d’ordre fractionnaire

2.1 Introduction

DANS ce chapitre, on va étudier 'existence et 'unicité du probléme
‘D%(t) = f(t,y(t)) avec t€ J=[0,T], 0 <a <1, (2.1)

ay(0) + by(T') = c. (2.2)

Ot °D® est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0,7] xR — R, une fonction
continue, a, b, ¢ sont des constantes réelles avec a + b # 0.
On va présenter deux résultats d’existences, on va utiliser le théoréme de point fixe de
Banach dans le premier résultat et dans le deuxiéme on va utiliser le théoréme de point
fixe de Leray Schauder.
Ce chapitre est basé sur les travaux|2, 4].

Lemme 2.1.1 [19] Soit 0 < o < 1 et soit h : [0,T] — R une fonction continue. Une
fonction y est une solution de ’équation intégrale fractionnaire

1 ' a—1
y(t) = yo + () /0 (t —s)* "h(s)ds. (2.3)

St et seulement si y est la solution du probléeme a valeur initiale pour [’équation différen-
tielle fractionnaire

Dy (t) = h(t),t € J = [0,T), (2.4)
y(0) = yo. (2.5)

Preuve. Soit y solution du probléme (2.4) — (2.5).
On a I’équation (2.4) on appliquant 'opérateur I* aux deux membres de ’égalité on aura :

[°°Doy(t) = I°h(t)
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ac o 1 ! a—1
I1°°DYy(t) = m/o (t —s)* "h(s)ds, (2.6)
d’aprés le lemme 1.3.3 et pour a =0, et n =1,
on aura
1%°D%y(t) = y(t) — y(0), (2.7)

de (2.6) et (2.7) on aura :

et on a

ce qu’il fallait démontrer.

Lemme 2.1.2 s0it 0 < o < 1, et soit h: [0,T] — R une fonction continue,
une fonction y est une solution de l’équation integrale fractionnaire

1
a+b

b r a1 iy
m/() (T — s)* “h(s)ds . (2.8)

Si et seulement si y est la solution du probléme aux limites pour ’équation différentielle
fractionnaire

1

W) = g [ (6= ths)ds -

°D*y(t) = h(t),t €[0,T], (2.9)
ay(0) + by(T) = c. (2.10)

Preuve. D’apres le lemme 2.1.1 on a (2.3),
on utilise la condition (2.10) pour calculer la constante y,, donc

ay(0) = ayo, by(T) = byy + %/0 (T — 5)**h(s)ds.

On aura :

b T
ayo + byo + —/ (T — 5)* 'h(s)ds = ¢, avec a+b#0,
(@) Jo

par suite, on aura :
-1

a+b

b [ ot .
m/o (T — s)* “h(s)ds ]

Yo =
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On obtient : (2.8).
Inversement

On a : (2.8) On va appliquer l'opérateur D, comme il est lineaire on aura :

['(«)
= °“D*I*h(t),

1
CDay (t) — CDa [

_¢ D«

/O (= )9 h(s)ds

1 b [T ol
a_H)(m/O(T—S) h(s)ds—c)]

d’aprés le lemme 1.3.4, on aura

et

ay(0) +by(T) =

et on obtient(2.10).

)
|
=)
+ | =
o>
VRS
=
Bk
N
S
~
&=
Q
AN
=
&
QL
n
|
&
~_—
| I

(wpl
)
L
c\

/\ﬂ
~

V2

S~—
Q
N

=

&

QL

V2

_aj—b %/0 (T — )" 'h(s)ds — c]
% 0 (T — )" 'h(s)ds
b b T -
a+b m/o (T =) h(S)ds—c]
—ab b b2 . N
(a+0)I'(a) T(a) (a+ b)F(a)] /O (T — 5)*"'h(s)ds
a b
C(a =+ b T a+ b)
—ab+ (a +D0)b—b*> [T -
(a+b)'(a) /0 (T'—5)* "h(s)ds + c

o

Définition 2.1.1 Une fonction y € C'(J,R) est dite solution du probleme (2.1) — (2.2)

sty verifie ['equation integrale sutvante :
Y ? / g
0

y(t) = T(a)

(t—s)°"

1

Yf(s,y(s))ds — P

b [T ot .
o / (T — ) (s, y(s))ds — | .
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2.2 Reésultats Principaux

On va énoncer un premier résultat sur 'unicité de la solution de (2.1)—(2.2) on utilisons
le théoreme de contraction de Banach.

Théoréme 2.2.1 Supposons que

(Hy) il existe une constante k > 0 telle que

|f(t,u) = f(t,v)| < Klu—vl, pour toutt € J et toutu,v € R.

St

<1, (2.11)
alors le probléme (2.1) — (2.2) admet une solution unique sur [0, 7).

Preuve. Transformons le probléme (2.1) — (2.2) en un probléme de point fixe.

Considérons 'opérateur :
F:C(]0,T],R) — C([0,T],R). Définie par :

1 1

FO)) = 7o / (t— )" fls,y(s))ds — —— | =2

m/o (T — 5)* ' f(s,y(s))ds — c] )

(2.12)
Il est clair que les points fixes de 'opération F' sont solution du probléme (2.1) — (2.2).
F est bien défini, en effet : si y € C([0,T],R), alors (Fy) € C([0,T],R). Pour montrer que
F admet un unique point fixe, il suffit de montrer que F' est une contraction.
En effet.

a+b
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Siz,y € C([0,T],R) alors pour tout ¢t € J on a :

F@)(t) - F)(t)] = \ﬁ / (6 = " (s, o(s))ds — ——
b [* a-1 A
[FQVA<T—S) F(s,2(s))ds o

[ e= o tonis + 5 | [T =9 ateas —c] ,
donc
F@0 - FOOl < o [ 6= 917(62(6) = F6,306)
- (o) Jo ’ 7
] g a-1
+ NOETA (T —s)* | f(s,2(s)) — f(s,y(s)|ds
klz —yllo [ _ gye-lyg blk]|z — yllo [T _ gye-lgg
< S = - omas gl [ oo
KTe(1+ 125
Prenons le supremum sur [0, 7], nous avons
KTa(l \al—l:-‘b|
HF(ilf)—F(y)HooS[ Tlat 1) ]Hx—yHoo,

par la condition (2.11), Popérateur F' est une contraction et donc F' a un unique point
fixe par le principe de contraction de Banach, qui donne une solution intégrale unique au

probléme (2.1) — (2.2).
n
Le deuxiéme résultat pour le probléme (2.1) — (2.2) est basée sur le théoréme de point
fixe de Leray- Schauder.
Théoréme 2.2.2 Supposons que :
(Hy) f:]0,T] x R — R, une fonction continue
(H3) Il existe une constant M > 0 telle que :

|f(t,u)| <M pour tout t € [0,T], et tout u € R.

Alors le probleme (2.1) — (2.2) admet au moins une solution sur [0,T].

Preuve. On va montrer que F' défini par (2.12) admet un point fixe, on va utiliser le
théoréme du point fixe de Leray-Schauder. La preuve est donnée en quatre étapes.
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Etape 1 : F est continu.

Soit {y,} une suite dans C([0, 7)), R) telle que y,, — y dans C([0,77]),R)

ie lirf lyn — ylleo = 0, on va montrer que lir}rl |G (yn) — G(y|loo = 0, pour tout ¢ € J.
n—-+0oo n—-+0o0

F()(t) — F)(0)] = '

- L / (= )" f (s, y(s))ds

I'(a)
+ " —1|— ; <% /0 (T —5)* 1 f(s,y(s))ds — c)
1 t o1
|F(ya) (1) — F(y) ()] < m/g (t=8)"[f(s,yn(s)) — f(s,y(s))|ds
10| g a1
- =9 ) = Fls. (s
1 .
< w9 S 16, n(5) = s w(s)ls
10| g a1
+ F(a)|a + b‘ 0 (T - 8) s:é%} ’f(‘g?yn(s)) - f(S,y(S))‘dS
||f(7yn<>>af(ay())”oo ! a—1 |b| T o a—1
< L {/O(t—s) ds+‘a+b’/0(T ) ds}
(1 G2 ) = FCyO) e
< .
- al'(«)
Prenons le supremum sur |0, T|, on obtient
(4 Qg 0a0) = T oDl

1 (yn) = F(y)llo <

al'(a)
Puisque f est une fonction continue, nous avons :

(1 B2 ) = Sy

I'(a+1)

1F(yn) — F(y)]loe < — 0 quand n — oo,
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donc F est continue.

Etape 2 :F transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformement borné dans
C(J,R).

En effet, il suffit de montrer que pour tout n > 0, il existe une constante strictement positif
[ tel que pour chaque y € B, = {y € C([0,T],R) : |ly|lc <n}.

On veut montrer que ||F(y)|/c <.

On a pour tout ¢ € [0, 7]

L t — ) f(s. y(s))|ds —|b| ! — ) f(s. y(s l
WO < i [ =96l + p e [ = s+ L
de (H3) on a:

Mo a-1 |b| M g a1 |c|
|[F(y)(t)] < m/(;(t—s) dS—Fm ; (T —s) ds+|a+b‘
« M goy BIM e, I
~ al(a) al'(a)|a + b a + bl
M @ |b’M « ‘C‘ _
IF@)lee < a0 et il i

et donc F'(B,) est uniformement borné.
Etape 3 : F' transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C'([0, 7], R).
Soit t1,ty € [0,T], t; < tg, B, un ensemble borné de C([0,7], R) de I'étape deux et soit

y € By,
Alors
F(y)(ts) - F(y) (1] = ﬁ 01[<t2_3>a ~ (ty — )Y f(s, y(s))ds
1 t2 o1
+ / (2 — 5)°f (s, y(s))ds
M t o o1
S Sl ACEDEECE
M & a—1
+ m/tl (to — s)* ds
M (0% (0% (0% [0
< F(a+1)[(t2—t1) +t1—t2]+m(tz—t1)
< M e e
= T(a+1) Tla+1)"t 727
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Quand t; — t9, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers 0.
Alors, I'ensemble Y (t) = {F(y)(t) : y € B,} est précompact dans R. D’aprés les étapes
précédentes et le Théoréme d’Arzela-Ascoli, nous pouvons conclure que F' est un opérateur
complétement continu.

Etape 4 : Estimations a priori des solutions.
Maintenant reste & montrer que : ¢ = {y € C(J,R) : y = AF(y) pour 0< A <1} est
borné.
Soit y € ¢, alors

y=AF(y), pour 0 <A <1,

donc pour chaque t € J on a :

(e o1 1 b (" ot
MﬂhMWﬂﬂwW%ﬁ$@AWﬂﬂwW%%,

pourt € Jona:

1 t
y(t) < —/ t—5)*"f(s,yls))|ds
ly(0)] F(a>0( ) (s,9(s)))]
b et s peids +
C(a)|a+ b J, la + b|
on a
M [ o] M g ]
O < — [ t=9)*Ys+ —"—— | (T—3s)*d
WOl < gy [, ¢ 9 e ey ) @ o+
M M|b| c|
TOL (6%
al'(«) * al'(a)]a + b la + b|’
e My 2
C
o X ——— « o = R’
19l = I'a+1) F(a+1)]a+ b la + b

avec R une constante strictement positif. Cela montre que € est uniformement borné par
conséquence du théoréme 1.4.2 du point fixe de Leray-Schauder.
On déduit que F' admet au moins un point fixe qui est une solution du probleme de
(2.1) — (2.2).
]
Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solutions du probléme (2.1) — (2.2).
Le lemme suivant est essentiel pour la preuve de notre résultat principal.



2.2 Résultats Principaux 23

Lemme 2.2.1 (Lemme de Gronwall) [15] Soient ¢, et y trois fonctions continues
sur un segment |a.b], & valeurs positives et vérifiant l'inégalité.

y@gwm+/%@mww‘wemw (2.13)
Alors

1) < o)+ [ elhuorean( [ Wdds v o€l

Preuve. Posons F(t) = [ ¢(s)y(s)ds.
En multipliant les deux membres de (2.13) par 1 (t), on obtient :

F'(t) = () F(t) < @(t)(t).

Ce qui s’écrit aussi :

G@S¢@wmwv/JMM%awc

Glt) = F(tjeap(~ | w(s)ds),
comme G(a) = F(a) = 0, on déduit par intégration :
6() < [ wlswten(— [ vwduds

Or, d’aprés 2.13, on aura
t
y@ﬁ¢@+cwmm/w@wx

d’ott le résultat voulu. ]
Maintenant on va présenté un théoréme d’unicité des solutions du probleme
(2.1) — (2.2).

Théoréme 2.2.3 Supposons que les conditions du théoréme 2.2.2 sont vérifiées et suppo-
sons que de plus qu’il existe une constante positive K telle que :

|f(t,u(t)) — f(t,v(t)| < K|ju =90, V t€J et Yu,ve C(J,R).

Alors le probleme (2.1) — (2.2) admet une unique solution sur J.
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Preuve. L’existence d’au moins une solution y(¢) du probléme (2.1) —(2.2) est assurée par
le théoréme 2.2.2. Pour prouver 'unicité de y(t), on suppose que le probléme (2.1) — (2.2)
admet une autre solution.

Soit z(t) cette autre solution du probléme (2.1) — (2.2) alors pour chaque ¢ € J, nous
avons :

Lo e 1
o / (t— 5)° f(s,y(s))ds —

a+b

b T ol
o / (T s) f(s,y<s>>ds—c]

b [ a1
() /0 (T —$)* " f(s,2(s))ds — c]

[(W)(t) = 2()] =

e a-1 L
_ —)/O(t—s) F(s, 2(s))ds +

N a+b

< s [ st = o2l

+ e | ) T = o (s yls) — F. z<s>>|ds]

L R e G Ll TRt
< o [ @ sl + o S oy —
< K(lrf—a')"') [ =y 2l

Maintenant, on va utiliser le lemme de Granwall 2.2.1, avec ¢(t) = 0 et u(t) = |y(t)—=z(t)],
on obtient y(t) = z(t), ou 'unicité de la solution du probleme(2.1) — (2.2).

2.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illuster 'utilité de nos principaux
résultats.
Considérons le probléme aux limites fractionnaire suivant :

e”tly(t)|

D) = G+ oD

teJ=10,1], € (0,1], (2.14)

y(0) +y(1) = 0. (2.15)
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Posons :

e tx
9+e)(1+z)
Soit x,y € [0,00) et ¢t € J alors on a :

f(t,z) = (t,2) € J x [0, 00).

—t

e x Yy
t,x)— f(t, = -
_ e 'lr —yl
O+e)(1+x)(1+y)
< Gole—yl
~ (9+¢€) ey
S
— |z —yl.
= 70 )
D’ou la condition (Hy) est vérifice avec k = 15, nous vérifions la condition (2.11) est

satisfaite pour des valeurs appropriées de a € (0,1] aveca=b=T = 1.

En effet,
3k

2T (v + 1)

Alors par le théoréme2.2.1 le probléme (2.14) — (2.15) a une solution unique sur [0, 1] pour
les valeurs de « satisfaisant (2.16).

k
<lella+1)> 37:0, 15. (2.16)



Chapitre

Problémes aux limites avec conditions non
locales

3.1 Introduction

ANS ce chapitre, on va présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions
Dpour certains problémes aux limites avec des conditions non locales pour des équations
différentielles d’ordre fractionnaire, ces résultats seront basés sur le théoréme du point fixe
de Banach et le théoréme du point fixe de Leray-Schauder. On considére le probléme aux
limites avec conditions non locales suivants :

‘D%(t) = f(t,y(t)), pour toutt € J =10,T], 1 < a < 2, (3.1)

y(0) = g(y), y(T) = yr. (3.2)
Ou ¢D“ est la dérivée fractionnaire de Caputo, f : J x R — R une fonction continue,
g : C(J,R) — R une fonction continue et yr € R.
Ce chapitre est basé sur les travaux|2, 3, 5.

Lemme 3.1.1 [19] Soit 1 < o < 2 et soit h : [0,T] — R une fonction continue. Une
fonction y est une solution d’équation intégrale d’ordre fractionnaire.

1 [ t T t t

t) = —— t—s)* 'h(s)ds — T —5)* " h(s)ds — (= — 1 —yr.
) = g | (=9 s = s [T =9 hieds = (G = Dato) +
Si est seulement si y est solution du probléeme auz limites d’équation différentielle frac-
tionnaire

D(t) = h(t), t € [0, ]
y(0) = g(v), y(T) = yr.
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Preuve. D’aprés le lemm 1.3.2 on a :

y(t) = Co+ Cit + ﬁ/{) (t —s)* 'h(s)ds,

on doit trouver Cy et C1,
on a

mais d’aprés la condition non locale

donc : Cy = g(y).

D’autre part

y(T) =Co+ ChT + ﬁ /0 (T — 5)**h(s)ds.
Donc :

y(T)=g(y) + C1T + ﬁ/o (T — 5)* 'h(s)ds,
c’est a dire : ) , , .

Cr = T = 79) = 5y | (7= 90" hispas.
Donc :
y(t) = g(y) + {%y(T) %g(y) - %@/0 (T — s)* 'h(s)ds|t
1 .
—1-@/0 (t—s)* "h(s)ds
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Définition 3.1.1 Une fonction y € C*(J,R) est dite une solution de (3.1) — (3.2) si y
vérifie ['equation integrale suivante :

1 t t t

W) = g | =9 D= [ =) s s~ )alu)+ o

3.2 Résultats principaux

On va donner un premier résultat sur 'unicité de la solution de (3.1) —(3.2) on utilisons
le théoréme de contraction de Banach.

Théoréme 3.2.1 On suppose que les hypothéses sutvante sont vérifices :
(Hy) : Il existe une constante Ky > 0 telle que :

|f(t,u) — f(t,v)] < Ki|u— | pour tout t € J, et tout u,v € R.
(Hs) : Il existe une constante Ky > 0 telle que :
|g(y) - g(Z)| < K2|y - Z|7 pour tout y,z € C([OaT]vR)

2K, T

S T(a+1)

Ky + <1, (3.3)

alors le probléme avec conditions non locales (3.1) — (3.2) admet une solution unique sur

J.

Preuve. On transforme le probléme (3.1) — (3.2) en un probléme de point fixe, on définit
Iopérateur :
G:C(]0,T],R) — C([0,T],R) définie par :

G)() = a7 [ (=" Ssss)ds—res [ (7= o p(e)ds—(G=Doto)+ o

Il est clair que les points fixes de 'opérateur G sont solution du probléme (3.1) — (3.2),
On va montrer que G est une contraction.
Soient x,y € C([0,T],R). Alors pour tout t € J, on a :

GO =G| = Iy [ =9 Foale)ds = s [T =9 fls.a(a)ds

- (% —1)g(z) + %xT - %a) /0 (t — )1 f(s,y(s))ds

b s / (T~ ) £(5,9(5))ds + (% — Dgln) — ey
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G0 - GO0 < s [ lsial9) = sl
b [ =9 60) = £ 06Dl +lo(a) — o)
¢ Bl [ g, Bl [
b Kolle -yl
< Bl B ) oo -y
< frargyle = vl + Kalle =yl

Prenons le supremum sur [0, 7], on a

N G R A [T

par la condition (3.3), 'opérateur G est une contraction et donc G a un unique point
fixe par le principe de contraction de Banach, qui donne une solution intégrale unique au
probléme (3.1) — (3.2) sur J. =

Théoréme 3.2.2 On suppose que les hypotheses sutvantes sont vérifiées :
(L) la fonction f:]0,T] x R — R est continue.

(L) Il existe une constant My >0 :
|f(t,u)] < My, Pour tout t € J et pour tout u € R.
(L3) 1l existe une condition My > 0 telle que :
lg()| < My, pour touty € C([0,T],R).

Alors le probleme auz limites non locales (3.1) — (3.2) posséde au moins une solution sur

J.

Preuve. On va utiliser le théoréme de point fixe de Leray-Schauder, la démonstration
sera faite en quatre étapes comme précédement.

Etape 1 : G est continu.
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Soit y,, une suite dans C([0, 7|, R) convergente pour la norme ||.||o vers une limite y
ie lim ||y, — y|lo = 0.
n—-+o0o

On va montrer que hIJP |G (yn) — G(y|loo = 0, pour tout t € J
n—-+0o0

Glyn(t) — G)(B)] < ﬁ / (t = )" (5, yn(5)) — (5, (s))|ds
i ﬁ / (T = )1 7(5, () — F (5, y()lds + [9(ym) — 9(v)
1 t a1

< T / (187 s 175, un(s)) = S5 9(9) s

i ﬁ / (=" sup 106, un(s)) = F o, 0(5)lds

+ 19(yn) — 9(y)|

. ||f<.,yn<.>>r—a§<.,y<.>>||oo[ /U<t_8)a_1d8+ / (T_S)a_ldS]
+ |g(yn) — 9(y)|

< Hf(-ayﬂ(')o)érj(&f)(-vy())l‘ooaa+Ta)+|g(yn)_g(y)|.

En majorant on aura :

S 2Ta||f(7yn(>> - f(uy())Hoo

|G(yn)(t) — G(y)(1)] al(a) + [9(yn — g(y)|-
Prenons le supremum sur [0, 7], on obtient
1G(gn) — Gl oo < TN Ll D) = Tt WDle o, — g,

al'(«)

Puisque fet g son continus, on aura ||G(y,) — G(y)|lcc — 0 quand n — oo, donc G est
continue.

Etape 2 : G transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformement borné

dans C(J,R).

En effet, il suffit de montrer que pour tout n > 0, il existe une constante strictement
positive, [ telle que pour tout y € B,

By ={y € C([0,T],R) : [lylloc <n},
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on veut montrer que

1GW)lloe <1,

Pour tout ¢ € [0, 7]
GO < Fa [ =97 17 p(s)lds

P / (T = )™~ F(5,9(5))ds + 2g ()] + lyr.

D’aprés (L) et (L3) on aura

cw) < b /t(t Jolgs + b /T(T ) Lds 4 2M, + |yr!
PUT= Ty o T(a) Jo v G ERR T
M M
< L 4o LT 4 2Ms + |yr).

al'(a) * al'(a)

On majorant on aura :

M M,y
Gy)(t) < T T + 2M.
2M,T“
— + 2M.
Tatn "M+l
Pour tout t € [0,7], on a :
2MT“
G o & —— + 2M. =1
1G(W)loe < Tatn " AL+ lyr]

Donc G(B,) est uniformement borné.

Etape 3 : G transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C([0, T, R).

Soit t1, to € [0,T], t; < ta, B, un ensemble borné de C([0,7],R) comme a I'étape
deux, et soit y € B,



32

Problémes aux limites avec conditions non locales

Gy)(t2) = Gy) ()]

IN

IN

Donc :

G (y)(t2) = G(y)(t))|

s)* 1 f (s, y(s))ds

RS

[

[ = e = 7

(%2 —1Daly) %yT a ﬁ /0 1<t1 —5)*7 f(s,y(s))ds
Tlil(a) /0 (T — )" f(s,y(s))ds + (% —1)g(y) — %yT
'ﬁ 0 (s — )% = (b — )" (s, y(s))ds
ﬁ /t 2(t2 — )" f(s,y(s))ds + %1“_(;2)) /0 (T = )" f(s,y(s))ds
tl - t2 t2 - tl

79 + ——yr
'% / [t = ) = (0 — )" (5. y(s))ds

/ (ts— ) y(s))ds

(ﬁf B e o uois + 2 gt + 2
% /Otl[(tz —5)"7 = (ti— 5)* ds| + % /: (ts — 5)°"ds
1(;2 F_él)) /OT(T —5)* ds + e ; h M + t2 Ly
bl B By

< F(Lm[(tz t1)” +t?_tg]+r(0]é\ﬁ 1)(752_751)

n IT(?(;iI)D 0 o ; t1M2 to ; t i

= r(ij\f 1) (f2 = 01)% + T(a Jlr 1) (t = 12)

e R RO
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Quand t; — t9, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers 0.
Alors, I'ensemble Y (t) = {G(y)(t) : y € B,} est précompact dans R. D’aprés les étapes
précédentes et le Théoréme d’Arzela-Ascoli, nous pouvons conclure que G est un opérateur
complétement continu.
Etape 4 : Estimations a priori des solutions.
Il reste & montrer que :
e={yeC(JR):y=AG(y) pour 0< <1} estborné.
Soit y € €, alors y = AF(y) pour 0 < A < 1.
Donc Pour chaque t € [0,7T], on a :

W) = o [ 0= s = s [ s

t

— A = Dgly) + Az

D’aprés (L) et (L) on a :

My [ e ! a-1
W < g =t s [T st 2

M,y M,y
s T 4+ 2M. .
al'(«) * al'(«) 20+ yr|

IN

Ainsi, pour chaque ¢ € [0,T], on a

2M,

T + 2M. = R.
T (@) +2M; + [yr|

1Yl <

Ou R est une constante strictement positif. Cela montre que I'’ensemble € est borné. En

conséquence du theoreme 1.4.2 du point fixe de Leray-Schauder, nous déduisons que G

admet au moins un point fixe qui est une solution du probleme (3.1) — (3.2). n
Nous donnons un résultat d’unicité des solutions du probléme (3.1) — (3.2).

Théoréme 3.2.3 Supposons que les conditions du théoreme 3.2.2 sont vérifiées.
Supposons que de plus il existe une constante positive K telle que :

|f(t,u(t) — f(t,v(t)] < Kl|u — v, Vte J et pour tout u,ve C(J,R).
Alors le probleme (3.1) — (3.2) admet une solution unique sur J.

Preuve. L’éxistance d’au moins une solution y(¢) du probléme (3.1) — (3.2) est assurée
par le théoréme 3.2.2 pour prouver I'unicité de y(¢) on va supposer que le (3.1) — (3.2)
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admet une autre solution.
Soit z(t) cette autre solution , alors pour chaque ¢t € J, nous avons :

) =20 = | [ =9 Hstss
t T ol t
— i = s = (= at)
=g | = s e)as
g = ) + (= Dgle) - oo
! t ol — f(s,2(s))|ds
< | =T e — s )l
t T ol
= =9 ) = o)l
2K [T a1y _ Il ds
< @/O(T‘S) ly — 2locds.

Maintenant, on va utiliser le lemme de Granwall avec p(t) = 0 et u(t) = |y(t) — z(t)|,

donc
y(t) = =(t),
d’ou on aura l'unicité de la solution du probléme (3.1) — (3.2).
n
3.3 Exemple
Soit le probléme aux limites non locales :
e y(t)]
‘D*(t) = teJ=10,1],a €]1,2], 3.4
O = v + @D Ot el 34
y(0) =) ey(t), y(1) =0, (3.5)
i=1

onld<ti<ta<...<t, <1let
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n
ci, i =1,..., n sont des costantes positives avec > ¢; < 3.

5
=1
Ce probléme posséde une solution unique sur [0,1].
Soit
et

f(t,x) = O+e)(1+a)

pourtout (t,z) € J x [0, 00],

et

oly) = 2 cy(ts).

Soient z,y € [0, +oo[ et t € J, on a :

e~tr e_ty
|f(t,z) = f(t,y)| = ‘(9+et)(1+x)_(9+€t)(1+y))
B et T Y
 O4et 1—|—x_1+y‘
et Ja(l+y) —y(l +2)
T 9+et| (14a2)(1+y)
_ etz —y|
(9 +e)(1+a)(1+y)
e t
= (9+et)| ~ 4l
< iIﬂc—y|
— 10

1

Donc la condition (H;) est satisfaite avec k; = 5.

Soient z,y € [0, +00]

n

l9(x) = g(y)| = | Z cia(ti) = Y ey(ti)]

=1

n
< ol —yl.
=1

n
Ainsi la condition (Hj) est satisfaite avec ks = > ¢;.
i=1

On va vérifier la condition (3.3) avec T=1

2K\ T 1
S R A T P
Tla+1) 2 5P(a+1)+zc
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n
Comme ) ¢; < 2, donc
i=1

1

S S L <1lelatl) > 1.
5F(a+1)+zc (a+1)

i=1
Qui est satisfait pour o €]1.2[. D’aprés le théoréme 3.2.1 le probléme (3.4) — (3.5) admet
une unique solution sur [0, 1].



Chapitre I

Problémes aux limites avec des conditions
intégrales

4.1 Introduction

ANS ce chapitre, on s’intéresse au résultat d’éxistance des solutions du probléme aux
limites avec des conditions intégrales suivantes :

‘D%(t) = f(t,y(t)),pour tout t € J=10,T], 0 < a <1, (4.1)

y(0) + / y(s)ds = y(T). (1.2)

Ou ¢D? la dérivée fractionnaire au sens de Capito, et f : J x R — R, est une fonction
donnée satisfaisant certaines hypothéses qui seront spécifiée plus tard et u € R*.

Ce chapitre est basé sur les travaux|6].

Pour les résultats de I'éxistance du probléme (4.1) — (4.2), nous avons besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.1.1 Soit 0 < a < 1 et soit h € C(J,R) une fonction donnée, alors le probléme
aux limites :

Doy(t) = h(t), teJ, (4.3)

y(0) + u/o y(s)ds =y(T) peR, (4.4)

admet une solution unique donnée par :
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ot G(t,s) est la fonction de Green définie par :

(T-5)* +aT(t-s)*"  (T-s)*"

;50 0<s<t
Git.s) = TT(a+1) Tul'(«) (4.5)
? a a—1 :
(T5) (T-5) ,st 1< s<T

TT(a+1) Tul'(a)

Preuve. D’aprés le lemme 1.3.2, nous pourons réduire le probléme (4.3) — (4.4) a une
équation intégrale équivalente :

y(t) = I*A(t) — Co

y(t) = /0 %h(s)ds—co, (4.6)

pour une constante Cy € R. Nous avons par intégration

/OTy(S)dS _ /OT (/Ot %h(T}dT — Cy)ds.

On utilisons la linéarité de I'intégrale et on calculons 'integrale d’une constante, on aura :

/OT y(s)ds = /OT (/Ot %h(T)dT)ds —C,T.

On utilisant le théoréeme d’intégration de Fubini on aura :

[T Y =

/OT y(s)ds = /OT uh(T)dT — CoT. (4.7)

al'(«)
Appliquant la condition intégrale (4.4) on aura :
y(0) = —Co

On doit trouver Cj.
D’aprés (4.4) on a :
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en remplacant y(0) et y(7T'), on va trouver

—Co + ,u/OTy(s)ds = /OT (- S)ailh(s)ds — (.

C’est a dire :

D’aprés (4.7) on aura :

M(/OT (ZC—;F_(;—))Q}Z(T)CZT — OOT) = /OT T ;(Z))alh(S)ds,

donc

C’est a dire :

@ @,
CO_T/O ( ul'(@) +F(cy—l—l)))h( )ds.
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On remplacant Cj dans (4.6) on aura la solution unique du probléme (4.3) — (4.4) est :

(
- /ot(tEﬂus)dH%/oT[*T—sV LTk R

t @%4 t T(a+1) (aa s
v = [y g | [ (Tarn e )h
. / (e o]

1 LaT(t —s)ot \ds 1 YT —-s) (T-s)t $\ds
o [Tz + ) e

1 D O W
7 (r<a+1> i (o) )h< )
V(T —-s) (T—-s)°"!

- / (i ) o
* /t <T_<1“T(oz_+8)1o;+(j;;rs(§) >h<s)d8'

On aura :

B *+al(t—s)*t (T—s)!
i) = | ( T T(a+1) ) )h(s)ds

i T( c»+1 (§£§§;)h“”3

- A G(t, s)h(s)ds

Nous définissons ce que nous exprimons étre une solution du probléme aux limites avec
des conditions intégrales (4.1) — (4.2)

Définition 4.1.1 Une fonction y € C'(J,R) est dite solution de (4.1) — (4.2) si y verifie
I’équation suivante :

y(t) = / Gt 5)f (5. y(s))ds.

Remarque La fonction t € J — fOT |G(t, s)|ds est continue sur J, et est donc bornée.
Soit :

T
G = sup{/ |G(t, s)|ds, t € J}.
0
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4.2 Reésultats principaux

Notre premier résultat est basée sur le théoréme de point fixe de Banach.

Théoréme 4.2.1 Supposons que :
(Hy) Il existe une constante k>0, tel que :

|f(t,u) — f(t,v)] < klu—v], pour tout t € J et pour chaqueu,v € R.
Si KG < 1. (4.8)
Alors, il eziste une solution unique pour le probléme aux limite (4.1) — (4.2).

Preuve. Considérons 'opérateur N : C'(J,R) — C(J,R) définie par :

zwwawzi G(t, 5) (5. y(s))ds.

ou G(t,s) est la fonction de Green donnée par (4.5). D’aprés le lemme 4.1.1, les points
fixes de P'opérateur N sont les solutions du probléme (4.1) — (4.2).
Nous montrons que N est une contraction. Considérons z,y € C(J,R). Alors pour tout
teJona:

T

0

V@0 = N0l = | [ G sateis = [ 6t (saei

ds

:‘ATG@ﬁXﬂ&xQD—f@w@D)

s%:KXt@Wﬂ&w@»—f@w@DMa

d’aprés (H;) on aura :

IN(z)(t) = N(y)(®)] < /0 |G(t, 5)[k|z —ylds

IN

T
Wx—wm/\G@@W&
0

d’aprés la remarque précédente on aura :
[N (z)(t) = N(y)(t)| < kGllz =yl

Ainsi, nous obtenons :
[N (z) = N(y)| < Lllz = yl|o,
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avec :

L=kG<1.

Prenons le supremum sur ¢ € [0, 7], nous avons

IN(2) = N(y)lloo < Lz = ylloo,

puisque L < 1, 'opérateur N est une contraction et donc N a un unique point fixe par le
principe de contraction de Banach, qui donne une solution intégrale unique au probléme
(4.1) — (4.2).
]
Le deuxiéme résultat pour le probléme (4.1) — (4.2) est basée sur le théoréme de point
fixe de Leray- schauder.

Théoréme 4.2.2 Le probléeme aux limites (4.1) — (4.2) admet au moins une solution si
les conditions suivantes sont satisfaites.

(C1)  f:J xR —=R est continue.

(Cy)  ils existent p € C(J,R") et 1) : [0, +00[—=]0, +00] continue et non décroissante
telle que : |f(t,u)| < p(t)v(|u|), pour tout t € J et tout u € R.

(C3) il existe M > 0 tel que : :
M

—_— > 1, (4.9)
Pxp(M)G
ou

P* = {supP(s),s € J}.

Preuve. Nous montrerons que 'opérateur N satisfait aux conditions du théoréme
point fixe de Leray-Schauder.
La preuve est donnée en quatre étapes.
Etape 1 : N est continu.
Soit {y, } une suite dans C(J,R), telle que y,, — y dans C(J, (R)), alors pour tout ¢t € [0, 7]
on a :

T
0

|<N<yn><t>—N<y><t>|=\ / G(t, 5)f (s, yuls))ds — / G(t, 5)f (5, y(s))ds

[(N () (1) = N (y)()]

IN

/0 G (t, 9)[1/ (5, 4n(s)) — F(s,y(s))ds
S G*“f(?yn) - f(?y)“OO



4.2 Résultats principaux 43

Prenons le supremum sur [0, T], on obtient || N(yn) — N ()|l < G*If(,4n) — f(,y)]0o-
Puisque f est continu, le théoréme de convergence dominé par Lebesgue 1mp1ique que :
IN(yn) — N(¥)|lco = 0 quand n — oo donc N est continue.

Etape 2 : N transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformement borné dans
C(J,R).

Soit : C'={y € C(J,R)), |lyll < M}.

C' est un sous-ensemble fermé et convexe de C(J,R),

Soit y € C, alors pour tout t € J

INw) ()] < jg G(t,9)[1f (s, y(s))lds,
de (C3) on aura :

IN@)(1)] < / G(t, )| P(S)(y(s)))ds

< Pyl 1) / Gt 5))ds.

Donc :
l,

INY|[loo < P*e(M)G

ol [ est uné constante positif,
et donc N(C') est uniformement borné.
Etape 3 : N transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C(]0, 7], R)

Soit y € C, et ty, to € J, t; < ty; alors:

IN(9)(t) - Ny)(ta)| = / Gt 3)f(s,y(s))ds — / Gltr, 5)f(s,y(s))ds

< / (G((t2,5) — G(tr, )| | F(5.y(5))|ds,

d’aprés (Cy) on a :
WMWM—N@%NSKAKWm) G(t1, s)lp(s)¢(y(s)|)ds

< Prp(M) /0 Glts, 5) — G(t1, 5)|ds.

Quand t; — t, le membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro.
Alors, 'ensemble Y (t) = {N(y)(t) : y € C'} est précompact dans R.
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D’aprés les étapes précédentes et le Théoréme d’Arzela-Ascoli, nous pouvons conclure que
N est un opérateur complétement continu.

Etape 4 Soit y € C' nous montrerons que Ny € C, pour tout t € J, on a :

V() = ] [ Gt sts.atonas

IN

/ Gt 9)|1f (s, 9(s))ds.

0

D’aprés (Cs) on a :

Ny(#)| < / Gt 5) [ P(s)(ly])ds

A

T
< PYllyle / Gt 5)]ds.
0

Ainsi : || Ny|loo < P*0(M)G,

d’aprés (4.9) on a :

P (MG < M,

et on aura :
[Nyl < M

Par conséquent, on déduit que Nadmet un point fixe y qui est solution du probléme au
limite (4.1) — (4.2).
m Nous donnons un résultat d’unicité des solutions du probléme (4.1) — (4.2).

Théoréme 4.2.3 Supposons que les conditions du théoréme 4.2.2 sont vérifiées, supposons
que de plus qu’il existe une constante positive K telle que :

\f(t,u(t)) — f(t,v(t))] < K|jlu— ||, Vt € J et pour tout u,ve C(J,R).
Alors le probleme (4.1) — (4.2) admet une unique solution sur J.

Preuve. L’éxistance d’au moins une solution y(t) du probléme (4.1) — (4.2) est assurée
par le théoréme 4.2.2 pour prouver 'unicité de y(¢) on va supposer qu’elle admet une autre
solution. Soit z(t) une autre solution du probléme (4.1) — (4.2) alors pour chaque t € J,
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nous avons :
T T
) =20 = | [ Gl oe)is = [ Gleos) s, ()
0 0
T
< [ 16 y(s) ~ S 2(5)lds
0
T
< K [ 1609y~ 2leds
0
Maintenant, on va utiliser le lemme de Granwall, avec () = 0 et u(t) = |y(t) — 2(t)]
donc
y(t) = (1),
d’ott on aura l'unicité de la solutiondu probléme (4.1) — (4.2).
m
4.3 Exemple
Considérons le probléme aux limites fractionnaire suivant :
-t
CDoY(t) = ———|y(t te J=[0,1], a €o,1 4.10
WO = il te J= .l (4.10)
1
y0)+ [ yis)ds = (1) (4.11)
0
Soit : .,
e
f(t,ac) = m.%, (t,i[)) €Jx [0, OO)
pw=11T=1.

Soit z,y € [0,00] et t € J, alors on a :

7)1 = gy~ o)

e—t
10(1 + ¢t

(x =)l
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et

m > (. Donc :

comme

—t

70 = 09 = T

|z —yl.

Alors :

t f(t < —lz—
7(t.2) — £ y>r_201x |
D’ou la condition (Hi) est vérifiée pour k = 5.

D’aprés (4.5) G est donnée par :

(1-8)* + aft-s)*"" (1-5)*7" .

+ ;50 0<s<t
Gt = T 8 . (1”)‘?_1 (112
Tla+1) | T(a H1ssst

on a

T N S
(a+DIl'a+1) ol'(a) al'(a) .
1—s)tt  (1-s)0]
Tl i@y~ ozF(a)]t
B (1— )+t (1—t) 1
- |+ Dl(a+1)  al(a) (a+Dl(a+1)
N t N 1 . (1—t)tt (1 —¢)
al(a)  al(«) Fa+2)  (T(a+1)
(I =pett (1 =)o 1 te
T T(e+2) T(a+1) F(a+2)+r(a+1)
. I ) T

IMNa+1) T(a+2) ([C(a+1)
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Donc : 4 3
G

< <20 t tout o €l0,1]],
Tlat1)  Tla+2) pout tout o €]0, 1]

et on aura :
1 -
—G < 1.
20

Le probléme aux limites (4.10) — (4.11) admet une unique solution.



Conclusion générale

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions
d’un probléme au limite pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de
Caputo en utilisant le principe de contraction de Banach et ’alternative non linéaire de
Leray-schauder.

on a présenté aussi quelques résultats d’existence et d’unicité des solutions d’un pro-
bléme au limite avec des conditions non locales pour des équations différentielles d’ordre
fractionnaire au sens de Caputo en appliquant le principe de contraction de Banach et
I’alternative non linéaire de Leray-schauder.

Ensuite on a présenté quelques résultats d’existences et d’unicité des solutions d’un pro-
bléme au limite avec des conditions intégrable pour des équations différentielles d’ordre
fractionnaire au sens de Caputo et on a utilisé les mémes théorémes de point fixe.
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