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Notations

1. Ensembles usuels en mathématiques

On désigne généralement les ensembles usuels par une lettre a bouble
barre :

N : I'ensemble des entiers naturels

N* : Pensemble des entiers strictement positifs

Z : ensemble des entiers relatifs (positifs, négatifs ou nuls)

Z* : I'ensemble des entiers non nuls

Q : I'ensemble des nombres rationnels (§ tel que peZ et q € Z*>

R : 'ensemble des réels
R* : I’ensemble des réels autres que 0

C : I'ensemble des nombres complexes.
P(FE) : ensemble des parties de £ C C

2. Eléments de logique et quelques symboles

: strictement supérieur

: strictement inférieur

: supérieur ou égal

. inférieur ou égal

. différent

: équivaut (équivalence logique)

: non équivalence

: ensemble

A\B : 'ensemble des éléments de E qui appartiannent a A et qui n’ap-
partiennent pas a B. Il est appelé difference, car A et B dans un
ensemble F

AAB : difference symetrique

& : ensemble vide

€ : appartient
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: n’appartient pas
: pour tout (quantificateur universel)
: 1l existe (quantificateur universel)
. il n’existe pas

: il existe un et un seul

: est sous-ensemble (est contenu ou inclus)
: union d’ensembles

: intersection d’ensembles

cet

:ou

: non
. si,..., alors; implique

. si et seulement si : ssi : equivalence

Lt L <C R
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INTRODUCTION

L’algébre. Branche des mathématiques qui, dans sa partie classique,
se consacre a la résolution par des formules explicites des équations algé-
briques et, dans sa partie moderne, étudie des structures (groupes, anneaux,
corps, idéaux) et se prolonge par les algébres linéaire et multilinéaire.

L’objectif de I'algébre est de déterminer quelles sont les valeurs inconnues,
afin de trouver une solution & un probléme. L’algébre reste une discipline non
seulement utile pour obtenir de bons résultats en mathématiques, mais aussi
pour calculer des inconnus dans notre vie quotidienne. L’algébre reste acces-
sibles & tous, a force de travail.

Ce polycopié intitulé Algebre I est destiné aux étudiants de la premiére
année L.M.D Mathématiques et Informatiques. Ce manuscrit permettra aux
étudiants d’apprendre quelques notions liées contenant cing principaux par-
ties :

— Notions de logique.
Ensembles et applications.
Relation binaire sur un ensemble.
Structures algébriques.
— Anneaux de polynémes.
Mode d’évaluation : Examen (60%) controle continu (40%).

Chaque partie répond aux exigences de bases que les étudiants auront
besoin dans leurs parcours. Puisse ce manuel aider les étudiants dans leurs
apprentissage des mathématiques. Ce polycopié peut contenir certaines er-
reurs et fautes de frappe, priere de les signaler afin d’améliorer le contenu de
ce manuscrit.



CHAPITRE PREMIER

NOTIONS DE LOGIQUE

Les mathématiques sont un langage pour s’exprimer rigoureusement, adapté
aux phénomeénes complexes, qui rend les calculs exacts et vérifiables. Le rai-
sonnement est le moyen de valider ou d’infirmer une hypothése et de 1'expli-
quer & autrui.

1.1 Tables de vérité

La méthode des tables de vérité est une méthode élémentaire pour tester
la validité d’une formule du calcul propositionnel. Les énoncés étant compo-
sés a partir des connecteurs (non), (et), (ou), (si,..., alors), (si et seulement
si).

Proposition logique. c’est un assemblage de termes auxquele on peut at-
tribuer sans anbiguité la valeur vraie ou fausse
P =0 — P est fausse
P =1— P est vraie.

Equivalence. Deux propositions sont equivalentes si élles sont vrais ou
fausses en méme temps, on note par P < Q).

Négation. La négation de P notée P ou non P. Elle est fausse lorsque P
est vraie et inversement.

Table de vérité. Soient les propositions P et P

Pl P
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Remarque 1.1.1. Deux proposition sont equivalents si elles ont une méme
table de verité.

Exemple 1.1.1. Parmi les propositions suivantes, indiquer si elles sont vrais
ou fausses :

1. (2< 3) et (4 divise 8),

2. =(2 <5) ou (2 divise 7).
1. 1l s’agit de la proposition PN Q ou P =2 < 3 et Q = —(4 divise 8).
Puisque P et (Q sont vraies, la proposition est vraie.
2. 1l s’agit de la proposition PN Q ot P = —=(2 < 5) et Q = 2 divise T.
Puisque P et () sont fausses, la proposition est fausse.

Connecteurs logiques : Soient P et () deux propositions mathéma-
tiques. Notons dans le tableau 1.1 tous les connecteurs logiques et leurs si-
gnifications.

Il existe deux connecteurs logiques, (et) et (ou)

1. Connecteur (et). On appelle conjonction logique P et @ (notée P A Q)
la proposition vraie si P et () sont, et fausse dans tous les autres cas.

Table de vérité. Soient les propositions P et ()

PIQIPAQ
1 1] 1
1[0] 0
0] 1] 1
00| 0

Propriétés 1.1.2. Soient P, ) et R trois propositions
1. P\P& P
2. PNQ& QAP
3. PNQANR)< (PANQ)AR

Preuve. Les proprictés 1 et 2.

P PANP | P

Q
1
0
1
0

ol Ol
OO~ >
OO O~ >
ol oo >




1.1 Tables de vérité 7

3.
P[Q[RIQAR|PAQAR) [PAQ[(PAQ)AR
T[1[1] 1 1 1 1
1[1]0] 0 0 1 0
t{o[1] 0 0 0 0
1[o[0] 0 0 0 0
0] 11| 1 0 0 0
0|1]0] o0 0 0 0
0lo0[1] o 0 0 0
0lo0][0] o 0 0 0

Disjonction logique. P ou () notée P V () poséde deux seus.
1. ou exclusif PV (Q n’est vraie que si I'une des deux propositions est vraie.
2. ou inclusif P V () n’est vraie que si I'une des propositions est vraie ou
si les deux sont vraies.
Propriétés 1.1.3. (ou inclusif ). Soient P, Q et R trois propositions
1. PVP& P
2. PVvQ&sQVP
3. PV(QVR)<= (PVQ)VR.

Propriétés 1.1.4. Pour le ou exclusif
1. PNQ& PouQ@
2. PVQ & PAQ.
L’implication. L’implication de P et ) notée P = () est une proprieté
qui est fausse si () est fausse et P est vraie
Propriétés 1.1.5. Soient P, Q) et R trois propositions
1. P = P est une proposition vraie
2. P=Q<« (Q=P)
3. [(P=Q) e (= R)]=P=R.
Preuve. De propriété 2

PlQIP|Q|P=Q|Q=7P
1111010 1 1
110101 0 0
O]l 111110 1 1
0710111 1 1




1.1 Tables de vérité

Remarque 1.1.2. Une equivalence est une double implication

Résumé des Connecteurs logiques

Tableau 1.1 — Connecteurs logiques

lente & Q,P si
et seulement si

Q

Notations Connecteurs Définitions
logiques

-P,P Négation, non P | =P est vraie si P est fausse et vise-versa

PAQ Conjonction, P P AQ est vraie si P et () sont toutes les deux vraies,elle
et () est fausse si I'une au moins des deux est fausse

PVvQ Disjonction, ou | PV () est vraie si 'une au moins des deux est vraie,elle
inclusif est fausses si P et () sont fausses toutes les deux

P=qQ p implique @, si | P = @ est fausses uniquement dans le cas ol p est vraie
P alors @) et () est fausse, sinon elle est vraie

P<sQ P est équiva- | P < @ est vraie dans les deux cas :

P et () sont vraies toutes les deux

P et () sont fausses toutes les deux

Propriétés 1.1.6. Soient P, () et R trois propositions
1. PNQ & PVQ;

o RS v o e

PVQ<&PAQ;
P=Q<PAQ;
(Pe@ e(P=QAQ=P)
(P Q)< (PsQ)
(P = Q)N (Q@= R)] = (P= R);

PA(QVR)< (PANQ)V(PAR) (la distribution de A\ sur V );
PV(QAR)<= (PVQ)A(PVR) (la distribution de V sur A )

Preuve. Dans le tableau suivant on montre que (1) est vraie. De la méme
fagon, on démontre les autres propriétés.
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Tableau 1.2 - Tables de vérité associé a (1)

PIQ|P|Q|PAQ|PAQ|PVQ
1[1]0]o0 1 0 0
1[ofo]1 0 1 1
ol1]1]0 0 1 1
ojlof1]1 0 1 1

Exemple 1.1.7.
On considere les propositions suivantes .

1. hi(x) = /3x est dérivables sur R = hy(x) est continue sur R ;
2. ho(x) = 4e™2% est croissante et continue ;

3. 2 est paire < 5 est un nombre premier.

Solution.

1. Propostion 1 P = @, telle que P est fausse (v/3x n’est pas dérivable
au point zéro) et ) est vraie,donc elle est vraie.

2. La forme de proposition 2 est P A @, telle que P est fausse et () est
vraie, donc elle est fausse.

3. La proposition 3 est P < @), telle que P est vraie et () est vraie, donc
elle est vraie.

1.2 Les quantificateurs

Si on veut exprimer que la proposition P est vraie pour au moins un
objet, on ecrit 3z, P(x), 3 est le quantificateur existenciel. Si on veut exprimer
qu’ une proposition P est vraie pour tous les objects, on ecrit : Va, P(x). V est
le quntificateurs universel. En mathématiques, il existe trois quantificateurs
logiques représentés dans le Tableau 1.3.
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Tableau 1.3 Quanti ficateurs logiques

Quantificateurs | Proposition Description

V : quelque soit, | Vo € E: P(x) La proposition est vraie si P(x)

pour tout est vraie quelque soit x, sinon elle
est fausse

3 : il existe, il | x € E: P(x) La proposition est vraie s’il existe

existe au moins x tel que P(x) est vraie, s'il
n’existe pas ce z elle est fausse

3! il existe un | Az € E: P(x) La proposition est vraie s’il existe

unique un z qui est unique vérifiant P(x).
Elle est fausse si ce x n’existe pas
ou s’il existe plusieurs x vérifiant
P(z)

Propriétés 1.2.1.

1.VxeR: Px) & 3z e E: P(x);
2. dx€eE: Plx) &V e E: P(x);

dxeE:Plz) & 3JxeFE: P(x)N\ x est unique

& drxeE: P(x)V z est unique

& (Ve eE:Px)V (Fry,z0 € E: P(xy) A P(x2)).

Exemple 1.2.2.
la negation des propositions suivantes hy : R — R, hy : R - R

1. Yx € R: hy(x) = ha(x). La négation de cette proposition est
dr € R: hy(z) # hao(x)
2. w € Z: hy(x) = 0. La négation de cette proposition est
(Vo € Z: hy(x) #0) V (Fz1,29 € Z : hy(z1) = 0 A hy(x2) = 0)

3. Vr e R,y e R: P(x) = hi(x) < ha(y). La négation de cette proposi-
tion est :

dJreR:P(z) & dJr e RVy € R: hy(z) > ho(z).
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1.3 Raisonnement mathématique.

e Prouver une implication P = (). Soient P et () deux propositions
pour prouver que l'implication P = () est vraie il existes des régles des
raisonnnements.

1. Régle du syllogysme

[Hl = H, et Hy = Hg] = [Hl = Hg]
2. Disjonction des cas (P = Q et P = Q) = Q est vraie.

3. Régle de démonstration par ’absurde.

Ce raisonnement est basé sur le fait que pour démontrer qu'une proposi-
tion P est vraie,on suppose que P est vraie et on en déduit une contradiction.
Soit I'implication P = . Supposons (par I’absurde) que 'ont ait @ alors P
ne serait pas vrai. Ceci contredit I’hypothése de depart qui est la proposition
P.

4. Régle de contraposée.

C’est 'equivalence
(p=q) < (@=D)
Alors, pour montrer que p = ¢, il suffit de montrer que § = p.

Exemple 1.3.1. Soit n € N, montrons par contraposée que :
n? est pair = n est pair.
C’est a dire
n est impair = n* est impair.
En effet, il existe k € N, tel que n =2k + 1, donc :
n? = (2k+1)?
= 4k*+4k+1
= (2k® +2k)+1,m e N.
—_——
Ce qu’il fallait démontrer.

e Prouver une équivalence P < (). Soient P et () deux assertions, pour
prouver que ’équivalence P < () est vraie on peut
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1. En montre les deux implications P = @ et () = P avec l'une des
méthodes du paragraphe précédent,

2. En procéde directement par équivalences : P < P, & ... & Q).

Reégle de démonstration par récurrence.

On écrit en deux étapes.

— On montre que la proposition P(n) est vraie pour le plus petit indice
(n=0 ou n=1 ou n=2).

— Si on suppose la proposition P(n) est vraie pour le rang n, alors elle
est vraie pour le rang (n + 1).

P(n) vraie implique P(n + 1) est vraie.

Exemple 1.3.2. Pour tout n € N*, la suite du terme général

n(n+1)'

Sy = 5

démontrons par récurrence
1.sin=1,5 =1
2. vrai pour n implique vrai pour n + 1

(n+1)(n+2)

+n+1 =

1
Spit = 14243+ +n+n+1 = Sp+n+1 = @

1.4 Exercices

Exercice 1. Soient P , () et R trois propositions données

1. Simplifier ’expression :
K=({PAQV(PAQ)V(PAQ)

2. Montrer que : PAQ =PV (Q
3. Construire la table de vérité des propositions suivantes :

R=(PVQ)V(PVQ) e S=[P=(Q=R)]=R.
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Exercice 2 . Former la négation des propositions suivantes :

1. (PVQ)VI[(P= Q)AR]
2. (PVQ)VR]= (PAR)
3. (PAQ) < R.

Exercice 3 Donner la négation des propositions suivantes f: R — R
etg:R— R

I.VteR : f(z)=g(z)
2.3 zeZ : f(r)=1
3.VeeR : (FyeR: f(z) <g(x)).

Exercice 4. Soit f une fonction définie sur R et a valeur dans R. Ecrire
avec les quantificateurs les propriétés suivantes, puis donner leur néga-
tion.

f prend toujours la valeur 2.
f prend au moins une fois la valeur 2.

Il existe un unique z sur Uintervalle [—2, 2[ tel que f s’annule.

Ll O

Pour tout entier x, pour tout entier y, la relation y < x implique la
relation y < x + 3.

5. Pour chaque réel, je peux trouver un entier relatif tel que leur produit
soit, strictement plus grand que 2.

6. Pour chaque réel x, il existe un réel tel que leur somme soit strictement
positif.

Exercice 5. Utiliser le raisonnement par ’absurde. Montrer que :

1. V2+ /3 est irrationnel ; tel que Q 'ensemble des nombres rationnels

x
2. Vr,y>0: —— =
S INUPT R

==y

Exercice 6. Utiliser le raisonnement par contraposée. Montrer que :

1. Soit n» € N : n? impair = n impaire. Est-ce-que la réciproque est
vraie.

2. Soit z,y e R :

r#£2 et y#2 = zy—22-—2y+4#0.



1.4 Exercices

14

Exercice 7. Démontrer par récurrence les propositions suivantes :

n

1
1. vneN*:Zi:@
=1

2. Vn e N*:) (20 +3) =n(n+4).

i=1

Exercice 8

1. Soit P et () deux propositions. Montrer

PVQ=PAQ.

2. Soint P, Q et R trois propositions. Montrer 1’équivalence logique :

[PV(QAR)] =[(PVQ)A(PVR)].

3. Donner la négation de chacune des propositions suivantes :
a.(VreR) ([(22>0) = (222 > 2?)]).
b.(VzxeR) ,(VvneN) [(n+p>p) = (n+3p>3p).
c.VzeR) ,(FyeR) z+y>0.
d. VzeR) ,(FyeR) (x+y>0)V(r+y=0).

4. Dons les cas c et d, indiquer celle qui est (sont) vraie!.

5. Donner la contraposée de les deux propositions a et b.

6. Montrer par récurrence que : 12422 + ... +n? = %(Q"H).

Exercice 9. (Examen Janvier 2022, Département MI Université
Ain-temouchent)

1. Soit P et () deux propositions. Montrer ’équivalence logique

(PANQ)=P=(PAQ)AP

2. Donner la négation :
(a) VeeR: (z—-3>0)= (2 >0)
(b) VER, IyeR: (z4+y>2)<(x+y>0)

3. Donner la contraposée de proposition (a).
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4. Montrer par récurrence que :

n(n+1)(2n + 1).

YneN*: 124224+ . +n®= G

Exercice 10. (Examen Janvier 2023, Département MI Université
Ain-temouchent)

Soient P et ) deux prédicats (propositions). On considére les connecteurs
logiques et : A, ou :V , implique : = | négation : P. Compléter le tableau
de vérité.

P

Q|

PVRIPyvQ | PR Py | @3PVQ | (@5PVQAPVQ)

OO = | v
O RO~ O

1.5 Solutions

Exercice 1. Soient P, () deux propositions
1. Simplifier I'expression :
K=(PAQ)V(PAQ)V(PAQ)

Ecrivons la table de vérité

Q PAQ|PAQ|(PAQ)

H»—‘OO'@J_
e =1 E=1ra]
H»—lOt—lN

P
1
1
0
0

1
0
1
0

ool >
—ololo| >
H»—tOr—tu

Remarque : k= (p=¢q)
2. Utilisant la table de vérité pAqg=pV q

pla|P|d|pANqg|PANG|DPV]
1]1]o]o] 1 0 0
1{ofof1] 0O 1 1
o[1[1]0] 0 1 1
0l0[1]1] 0 1 1
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et

3. Ecrivons la table de verité des propositions

ol o |~
oo~

|~ ol

S=[P=(Q

= R)=R

Q=R

[P = (Q = R)

1

P
1
1
0
0

ol | o~ O

R
0 1
1
1
1

0
1
1

=== O]

0
1
1

Exercice 2. La négation des proposition.

1.

2.

(PVQ)VIP=Q)AR]

=(PVQAP= QAR
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Exercice 4. Les quantificateurs logiques

1) P Vo eR, f(z)=2

P 3z eR, f(z)#2

2) Py:dr € Rtel que f(x) =2
Py:Vz € R tel que f(z) #2

3) Py:dx e [—2;2[tel que  f(x) =0
P3y: Vo e [-2,2[tel que f(x)#0

4) PA4:VzeN:VyeN (y<z)=y<zx+3

P,:3zeNJyeN (y<ax)AN y=>x+3

5) Ps:Vr e R,y eZtel que z-y>2

Ps:dreRVyecZtelque z-y<2

6) Ps:VeeR,JyeRtelque z+y>0
Pz eRVycRtelque z+y<O0.
Exercice 5.
1. Soit v/2 + v/3 est irrationnel

on suppose que /2 + /3 est irrationnel donc s’écrit

\/§+\/§:m01‘1m6(@avecm;£0.D’ou

\/§:m—\/§:>3:m2—2m\/§+2:>\/§:m;;1EQ

ce qui est faux car V2 est irrationnel.

2. Soient z,y > 0, S - ¢ 0
oent r,y upposons que 1+y 1tx € l'#y na
Z Y
1+y 1+ w1+ =yl +y)

s’ -y =y—x
=@ —y)r+y) =—(r-y) caszFy
szr+y=-—1 car r # vy

donc finalement une contradiction .
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Exercice 6. Raisonnement par contraposée.
1. Soit n € N: n? impair = n impair

On note A = "n? impair " est B = n impair, donc pour montres que
A = B on va utilises un raisonnement par contraposée et montres
I’enoncé équivalent B = A

B vrai = B faux
= n pair
= n = 2k pour un certain k£ dans N.
= n? = (2k)? = 2(2k?)
= n? pair
= A faux
= A vrai

ce qui termine la preuve.

-La réciproque B = A est vraie :
B vrai = n impair
= n = 2k 4+ 1 pour un certain k dans N.
=n’ = (2k+1)*> =2 (2k* + 2k) + 1 = n® impair
= A vral.
Donc on conclut que A < B et n? impair si et seulement si n impair .
2. Soit x,y € R par raisonnement de contraposée.
(xy —2x—2y+4)=0 = z=2o0uy=2
On suppose que zy —2rx —2y+4=0, ona
xy—2r—-2y+4=0 =uay—2)—-2y—2)=0
= (x-2)(y—2)=0
=zr=2o0uy=2

Exercice 7. Raisonnement par récurrence.

1
1. VneN*: P(n):>" i= %
1-(2
— pour n = 1 si p(1) La somme se réduit a 1 est égale a (2) =1
. 1
— On suppose p(n) est Vrai c’est-a -dire que Z@ = @
i=1
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n+1
Alors Zz +(n+1)=

=1

n(n+1)
2

1) = (n+1)2(n+2)'

Le résultat est donc Vrai pour I'entier n + 1 .

2. Soit p(n) : Y (2i+3) =n(n+4) ;VneN
i=1
— pour n = 1, p(1) et la somme se réduit 2(1) + 3 = 5 et elle égale a
1(1+4)=5,

— on suppose maintenant que p(n) est vrai.
n+1 n

Alors ) (2i4+3)=> (2i+3)+ (2(n+1)+3)

i=1 i=1

=n(n+4)+2n+2+3
=n’+4n+2n+5
=n’+6n+5=n+1)(n+5).

Le résultat est donc vrai pour 'entier n + 1 .



CHAPITRE DEUX

ENSEMBLES ET APPLICATIONS

La notation d’ensemle qui est intuitivement une collection d’objets ma-
thématique appelés éléments. Pour caractériser un ensemble, nous disposons
de deux moyens : donner la liste de tous ses éléments ou des propriétés
communes les caractérisants. Sans entrer dans les détails de la théorie axio-
matique des ensembles, cette définition suffira pour l'instant.

2.1 Théorie des ensembles

Soit £ un ensemble

1. Appartenances :

On dit :”a” est ’élement de 'ensemble E, ou ”a” appartient & E et on
note a € E.

Au contraire b ¢ E (b n’appartient pas a FE.

Figure 2.1 — d'un ensemble E
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2. (a) En éxtension

On enumeére tous les éléments de 'ensemble.
E={1,2,a,b,c}.

(b) En compréhension

On considére un critére d’appartenance dans ce cas, on dira que
72” est un élément de I'ensemble FE, s’il vérifie le critére

E ={z:D(z)}.
Exemple 2.1.1. Soit E ={x € R/ a <z < b} =]a; b[.

Définition 2.1.2. (inclusion) L’ensemble F' est inclus dans un en-
semble E si tout élément de F' appartient a E, ce que [’on note ' C E.
Parfois on écrit E D F.

Figure 2.2 — Inclusion

\p
/g d
2
. 1 3
o
6

Exemple 2.1.3. Soit
(a) £={0,1,2,3,4,5,6}
(b) F={1,2,3}.

Remarque 2.1.1. On dit aussi 7 F et une partie de E 7 ou encore F
est un sous-ensemble de E.

3. Ensemble des parties d’un ensemble. C’est I'ensemble qui est
formé de tous les sous ensembles de E.

P(E)={A:AC E},
E e P(E)et @ € P(E).
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Propriétés 2.1.4. Soient £, F,G, Z des ensembles.
1. ECE.
2. JeF.
3. [FCEetECG=FCQG.
4. [FCEetECF)< E=F.

Exemple 2.1.5. Ecrire Uensemble des parties de E, noté P(E) dans les cas
sutvants :

1. E={0}

2. E={reR:y/22-1=-1}
3. E={zeR:2?—4=0}

4. E={a,b,c}

5. E=R*

Solution. Remarque chaque fois que le nombre d’éléments de P(FE) si " 2
puissance le nombre d’éléments de £ ".

1. Ona: P(E) = {@,{0}}.

2. Puisque I'équation v/2?2 4+ 1 = —1 n’a pas de solution dans R, alors
E =@ et donc

P(E) ={o}.
3.Ona: E={zeR:2>—-4=0}={2;-2}
et donc
P(E) ={2,{-2}, {2}, {-22}}.
4. E={a,b,c}

P(E) = {®7 {CL}, {b}7 {C}a {a; b}? {a; C}? {b, C}v E}

5. E=R"™ = N : On ne peut pas écrire tous ses éléments .
Donc en général, on écrit P(RT) = P(N).

2.1.1 Opérations sur les ensembles

Définition 2.1.6. (Complémentaire d’un ensemble) Soit E un ensemble
donné et soit A C E, le complémentaire de A dans E est [’ensemble noté Cs
composé des éléments de E qui ne sont pas élément de A.

On a

acCheack et ad A
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Figure 2.3 — Complmentaire d'un ensemble

Définition 2.1.7. (Inter-section de deux ensembles) On appelle inter-
section de deux ensembles(sous-ensemble) A et B dans l’ensemble E. l’en-

semble noté AN B (A inter B), constitué des éléments communs a A et B.
On a donc

r€ANBsrxecA e x€B.

Figure 2.4 — Intersection de deux ensembles
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Définition 2.1.8. (Union de deux ensembles) On appelle union de deuz
sous-ensembles A et B dans un ensemble E, l’ensemble noté AUB (A union
B) constitué des éléments qui appartiennent & A ou B.

rcAUBs e A ou xz€ B.

Figure 2.5 — Union de deux ensembles

AuB

Définition 2.1.9. (Différence)
{A\ B} est l’ensemble des éléments de E qui appartiennent & A et qui
n’appartiennent pas a B. Il est appelé difference.

Figure 2.6 — Dif frence (A\ B)

A\B = {z€Exc€Aetz ¢ B}
= (CE)nA

_ ANB
= (C4nB,
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Figure 2.7 — Dif frence (B\ A)

B\A = {z€E ¢ Aetx € B}
= (Cp)NB

_ ANB
= C4nB,

Définition 2.1.10. (Difference symétrique)

AAB = {x € E/(x €¢Aetx¢ B)ou(x¢ Aet x € B)}
= (A\B)U(B\A4)

= (ANCB)U(BNCy).
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Figure 2.8 — Dif ference symétrique (AAB)

Propriétés 2.1.11. Soientt A, B et C' des parties d’un ensemble E, & :
1. AnE = A.

2. ANA=A.

3. ANCh=02.

4. ANB = BnNA.

5 ANg =0.

6. AUE=F.

7. Aug = A.

8§ AUA=A.

9. AUCE =E.

10. AuUB=BUA.

11. AN(BUC)=(ANB)U(ANQO).

~
S

CAUBNC)=(AUuB)N(AUC).
cnB — cAnCE.
14. CWY9B) = cAnCB.

~
~o

Exemple 2.1.12. Soit [’ensemble

A={{1;2;3},{4;5},{6; 7;:8},{9; 10}}

- Quel est le CardA ?

A est un ensemble d’ensemble, donc il faut compter les ensembles a l'inter-
ieurs. Il y a donc quatre éléments dans A qui sont {1;2; 3}, {4;5},{6;7;8},{9;10}.
Ainsi CardA = 4
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Exemple 2.1.13. Soient A, B deuz parties dans E. Montrer que

1. AcBs CEcct
Rappelons que

rcAUB&sxcAouzx e B
rcANB&excAectxeB

Done, par négation (Attention).

On a

r¢ AUB&S ¢ Aetx ¢ B

et
r¢ ANBs ¢ Aoux ¢ B.

Supposons que A C B et montrons que C4 C CE six € CEB, alors par
définition v ¢ B or A C B. Donc x ¢ A c’est a dire x € Cp.

De la méme maniére, on montre l'implication réciproque.

2. Montrer que

oy = cpuCE.
Pour montrer l’égalité, on montre les deux inclusions
CaBcCiuCE et Mo Cgucs.
~ Soit CAMB C CAUCE, x € CA"B, alors x ¢ AN B et donc x ¢ A

ouxr ¢ B douzeChoux e CB.

— Soit Ca"B > CaUCE et x(e CauUCB), alorsx € Cf§ oux € CE et
doncx ¢ A oux & B, c’est a direx ¢ AN B, ainsi v € C4"P

3. CAVB — cAn B

reCi'P o x¢ AUB
& w¢Aetx ¢ B
& zeCBetx € CB
& zelCpnCE.
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E—- —— — e —r — —— — _—

- :
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2.2 Applications

Définition 2.2.1. Etant donnés deux ensemble E,F et une loi de cor-
respondance [ associant & chaque élément x de E un élément y de F, la
correspondance f est dite application de E dans F et on note

f+E — F

v — y=f(x)

2.2.1 Restriction et prolongement d’une application

- On appelle restriction de f a une partie A C E, 'application notée
fla: A — F définie par :

fla(z) = f(z),Vx € A.
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- On appelle prolongement de f & un ensemble E' contenant E, toute
application g de E' vers F dont la restriction est f.

Remarque 2.2.1. La restriction d’une application est unique.

2.2.2 Images et images réciproques

L’ensemble E est dit ensemble de départ et F' est dit ensemble d’arrivée.
L’¢élément = est dit Pantécédent et y est dit ’image de = par f.

Définition 2.2.2. (I’image directe)
Si A C E, U'image directe de A par f est un sous-ensemble de F' donnée
par :
f(A) ={f(z):z € A}.
Définition 2.2.3. (l’image réciproque)
St B C F, l'smhage réciproque de B par f est un sous-ensemble de FE
donné par :

f'(B)={xc E: f(z) € B}.

Propriétés 2.2.4. Soient A C E, B C F, f Uapplication de E vers F et
=1 Dapplication réciproque (Iinverse).

Alors

1. f(AUB) = f(A)U f(B)

2. f(ANB) C f(A)N [(B)

5. f(f1(B))c B

4. flA) =0 A=02.

Exemple 2.2.5. Soit f : E — F une fonction ou E et F' sont des ensembles.
Soient A, B,C, E. Montrer que :

ACB= f(A) C f(B)
- Supposons que A C B et montrons que f(A) C f(B).
Soit y € f(A), par définition de l'image directe, il éxiste au moins un x
dans A tel que y = f(z). Puisque A C B, alors y = f(z) € f(B).
Exemple 2.2.6. Soit g : E — F une fonction ot E et F' sont des ensembles.
Soient A, B C F. Montrer que
AcCB= f1A) c f(B).

- Supposons que A C B et montrons que f~1(A) C f~(B) par
définition de l'image réciproque. f(x) € A. D’ou f(x) € B par hypothése.
Ainsi z € f~(B).



2.2 Applications 30

Exemple 2.2.7. Soient E, F' deux ensembles et soit f : E — F une appli-
cation, soient Ay, Ay C E, By, By C F.

- Montrer que f(A1UA2) = f(A1)U f(Az), en montre les deuz inclusions.
— Soit

yGf(A1UA2) = E|$€A1UA2 y:f({lf)
= y=f(x):xz €A ouy=f(x),x €Ay
= y€ [(A) U f(Aq).

- Ona
ye f(A)Uf(A2) = ye f(A)ouy € f(Ay)
= y=f(z)iz €A ouy=f(r),zc A
= y=f(x);x € A UA,
= Y€ f(AUA)

Exemple 2.2.8. Soit f : R — R la fonction définie par
f(zr)=2*Vz € R

Trouver
FO=510), f(=12D), 1D, £ (=), 7105 4D, £ ([=254]) et fH([=251])
Solution.

L f(=51) ={f(x) s w e [} = {a? rx € [-1;1]}

zel-11] & —-1<z<1
& 0<2?<1
& 0< flx) < Ainsi: f([—1;1]) = [0;1].

2. f([-1;2]). Soit [—1;2] = [-1;1] U [1;2]. D’apré I'exemple 2.2.7 et pro-
priété 2.2.4

F(1=1:2]) = F(=11]) U f([152])

et
F(52) = {a® 2z € [1;2]} = [1;4].
Donc
f(=12) = f(=L1)uf(1;2])
= [0;1] U [1;4] = [0;4]
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3. Ona f'{z})={reR:2?>= -1}
la solution réelle de I’équation 22 =1 est z = +1
7 = {-11}
4. Soit f1{-1}) ={r eR:2? = -1}

la solution de I’équation n’éxiste pas dans R.

5. Soit
FU0 ) ={z eR:a? € [0;4]}:0<a? <4

x € R n’est pas nécessairement positif —2 <z <2 ou |z <2
F7H[0:4]) = [-2;2].

2.2.3 Applications injectives, surjectives, bijectives
Soit 'application f : E — F' est bijective, si et seulement si,
Vye F,3lz € E:y= f(x).

Injection. C’est une application de F vers F' qui a tout élément y € F,
image par f correspond au plus un antécédent = € F

Vo, xe € B f(z1) = f(22) = 21 = 29

Surjection. C’est une application de £ — F' qui a pour tout élément

une image par f,y € F' correspond au moins un antécédent x € F
Yy € F,3x € E tel que y = f(z).

Cest a dire : f(F)=F.
Remarque 2.2.2. Si f est bijective alors Card(E) = Card(F') en plus

— surjective

— injectiveé.

Si f n’est pas injective ou n’est pas surjective alors elle n’est pas bijective.

Exemple 2.2.9. Soit l’application

f:Ry — [1,400)
r — y=f(x)=2>+1.
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Soient x1, 19 € Ry :

flz)=f(ze) & 23+1=2i+1

& x=T9, 1,72 € R,
Donc [ est injective. D’autre part, soit y € [1,+00)
y=fz) & y=a"+1

& P=y—-1cR,

S r=\y—1€R,, car y€ll,+00)
= dreRy, y=f(z).

Donc, f est surjective, ainsi elle est bijective.
2.2.4 Composition d’applications
Définition 2.2.10. Soient f: F — F et g: F — G, alors :

gof:F — (G
z = (gof)(x) =g(f(z)).

Exemple 2.2.11. Soit

1.
ldp: F — FE
r — Ildg(x)==x
2.
f:]0,4+00[ — ]0,400] 9:0,400] — R—{-1}
R f()—l et N (x)_x—l
x z) =~ g(@) ="

go f:0,400] — R—{-1}

x — (gof)(x) =g(f(x)) =g(%) = ;: - ;i

Exemple 2.2.12. Soit g la fonction de E dans F définie par g(x) = 2 + x*
1. Supposons que £ = F = R. Montrer que

(a) g est une application.
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(b) g n’est pas une application injective.
(c) g n’est pas une application surjective.
2. Supposons que E =] — 1,0 et F' = [2;400].
(a) Montrer que application g est une application bijective.

1

(b) Trouver lapplication g~ réciproque par g.

Solution.
1. S E=F=R

(a) Puisque D, = F, la fonction g est une application.

(b) Une application g : E — F' est injective.

V(xy,29) € E?: g(z1) = g(z2) = 11 = 29,

puisque g(£1) = 3, f n’est pas une application injective.

(c) Une application g : E — F est surjective si Vy € F, 3z € E tel
que y = g(z), puisque 1 € F mais I’équation 1 = g(z) n’est pas
une application surjective.

2. La restriction de g Yy € F, 3z € E tel que y = g(z).

(a) y=2+2 s y—2=1> 2 =/y — 2 qui existe car y = F donc
g est bijective.

1

(b) Etant g une application bijective, 'application g~! réciproque g

pour g est :
g':F — FE
y = —y—2

2.3 Exercices
Exercice 1. Soient E un ensemble et A et B deux parties de F.
Montrer que
CA
1. O =A
2. ACBsCEccs
3. CpP =cincE et Oy =cpuc

Exercice 2 . Ecrire ensemble des parties de E, noté P(E), dans les
cas suivants
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1. E={0};

2. E={z€R 2*+3=0};
3. E={z€eR 22 - 9=0};
4. E={a,b,c};

5. EE=N.

Exercice 3. Soient E un ensemble et A et B deux parties de E.
La différence symétrique de A et B est ’ensemble, noté AAB, définie par

AAB = (A\B) U (B\A)

1. La différence symétrique de deux ensembles est-elle commutative ?
2. Expliciter les ensembles suivants : AAD, AAA, et AAB si AC B
3. Expliciter I'ensemble (AAB) U (AACE)

Exercice 4. Soient les applications f: K — F, ¢g: F —G
et h:G — H. Montrer que

1. f et g bijectives = g o f bijective et (go f) ' = flog™t.
2. go f injective = f injective.
3. go f surjective = g surjective.

4. go f et ho g bijectives => f, g et h bijectives.

Exercice 5. (Examen Janvier 2022, Département MI Université
Ain-temouchent.)

Soit f une fonction définie par :

R-{3} — R o
I T .yzj‘"(ﬂff):i_1

1. Montrer que f est une application .
2. Montrer que f est injective , f est-elle bijective 7.

3. Quelle restriction doit-on faire sur I’ensemble d’arrivée pour que f de-
vienne une bijection ?.

4. Trouver 'application f~! réciproque (inverse) pour f.
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2.4 Solutions

Exercice 1.

1) CSF = A7,
Soit x € CF & x ¢ O
SreA

donc C’gg =A

2/ ACB& CEcca?

B

-

[P~

B
I

]| CA
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Rappelons que
reAUB & x€Aouzr€eB

reANB & wxecAetzeb.
Donc La négation: * ¢ AUB< ¢ Aet x ¢ B

r¢ ANB <& ax¢ AouxeB.
Supposons que A C B et montrons que CE C O3, soit.

Méthode 01

par définition
reCp " ="1r¢B orACBdoncz ¢ A
- A
iez e Cf.
De méme maniére, on montre 'implication réciproque (inverse).

Meéthode 02

ACB&xeA=z2e€B

SreB=zecA
sr¢B=>2¢A srcCl=rcOp
= 0B cog

3/ 9P = cAnCE,
on peut montrer les deux inclusions

CAVB - CAnCE et CANCEcopvB

car par définition [FF =G < F C G et G C FI.

Soit + € Cp"P <o ¢ AUB
sr¢Aetx ¢ B
sreChetreCh
SrelCpnCs.

Soit z € CanNCE=2ecCletaxcCh

=c¢Aetx ¢ B
=c¢AUB

=z c OB,
pour Ca"B = C4 U CE.

La démonstration de cette égalité (les deux inclusions).
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CpP cCRUCE et (CRUCE) cCy™
a v

(a) Ca"B cCpuCE.

Soit # € C4"B alors v ¢ ANBetdoncx ¢ Aonx ¢ B
douz € Cpour e CE Ainsiz e C4UCE

(b) (CAUCE) c B,

Soit 1 € CpUCE = x€Cp ou 2€CE et donc
= z¢Aoux¢ B
= x¢ ANB. Ainsi z € C3"P.

Exercice 2.
1/Ona P(E)={2,{0}}.

2/ puisque I'équation 22 +3 = 0 n’a pas de solution dans R, alors £ = &
et donc P(F) = {o}.

3/ Si La solution de
E={zeR:2*>-9=0} ={-3;3} et donc

P(E) ={2,{-3}, {3}, {-3;3}}.
4/ On a: P(E) ={9,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}, E}

Remarque. Le nombre d’éléments de P(FE) si égale "2 puissance le
nombre d’éléments de E"

5/ Si E = N ne peut pas écrire tous ses éléments. Donc en général, on

écrit P(N).

Exercice 3. Soit

AAB = (A\B) U (B\A)

1/ si U est commutative donc la différence symétrique est commutative.
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2/ utilisant que A\B = ANCE et B\A=BNCj4
B
alors remarque que ANCE = & et C’gE =B
par définition :
AAB = (A\B) U (B\A)
= (ANCE)u(BNCy)

AANG = (ANCR)U (BN Ch)
—(ANE)Uo=ANE=A
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AAA = (ANCH)U(ANCy)
=guUg
=

(3) Supposons AC B=ANCE =g

AAB = (ANCE)U(BNCy) =oU(BNCEH) =B\A
Remarque AAB = (AU B)\(AN B).

3/ Soit T = (AAB) U (AACE)

AAB = (ANCEH)U(BNCy) et
anct = (AncgF)u(cEncy)
=(ANB)U(CENCH)  car ng =B

pour 'union étant associative et commutative, on a
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T=[AnCHuU(BNCY]U[(AnB)U(CENCH)]
~ [(ANCE) U(ANB] U[(BNCE) U (CENCR)
=[A (CB UB)JU[(BUCE)NnCy].
= (ANE)U [ENCg]

ANE=A
—AUCE=E car ENCa=0C4h
AUCp =E

Exercice 4. Soit f:E—F g¢g:F—G h:G— H.

1) f et g bijective = g o f bijective et (go f)™! = f~1o g utiliser la
définition d’une application bijective
(gof)™'=f"og™

En effet soit u = g o f, supposons que le résultat n’est pas donné il faut
alors chercher u=! tel que

gof:E— G
u(z) = (go f)(x)

i) uou™ = Idg

ii) u=! ou = Idg; Idg : Vapplication identité de E. On a
Idg = (go f)o(gof) =go[folgof)]
g t="rfolgof)!
et flogt=(g0f)"
(gof)olgof)=1Idg
ol (f_l og_l) o(go f)=Idg.
2) g o f injctive = f injctive

car

gof:F— (G

(90 D) = gl () s (g0 f)@) — 2

g o f injective

Vi, xs € B g[f (21)] = g[f (22)].
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C’est-a-dire (g o f) (1) = (g o f) (z2), Papplication g o f étant injective
donc x1 = x».

3) g o f surjective = g surjective. Soit z un élément quelconque
appartenant a G.

Comme go f surjective alors il existe x € E tel que z = (gof)(z) = g[f(x)]

¥ g F—F
EF——F =d
G v z r— f(zr) =y.
gof

z=g(f(z)) =g(y) (La définition de surjective).

4) go f et ho g bijective = f, g et h bijectives. Utiliser 1) et 2) pour
prouver que g est bijective, si g bijective donc g~! existe (est bijective).

En suite on pose

p=gof et Y=hoy

c’est-a-dire que
© et ¥ sont bijectives.
p=gof
implique g oo =g logof=1Idpof=f donc f est bijective,

Y=hog

1

alors yog '=hogog '=holds;=h donc h est bijective
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Remarque 2.4.1. Soit g : FF — G
1. Idp : Uapplication identité de F' (a gauche),
2. Idg : Uapplication identité de G (a droit).



CHAPITRE TROIS

RELATIONS BINAIRES SUR UN
ENSEMBLE

La structure d’un ensemble FE, fini ou infini, est caractérisée par une
relation d’équivalence ou relation d’ordre.

3.1 Définitions de base

Définition 3.1.1. Une relation binaire R sur un ensemble E est une pro-
priété portant sur les couples d’éléments de E. On notera a®Rb le fait que la
propriété est vraie pour le couples (a,b) € E X E.

Définition 3.1.2. Soit R une relation sur E. Pour tous x,y,z € E, on dit
que R est :

1. Reflexive si : Vx € E, 2Rx.

2. Symetrique si : Vx,y € E, 2Ry = yRx.

3. Transitive si : Vx,y,z € E, [tRy et yRz] = 2Rz,

4. Anti-symétrique si : Vx,y € E,[tRy et yRz| = x = y.

3.2 Relation d’équivalence

Définition 3.2.1. Une relation binaire R sur un ensemble E est une relation
d’équivalence si et seulement si elle est réflexive, symétrique et transitive.
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Définition 3.2.2. Soit R une relation d’équivalence sur E, on appelle classe
d’équivalence d’un élément a de E, I’ensemble des éléments de E en relation
avec a par R, noté

Ca=Co=a=0a"={r € E/zRa} enplus Cy) C E.

La classe d’équivalence a est non vide car R est réflexive et contient de
ce fait au moins a. On notera par

E/R ={a,a € E}.

L’ensemble des classes d’équivalence appelé ’ensemble quotient de E par la
relation R noté par

E/x ={a"a € EY},

E/x={C,:a€ E} ={a"a € E}.

Propriétés 3.2.3. Si R est une relation d’équivalence sur E et si a,b € E
vérifient aRb, alors a et b ont la méme classe d’équivalence.

Théoréme 3.2.4. Soit R une relation d’équivalence sur E. Les classes d’équi-
valence (C(x))zep constituent une partition de E.

Définition 3.2.5. Si X est une partie non vide de E muni de la relation
d’ordre < .

1. L’élément o € X est le plus grand élément de X si et seulement si
Ve e X,z <a.
2. L’élément a € X est un majorant de X si et seulement si

Vere X,z < a.

3. L¢lément o € X est U¢lément maximal de X si et seulement si
Vee X, [a<z=x=a

Exemple 3.2.6. Les relations R définies ci-dessous sont-elles des relations
d’équivalences sur C 2.

1. 2Ry < |z| =yl
2. TRy & e = €Y.



3.2 Relation d’équivalence 45

Solution.

La relation R d’équivalence sur £ = C

R : Reflexive
& < R Symetrique

R : Transitive
1. 2Ry < |z| = |y|?
(a) 2Rz < |x| = |z|, la relation est réflexive.
(b) 2Ry < |z| = |y| = |y| = |z| & yRz, la relation est sémetrique.
(c) Vx,yet z€ C

=Ry |z = ly]
et =< et = |z| = |2| & 2Rz
yRz lyl = |2l

La relation est transitive. Donc la relation R est une relation
d’équivalence.

2. TRy & e =¢eY

(a) e* =e® & xRz, la relation est réflexive.

(b) 2Ry & e = e¥ = ¥ = €* < YRz, la relation est symétrique.

Ve,yet z€C
TRy e’ =eY
et = et = e’ =e° & 2Rz
YRz eV = ¢*

La relation est transitive. Il s’agit d’une relation d’équivalence.
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3.3 Relation d’ordre

Définition 3.3.1. Soit & un ensemble, on nomme relation d’ordre sur E
toute relation binaire ‘R.

1. Réflezive si : xRx

2. Anti-symétrique si : [zRx et yRzx] = =y

3. Transitive si : [zRy et yRz] = 2Rz
Définition 3.3.2. Soit E un ensemble, on nomme relation d’ordre strict
sur E toute relation binaire R.

1. Anti-réflezive.

2. Transitive
Définition 3.3.3. -Une relation d’ordre R sur E est dit relation d’ordre
total si deux éléments quelconques de E sont comparables, c’est a dire on a
situation xRy ou bien yRx. Si par contre il éxiste au moins un couple (x,y)

ou x et y ne sont pas comparables la relation R est dite relation d’ordre
partiel.

Exemple 3.3.4. Les relations R définies ci-dessous sont-elles des relations
d’ordre sur R.

1. Ve,ye R: 2Ry < x <y

2. Ve,y e R: xRy & e* < €Y

3. Ve,y e R: 2Ry & |z| < |y|.

Solution.

lL.Ve,yeR: 2Ry 2 <y
Vr,€ R: 2Rr < x < z, la relation est réflexive. Vo, y € R :

TRy <y
et & et = =2 Rz,
yRe y<uw

La relation est antisyétrique. Vz,y,2 € R
TRy r <y
et = et =1 <z Rz

YRz y<z
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La relation est transitive, donc finalement R est une relation d’ordre.
2. Ve,y e R: 2Ry & e* < e
e’ < e¥ & xRz, la relation est réflexive.

TRy et < ¥
et = et e =e"=>r=y.
YRy eV <e”

TRy et < e¥
et =< et = e¥ < e* & iRz
YRz e¥ < e?

La relation est transitive.Donc finalement SR une relation d’ordre.
3. Vx,y € R: |z| < |y| & 2Ry.

|z| < |z| < xRz, la relation est réflexive.

Anti-symétrique :

TRy
x| < |y

et = & |z| = |yl
ly| < ||

yRx

Donc x # y car

[zl =yl & z=y
ou
T =—y.
Donc finalement la relation n’est pas anti-symétrique.

Exemple 3.3.5. On définie sur l’ensemble R? la relation < suivante :
(x,y) < (x/,y,) sSr=2a et y < y,

1. Montrer que c’est une relation d’ordre.

2. Comparer deux & deuz mes éléments suivants :(1;2), (—1;2), (1; —2), (1;3),
Dordre est-il total ?.



3.3 Relation d’ordre 48

Solution. Soit

(r,y) < (', y)er=0 c y=y

1. < est réflexive. On a
V(z,y) ER*:z =z et y <ydonc: (z,y) < (z,y), dou < est réflexive.

< est anti-symétrique.
Soient (z,y); (z',y) € R?, tels que

(z,y) < («'.y)

et

(', ¢) < (z,y) = et

d’aprés les équations (1),(2),(3) et (4) (x,y) = (2/,y). D’ou < est
antisymétrique.

< est transitive. Soient (z,%); (z',y); (z",y") € R?, tel que
(z,y) < (¢',y) et (¢,y) < (2",y") implique (2,y) < («",y")?
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A
-
&2
<
\
g

(', y)

y <y ....(8)
d’aprés (5)et (7) implique z = 2" et (6) et (8) implique y < y".

D’ou

(z,y) < (2",y"),

par suite < est transitive.On conclut donc que < est une relation
d’ordre sur R2.

2. Pour comparer deux a deux les éléments suivants :
(1;2), (—1;2), (1; —2), (1; 3). L’ordre est -il total ?
1 # —1 done (1;2) et (—1;2) ne sont pas comparables. En plus

(—1;2) < (1;2) < (1;3)

l=1let—2<3=(1;-2) < (1;3)

et

—1# 1 donc : (—1;2) et (1;2) ne sont pas comparables. L’ordre n’est
pas total puisque il éxiste

(2,9) = (1,2) et (¢,y) = (~1,2)

qui ne sont pas comparables donc c¢’est un ordre partiel.

3.4 Exercices

Exercice 1. On définit la relation binaire R sur I'ensemble des nombres
réels R comme suit :

Ry —yP=r—y
1. Montrer que fR est une relation d’équivalence.
2. Déterminer les classes d’équivalences 1 et 2 .

3. Trouver une classe d’équivalence pour tout réel x qui contient exacte-
ment deux éléments.
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Exercice 2 . Les relations R définies ci-dessous sont-elles des relations

d’ordre sur R

1Vz,y e R, 2Ry <= <y 2. Vr,y e R, 2Ry <— <y

3Vr,y e R, 2Ry <= " < ¢’ 4. Vr,y e R, 2Ry < |z| <yl

Exercice 3. Soit fR la relations définie sur |1; +o00| par :

Montrer que fR est une relation d’ordre total.

Exercice 4. On définit dans N* la relation R comme suit

TRy <= x divise y
— Montrer que R est une relation d’ordre sur N*.

— L’ordre est-il total. ?

Exercice 5. On définit dans Z la relation R par

2Ry <= (zr —y) est divisible par 5.
1. Vérifier que fR est une relation d’équivalence.

2. Déterminer I'ensemble quotient Z/fR.

Exercice 6. La relation R définie sur N* comme suit
TRy <= x divise y.
1. Soit A = {2,5,7}. Trouver 'ensemble des majorants et des minorants

de A. Trouver sup A et inf A. max A et min A existent-ils ?

2. Méme questions avec l’ensemble suivant B = {4, 10,12} au lieu A.

En plus.

— Si M est un majorant de A, alors il doit vérifier Vo € A : 2RM, i.e.
Vo € A: x divise M.

— Si m est un minorant , alors Vx € A : mRz, i.e. Vo € A : m divise z.
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Exercice 7. (Examen Janvier 2023, Département MI Université
Ain-temouchent.)

On définit la relation binaire R sur I'ensemble des nombres réels R
comme suit

Ve,y e R: zRy<= 2> —y®=2—y
1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer les classes d’équivalences 1 et 2.

3. Quelles sont les classes d’équivalence de cette relation. (Exactement
deux éléments).

3.5 Solutions

Exercice 1.
1. Soit la relation

Ry & —y=x—y

a) R est reflexive
1 / R est une relation d’équivalence ssi : b) PR est symetrique

¢) R est transitive
a) R est reflexive : ¥Rr < 2* — 2 =2 — 1w

< 0 =0 donc la relation fR est reflexive.
b) R est symétrique, si 2Ry = 2> —y> =2 —y et
yYRr =y -l =y —x
=~ (2 ~y’) = ~(r—y)
= P—y=r—ye 1Ry

donc la relation R est symétrique.

c) R est transitive, soit x,y,z € F C R
Ry &2’ —y'=x—y =ty -l =r—yty—2z
et }

YRz oy — 2=y —z =2’ -2 =x—z2< Rz
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donc fR est une relation d’équivalence.

2. Soit a une classe d’équivalence.
a=a={r€R:aRa}.

Soit 1={x € R:2R1}.

relemRler—1=2-1
ot Da—1)= (1)
Se+1)=1
Srx=0

Donc 1 = {0;1}.
Soit 2={z € R:z2R2}

1€28 M2 -2 =22
S (x+2)(x—2)=(z—2)

Sx+2)=1
Sr=-1
Donc 2 = {—1;2}.
3.
Soit r € a= 2Ra & 2° —a’> =z —a -+ (1)
=2 —r—a*+a=0. - (2)

Pour trouver a, donc résoudrons ’équation (2)

(2) &

(x+a)(x—a)=z—a
& (v4a)lr—a)—(r—a)=0
<
1

r—a)(r+a—1)=0,

Ainsi, @ = {z,1 —z} = {a,1 — a}, pour = € a alors
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donc finalement,
{a,1—a}, sia#3
%, sinon
Exercice 3.
Soit PR définie sur |1; +o0of

Yy
> .
r24+17 y2+1

Si R une relation d’ordre ?

TRy &

R réflexive : ¥Rr < S5 > 7, la relation est réflexive,
R antisymétrique
x y
Ny = w2 21 z y
et = 1122 = — 1
y x T Yy
ymw :> y2+1 2 1+:C2

en plus : x(1+y2) :y(1+x2) =+ 2y’ =y + yar?
sr—y+ay—yz®=0
= (z—y)+ayly —2z) =0
= (x—y)—(z-yly =0
= (z—y)(1 —xy) =0
alorsz —y=0=z=y,enplus (1 —zy) #Ocarx >1lety > 1
en particulier. Donc, la relation R est antisymétrique.

Et R transitive Vx,y et z dans |1; 400

TRY = 5 =
et

2y
y*+1 T

= > c’est a dire zRz.
2+17 2241
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Dong, la relation R est transitive. Finalement, R est une relation d’ordre.
R est une relation d’ordre total ?.

Meéthode 1. Soit f une fonction définie par

fi]l+oo[— R

t
t—s f(t) =
f®) 2 +1
en plus, f'(t) = % < 0.
f est décroissante sur |1; +oo].
Y Y x
Ry = > t yRr = >
o 2 +1 y2—|—1ey v yv+17 22+1
R est une relation d’ordre total.
Car 2Ry et yRx est comparables.
Méthode 2. Si R est une relation d’ordre.
Soit . y
> = R
14227 y2+1 i
et
Y
> = yRzr.
y2+17 22+1 Y

Donc, R est une relation d’ordre total.

Exercice 4.
La relation R dans N*

Ry & x divise y
Si z divise y dans N* < 3k € N* tel que y = kx, k € N.

R est-elle une relation d’ordre ?
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1. 2Rz & z divise  (pour = = 1), la relation est réflexive.

2. R est antisymétrique : Vr,y € N*

Ry = x divise y Ik k' € N*
et ’

_ _ /
yRr = y divise x y=kzetz=Fky.

D’ou

y=kr=kk'y=kk'=1cary #0
donc pour k et k' vérifient kk’ = 1 c’est-dire k =1 et k' = 1.

Ainsi, on obtient x = y, la relation R est antisymétrique.

3. *R transitive : Vz,y et z € N*

=k
Zéﬁy N zt o z=kk'x
YRz —— c’est a dire z divise z.

La relation R est transitive.

L’ordre n’est pas total, il faut trouver deux entiers non nuls z et y non
comparables . Cette relation est une relation partielle, par exemple 3 et 7 ne
sont pas comparables car : 3 ne divise pas 7 et 7 ne divise pas 3.

Exercice 5.

La relation SR définie dans Z par

TRy <= (r —y) est divisible par 5.

1. La relation 2R est une relation d’équivalence ssi
a) R : réflexive
b) MR : symétrique
c) R : transitive.

a) Ve € Z,2Rx = Vx,y € Z x —y est divisible par 5

b) R symeétrique : Vx,y € Z
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TRz

r —1y=>5k
et =

y—x=>5k ; ketkeZ
YRz

xr—y—+y—x=>k+5k' = k=—k'= larelation est symétrique.

c) R est transitive

xiﬁy:>r—fy
xr —1y=D>Hk
et = < 1Rz y— 2z = 5k
r—z "
. xr—z=>5k
y%z:>y_z

la relation R est transitive. Donc fR est une relation d’équivalence.

2. L’ensemble quotient (Les classes d’équivalence)

cherchons Les classes d’équivalence de quelque éléments
commencons par 0.

a={reZzRa}t = {re€Z:5/(r—a)}
& {x € Z; x — a divisible par 5}

Tz —a = bk
z=5k-+a

0={x€Z: 20} = {x € Z ux est divisible par 5} = {5k + 0,k € Z}.
1={zcZ:a2R1} = {x — 1 est divisible par 5} = {5k + 1;k € Z},
2={x€Z:1M2} = {x — 2 est divisible par 5} = {5k + 2;k € Z},
3={r€Z: M3} = { — 3 est divisible par 5} = {5k + 3; k € Z},
4={x €Z:a2R4} = {x — 4 est divisible par 5} = {5k +4};k € Z}.

Mais en calculant la classe 5, on retrouve la classe 0 en calculant la
classe de 6, on trouve la classe de 1 ...etc.

Ainsi les classe d’équivalence sont seulement 0,1, 2,3 et 4.

Alors Z/M ={0,1,2,3,4}.



CHAPITRE QUATRE

STRUCTURES ALGEBRIQUES

La structure algébrique est la plus ancienne et plus simple des structures.
Son étude s’était imposée aux mathématiciens bien avant que la notion gé-
nérale n’ait été formulée. C’est Evariste Galois (1811-1832). Le premier, la
notatio de groupe fini, en particulier les groupes de permutations. Dans ce
chapitre. On parlera de structures plus précises de groupes abéliens. Et struc-
ture d’anneau a été introduite par Dedekind (1831-1919) dont les travaux
fondamentaux sur les nombres irrationnels datent de 1872. le mot anneau a
été introduit par Hilbert (1862-1943). La structure de corps a été découverte
dans le cadre des recherches sur la théorie des nombres.

4.1 Lois de compositions internes

Définition 4.1.1. Soit E # @ . Une loi de composition interne sur FE
est une application de E X E dans E.

N:ExE — E
(a,b) — N(a,b) =axb.

Cette loi (opération) est notée

Exemple 4.1.2.

1. SiN,Z,R ou C, laddition (4) est la multiplication (x) sont des lois
de composition internes.

2. Si N, la solution (=) n’est pas une loi interne, mais elle l’est dans 7.

3. Division (=) dans R n’est pas une loi interne, mais la division dans R*
lest.
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4. St N*| l'exponentiation, c’est a dire ’application

(N*)2 — N*
(a,b) — ab.

Le PGCD ou le PPCM sont des lois internes.

5. E étant donné, lintersection () et la réunion (|J) sont des lois de
composition interne dans l’ensemble des parties P(E).

4.1.1 Propriétés d’une loi de composition interne
Soit I’application

f:ExE — E
() — flz,y)=x=xy

1. Commutativité

Définition 4.1.3.

* est commutative < V(x,y) € B> i xxy=yx*x
2. Associativité

Définition 4.1.4.

* est associative < V(x,y,2) € B3 : (xxy) x 2 = x % (y * 2)
3. Distribution d’une loi sur une autre

Définition 4.1.5. Soient E un ensemble non vide et x, T deux lois de
composition internes sur E.

( V(1,y,2) € B3
2T (y*z) = (2Ty) % (2T'z)

T est distributive sur x <
et

| (y*x2)Tx = (yTx)* (2Tx)

4.1.2 Eléments particuliers

1. Elément neutre
Définition 4.1.6. Soient E # @ et * une loi interne sur E.
Soit e € E est éléement neutre pour x & Vr € E:exx =1 *e = 1.
x admet un élément neutre danse < de € F : Vo € E : xxe = exx = .
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Exemple 4.1.7.

(a) Dans ’ensemble C

i. élément O est un élément neutre pour 'addition et

1. €lément 1 est un élément neutre pour la multiplication.

(b) Dans l’ensemble P(F)

i. E est un élément neutre pour l'addition ().
it. @ est un élément neutre pour la réunion | J .
iii. B = {1;2:3); P(E) = {2, {1}, {2}, {1:2}. {1:3}, {2, 3}, B}.
2. Elément symétrique

Définition 4.1.8. Soit * une loi interne sur un ensemble E. Possedant
un élément neutre e, soit © € E. On dit que x admet un symétrique
pour loi %, sixxx =e=x *x.
Exemple 4.1.9. Dans £ = C*

x est multiplication dans C* le symétrique d’un complexe non nul z et

% =271 (s’appelle inverse de z)

car

par exemple

alors
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4.2 Structure de groupe

4.2.1 Groupes

Définition 4.2.1. Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composi-
tion interne (notée x) et (G, %) est un groupe si et seulement si

1. x est associative.

2. % possede un €lément dans G.

3. Tout élément de G posséde une symétrique pour x dans G.

Si de plus x est commutative, le groupe (G,*) est dit commutatif ou
abélien.

Exemple 4.2.2. Soit x une loi interne sur R = G

x:R¥xR — R
(w,y) — zry= (" +¢°)
- Montrer (G, *) un groupe commutatif.
Solution.
1. « interneVa,y e R:xxy = (23 +13)3 € R

2. * est associative

Ve,y,z€R: (zxy)xz=wx*(y*2)?

(a7 + ") + 27}
= (23 + 3>+ 23)5.

(zxy)xz= (254 y%)5 2

rH(y*z) = a:*(y3+z3)%
= (@ +[P+22)3P)s = (2 + 7 + 2%)3.
Donc * est associative.

3. * posséde un élément neutre
deeRVreR:zxe=xouexx==x

(234 €33 =z

Txe=1 <
& Pred=x
& e =0
& e=0.
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exz=1x & (4235 =2z
& B4t =a3

& =0

& e=0.

Donc * admet un élément neutre e = 0.
4. Elément symétrique

Tout élément de G = R posséde un symétrique pour *

VeeR, 3z eRtelque: z%x2 =e= 0
T xr =e= 0.
zxr’=e=0 & (34233 =0
& B+aB=0
s P=—aBer=—2

Donc il éxiste un symétrique. En plus loi (opération) * est commutatif
car

vry =+’ = (P +a°) = yxa

Donc finalement (G, *) est un groupe commutatif.

4.2.2 Sous groupes

Définition 4.2.3. Soient (G, ) est un groupe et H une partie de G, i.e.,
(H C G) et H est un sous goupe de (G,x*) si et seulement si H est non vide.
Stable pour x et, muni de la induite, est un groupe.

Comme * est associative dans G' = la relation a H est aussi associative,
c’est a dire

1. H# @ et e€ H car est e : I’élément neutre,

2. Ve,ye Hyxxy € H,

3. Vo € H;z~' € H: car est # = 2! I’ élément symétrique.
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Exemple 4.2.4. Soit (G,*) est un groupe. On appelle la partie de G l’en-
semble.

H={xeG :zxy=yx*xz,Vy € G}.
1. Montrer que H est un sous-groupe de G.
2. Que devient H si (G, *) est commutatif ?.

Solution.
Powr G#@=H#car HCG
1. Montrons d’abord que e € H i.e,?

exy=yxe,Vy € G.

Puisque e est I’élément neutre de G, on a méme

exy=exe; Yy €eQG.
y y

Donc e € H. Soit x, 2’ € H. Il s’agit maintenant de montrer que

rx2'"t e H?.
Soit y € G. Puisque z,2’ € H,

TRY=Y*x

et
¥xy=yx*a.
D’ou
1 /
y=x " xyxux
et alors

1 1

rrxy=y*xrea Txrry=a""xyx*ux.

Par les équations ci-dessus, on trouve facilement que

/

rxr Txy=yrrxa’?

ie., vxx'"te H.

2. Si (G, %) est commutatif, alors : Va,y € G;zxy =y *x. Donc H = G.
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4.2.3 Morphisme (homomorphisme) de groupes

Soient (G, *) et (G, %) deux groupes. Une application f : G — G’ est un
morphisme de groupe si :

Vo,y € G: frxy) = f(z) + f(y)

1. Si G =G, on dit que f est endomorphisme.
2. Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme.

3. Si f est bijective avec G = G, on dit que f est un automorphisme.

Exemple 4.2.5. On définie sur R une loi de composition x par :

Vr,y € R: x*y:\‘?’/x?’—i—y?’:(x?’—i—y?’)%
- Montrer que (R, %) est isomorphe a (R, +)
Solution. Soit : f:(R,x) — (R, +)
r —  f(z)=2%

f est une fonction bijective. De plus, on a pas tout x,y

flaxy) = (@xy)® = [+ )P =2° +¢° = f(2) + f(y)

i.e. : f est un homorphisme, puisque il est déja bijective.
Alors, f est un isomorphisme de (R, x) dans (R, +).

4.3 Structure d’anneaux

4.3.1 Anneaux

Définition 4.3.1. Soit A un ensemble non vide ayant au moins deux €élé-
ments muni de deuz lois de composition interne (notées + et x). 'anneau est
commutatif si et seulement si x est commutative.

(A, +, %) est un anneau si et seulement si
1. est un groupe commutatif
2. (a) x est associative

(b) * pesséde élément neutre dans A

3. * est distributive sur 4.
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4.3.2 Sous Anneaux

Définition 4.3.2. Soit (B, +, x) une partie de (A, +,*) un anneau et B est
un sous anneau de A s’il garde la structure d’un anneau par rapport a la
deuzieme loi *.

Proposition 4.3.3. B C A (Anneau) est un sous anneau de A si et seule-
ment si :

1.Vx,ye B: [z+(—y)€ B, B#0.

2.Vex,ye B: xxyé€ B.
(—y) etant l'opposé de y par rapport a +.

Remarque 4.3.1. Soit B C A.
1. Si A est un anneau, B [’est aussi.
2. Si A est integre, B l’est aussi.
Définition 4.3.4. (Idéal d’un anneau commutatif)

Soit(A, +, *) un anneau commutatif. Soit I C A. I est idéal de A si et seule-
ment si :

1.Ve,yel: [z+(-y)lel, I#0.
2. Vrel, YyeA: xxyeA.
Exemple 4.3.5. L’ensemble Z n’est pas un idéal de (R, +,%) car % eER et

3 € 7Z alors % ¢ 7. Tout sous-groupe de Z est de la forme nZ, n € N. Par
conséquent, tout idéal de Z est de forme et inversement.

Exemple 4.3.6. Soit I un idéal de 'anneauxr A. L’ensemble noté par
VI = {r € A:aP €I pour un certain p}

est un idéal de A appelé radical de I.
1. L’intersectio des idéaux de A est un idéal de A

2. Ay est une partie non vide de l'anneau A, lintersection des idéaux de
A qui contiennent Aq est le plus petit des idéaux qui contiennent Ay,
c’est 'idéal engendré par A;.

3. L’itmage directe d’un idéal par un morphisme d’anneaux surjectif est un
idéal.

4. Le noyau d’un morphisme d’anneauz est un idéal.
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4.3.3 Calcules dans un anneau

Théoréme 4.3.7.

1. Soit (A, 4+, *) un anneau. On note O4 l’élément neutre de A pour +.
Ve € Ajz % Oy = Ogxx = Oy (Uélément neutre pour l'addition et
toujours absorbant pour la multiplication).

2. Vr,ye A:  zx(—y)=(—z)xy=—(zxy).

3. Vr,y,z€A: xx(y—z)=(rxy) —(xx*x2).

4. Ve,y,z€ A (y—2)xx=(yxz)— (2 xx).

Théoréme 4.3.8. Soit (A, +,*) un anneau. Soient x et y deux élément de

A. Six ety commutent,

1. Vn €N, (z+y)" = Z (Z) 2y F (formule du binéme de NEWTON),

k=0
n
2. Vn e N*, 2" —y" = Zxky”_l_k,
k=0

avec la convention Vo € A, 2" = 1,4.

Proposition 4.3.9. Si f est homomorphisme de anneaux et I' un idéal de A’
alors f~1(I") est aussi un idéal de A. En particulies si c’est I’élement neutre
de A', {€'} est un idéal de A’ et f~1({e'}) idéal de A, donc le noyau d’un
homomorphisme d’anneaux est idéal.

4.4 Corps

Définition 4.4.1. Soit (k,+, %) un anneau.(k,+,*) est un corps si et seule-
ment si tout élément non nul de K admet un inverse (pour x) dans K. Le
corps est commutatif si et seulement si x est commutative.

Définition 4.4.2. On appelle sous corps, d’un corps (k,+, ), tout sous en-
semble K' de K tel que, muni des restrictions des lois + et —% est un corps.

Exemple 4.4.3. L’ensemble (R, +, %) est un corps commutatif. On sait déja
que (Zs,+,*) est un anneau commutatif unitaire d’élément neutre 0 pour
laddition et 1 pour la multiplication. Or 1 x1 = 1 et 22 = 1, chaque
élément de Zs différent de 0 admet un inverse, donc c’est un corps.

Exemple 4.4.4. L’ensemble Q[v/2] = {a+bv/2: a,b € Q} est un corps com-
mutatif qui admet Q comme sous-corps. Les corps Z, = Z/pZ (p : premier)
et Q n’admettent pas de sous-corps propres.
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Exemple 4.4.5. Soit E/ [’ensemble des fonctions de R dans R.
Soit o la lov de composition de fonction usuelle. Soit + définie sur E comme
suit :

(f +9)(x) = f(x) +g(z),Vz € R.

Pour toutes [ et g dans E; (E,+,0) est-il un anneau ?

Solution. On peut vérifie facilement que (E, +) est un groupe commutatif
ou (R, +). Ce pendant, on a bien

Vig,he E:(f+g)oh=(foh)+(goh)

mais en générale

folg+h)#(fog)+ (foh)

Par exemple soient f(z) =z —1,g(z) =x et h(z) = —z, Yz € Ron a

(folg+h)(z)=f((g+h)(z)) =f(0)=-1
et

(fog)x) +(foh)(x) = flg(x))+ f(h(z))

Donc fo(g+h)# (fog)+ (foh). Ainsi (F,+,0) n’est pas un anneau.

4.5 Exercices

Exercice 1.

1. Considére la loi * sur R = G.

1
Ve,y eR, zxy=(2"+y°)° = /a3 +y
(a) Montrer que (G, *) est un groupe.
(b) Est-il commutatif
(c) (G, *) est-il un groupe commutatif ou (abélien) ?

2. Soit f une fonction définie par

£ (R,¥) — (R, +
' r — f(z)=2a2°
- Montrer que (R, *) est isomorphe a (R, +).
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Exercice 2 . Soit (R, *) un groupe. On appelle centre de G I’ensemble
Co=H={zxe€GYyeG: xxy=yxzx}

1. Montrer que H est un sous-groupe de G.
2. Que devient H si (G, *) est commutatif 7.

Exercice 3. On définit sur R les deux lois de composition interne T et x
comme suit

V(a,b) eR* (aTb=a+b—1 et axb=ab—a—"b+2)

1. Montrer que (R, T) est un groupe commutatif.

2. Montrer que (R, T, %) est un anneau commutatif.

Exercice 4. On définit 'opération x par

Tty
1+ay

Ve,yel— L1, xzxy=

Montrer (] — 1;1[,%) est un groupe abélien.

Exercice 5. (Examen Janvier 2022, Département MI Université
Ain-temouchent. )

Considére la loi interne % sur R — {1} définie par
Ve,ye R—{1}: zxy=z+y—uxy

1. Montrer que (R — {1}, %) est un groupe commutatif.

2. Soit f une fonction définie par

£ R-{ — (Rx)
' r — y=flr)=1—x

- Montrer que (R — {1}, ) est isomorphe a (R*, x).

Exercice 6. (Examen Janvier 2023, Département MI Université
Ain-temouchent.)

On consideére sur R la loi de composition interne notée x définie par

Ve,ye R: xxy=x+y+axy
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1. Existe-t-il z € Rlet que zxy =2, Vyé€R.
2. Montrer que (R — {—1}, %) est un groupe commutatif .

3. Calculer 1% (1 x 1) et (1x1) x (1x1). La loi * est-elle distributive par
rapport a la multiplication 7.

4.6 Solutions

Exercice 1.
I/ Soit * une loi interne sur R:  Vz,y € R:
1
vy = (2 +y°)° = /a3 +y?
a) % associative

(G, *) est un groupe < b) * possede un element neutre dans G = R

¢) * possede un element symetrique

1
* interne ssi Vo, y e R zxy= (23 +¢%)% € R
a) * associative

Ve,y,z € R:(zxy)xz=xx(y*z)?

W=

(xy)ez= (2 +y) vz = {((xuys);)gﬂs]
— (& 4y +27)
x*(y*z):a:*(y:g—i—z?’)%
= <x3—|— [y?’—l—z?’]é)é = (x3+y3—|—z3)é.
donc * est associative.

b) * possede un element neutre dans G = R

deeR,VxeR: xzxe=x ou exx==x
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x*ezx@(:{:3+e3)%:x oue*x:x@(e?’—kx?’)%:x

@x3+e3:x <:>63+x3:x
st =0 Sed=0
S e=0 S e=0

donc * admet un élément neutre : e =0
¢) * possede un element symetrique

tout élément de G = R posséde un symétrique pour *
VeeR, dr¥ e Rtelque: zxax'=e=0oua’*xx=e=0
rx1r’ =e=0& (xg—l—x’?’)% =

e+ =0

o3 =g
donc il existe un symétrique.
rxr=0%& (x'3+x3)% =0

& 2% 4+ 2% =0= 2" = —2 donc il exist un symetrique

donc (G, %) est un groupe.

<~ r = —X

En plus loi (opération) * est commutatif
car

1

T*Y = ($3+y3)%= (y3+x3)3 =9 * .

Donc finalement (R, %) = (G, %) st un groupe commutatif (abélien).

IT/ soit f une fonction définie par.

fR*) — (R, +)
r — f(z) = 2°.

D’abord, c’est une fonction bijective. De plus Vz,y

fleey) = @x9) = (@ +97)}] =2 44 = F@) + 1)

i.e : f est un morphisme (homomorphisme) puisque il est déja bijective
alors f est un isomorphisme de (R, *) dans (R, +).
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Exercice 2.
Soit (G, x) un groupe et H C G tel que :
H={xeG, xzxy=yx*xx;Vye G}
1/ H#Jetee H e : element neutre

H : sous-groupe ssi ¢ 2/ Ve,y € H: xx*xy€ H.
3/ Vee H, x'eH car element symetrique 2’ = x~

pour G # @ = H # @ car H C G.

1

Montrons d’abord que e € H?

exy=yxe ; Yyeq

puisque e est I’élément neutre de G, on a méme

Donc e € H,

soit z, 2" € H. Il s’agit maintenant de montrer que x x 2’ € H, y € G
puisque x,z’ € H, alors

TRY=Y*xT

et

¥xy=yx*a.

D’ou y=alxyxa

et alors

1 1

rxy=yxr o T xrxy=a""*xyx*x
par les équations ci-dessus, on trouve que

rxr L xy =yx g
e e

exy=yxe
y=vy ie x,2'eH.
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2/ Si (G, %) est commutatif, alors

Ve,y e G; xxy=1y*x.
Donc H = G.

Exercice 3.

Soit T et * deux lois de composition interne.

V(a,b) € R* (aTb=a-+b—1 et axb=ab—a—0b+2)
1/ pour montrer que (R, T) est un groupe commutatif
i) La loi T est commutative sur R, V(a,b) € R?

alb=a+b—-—1=b4+a—-1=>bTa

ii) T est associative sir R, soit a, b et ¢ trois réels.

(@Th)Te=(a+b—-1)Tc=a+b—-1+c—1=a+b+c—2
aT(bTe)=aT(b+c—1)=a+b+c—1)—1=a+b+c—2

donc (aTh)Te=aT(bTe), ce qui montre que la loi T est associative.

Elément neutre : soit e € R.

ela=a Vac€R.
ela=a<et+a—1=a=e=1 ou
ale=a<at+e—1=a=e=1.

Elément symétrique
Soit a,a’ € R tel que aTad'=e ou dTa=e, alors

aTd =1

en plus
a+a —1=1=a =2 — a. cet élément appartient bien & R et on
vérifie que

aT(2—a)=1.
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En Conclusion, on peut affirmer que (R, T) posséde une structure
de groupe commutatif.

2/ (R, T, %) est un anneau commutatif. ssi
(1) (R, T) est un groupe commutatif

(2) i) * associative
ii) posséde un élément neutre dans R

(3) * est distributive stir T. Donc (R, T) est un groupe commutatif.

Alors

i) % associative ssi: Va,b,c€R; (a*xb)+c=ax(bxc)?

(axb)xc=(ab—a—b+2)x*c
=(ab—a—-b+2)c—(ab—a—b+2)—c+2
=abc —ab—ac+a+b+c—bc

ax(bxc)=ax*(bc—b—c+2)
=albc—b—c+2)—a—(bc—b—c+2)+2
=abc —ab—ac+a+b+c—bc

donc * est associative.
ii) Supposons que ’élément neutre pour la loi * sur R existé.

Soit €’ élément neutre par rapport a loi *

e*xa=ua; a€R,
Vo eR;, *xa=aecda—€e —-—a+2=a
ela—1)=-2+2a
dxa=asla—1)=2a—2=2(a—1)
¢’ =2 ( Clest un element de R)

donc2*a=a ou ax*x2=a.
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3/ * est distributive par rapport a loi T ssi

a,b,ceR:ax(bTc)=(axb)T(axc)?

ax(bTc)=ax(b+c—1)
=alb+c—1)—a—(b+c—1)+2
=ab+ac—2a—-b—c+3.
On a aussi
(axb)T(axc)=(ab—a—-b+2)T(ac—a—c+2)
=(a—-—a—-b+2)+(ac—a—c+2)—1
=ab+ac—2a—-b—c+3

donc la loi * est distributive par rapport a T.

Finalement les lois T et % posséde une structure d’anneau commutatif.



CHAPITRE CINQ

ANNEAUX DE POLYNOMES

Un polyndéme est défini comme un sous-ensemble de I'ensemble K> des
suites infinies sur un corps commutatif K. Lorsque K n’est pas un corps, la
notion de polynoémes différe en général de la notion élémentaire de fonctions
polynomiales par exemple sur le corps K = 2Z.

5.1 Polyndéme et degré

1. Un polynéme a coéfficients dans (K = R ou C) est une expression de
la forme :
P(z) = ag + a1z + asx® + ... + a,x"
ol, a, € K sont les coéfficients de P.
2. Si P(x) =0, si tous les coéflicients a,, =0 .

3. Le plus grand n tel que a, # 0. S’appelle le degré de P et on note
degP.

4. K[x] si 'ensemble de tous les polynéme a coéfficients dans K .

Exemple 5.1.1. Soit

1. P(x) = 2" — 32 + 4, alors P(x) est unitaire tel que : degP = 4 et
P(x) € Rlz].
2. Q(z) = 2ix® + 222 + (1 + i)z + 1, alors degQ = 3 et P(x) € Clz].

Remarque 5.1.1.

1. Le terme a,x™ est appelé mondme dominant. Si a, = 1, le polynéme

est dit normalisé ou unitaire.
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2. L’ensemble K, [x] des polynémes de degré inferieur ou égal a n € N est
un sous-espace de vectoriel de K[z| de dimension n + 1.

3. On appelle valuation du polynéome P, l’entier V(P) = infn tq a, # 0.

5.2 Arithmétique des polynémes

Soient P et () deux polynémes & coéfficients dans K comme suit

P(z) = ag + a1z + axx® + ... + a,x"

et
Q(z) = by + by + box® + ... + b

1. Egalité de deux polynémes

les deux polyndémes P et () sont égaux si

Vh: ap=0by; h=0,1,...n.

2. Addition de polynoémes
Soient P et () deux polyndmes, on définit leurs addition par :

P+Q = (ao+bo) + (a1 + b))z + (ag + ba)a? + ... 4 (an + by)a".

Propriétés 5.2.1.

(a) d°(P+ Q) < Maz(d°P,d°Q)
(b) V(P,Q) > Min(V(P),V(Q))

(c) L’ensemble de polynome K|x], muni de la loi de composition in-
terne (+) admet une structure de groupe abélien.

4. Multiplication par une constante.
Soit : o € K une constante, si

aP(z) = aay + aax + aasx® + ... + aa,z"”.

5. Multiplication de polynoémes.
Soient P, () deux polyndémes de degrés respectifs n, m. On définit la
multiplication de P par @) par le polynéme.
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2
PQ =co+ 1z + cx® + ... + Cppma™t™,

Ou
cr= > ab; Vk=0,1,..,n.
itj=k
tel que
Co — Z aibj = aobo
i+5=0
cT = Z aibj = a0b1 + a1b0
it+j=1
Cy = Z aopby 4 aiby + azby
itj=2
et
C3 = Z az-bj

i+j=3
= aobg + albg + agbl + agbo.
En suite de la méme fagon, les autres coefficients.

Propriétés 5.2.2.

- d°(PQ) = d°P + d°Q
- Ve(PQ) =V(P)+V(Q)

— (P,+,0) a une structure d’anneau unitaire commutatif.

Exemple 5.2.3. Soient P et () deux polyndémes donnée par :

P(z) =2® —22° + 42 — 1

et

Q(z) = 2* —52® + 92 — 3
Calculons, P+ Q, Q — P, —/3P et PQ

Solution.
P+ Q=2a2* — 423 + 222 + 132 — 4;
Q— P =a*—6x®+22° + 51— 2.

Ensuite : —V/3P = —v/323 + 2/322 — 432 + V3
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Pour calculer PQ) :

7
PQ = Z ezt
k=0

Ou : ¢y = 3;
C1 = 21,
Cy — 42,

cz3=—16;¢4 = 1(—=1) +4(=5) + (—2) + (0) + 1(9) = —12;
cs = 4(1) + (=2)(=5) + 1(0) = 14;

e = (—2)(1) +1(=5) = -T;

cr=1(1) = 1.

5.2.1 Divisibilité-Division Euclidienne

1. Division suivant les puissances décroissantes .

Soient P et () deux polynémes ordonnés de fagon décroissante, il existe
un couple (A, R) de polynomes, tel que :

P=QA+R si d°R<dQ

R est le reste , () est le quotient.

Remarque 5.2.1. Lorsque @) divise P = R =10

Soit d°P =n, d°Q =m

- Si:m>n=P=Q0+ P c’est a dire R=P; A=0

- Si:n>m= Ai(z) = g—zlac”*m.

Application

Calculer le reste de la division Euclidienne de : P(z) = 2°+ 223 — 3z —2
par Q(z) =2® +z +1

Pz) = (@®4+ax+1)(22+1)+ (-2 — 4z — 3)
= Qx)A(x)+ R(x).

2. Division suivant les puissances croissantes.

Soient P, () deux polyndomes ordonnés suivant les puissances crois-
santes.
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et
Q(x) = by +byx + ........ + bz, si \/Q=0,by#0

Alors 3! (existe un et un seul)(A, R) de polynome tel que

P=QA+a""'R
d°A < K, K étant fixé a 'avance, c’est la division de P par () a 'ordre
K, A est le quotient d’ordre K, R est le reste d’ordre K.

Exemple 5.2.4. Soient P(z) =1+ z et Q(z) = 1+ 2?
Division de P par () a [’ordre 2

Solution.

Soient Ry = x — 2%, Ry = —2® — 23, Ry = —a3 + 24
A=A+ Ay + A3 =142 — 22

Exemple 5.2.5. Soient P et (Q deux polynomes.

Pz)=1 et Qx)=1—=x

Pla)=01-2)1+x+2°+2% +2* = Q)1 + o + 2 +2°) + 2.

k+1

St on applique la formule P = QA + z"*'. On aura

l=(01-2)14+z+2>+ ... +2%) + 25 avec R(z)=1
D’ou
1_$k+1

k
=1 2y 4aF= n
1= +x+ 27+ +x ;x

3. PGCD d’un polynéme

(a)
Définition 5.2.6. On appelle PGCD (Plus Grand Commun Di-
viseur) de P et Q, le polynome D diviseur Commun o ces deuz
polynémes, noté par d(P; Q) = D

(b)
Remarque 5.2.2. On dit que P et QQ sont premiers entre eux si
leur PGDC est égale a 1.
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(c)

Exemple

et

Solution.

x5—2m4+2x2—x—2‘x3—m2—x—2

Calcul du PGCD. On suit l'algorithme d’Euclide.(diviseur sui-
vant les puissances décroissantes) jusqu’a ou on arrive au dernier
reste non seul, i.e. R, #0 et R,,1 =0 R, est le PGCD des deux
polynémes. Soient P et () deux polynémes non nuls tels que

d°P > d°Q.
Alors

Pl Q _
Ry A4, = P=0QA + R
en suite,on divise () sur Ry, on a
Q| R _
Ry [ A, = Q=RA+ Ry
maintenant, on effecte la division Euclidienne de R; par Rs.
Ri | Ry
R3 | Az

on continue les divisions : Ry sur Rs, sur Ry.....R, = 0, tel que

= R +R2A3—|—R3

Ry Ry,
= R 1 =R A1+ R
Resr | Apoy k-1 EAE+1 k41
et
Ry | R
= R, = Ry 1 Akio.
0 [ Ay k k+1Akt2

Le PGCD de P et Q est Rpy1; k= 2,3,...; cest a dire le dernier

reste nul. Comme le PGCD est unique et unitaire.

5.2.7. Calculer le PGCD des polynoémes :

P(x) =2° — 22" + 22° — 2 — 2

Qz)=a" -2 -2 -2

2% — 31 — 2 | Z—z N
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x3—w2—x—2‘2x2—3x—2 1 1 3 3
—Ri(mp ey 2y 2
sy 3 Iy o Q@=RiGreHgr—g
~—
Ao Ro
22 —3r—2|3x -3 8 4
0 §$+3 :Rk_l—RQ(gfL“'—g)‘f'O
——

Ainsi, le PGCD(P,Q) = 32 — 3 = Ry = 3(z — 2).
Exemple 5.2.8. Calculer le PGCD des polyndémes
Alz) =2° + 20" +2° —2* +2
et

B(z) = a* + 32° + 327 — 2.
(Division de A par B).

Solution. PGCD(A, B) = —x? — 2z — 2.

5.2.2 Décomposition en produit de facteurs irréductibles

Définition 5.2.9.

Pour tout polynome P € K[X] et toute constante non nulle o € K, on peut
écrire P = (é)aP. Donc, toute constante non nulle est un diviseur de P. De
plus, pour toute constante non nulle o € K, aP est diviseur de P.

Définition 5.2.10.

Il eziste des polynomes dans K[X] qui admettent d’autres diviseurs, a part

les constantes et eur mémes. Ces polynomes on les appelle irréductibles de
K[X].

Remarque 5.2.3.
Un polynome P est réductible s’il existe Q, R € K[X] tels que P = QR.

Exemple 5.2.11.

1. Les polynomes de degré "1" sont irréductibles de R[X]| et de C[X].
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2. Soient les polynomes Y3 — 1 et Y? — V2 et Y3 + 1 sont réductibles de
R[Y] et de C[Y]. En plus,

Viel=(Y -1)(Y?+Y +1).
Y2 V2= (Y -2 (v +2'74).
Vitl=Y+1) (Y=Y +1).

3. Le polynéme Y? + 1 est irréductible de R[Y], mais il est réductible de
ClY], car

Y241 = (Y —i)(Y +i).

Théoréme 5.2.12. (Factorisation en polyndomes irréductibles). Soit P €

K[Y] un polynéme non constant, alors il existe k € N* et des polynomes
Py, Py, -, Py irréductibles de K[Y], tels que

P=aP" Py ... P

Ou, a € K* et ny,ng,...,n, € N*. Les polynomes Pi, P, ..., P, sont
uniques a permutation pres.

Exemple 5.2.13. Factorisons Y°® — 1 sur R, ensuite sur C. En plus,
Yo—1=(Y*)" -1
=(Y’+1)(Y*-1)
=Y+ =Y+1) (Y -1)(Y*+Y +1).

Sur R, on s’arréte ici, mais sur C, la factorisation est donnée par

Vo-1 = (V41)(X-1) (v = 598 (v = 128) (v 4 18) (y 4 108,

2

5.3 Racines simples et multiplicite

Définition 5.3.1. Soient P un polynéme dans K[Y] et a € K. On dit que «
est une racine de P si P(a) = 0.

Théoréme 5.3.2. Soient P un polynome sur K[Y] et a« € K. On dit que «
est une racine si et seulement si le polynome Y — a divise P.
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Preuve.

On note par @ le quotient de la division euclidienne de P par Y — « et
R son reste, montrons que ce reste est nul. En fait, R est une constante, car
deg R < deg(Y — «), sinon on continue la division. De plus,

PY)=QY)Y —a)+R(Y)= Pla) =Q(a)(0e —a) + R = 0.

Exemple 5.3.3.

1. Y2 — 3 admet deuz racines réelles —/3 et ++/3.

2. Le polynome Y* + 1 n'admet pas de racines réelles, mais il a quatre
racines complexes

1+i 1—i —1—i —1+i

Exemple 5.3.4. Soit P un polyndome.

1. Trouver un polynéme P de degré 4 dont V3 4+ /5 est une racine.

2. Déterminer les racines de P.

Solution.
1. Posons X = /3 + \/5, alors

X2=(V3+V5)? = X2 -8=2V15= (X*—8)" =60

Donc, nous proposons P = (X? — 8)2 — 60 dont v/3 + /5 est une racine,
de plus il est de degré "4".

2. Pour trouver les racine de P, on fait un changement de variables, on
pose Y = X2 on obtient

(Y —8)? =60

qui a pour racines
Vi =8-2V15=(vV3-+v5)% Y,=8+2V15=(V3+ V5

Ce qui implique que les racines de P sont

X1 =vV3—-v5, Xo=v5-V3, X3=v3++V5 X,=-V/3-5
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5.4 Exercices

Exercice 1. Soit P(z) un polynéme dans R[X].
P(X)=X*"4+2X? - 3X? —4X + 4.

1. Calculer P(1).
2. Trouver le PGCD(P(X), P'(X)).

3. Trouver toutes les racines réelles de P.

Exercice 2. Effectuer la division suivant les puissances croissantes a
I'ordre 7, de

ys ys  yT
P=Y-—"4——
6 120 5040

par

L—1_ L,
5 T o1 T 720

Exercice 3. Soit la relation R dans C[Y]
Va,b € C: aRb< a divise b.
Avec R est-elle une relation d’ordre sur C[Y].
Exercice 4. décomposer la fraction proposée en éléments simples

dans R[Y]

Y2 Y2n

V)= mrryner . @ YW=

, n €N

Exercice 5. Déterminer la multiplicité de la racine 1 pour le polynorhe
1.y —npyn-1t 1.

2. Y+ — Qpn+ )Y 4+ 2n+1)Y" — 1.

3.V — 2yt 4 2(n? —1)Y" — 2y — 1.
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Exercice 6. Soient a et b deux réels tels que cosa # cosb et a ¢ 7Z
et b ¢ mZ. On considére le polynéme @ € C[Y]

Q(r) = Y*—2Y?(cos a+cosb)+2(1+cosacosb)Y?—2(cos a-+cos b)Y +1.

1. En divisant par Y2 et en posant X =Y + %, chercher les racines de Q.

2. Décomposer % en élément simples dans C[Y].

3. Décomposer % en élément simples dans R[Y].

5.5 Solutions

Exercice 1.
Soit P(X) = X*4+2X3-3X%2—4X +4.
1) P1l)=142-3-444=0

9)  PGCD (P(X), P'(X))
P/(X) = 4X3 + 6X% — 6X — 4.

Si  P(1)=0 implique P(X) = (X —1)(X?+3X2%—4)

en plus

P(X)=4X>-4+6X*—-6X
=4(X°-1)+6(X*-X)
=4X -1 (X*+ X +1)+6X(X —1)
=2(X - 1) (2X* +5X +2)
=2(X —1)(X +2)(2X +1).

On voit bien que 1 est une racine du polynéme X3 + 3X? — 4
d’ou

XP43X°—4=(X—-1)(X*+4X +4) = (X - 1)(X +2)°

donc

P(z) = (X —1)*(X +2)?
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finalement

PGCD (P(X),P' (X)) = (X —1)(X +2)
=X+ X -2

3) Polynéme P(X) admet deux racines doubles 1 et —2 .

Exercice 2.

Soit P et L sont que les développements limités de sinY et cosY,
en plus le quotient et ainsi de développement limité de la fonction
tg(Y) a lordre 7 du Voisinage de 0. En plus

Y3 oys  17Y7
P=—Lx v+ 42 YSR(Y).
><(+3+15+315)+ )

Exercice 3.
La relation R dans C[Y].

Va,b € C: aRb< a divise b.
R est réflexive et transitive, mais ce n’est pas une relation d’ordre,
car R n’est pas anti-symétrique. Par exemple
2i(Y + 1) divise 4i(Y + 1)

et
4i(Y + 1) divise 2i(Y + 1).

Mais

2(Y +1) # 4i(Y +1).
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Exercice 6.

1/ Soit @ € C[Y] et

1 1
X2:Y2+W+2:>Y+?:2cosb

donc les racines de @ sont e, e~ ¢ et e=%
) |
2/Décomposition 0 dans C[Y].
1 oy (e%) Q3 Qy

Q) Y—et " V_eu Vb "y _eb

alors

— = (" — ) (e — 2" cosb + 1)
= 2isin(a)e’ (e + e — 2 cosb)
= 4isin(a)e™(cosa — cosb).

En plus les trois autres coefficients ai, a3 et ay sont —a, b et —b
respectivement

1 AY + B Y +D
3/ d R[Y =
/ dans R[Y] on a, QY] Y2—2Ycosa+1+Y2—2YCOSb+1
et
1 1 —Y +2cosa —Y +2cosb

Q(Y)  2(cosa—cosb) |[Y2—2Y cosa+1 Y2—2Ycosb+1]"



Conclusion

Cet polycopié a étre un support pédagogique pour les étudiants du tronc
commun LMD mathématiques-Informatiques.

Chaque chapitre est subdivisé en un rappel complet, de cours et d’exemples,
suivi par une série d’exercices corrigés.
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