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AVANT-PROPOS

Ce manuscrit représente une partie du cours physique?2

(I’électrostatique). Il est adressé aux étudiants de la 1°° année Science de

la matiere, et il est divisé en trois chapitres.

Le chapitre 1: fournit des outils mathématiques utiles pour
[’électrostatique, le chapitre 2 : la force électrostatique et le champ électrique,

et finalement, le chapitre 3 : le théoreme de Gauss et le potentiel électrique.

Les objectifs principaux de ce polycopié¢ est de fournir a [l'étudiant le
cours détaillé avec une présentation claire et logique des concepts et des
principes fondamentaux de [’électrostatique. Et pour mieux comprendre ces
concepts, le cours a été renforcé grdce a une gamme d’exercices avec leurs
solutions. En plus, nous avons tenté de motiver l'étudiant a travers des exercices

supplémentaires.



« Un physicien moderne étudie la physique quantique les
lundis, mercredis et vendredis et médite sur la théorie de la
relativité gravitationnelle les mardis, jeudis et samedis. Le
dimanche, il prie pour que quelqu'un trouve la corrélation

entre les deux.»

Norbert Wiener,

mathématicien américain, 1864-1964.




TABLE DES MATIERES
7 N 272 Y I S 20 0 S 0 1
I-OUTILS MATHEMATIQUES, COMPLEMENTS D'ELECTROSTATIQUE ......ccccovsinsarsnsanns 7
[-1. INTEGRALES LINEIQUES, SURFACIQUES, ET VOLUMIQUES : CIRCULATION, FLUX, ELEMENTS DE
VIOLUME ...ctttttsssssueusseesssssesesessssasassssssssssssssssssssnsssssssssssssssss st et ssssesasesessssssssssssssssssnssssssssssasssnsasssssssnsesasansnsssnssnnns 7
[-1.1 INtEGrales INEIQUES.....oriuureereeereeseeseeseesse e ss st ssesssesssses s e s ss b s bbbt 7
[-1.2 Intégrales surfaciques (intégrale dOUDIE) ... seessesssseens 9
[-1.3 Intégrales volumiques (iNtEZrale triple) ... seseseeeessees s sssesssesssssssseens 9
[-2. SYSTEMES DE COORDONNEES.....ccttuttrtsisssresssnssesssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssnes 10
/0 R 00700 6 (o) 00 o LT or= Yt =Yo] 1<) o} o 1T 10
[-2. 2 COOTAONNEES POLAITES :ucuirrcrrrerrereessrsessssssesssssssssss s sssssse s sssssssssessss s ssssssssssssssssssssssssssssaseses 10
[-2.3 CoOrdonnées CYlINATIQUES ....weerereremsreesseeesseesseeseesssssesssesssessssesssessssssssesssssssesssesssessssssssesssesssseens 12
| CO N 010 To) o (o) 0N A=Y RN 0] 4 L) U |0 LT DR 13
[-2.6 Eléments de SUIrface et de VOIUIME ... 14
[-2.6.1 COOTAONINEES POLAITES wevvveererseesseereesesssesssssesssssesssesssssssssssssssssssssessssessssssssassssssssnssssesssmssssessssesssessssesssssssessans 14
[-2.6.2 COOTAONNEES CYLINATIQUES ..ucrevureeereeeeseeesseesssessssessssssessssssssssessssssssssessssesssssesssssesssssasssssssssesssssesssssesssssasssssases 15
[-2.6.3 coordonnées Sphériques
[-2.6.4 APPIICATIONS vvueureurreerseesssssssssss s ss s s s s s s s R bR e
Application 1 : La surface S d’'un carré de coté a 16
Application 2 : La surface § d’un cercle de rayon V 16
Application 3 : Le volume V d’une sphére de rayon R 17
[-3. TRANSFORMATION DES INTEGRALES ...cucvrususresssressssssessssssesssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssesssssssssnes 19
[-3.1 Formule de Green-Ostrogradski (théoreme de flux-divergence).........eneenneenn. 19
[-3.2 FOIMUIE A€ STOKES ...ttt tstrsesssesese e ssesse s ssssss s sssssssssssssssssssessessessessessessesssssssssusssssasesssanen 19
[-4. ANGLE SOLIDE ....tustustsessssssessssesessssessssssessssssessssssesssssssassssssssssesssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssesssssssssnes 19
[-4. RAPPEL SUR LE CALCUL VECTORIEL wcucovvststsureresesssssssseresessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 20
[-4. 1. Grandeur VECTOTIEIIE ...t sasssnsanes 21
[-4. 2. La SOMMAtiON AES VECLEULS ...uvurerercerrerresrearesresresessssssssssssssesssssessessessessessessessesssssssssssssssssssssssessessesses 21
[-4. 3. Les cOomMPOSANteSs d'UN VECTEUL ..vrerereesresresssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssessssses 23
[-4.3.1. Les compos antes d'un vecteur dans Un Plan : ... 23
[-4. 3. 1. 1. Le Module du vecteur en 2D: 24
[-4. 3. 1. 1. Le vecteur unitaire en 2D: 25
[-4. 3. 1. Les composantes d’un vecteur dans I'€SPACE :......eenssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssees 26
[-4. 4. Produit des vecteurs
[-4. 4. 1.Produit scalaire........encnnennenns
[-4. 4. 2.Produit vectoriel......nenens
[-4. 4. 1.Produit MixXte ....oomecrrrnmersnessesseessessenens
[-4. 5. LS OPAIALEUL'S .uucuueeureemeeseeseesseesseesseesssesssesssesssesssessssesssessseesssssssesasesssesssesssesssssssseessessassmsssssessssssssssssesass
[-4. 5.1 L'OPETAtEUI NADIA ..ccoueeeeeeeseeeeeesseesssesssssssesssseessssssssssssssssssssssssssssesssessssessssssssesssssssnssssessssssssessasssssassssessssssssassans
[-4. 5.2 Le gradient .....eeneeenseesneeesneesseeesseees

[-4. 5.3 La divergence
[-4. 5.3 Le rotationnel

II- LA FORCE ELECTROSTATIQUE ET LE CHAMP ELECTROSTATIQUE..........ccecvuruerae 38
II-1. ELECTRISATION ET LA CHARGE ELECTRIQUE ...cucurueururererereeesesssseseseessasassssssrssesesasssssssssssessnsssassssssnes 38
[I-1.1CRATEE ElECITIQUE ..cceureereeereeeeeeeeseese st ssses b ssssssess bbb s st s bbb
[1-2.2 CONAUCLEUI'S BT ISOLANTS ...cvvvureeereresesreresrearesresressessessssssssssssessessessessessessessessessssssssssssssessssssssessessesses
[1-3. 3 Types d’électrisation...........ccoreerneens

[1-3.3.1 Electrisation par frottement



[1-3.3.2 EleCtriSation PAr CONTACE ...ueeesnersessssrsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes 43
[1-3.3.3 Electrisation par iNfIUENCE .......orcsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssaeses 44
| 0] 0 o010 K0 2T 44
YR/ B B o) o/ <3 U=Tot oo 1] U o 10 U 45
[1-2. 2 Comparaison entre la force électrostatique et gravitationnel........c.cccoeneereeenneenseesseenneeens 47
[1-2. 3 Le principe de superposition des fOrCeS.....mmmmmmmssssssss
I1-3. LE CHAMP ELECTROSTATIQUE ..evetreeeueuesssserereresssssssssssrereresssssesssssseseressssssssssssssesensassssssssessensnssssssssnses
L0 S T I 0 Yo L (o o) o PSP
[1- 3. 2 Le vecteur Champ ElECtIIQUE ... reeereeereesseesseessessesssessseesssesssessssesssesssssssssssesssessssssssesssessseeens
[1-3.3 Les lignes de champs ... sesseesseeseenns
[1- 3. 4 Le calcule du champ électrostatique........coueeeerreernrersreennees

II- 3. 4.1 le champ électrostatique d’une charge ponctuelle
II- 3. 4.2 Le champ électrostatique d’un systéme de n charges (distribution discrete de charge)....57

II- 3. 4.3 Le champ électrostatique produit par une distribution continue de charges.........ccouueennuens 60
L C TRV o) o] (o U U0 ) o 1P 61
II- 3. 5. 1 Le champ électrique produit par un fil de longueur infinie portant une charge linéique
positive et de deNSItE CONSTANTE: : ... 61
II- 3. 5. 2 Le champ électrique produit par un anneau portant une charge linéique positive et de
AENISITE COMSEANLE : .uvvreeureeuseeesseeesseessseeessseeessseses s es e sb bR bR R SRR RS R SRR R RS R AR R0 62
I1- 3. 5. 3 Le champ électrique produit par un disque fin et portant une charge surfacique positive
€ AENSILE COMNSTANTE : ..ouveerreuseerreesseeesse et seeese s s s s b s s bbb R R E R R 64
III- LE THEOREME DE GAUSS ET LE POTENTIEL ELECTRIQUE........ccoccisnsmsemsemsnssnssnssnas 68
[II-1. LE THEOREME DE GAUSS evuturesesresssssesssssesssssssssssssssssesssssesssssesssssesssssesssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssnes
0 0 O T T 4 10 Q<Y (=Tt s (o 10 =T
[1I-1.1.1 Définition du flux électrique d’'un champ UNIfOrMe.......coccmiereeenecrsnersee s
[1I-1.1.2 Définition du flux électrique d’'un champ NON UNIfOIME ...
11-1.1.3 Application du FIUX El@CLIIQUE ..uureeerrrrerreeesreesesessesssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssessans

[1I-1.1.3. 1. Le flux électrique a travers un disque :
I1I-1.1.3. 2. Le flux électrique a travers un cube :
I11-1.1.3. 3. Le flux électrique a travers une sphére) :

[1I-1.2 ThEOreme de GAUSS......ccuumeereenrerneessersnesssensessesssessssssssessssssessseans
[1I-1.2.1 Charge ponctuelle a l'intérieur d'une surface sphérique..
[1I-1.2.2 La forme générale du thE0reme de GAUSS.....ourereerneessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseses
[1I-1.3 Applications du th@0re@me A€ GAUSS ... weeerereereerrerees s ssessseesseesssessesssssesssessssssssesssessseeeas
I11-1.3.1 Le champ électrique crée une Sphere CONAUCLIICE .umrrmmermeemesmeessessssesssssssessssssssssssssssssessans
[1I-1.3.2 Le champ électrique crée une sphére pleine chargée uniformément..........ccmeenmeeersresersnnens 79
[1I-1.3.3 le champ électrique crée par une tige de longueur infinie uniformément chargée................ 81
[11-1.3.4 Le champ électrique produit par un plan infini Chargée ........eeeneenneeeneessesessesesseens 81
[1I-1.4 La forme différentielle du théoreéme de GAUSS .......cornereenmersernseinsensessessisesssesesssssesssesssenns 83
[1I-1.5 La relation entre flux et angle SOLIAE ... seesssessseesseeens 85
[II-2. POTENTIEL ELECTRIQUE ..coutuiietirceiessemensesessssssssssasessssssssssssesssssssssssasesssssssssssssssssssssasssssssssssssnsssanes 86
111-2.1 Energie potentielle électrique et de travail ...........ooummseeeeeeessssssesseeessssssssssseessssssssssseessssenss 87
[11-2.2 La déférence du potentiel et le potentiel ElectriquUe......nennenneeeessessenns 88
[1I-2.2.1 Le potentiel électrique produit par une charge ponctuelle..........orerrerernne. SR 89
[11-2.2.2 Le potentiel électrique produit par n charge ponCtUElle.......eeermeeemeeesesessesessesessesesseees 90
[1I-2.2.3 Le potentiel électrique produit par une distribution continue de charge........ cerererneens 91
LW RS2V o) o) 1 (oF: U o) o U3 .91
[1I-2. 3. 1 Le potentiel électrique produit par un anneau chargé .... crreerneens 91
I1I-2. 3. 2 Le potentiel électrique produit par un disque Chargé.......eneeeneesseseesesesessesesseees 92
I1I-2. 3. 3 Le potentiel électrique produit par un disque chargé..........————— 94
[1I-2.4 Le champ électrique en fonction du potentiel ......ocneeneeneesseeenseenseesessseesseeeseesseesseeens 95
[11-2.5 Lie dipOle ElECITIQUE .uvuerrererreereissessesses s sssesssssss s ssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssasesas 96

[1I-2.5.1 Le potentiel électrique créé par un dipOle.....eeernesessssssssssssessssssssssssssssssssssssenes 96



I11-2.5.2 Le champ électrique créé par Un diPOle.....remeeresssssssessssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 97
EXERCICE SUPPLEMENTAIRE .......errerccsrsssscssssssessmssssssesssssssssmssssssmsssssssssmssssssnssmssssssneas 99

REFERENCES ;..o s s sssssasssssssssssssssssasassssnans 102



Chapitre I

Outils mathématiques, compléments
d'électrostatique



I-OUTILS MATHEMATIQUES, COMPLEMENTS D'ELECTROSTATIQUE

[-1. INTEGRALES LINEIQUES, SURFACIQUES, ET VOLUMIQUES : CIRCULATION, FLUX,
ELEMENTS DE VOLUME

Afin de simplifier la compréhension du cours d’électricité, il est nécessaire de faire une
révision des outils mathématiques commencant par les intégrales. Dans ce rappel on va étudier

trois types d’intégrales : linéique, surfacique et volumique.

[-1.1 Intégrales linéiques
Cette intégral pourra étre utilisé :

1- Pour calculer des grandeurs le long d’'un contour, exemple :

-La masse d’un film = ff u(r)dr (1.1)
-La longueur L = ff dl (1.2)
-Lag = ff Ar)dr (1.3)

Avec u(r), A(r) représente la masse linéique et densité linéique respectivement.



Exercice I.1: trouver la masse d'une tige droite dans lintervalle [0, 1]

sachant que sa densité varie de la forme u(x) = x3.

On a la masse de la tige m égale a :

4 1
m= f u(x)dx = f x3dx = 0.25
1 0

2- Pour calculer la circulation d'un champ vectoriel Ale long du contour (C) (Figure

I.1)avec:
c= [ A.d

Remarque : l'intégrale est sur une courbe

fermée on remplace les bornes de

l'intégration par un rond. Figure I.1 : Trajectoire AB

Exercice L2: On considére le champ Vectorielff(x,y,z)=(x+y)?+

y jCalculer la circulation de A(x, y,z)le long du cercle C de centre O et de

rayon R = 1.

Solution :

AR =+yi+y]
Puisque et = A(P).dr¥ = (x + y)dx + y dy.
dr =dxi+dyjJ

Et considérant :



{x = cos 6 N {dx = —sin @ d6
y =sin6 dy = cos6 df
Et puisque on calcule la circulation le long du cercle donc0 <6 < 2mr.donc la

circulation sera:

21 2T

C = ((cos @ + sin@)(—sinH) + cos O sinh) df = (—sin? 6) do
0 0

1- cos26

Et comme = sin? @, on obtient :

9 1 2T
= —|—— — 2 = —
C [2 4cos 9]0 T

[-1.2 Intégrales surfaciques (intégrale double)

Ce type d’intégrale est utilisable pour calculer des grandeurs exemple: une surface

S = [f ds, une charge q:

q=J[ods (14)

avec o est une densité surfacique. Et pour calculer le flux @ d'un champ

(8)

vectoriel a travers la surface S avec:

Figure 1.2: Un champ A
traversant une surface S

P = [[.A.d§ (1.5)

[-1.3 Intégrales volumiques (intégrale triple)

Sert a calculer des volumes, et des charges etc., avec.

- Volume VégaleV = [[[ dx dydz (1.6)

Figure I.3

- Lacharge:q = [[[ p dv, (1.7)

dV=dxdydz
- p représente la densité volumique et dv le volume



élémentaire.

[-2. SYSTEMES DE COORDONNEES

La méthode de calcul des intégrales linéiques, surfaciques ou volumiques dépend du

systéme de coordonnées employées. Le systeme le plus général est celui des coordonnées

cartésiennes (x,y,z)mais on verra que suivant les symétries du systéme on aura intérét a

employer d'autres systemes de coordonnées comme polaires, cylindriques ou sphériques.

[-2.1 Coordonnées cartésiennes

Le point M est repéré par les coordonnées cartésiennes

xy,2) . (w0 < x,y,z < +00)
Le vecteur position en coordonnée cartésienne est
donné par :

—_—

OM=7=xT+yj+zk (1.8)

Et le déplacement élémentaire est défini par :

-

dOM = di =dxT+dyj+dzk (1.9)

[-2. 2 Coordonnées polaires :

Figure I.4: Représentation du
vecteur position dans un repére
cartésien.

Le systéme de coordonnées polaires est défini par I'origine O, du rayonp (0 < p < +0)

et un angle polaire 0 < 6 < 2met donc il est défini par les coordonnés polaire (p, 8). Soit un point

M dans le plan polaire, Le vecteur position OM est défini par:

—_—

OM =p =p u,

Avec ﬁ’p est le vecteur unitaire donné par la relation suivante :

(1.10)




U, = cosf T +sinfj (L11)

Dans le systéme polaire il y’a deux vecteurs unitaire, (ﬁp et Ug) avec:

=

Uy = %z —sinf T+ cosfj (1.12)

La relation entre les deux systémes de coordonnées est donné par les transformations

suivantes :

x =p cosB

y=p sing  (13)

Coordonnées polaires aux cordonnées cartésiennes : {

=
N
?‘
<
N}

Coordonnées cartésiennes aux cordonnées polaires : { (1.14)

tan@ =

RIR

Cercle de rayon

,_“/unité.:R=l

~ L

Figure L.5 : Le vecteur position dans un systéme de coordonnées polaire

Exercice 1.3 : Trouver (a) Coord. Cartésienne de P dont les Coord. Polaire est(Z, g)

" et (b) les Coord. Polaire de Q dont Coord. cartésienne est (—1, —1).



Solution :

a.
=2 7T—l
X = cos3—
T
y=2 sin§=\/§
b. {P:Vl"'l donc - p:\/fn s
tang =1 Gzzoubienezz+n:7

. < o . s 51
Puisque (—1,—1) se trouve dans le troisieme quadrant, nous choisissons 6 = e

Et donc Q dans les coord. Polaire est (2 ,%n)

[-2.3 Coordonnées cylindriques

Si maintenant la trajectoire se trouve dans un
espace (3D), des fois il sera plus pratique d’utiliser autres

coordonnées que cartésiennes pour calculer certain

propriétés, comme un exemple : les coordonnées

cylindriques (7, 8, z). Le vecteur position est donné par :

—

OM=7#=ri,+zk (1.15)

Avec U, et g sont les méme donnés dans les deux

équations (I1.11) et (1.12) respectivement.

Figure 1.6 : Coordonnée cylindrique

La relation entre les deux systémes de coordonnées

est donnée par les transformations suivantes :

Coordonnées cylindrique aux cordonnées cartésiennes :



X =1 cosf
y=r sinf (1.16)
zZ=2Z

Coordonnées cartésiennes aux cordonnées cylindrique :

r =.x%?+y?
tan 6 =§ (1.17)

zZ=1Z

Si z = 0nous serons dans le systeme de coordonnée polaire (donc les coordonnées

polaires est un cas particulier des coordonnées cylindriques).

Exercice 1.4 : Trouver I'équation cylindrique pour I'ellipsoide : 4x? + 4y? + z? = 1.
Solution : en utilisant I’équation (1.16) on aura :
4x% + 4y? + 22 = 4(r cosB)? + 4(r sin@)? + z2 = 4r? + 72
Donc I'équation devient: 412 + z2 =1

[-. 4 Coordonnées Sphériques

Dans l'espace il y’a un autre type de systéme de
coordonnée il est connu par: systeme de
coordonnée sphérique (r,0,z). Avec (0<r<

+0)et0 <O <2met0<p<m

On peut démontrer géométriquement les

relations entre les coordonnées cartésiennes et les

coordonnées sphériques :

x =71 cosf sing
y =7 sinf sing Figure 1.7 : Coordonnée sphérique
Z=T COSQ

(1.18)




Et la relations opposée :

0 = arctan= (1.19)

Le vecteur position dans ce systéme est donné par :

OM =#=ri, (1.20)
Avec:
i, = cos sing T+sinf sing j+cosp k (L.21)
Ug =— sinf T+ cosO] (1.22)
i, = cosf cosg T+sinb cosp j— sing k (1.23)

[-2.6 Eléments de surface et de volume

Dans le paragraphe précédent nous avons vu les différents types des systemes de
coordonnées mais il nous reste a déterminer I’élément de longueur, surface ou bien de volume

dans ces différents systemes de coordonnées. Et cela dans le but de facilité les calculs.

De méme pour calculer des flux ou des intégrales volumiques, parfois il nous faut pour

transformer les coordonnées cartésiennes dans les nouveaux systémes de coordonnées.

[-2.6.1 coordonnées polaires

Le déplacement élémentaire dans le systéme polaire est :

dp a0

dy dy

dx =cosfdp+ —psinf db

dx dx
{dx =—dp+—db
dy =sin6 dp + pcos8 df

dOM = =>d0_M’={



dOM = (cos@7+ sin8))dp + p (—sin@7+ cos0))do

dOM = dp i, + pdBiy (1.24)

[-2.6.2 coordonnées cylindriques

C’est similaire aux coordonnées polaires

ox

dx—a—dr+%d0 dx = cos@dr —rsinf do
oM = dy dy {:dOT’f={dyzsin9 dr +rcosf db

4y =5, A+ 5 90 dz = dz

k dz =dz

dOM = (cos07+ sin®)dr + 1 (—sin67+ cos0))d6 + dz k

dOM = dr i, + rd0tg +dzk (1.25)

[-2.6.3 coordonnées Sphériques

En utilisant les équations (1.18)
dOM = dxT+dyj+dzk

‘

ax  ox
dx—%dr+—d0+%d¢
— dy dy
oM ={dy = —dr+—d9+—d¢
ap ¢
dz =22 4 +a a6+ 2% 4
z=—dr +— —
dp d¢

dx = cosfsing dr —r sinfsin¢g d0 +1r cosO cospdep
OM ={dy =sinfsin¢g dr +r cosOsing df +r sinf cos¢p dop
dz =cos¢ dr — r sing do

Apreés simplification :

dOM = dr i, + 1 sing df iy +r de i (1.26)



[-2.6.4 Applications

Application 1 : La surface S d’un carré de coté a

C'est le cas le plus simple dont on n’a pas besoin de faire

transformation des systemes coordonnés et donc calculer la surface dans

[ ]

les coordonnées cartésiennes. dS = dx dy
Figure 1.6: Intégration sur la

surface d'un carré en choisissant
un sens de parcours

Application 2 : La surface S d’un cercle de rayon V

La surface est déterminée par:

= [[arar

Dans ce cas il sera compliqué et long si nous envisageons de X

calculer la surface en utilisant les coordonnées cartésiennes. De (s)

préférences, il faut utiliser les coordonnées polaires (p, 8 ) avec
Figure 1.7 : Intégration sur

0<p<Ret0<0<2m la .su.rface d'un cercle en
choisissant un sens de
narcouirs

Donc remplacer dx et dy par dp etdf. L'élément de surfacedSdans les coordonnées

polaires est égal au :

dS =dxdy = |J]|dp dé (L.27)



J représente la matrice jacobienne, elle est formée des dérivées des anciennes

coordonnées par rapport aux nouvelles.
Ainsi comme
{dx =cosfOdp + —psinf db
dy =sin6 dp + pcos@ db
La matrice Jacobienne sera :

| = (cos@ —p sin6

sin@ pcosé ) = p cos?0 — (—p)sin®f = p

Dans les coordonnées polaires :
J=p (1.28)

Finalement la surface est :

0=2m ,p=R p? R
S:f f pdpdf =2 —| =mR?
0 p=0 2 0

Application 3 : Le volume V d’une sphére de rayon R

Le systeme adapté pour ce genre de forme est le systétme des coordonnées

sphériques(r, ¢, 8)avec 0 <r <R ,0<¢p <2met0<0 <m.

L’expression de I'élément de volume en cartésiennes est :

dV =dx dy dz

Et en sphérique est:

dV =dxdydz = |J|dr d¢ db (1.29)



Utilisant I'équation :

dx = cos@sing dr —r sinfsing dbf +r cosf cos¢p dp
OM = dy =sinfsing dr +r cosfsin¢ df + r sinf cos ¢ do
dz=cos¢ dr — r sin¢p d¢

La matrice Jacobienne sera:

sinfsing 1 cosfOsing 1 sinfcosg
cos ¢ 0 —r sing

cosfsin¢ —r sinfsin¢g 1 cosf cos¢
= (—r?sin® @ sin¢ cos? ¢ — r? cos? Bsin ¢ cos? p) + 0 — (r? cos? O sin3 ¢ + r? sin? O sin3 )
= —r?cos?¢psing — r?sin3¢p = —r?sin¢
Finalement la valeur absolue du jacobien est :

I/] = r?sin¢ (1.30)

Et1’élément de volume est :

r=R 0=2m d=n 4
V:f rzdrf def sing dp == wR3
r=0 6=0 $=0 3

C’est un résultat connu depuis longtemps. Aux l'étudiants de calculer le volume d’un

cylindre et la surface d'une sphére.
On en déduit I'élément de surface de la sphére :

dS = |J| d¢ d = R?sin¢ d6 d¢
De la méme maniere on trouvera :

S = 4m R?



Remarque : dans certain calculer, on a besoin du vecteur surface qui est définie par:

dS = RZ?sin¢ do do u,

[-3. TRANSFORMATION DES INTEGRALES

[-3.1 Formule de Green-Ostrogradski (théoreme de flux-divergence)

Considérons une surface fermée Senserrant un volume V, le théoréme de flux-divergence

nous sera utile pour établir la forme différentielle du théoreme de Gauss, il est donné par :
o =qp A dS = [ff,divAdV (1.31)

Areprésente le champ vectoriel. Remarquons que I'homogénéité dimensionnelle (une
dérivée a la dimension de la grandeur divisée par une distance) et que ce genre de théoreme

transforme un double intégrale a un triple.

[-3.2 Formule de Stokes

Soit un contour C enserrant une surface S, en utilisant le rotationnel on peut établir la

formule suivante, dite formule de Stokes, pour un champ vectoriel A:
.4 .dl = [[;rotA .dS (1.32)

[-4.ANGLE SOLIDE

L’angle solide élémentairedQest défini par le rapport de surface élémentaire dS au carré

du rayon :



Es,'ﬁ
do = == (1.33)
L’unité de I'angle solide est le stéradian. 4

7 est le vecteur unitaire normal adS, etiile vecteur

unitaire du rayon. Figure 1.8 : L’angle solide

0= ff dScosa (1.34)

R2

Donc il suffit de calculer dS pour trouver I'angle, ¢ étant 'angle

entre le vecteur U et la normale a I’élément de surface 7.

Angle solide en coordonnées sphériques

dS = RZ%sin6dO d¢ i, (1.35)

dS = R?sin6 d6 d¢

Figure 1.9: Exemple d'un atome
R2sin@ do do ¢=2m O=a représente les électrons, n et p
Qzﬂ-—zz d(,bf sin@ dé
R ¢=0 6=0 représentent le proton et le neutron
= 2n (1 —cosa) respectivement.

Sia = m I'angle solide est Q) = 4m

Si @ = /2 on aura une demi-sphére Q = 27w

Relation entre flux et angle solide

L’angle solide est utilisé aussi dans I'électrostatique précisément pour calculer le flux.

[-4. RAPPEL SUR LE CALCUL VECTORIEL

Certaines grandeurs physiques, telles que le temps, la température, la masse, la densité
de la charge électrique, peuvent étre décrites par un nombre avec une unité. Cependant,

beaucoup d'autres quantités ont une qualité directionnelle et ne peuvent pas étre décrites par



un seul nombre par exemple la vitesse, la force, le champ électrique le champ magnétique et

plusieurs.

_ I-4. 1. Grandeur vectorielle

Quand une grandeur physique est décrite par un seul nombre, nous l'appelons une

quantité scalaire. En revanche, un vecteur a a la fois une magnitude (le module) et une

direction dans l'espace.
v représente un vecteur et U le vecteur unitaire, avec :
V=vu (1.36)

V représente le module du vecteur V.

Point d'arrivé !

s

Figure 1.10 : Représentation du vecteur

et du vecteur unitaire

—
T Vecteur V

Point de départ’

[-4. 2. La sommation des vecteurs

Sommons maintenant deux vecteurs arbitraires I71 et 172. Le résultat de I'addition de ces
deux vecteurs est un vecteur résultant V. Ceci peut étre représenté graphiquement en étalant le
premier vecteur 171 dans la direction horizontale et en placant ensuite la queue du second

vecteur 172 a la pointe du vecteur I71 comme indiqué sur la Figure I. 11.



Figure 1.11: La sommation de deux

<l

- vecteurs

-

-
Vi
Le vecteur résultant est écrit mathématiquement comme :
V="V, +V, (1.37)

Rappelez-vous que dans cette somme, nous ne voulons pas dire 1'addition scalaire. Le
vecteur résultant est la somme vectorielle des vecteurs individuels I71et 72. Bien qu'un vecteur
soit une grandeur qui a a la fois une grandeur (un module) et une direction. Par conséquent, un
vecteur peut étre déplacé parallelement a lui-méme sans changer ses caractéristiques. Parce que
le module du vecteur déplacé est toujours le méme ainsi que sa direction est la méme, ce qui est
équivalent a dire que le vecteur est le méme. Ainsi, en ajoutant les vecteurs I71et 72, le vecteur l71
peut étre déplacé parallelement a lui-méme jusqu'a ce que la pointe de 171 touche la pointe de 172.

De méme, le vecteur 72 peut étre déplacé parallelement a lui-méme jusqu'a ce que l'extrémité de

172 touche l'extrémité arriére du vecteur 171. En déplacant les vecteurs parallelement a eux-

mémes, un parallélogramme a été formé, comme le montre la Figure 1. 12.

Figure 1.12 : la sommation de vecteurs

par la méthode du parallélogramme




D’aprés la Figure 1.12 on voit que la résultante des deux vecteurs est la diagonale

principale du parallélogramme formé par les vecteurs 171et 172, donc nous appelons ce procédé
la méthode du parallélogramme de la sommation vectorielle. L’addition des vecteurs est

commutative :

<!
Il

~i

+
=
I
=
+
=

(1.38)

[-4. 3. Les composantes d’un vecteur

Chaque vecteur dans un systéme peut étre considéré comme étant la somme de deux ou

bien trois vecteurs.

I-4. 3. 1. Les compos antes d’un vecteur dans un plan :

o
On peut dessiner un vecteur arbitraire V dans un systéme de coordonnées x,y sur la

Figure 1.13. Le vecteur V fait un angle 8 avec l'axe des x. Pour trouver la composante du
-

vecteur V suivant 1'axe x ou bien I'axe y, on fait la projection sur ces deux axes pour avoir les

deux vecteurs 17; et I_/;, (voir la Figure 1.13).

dans un plan

Figure 1.13 : Les composants d'un vecteur

A partir de la trigonométrie, la composante du vecteur suivant I'axe x est trouvée par:



4
6=-=
Cos v

La composante V, du vecteur V est obtenue comme :
V.=V cosf (1.39)

-
La composante du vecteur V' suivant y esttrouvee par:

inf = =<
sin

Par conséquent, la composante V,, du vecteur V est:

V, =V sin@ (1.40)

Exercice 1.5 : Trouver les composants d'un vecteur. L'amplitude du vecteur a est de 10,0

unités et le vecteur fait un angle de 30,00 avec l'axe des x. Trouvez les composants de a.

Solution :

La composante x du vecteur V est trouvée a partir de I'équation 1.5 :

V. =V cos8 =10 cos30 = 8.66 unités

La composante y de V est trouvée a partir de 1'équation 1.6

V, =V sinf = 10 sin30 = 5.00 unités.

I-4. 3. 1. 1. Le Module du vecteur en 2D:

L'amplitude du vecteur est déterminée par le théoréme de Pythagore :
VZ=V>2+1V,> (1.41)

Par conséquent, le module du vecteur V est:

V= [K*+1° (1.42)



Il est donc trés simple de trouver la grandeur d'un vecteur une fois que ses composantes

sont connues.
Pour trouver l'angle 6 que le vecteur V fait avec I'axe des x, la définition de la tangente

est utilisée, a savoir,

tanf = 2 = 0 =tan~!2 (143)

X X

Exercice 1.6 : Les composantes d'un certain vecteur V' sont données comme V, = 7.55 et

V,, = 3.25. Trouve le module du vecteur et I'angle 8 qu'il fait avec I'axe des x.

Solution :

Le module du vecteur est trouvé a partir de 1'équation (1.42)

V= /sz +V,% =/(7.55)2 + (3.25)2

V = 8.22

L'angle 6 est trouvé a partir de 'équation (1.43) comme :

I-4. 3. 1. 1. Le vecteur unitaire en 2D:

- -

D’aprés la Figure L13 onaV, = V.7 et 17;, = V,J etpuisque V=1V, + V, on aura donc:

V="VI+V] (1.44)
Et en utilisant les deux équations (1.39) et (1.40) dans I'équation (I.44)on aura :
V=Vcos@i+V sinhj

V=V(cos@7+sinb)) (1.45)



Or V =V 1, donc le vecteur unitaire % est donné par :
U=cosOT+sinf] (1.46)
Et si on calcule le module du vecteur unitaire on trouve :
u = VcosfZ +sinf2 =1 (1.47)

[-4. 3. 1. Les composantes d’un vecteur dans l'espace :

Avec le méme raisonnement, on trouve : V = V, 7+ V,J + V,k (Figure1.14)avec:

(cosf = &
o
sinf = Vy I/szcosHsi_n(iJ
{ II; = V, = V cos@sin¢ (1.48)
cosqb:;Z V, =V cos¢
 sing = 5
Donc le vecteur s’écrit comme suit :
V =V(cos@sing 7+ cosfsingj+ cosdk) (L49)
Alors le vecteur unitaire 1 est donné par :
W= cosOsinpi+cosOsinp]+cospk (1.50)
—
Vz
Figure 1.14 : Les composants d'un
V vecteur dans un espace
M .
Wy
] > )
T_,' - /

A



Le module du vecteur unitaire est égal a 1 et le module du vecteur V est donné par :

V= \/sz + 1,2+ 1,7 (1.51)

Exercice 1.7: Trouver la résultante des trois vecteurs suivants:V_1)= —1i + 27—4k,

V,= 4i+3ketV; = 1i+1j + 1k.

Solution :
La résultante est la sommation des trois vecteurs et elle est donné par :
V=V +V 4+ Va=(—1+4)I+Q+0+1)j+ (—4+3+ Dk
V =37+ 3]+ Ok.
Le module du vecteur résultant est alors :

V= V32+32+ 02= V18

I-4. 4. Produit des vecteurs

La multiplication des vecteurs (produit vectoriel) est importante car de nombreuses lois

physiques sont exprimées comme le produit de vecteurs.

Il y a trois types de multiplication impliquant des vecteurs (scalaire, vectoriel et mixte)

I-4. 4. 1.Produit scalaire



Le produit scalaire de deux vecteurs 171 et 72, Figure 1.15, est défini comme étant :

‘71. I_/)z = V1V2 COS 0 (1.52)

Figure 1.15 : Le produit scalaire

0 > 7

ou @ est l'angle entre les deux vecteurs 171 et 72, etV etV, sont les modules des deux

vecteurs. Le symbole de ce type de multiplication est le point, (.), entre les vecteurs l71 et 172. La

définition du produit scalaire est donnée par I'équation (I1.52). Comme on peut I'observer sur la
Figure 1.15,V, cosf est la composante du vecteur 172 dans la direction 171. Ainsi, le produit
scalaire est la composante du vecteur 172 dans la direction du vecteur 171, multipliée par la
grandeur du vecteur I71 lui-méme. On peut aussi dire que la quantité, V; cos 8, est la composante
du vecteur 171 dans la direction 72 et donc le produit scalaire est aussi la composante du vecteur
171 dans la direction 72, multipliée par la grandeur du vecteur 72 lui-méme . L'une ou l'autre
description est correcte. Si les vecteurs 171 et I72 sont paralléles I'un a I'autre, alors I'angle 6 entre

171 et I72 est égal a zéro. Dans ce cas, le produit scalaire devient :
V,.V, = ViV,cos0 = V,V, (1.53)

D'autre part, si 171 est perpendiculaire a 172, alors I'angle entre les deux vecteurs est 90°, et

le produit scalaire devient :

V..V, = V;V,c0s90 =0 (1.54)

Si les vecteurs sont exprimés en termes de vecteurs unitaires, le produit scalaire devient :



I_/)l' ‘72 = (x1f+ Y1]_) + le). (xZi)‘l‘ yzj_) + ZzE) (1.55)

Avec:V; (3’1) etV, (3’2). Et le produit scalaire entre les vecteurs unitaires est donné par :
Z1 Z3

7.7= (1)) cos0 = J.j== k.k (1.56)

> >

I.7=(1)(1)cos90° = J.T= 1.k

Il
~|
~y
Il
&1

<
1
~
&1
Il
o

(157)

En utilisant les résultats des équations (1.56) et (I.57), le produit scalaire de deux

vecteurs devient :
‘71-172 = (X1X2 + Y12 + 212;) (1.58)

Un cas particulier de 1'équation (I.58) est le produit scalaire d'un vecteur par lui-méme. Et c'est :

‘_/)1.‘_/)1 = Vlz = (xlz + y12 + le) (1-59)

Et donc de I'équation (I.59) le module de tout vecteur est donnée par

V= x2+y2 42?2

Et c’est la loi déja donnée dans I'équation (1.51)

Exercice 1.8 : Calculer I'angle qui se trouve entre deux vecteurs V; et /,sachant que :

V,=30+4k et V, = =20+ 4] + 4k

Solution :

Soit 8 I'angle compris entre les deux V, et V,, utilisant la loi du produit scalaire, on aura :

—

V.V,

ViV,

cos O =

Avec:

V,.V, =(—6+0+16) =10



Vi=V9+16=5etVy= VA+16+ 16 =6

Donc:

cosO = % = 0 =70,52°

1-4. 4. 2.Produit vectoriel

Le produit vectoriel de deux vecteurs I71 et 172 est définie comme étant

-

W="V, xV,=V,V,sin0 4 (1.60)

ou 6 est I'angle entre les deux vecteurs 171 et 172, et est représenté sur la Figure 1.16 . Le symbole
de la multiplication est désigné par le signe de croix, "X", entre les deux vecteurs. Le résultat du
produit vectoriel de deux vecteurs, l71 et 172, est un autre vecteur, W, qui est perpendiculaire au

plan formé par les vecteurs 171 et 172.

Figure 1.16 : Le produit scalaire

_,
La direction de W est trouvée en prenant votre main droite avec les doigts dans la méme
direction que le vecteur V;, votre paume tournée vers le vecteur V/,, puis en tournant votre main

droite a travers l'angle entre a et b. Votre pouce pointera alors dans la direction de l71 et 72



-
comme le montre la Figure .17. Le nouveau vecteur est a la fois perpendiculaire au vecteur V;

et au vecteur 72. Cette régle est appelée la régle de la main droite.

> -S4 >
Vl ><V2 V2

Figure 1.17 : La régle de la main droite

—
Vi

Une des caractéristiques de ce produit vectoriel est que 1'ordre de la multiplication est

tres important, car comme on peut le voir sur la Figure 1.18 .

EEN A
Vi XV2 \73:
. 6 \
- ' > Figure 1.18 : La direction du produit
? vectoriel
1

- -
Vo x Vi

A4

Le module du produit vectoriel 171 X 172 est la méme que le module du produit vectoriel

172 X 171 etil est donné par:
|W| =V, x V| =V, x V| =V,V,sin@ (L61)

Alors que les directions des deux produits sont opposées l'une par rapport a l'autre
comme le montre la Figure 1.18. Ce résultat est souvent indiqué comme suit: les produits

vectoriels sont non commutatifs.

Si les vecteurs I71 et 172 sont paralleles I'un par rapport a l'autre, alors 8 = 0°et:

[V, x V| =0 (1.62)



Etsi le vecteur 171 est perpendiculaire au vecteur 72, alors 8 = 90°et

[V, x V| =WV, (1.63)

Notez que ces deux cas sont I'opposé de ce qui a été trouvé pour le produit scalaire. C'est
parce que le produit scalaire contient le terme cos 6, tandis que le produit vectoriel contient le

sin . Les cos 8 et sin 8 sont des fonctions complémentaires et elles sont déphasés de 90°.

Si les vecteurs sont exprimés en termes de vecteurs unitaires, le produit vectoriel

devient :
V,x V, = (x10+ y1f+zlz) X (2,7 + Vo + z3k)
= XXy DX T4 x93 UX J+ %12, T X k+
Yixz J X T+ y1y2 J X J+ iz J X k+

21Xk X T+ 2.y, k X J+ 232, kX k (L.64)

- -

SinononutiliseV; X V, = |x; y; z|lerésultat estle méme.

X2 Y2 2

Le produit vectoriel des vecteurs unitaires sont :

ol

(1.65)

&l

IxT=7]x]=kx k=(1)(1) sin0
Et
Ixj=k (1.66)

Fxk=1 (1.67)



(1.68)

~{

bl

X
Il

~

Comme le produit vectoriel est non commutatif, le produit vectoriel j X Upointera dans

la direction opposée a k. Par conséquent, nous avons :

Fx1=-k (1.69)
kxj=—1 (1.70)
ixk =—7 (1.71)

En utilisant les résultats des équations (1.65) a ((I.71), dans I'équation (1.64), et apres

un calcul mathématique on obtient le produit vectoriel de deux vecteurs égal a :

Vix Vo= (0122 — ¥221) T+ (—%125 + %221) ]+ (x12 — X91) k (1.72)

Exercice 19: Calculer le produit vectoriel V, x V, sachant que : V; = ai + 1] + 3k et

I_/)z =17T-1j+ 2k. Si a est ¢gal a 0 calculer la surface formée par ces deux vecteurs.

En utilisant ’équation (I.72) on aura :

VyxVy=G)+B-2a))+(—a—-1k
La surface S est déterminée par le module du produit vectoriel, et puisque @ = 0 donc

S=v25+9+1=591

I-4. 4. 1.Produit mixte

Le produit mixte est le mélange entre le produit scalaire et vectoriel, et le résultat c’est

un scalaire. Soit trois vecteurs V;, V, et V3, le produit mixte est donné par la relation suivante :



V,.(V, x Vs) (1.73)

[-4. 5. Les opérateurs

Soit une fonction scalaire f(x, y, z)et la fonction vectorielle V(x, v,z2)= Ve i+V,j+V, K.

[-4. 5.1 L’'opérateur Nabla

L'opérateur Nabla V est défini comme suit :

7 o - d > (N d 7
@ En coordonnées cartésiennes par: V= Pl 5/ + Ek (1.74)
. Co S0 10 a7
@ En coordonnées cylindriques par:V=—u, +-—ug +—k (1.75)
or r df 0z
d - 1 90 10

-
@  En coordonnées sphériques par: V= —

ar U, _Tsin(l)%ue + ;ﬁud) (176)

Dans ce qui suit les définitions données sont en coordonnée cartésienne.

Le role de l'opérateur Nabla est de faire des dérivées partielles sur une fonction scalaire

ou bien sur un vecteur. Ces dérivées partielles seront par rapport aux variables x,y et z.

Cependant, comme l'opérateur Nabla contient des vecteurs unitaires? J etk, alors il est une

dérivée vectorielle.

[-4. 5.2 Le gradient

Si 'opérateur Nabla dérive une fonction scalaire, le résultat est appelé le gradient et Il est noté

—_— —
par : gradf ou bien Vf . Par conséquent, le gradient de f est donné, en coordonnées cartésiennes,

par I'expression suivante :

1 =4 of » of - aof
gradf = Vf =£1 +£} +a_];k (1.77)



Si la fonction f est seulement une fonction d'une variable, disons x, alors le gradient se réduira a

un dérivé ordinaire. Autrement dit, si f = f(x) =V (x), alorsdf / dy =0, et df / 0z = 0.

[-4. 5.3 La divergence

Puisque Nabla est un vecteur, il peut étre aussi multiplié par d'autres vecteurs. Et comme
il existe deux types différents de multiplication (produit scalaire et produit vectoriel), alors il
existe deux quantités différentes qui peuvent étre obtenues en fonction du type de

multiplication impliqué. Si le produit est un produit scalaire entre V et un vecteur disons V le

résultat est appelé la divergence de V, et elle est notée par: div V oubien V. V.

La divergence d’un vecteur V (x, y, z) est un scalaire donné par :

o= W Oy OV
divV =2 + 2+ (1.78)

I-4. 5.3 Le rotationnel

Maintenant si le produit entre 'opérateur Nabla et un vecteur V est un produit vectoriel.

Le résultat est un vecteur nommé rotationnel notée par : rof V oubienV x V, le résultat est:

T Tk
rotV = ox 3 32 (1.79)
V, v, V,

Exercice 1.10: Soit la fonction scalaire f(x,y,z) = x3y?z3+3x% et la fonction

vectorielle V(x,y,z) = (B3y)T+ (x*z + 1) T+ (32° + 2) k.

a- Calculer le gradient de la fonction scalaire f(x, y, z),
b- Calculer la divergence de V (x, y, z) et

c- Calculer le rotationnel de V (x, y, z).



Solution :
a- En utilisant I'équation (I.77) on aura:
gradf = (3x2y2z3 + 6x)7 + (2 x3y 23)] + (3 x3y2zD)k
b- Etd’apresl’équation (I.78) on aura:
divV = 3x%y +6z

c- AVlaide deI'équation (I.79) on aura:

N

1 i) _] E 1
L 9 F) 0
rotV = I E EP

*y) (x2z+1) (3z%+2)

el

rotV = —(x)7 + (0)] + (2xz — x3)k

.
Remarque : Si aprés un calcul du rotationnel d’un certain vecteur V'vous auriez un

vecteur nul, dit que V' dérive d’'un potentiel



Chapitre 11

La force électrostatique et le champ
électrostatique



II- LA FORCE ELECTROSTATIQUE ET LE CHAMP ELECTROSTATIQUE

Electrostatique est I'étude des phénoménes et des propriétés des charges électriques

fixes ou lents, c’est-a-dire des charges sans accélération.

[I-1. ELECTRISATION ET LA CHARGE ELECTRIQUE

Afin de comprendre les phénomeénes de I'électrostatique, il est nécessaire d’étre familier

avec certain concept fondamental commengant par la définition de la charge.

[1-1.1Charge électrique

La charge est mesurée en Coulomb (C), est donnée par:

q= tne (IL1)

Avec n représente un nombre entier et e la charge élémentaire avec:



e=1610"19¢C (IL.2)

Le Coulomb est défini comme 1 ampére. Second.

Un atome est constitué des électrons, des protons et des neutrons (Figure I1.1). Le proton
est une charge positive situé dans le nucléon de I'atome alors que I'électron est une charge

négative est qui existe hors du nucléon. Le tableau suivant représente la charge et la masse des

principaux constituants de la matiére.

Atome
Proton Neutron électron
Masse (Kg) 1.6726 10727 1.675107%7 9.1094 10731
Charge (C) 1.6 10719 0 -1.61071°

Figure II.1: exemple d’'un atome représente

les électrons, n et p représentent le proton et

le neutron respectivement.

Dans ce cours on va étudier les propriétés électrostatiques on utilisant des charges

ponctuelles ou bien des distributions continues de charges. Cette derniére est définie par la

densité de charge, qui est égale a:

(1= % Pour une distribution de charge linéique
! o= % distibution surfacique (1L.3)

d o .
l p= ﬁ distribution volumique

Avec 1,0 et p sont des densités de charge: linéique, surfacique et volumique

respectivement. Et dl, dS et dV représentent élément de longueur, de surface et de volume

respectivement.



II-2.2 Conducteurs et isolants

Charges Neutre

Supposons que nous avons deux spheres meétalliques, 1'une e
fortement chargée et 'autre électriquement neutre (Figure IL.2 a). Si on & . - i
place maintenant un objet métallique (par exemple un clou), de sorte qu'il ()

touche les deux sphéres (Figure II.2 b), la sphére précédemment non

A Métal
chargée devient rapidement chargée. Si, au lieu de cela, nous avions relié
P +
les deux spheres par une tige en bois ou une piéce de caoutchouc (Figure + X b
IL.2 ¢), la balle non chargée ne devienne pas chargée. Les matériaux comme (b)
le clou de fer sont des conducteurs d'électricité, alors que le bois et le
caoutchouc sont des non-conducteurs ou des isolateurs. Bois
4
Les métaux sont généralement de bons conducteurs, alors que la
+ . %
plupart des autres matériaux sont isolateurs (bien que méme les isolateurs (€]
C

conduisent 1'électricité trés légerement). Presque tous les matériaux
naturels tombent dans l'une ou l'autre de ces deux catégories
distinctes. Cependant, quelques matériaux (notamment le silicium et
le germanium) tombent dans un intermédiaire catégorie connue sous

le nom de semi-conducteurs.

Figure I.2: (a) Une sphere
métallique chargée et une
sphére métallique neutre. (b)
Les deux spheres reliées par un
conducteur (un clou métallique),
qui conduit une charge d'une
sphére a l'autre. (c) Les deux
sphéres originales relié par un
isolant (bois); presque aucune
charge n'est menée.

Du point de vue atomique, les électrons dans un matériau isolant sont liés tres

étroitement aux noyaux. Dans un bon conducteur de métal, d'autre part, Certains électrons sont

étroitement liés et peuvent se déplacer librement dans le cadre de métal (bien qu'ils ne puissent

pas quitter le métal facilement) et sont souvent appelés des électrons libres ou des électrons de

conduction. Lorsqu'un objet chargé positivement est amené pres ou touche un conducteur, les

électrons libres dans le conducteur sont attirés par cet objet chargé de facon positive et se

déplace rapidement vers lui. Si négativement l'objet chargé est rapproché du conducteur, les




électrons libres dans le conducteur déménagez-vous rapidement. Dans un semi-conducteur, il y

a beaucoup moins de free des électrons, et dans un isolant, presque aucun.

[1-3. 3 Types d’électrisation

Figure I1.3 : L'abbé Nollet présentait, dans les années 1740, des expériences de physique dans les
salons grace a des machines comportant une roue et un globe de verre permettait de générer des
phénomenes électriques spectaculaires.

Il existe 3 types d’électrisation : par frottement, par influence et par contact.

11-3.3.1 Electrisation par frottement

On va étudier ce genre d’électrisation avec deux types de corps : isolant et conducteur.

[solant : Si nous prenions une regle en plastique et frottons la avec un morceau de laine (Figure
I1.4 a), la régle acquiert la propriété d’attirer les corps légers comme les confettis de papier. On

dit que le baton s’est électrisé. (Figure I1.4 b).



(a) 7pa . {hj [C]

(e)

Figure I1.4 : (a)frottement d’'une régle avec la laine (b) la régle attire les confettis,(c) frottement
d’un baton de cuivre avec la laine,(d) il n’ya aucune réaction, (e) tenir le baton du cuivre frotté
avec la laine et (f) il y a I’électrisation.

Conducteur : répétons la méme expérience mais avec un baton de cuivre tenu a la main
au lieu de la résine (Figure I1.4 c). Nous n’observons aucune action sur les confettis de papier
(Figure I1.4 d). Si maintenant nous prenons la précaution de tenir le baton de cuivre avec des

gants (isolant) I'électrisation apparait de nouveau (Figure I1.4 f).

D’une facon générale, tous les corps peuvent s’électriser par frottement, pour certain la
charge crée reste localisée juste sur la surface frottée ( si le corps est isolant comme le verre,
résine ...) et pour autre, la charge électrique se déplace le long du corps frotté( si le corps est un
conducteur comme des métaux, des graphites...). Il a était prouvé expérimentalement qu'’il existe
deux cas d’électrisation correspondant a deux types de charges électriques : des charges positive

et des charges négative



11-3.3.2 Electrisation par contact

Nous suspendons une petite balle de sureau ‘électriquement neutre’ a un fil de soie.
Approchons un baton de verre électrisé par frottement (noté par le corps B) de la balle de
sureau (noté par le corps A) (Figure IL.5 a) jusqu’au contact (Figure IL.5 b) puis ensuite
éloignons un peux le baton (Figure IL.5 c). Approchons maintenant le baton du verre de la balle
(Figure IL.5 d). on remarque que la balle est repoussée par ce méme baton. On dit qu'il y’a une

répulsion entre le corps A et le corps B.

Cette expérience montre que lorsqu’un corps A (corps électriquement neutre) est mis en
contact avec un corps B chargé avec une charge g, cette charge se répartit entre les deux corps A
et B donnant q4 et qg. Et donc les deux corps sont de méme signe, c’est pour cette raison on eu

une répulsion entre A et B.

verre électris

(c) apres contact

(d) Répulsion

Figure IL.5 : Electrisation par contact




11-3.3.3 Electrisation par influence

On refait la méme expérience précédente, mais cette fois il n'ya pas le contacte. Donc
approchons un baton de verre électrisé d'une balle neutre, sans la toucher (Figure I1.6 a). Nous
constatons que la balle est attirée par le baton (Figure II.6 b). La balle a été électrisée par
influence, dans ce cas c’est une influence partielle. Dans le chapitre des conducteurs en équilibre

on va donner plus de détails sur ce genre d’électrisation.

Balle neutre

Verre électrisé

(a)

Figure I1.6 : Electrisation par influence

Remarque: Il a était prouvé expérimentalement qu’il existe deux cas d’électrisation
correspondant a deux types de charges électriques: des charges positive et des charges

négative.

[1-2. LOI DE COULOMB

La loi de coulomb est une loi formulée en 1785 par le francais
Charles Augustin de Coulomb. Coulomb a effectué une série de mesures a
I'aide d’'une balance de torsion (Figure 11.8), dans le but de déterminer la
force interagissant entre les particules chargées électriquement, cette

force est nommée par force électrostatique sinon force coulombienne.

Figure I1.7 : Charles-Augustin
Coulomb (1736-1806)




Si les charges sont en mouvement l'une par rapport a I'autre il y aura une force additive

nommeée la force magnétique.

Contrepoids

7,

TPy

(e}

u
=

fal

Figure I1.8 : Balance a torsion construite par Coulomb pour vérifier sa loi.

2. 2.1 La force électrostatique

1+ ib———qi = 42
le J

r >
(a)

F F
— @f"l_..___.._,-_f?:@;p
- r -

(h)

Figure I1.9 : La représentation de la force électrique entre deux charges
électriques.

La force électrostatique entre les deux charges ponctuelles q; et g, (Figure IL.9 a et
Figure I1.9 b) est directement proportionnel au produit des deux charges et inversement

proportionnel au carré de la distance entre les deux charges ponctuelles.

Mathématiquement exprimée par :



F, =K1y, (1L.4)

T

Avec K et une constante nommée la constante de Coulomb, q; et g, des charges (C) etr

. , R 1
la distance entre les deux charges et c’est en metre. La constante de Coulomb K = e
0

m?2

910°= = 9 10°N =
F Cc

avec g, est connue par permittivité dans le vide et c’est en Farads (F) par

metre (m).

F
g = = 8.85410712—
m

Ho €?
Uoet c représentent constante magnétique et la célérité respectivement. Avec pu, = 4m X

1077 kgmA2s72¢=310%ms1!

Etdonc:

2

m m
~ 9" _ on
K =910 F—910NC2

Le module de la force électrostatique est défini par :

Fp = K12 (IL.5)

Discussion :

Si q; et g, sont de signe contraire (q;q, < 0), F;, est une force d’attraction(Figure 11.10).

Figure I1.10 : La représentation de la force d’attraction entre deux charges




Si q; et q, sont de méme signe (q,q, > 0), F;, estune force de répulsion ((Figure I1.11) :

Figure I1.11 : La représentation de la force de répulsion entre deux charges

[1-2. 2 Comparaison entre la force électrostatique et gravitationnel

Force Coulombienne (électrostatique) Vs Force Newtonienne (gravitationnel)
& r »
mq m 2
ql q.'.’

qi, m;, etr sont les charges électriques, les masses et distance entre les deux charges

respectivement.
o qchZ — oo mim; —
F, =k 2 u E, = G—r2 u (1L.6)
m* 6 =6710 1N
— 9 = 6. -
K=910°N— Kg
K constante de Coulomb G constante gravitationnel

Il sera facile de trouver une relation entre les deux forces.

Exercice II.1: Calculer le rapport entre la force électrostatique et gravitationnel entre un

proton et un électron.

Solution :

D’apres les équations (I1.5) et (IL.6) . On aura:



et

myme
g r2

Le rapport entre la force électrostatique et gravitationnel entre électron et proton est :

F, K e?
2= = 2271038
o G mym,

Exercice I1.2 : Soit deux charges ponctuelles positives séparées par une distance de 10 um .

La force électrostatique entre les deux charges estde 8 1077 N.

- Quelle sera la distance entre ces deux charges si le module de la force est de

Solution :

010>

F=K—

e

r
= —=14.14
r 5 um

e

[1-2. 3 Le principe de superposition des forces

Dans le cas général, on a un systéme de n charges électriques (Figure I1.12). La force
électrostatique dans ce genre du systeme sera la sommation vectorielles des n forces

électrostatiques et c’est ce qu’on le nomme par le principe de superposition.

Le principe de la superposition indique que dans un systéme de charges

41, 92,93, 44 ---- - Qn, 12 force sur q; en raison de g, estla méme que celle donnée par la loi



de Coulomb, c'est-a-dire qu'elle n'est pas affectée par la

présence des autres chargesqs,q4.....q,. La force

totale ﬁl sur la charge q;, due a toutes les autres

charges, est alors donnée par la somme vectorielle des
- = -
forces Fi2, Fi3, .., Fip

ﬁl = ﬁlz + ﬁ13 + -+ ﬁln (II.6)

Figure I1.12 : Principe de
superposition des forces.

La résultante de la force est obtenue comme d'habitude par la loi parallélogramme

d'addition de vecteurs.

Solution :



0.30

ez

Figure I1.13 : Principe de superposition des forces.

On représente la force agissante sur la charge q; (Figure I1.13), qui est la somme

vectorielle des deux forces ﬁl et ﬁz . Nous utilisons la loi de Coulomb pour trouver les

grandeurs F; et F, des forces:

F o= K |q123|
n3
_ (899 x 10°) (2 x 107%)(4 x 10%)
B (0.5)2
= 0.288 N
F, = K qugsl
33
_ (899 x 10°) (2 x 107%)(4 x 10%)
e (0.4)2
= 0.450 N

Nous calculons maintenant les composantes des 17"1 et 17"2 (suivant x et y). D’apres

la FigureIl.13 ona:

sin@ =222 —06etcos® =222=08
0.5 0.5



Et puisque la composante de ﬁzsuivant y est zéro, donc ﬁz =F,1=0.4501.
Fy=F,i+ Fyj
= 0.288 cosf T— 0.288 sinfj
=0.23047— 0.1737
La force ﬁ3est donc égale a:
F; =0.6807— 0.17287

Etle module de ﬁg est donné par:

F; = ’F32x + F32y =070 N
F3yx

_ Fax _ 0173 _ _ 140
tan g = Fyy a0 &t donc ¢ 14

[1-3. LE CHAMP ELECTROSTATIQUE

II- 3. 1 Introduction

Lorsque deux particules chargées électriquement interagissent dans des espaces vides,
comment chacune «sait » que l'autre est la? Que se qui passe-t-il réellement dans l'espace entre
eux pour transmettre l'effet de chacune a I'autre ? Nous pouvons commencer a répondre a ces
questions et, en méme temps, reformuler la loi de Coulomb d'une maniere tres utile, en utilisant
le concept de champ électrique. Pour introduire ce concept, regardons la répulsion mutuelle de

deux objets chargés positivement A et B (Figure I1.14 a). Supposons que B soit une charge



ponctuelle q,, et que F soit la force sur B, comme le montre la figure. Une facon de penser a

cette force est en tant que force d'action
a distance, c'est-a-dire en tant que force
qui agit dans l'espace vide sans avoir
besoin de matiere (p. Ex. Une toupie ou
une corde) pour la transmettre a travers

I'espace intermédiaire.

Maintenant, pensez a l'objet A
comme ayant pour effet de modifier en
quelque sorte les propriétés de l'espace
qui 'entoure. Nous supprimons I'objet B
et étiquetons sa position antérieure en
tant que point P (Figure I1.14 b). Nous
disons que l'objet chargé A produit ou

provoque un champ électrique au point

P (et a tous les autres points du quartier). Puis, lorsque

la charge ponctuelle B est placée au point P et est

A et B exercent des forces électriques ['une sur 'autre.

1!

-+ + +5 ‘E = F;"qo
+ ++ / Charge de test qﬂ
A

Figure I1.14 : Un objet chargé crée un
champ électrique dans l'espace qui
'entoure.

" * 4 4, F

+ e o B

A (a)

+ :
/ + + 1B est enlevé; Le point P marque sa position,
+ + @

/ 3

T " |

A

Une charge e test placée a ® est influencée par une force F en raison du champ
électrigue 7 de la charge A.JF est 1a force par unité de charge exercée sur la charge

(c)

R
actionnée par la force F, nous prenons le point de vue que la force est exercée sur B par le champ

électrique a P. Parce que B serait actionné par une force en tout point du voisinage de A, le

champ électrique existe en tous points dans la région autour de A. (On pourrait aussi dire que la

charge de point B met en place un champ électrique qui, a son tour, exerce une force sur l'objet

A)

Pour découvrir expérimentalement s'il existe un champ électrique a un point particulier,

nous mettons un objet chargé, que nous appelons une charge de test, au point (Figure I1.14 c). Si

nous constatons que la charge de test rencontre une force électrique non nulle, il y a un champ

électrique a ce point.



[1- 3. 2 Le vecteur champ électrique

La force est une quantité de vecteur, donc le

champ électrique est également une quantité de

vecteur. Pour définir le champ électriqueE en tout

point, on place une charge de testgyau point et
mesure la force électriqueﬁ sur elle (Figure 17.15c).
Nous définissons E a ce point pour étre égal a F divisé

par qo- Il est mesuré par le newton / coulomb ou bien

par volt/ métre.

F volt

E=—-/0OED )

F-):quz

++ =1
+ ¥ ‘vtd‘_ﬁ"
+ ++ 4, F
[E]]
+ T H P F
2 + -l—:)—h-
-l_- ++ 4y

(h]
Figure IL.15:La direction de la force
électrique sur les charges de test
positives(a) et négatives (b) par rapport a la
direction du champ électrique.

(11.8)

La charge de test q, peut étre positive ou négative. Si c'est positif, les directions d'E et F sontles

mémes (Figure I1.15 a); Si c'est négatif, ils sont opposés (Figure I1.15 b).

La force agissant sur la charge g, varie de point en point, alors le champ électrique est

R
également différent a différents points. Assurez-vous que vous comprenez que E n'est pas une

seule quantité vectorielle, mais un ensemble infini de quantités vectorielles, associées a chaque

point de l'espace. Nous appelons ¢a un champ vectoriel (une quantité vectorielle associée a

chaque point d'une région de l'espace et, différente a différents points). En général, chaque

composant du champ électriquef dépend de (c'est-a-dire, est une fonction de) toutes les

coordonnées du point.

Si un champ électrique existe dans un conducteur, le champ exerce une force sur chaque

charge dans le conducteur, ce qui entraine le déplacement des charges libres. Par définition, le

concept de l'électrostatique est 1'étude des propriétés électrique dans les charges ne se



déplacent pas. Nous en concluons que dans I'électrostatique, le champ électrique a chaque point
dans le matériau d'un conducteur doit étre nul. (Regardez la section des conducteurs en

équilibre)

En général, la grandeur et la direction d'un champ électrique peuvent varier d'un point a
I'autre. Si, dans une situation particuliere, le module et la direction du champ sont constantes

dans une certaine région, nous disons que le champ électrique est uniforme dans cette région.

[1-3.3 Les lignes de champs

Le concept d'un champ électrique peut sembler assez abstrait ; vous ne pouvez pas voir

ou sentir un (bien que certains animaux puissent). Il est

. . . . . . Le champ E_:P
souvent utile de dessiner un diagramme qui vous aide a au point P

Le champ
oint R
-

visualiser les champs électriques a différents endroits de

Ligne de
champ

/ électrique

Figure I1.16: La direction du

ligne imaginaire tracée dans une région d'espace de sorte que,a | champ électrique a n'importe quel
point est tangente a la ligne de

champ par ce point.

I'espace, ce qui est aussi connu par la notion de lignes de

champs électriques. Une ligne de champ électrique est une

chaque point, elle est tangente a la direction du vecteur de

champ électrique a ce point. L'idée de base est illustrée a la Figure 11.16 .

Les lignes de champs électriques montrent la direction de Ea chaque point, a n'importe
quel point particulier, le champ électrique a une direction unique, donc une seule ligne de champ
peut traverser chaque point du champ. En d'autres termes, les lignes de champs ne se croisent

jamais.
Les lignes de champs électriques ont toujours ces caractéristiques :

e A chaque point de I'espace, le vecteur de champ électriquef est tangent a la ligne de

champ électrique a ce point.



o Leslignes de champ électrostatique vont toujours des charges positives vers les charges.

(Figure 11.17)

/ \ I & 4 )

(b) deux charges égafes de de signe opposé
(a) une seule charge positive

A4 it %N N
(c) deux charges égales et de méme signe

Figure I1.17 : Les lignes de champs électriques pour différentes distributions de charges.

II- 3. 4 Le calcule du champ électrostatique

Dans cette section, nous discuterons de plusieurs situations dans lesquelles un champ

électrique est produit par une charge ponctuelle, un ensemble de charge ou bien des

distributions de charges. Le champ électrique, donc peux étre déterminé avec des calculs assez

simples.

II- 3. 4.1 le champ électrostatique d’une charge ponctuelle

Si la source de distribution électrique est une charge
ponctuelle unique q (Figure 11.18), il est facile de trouver le
champ électrique qu'elle produit. Nous appelons la position
de la charge ponctuelle par un point source M, et nous
appelons le point P ou nous déterminons le champ par le
point de champ. Si on place une petite charge q, au point de

champ P, a une distance r du point source, le module de la

force F est donnée par la loi de Coulomb, I'équation IL.5:

% g

&

q/"'
T u

Figure 11.18: Le champ
électrique produit par une charge
ponctuelle.




Fok lq;io'
On trouve le module du champ électrique E a P:
E=x4 (1L.9)
Le vecteur du champ électrique est donné par:
_E’:qu—zﬁz K7 (11.10)

Sachant que 7 = r U , et 4 représente le vecteur unitaire.

Exercice Il.4: trouver le module du champ électrique a la distance 0.50 m de la charge
q = 3.00uC
Solution :

En utilisant I’équation (I1.9) on aura :

q
E:KT_Z

~ (9 x 1093 x 107°)
B (5 x 10-1)2

E =1.08 x 10°N/C

Exercice II.5: Une charge ponctuelle,q = 5,64 uC, est placée dans un champ électrique de

2,55 X 103N / C. Trouvez le module de la force agissant sur la charge.

Le module de la force agissante sur la charge du point se trouve a partir de 1'équation (11.8) :

F = qF



F = (564 x 107°C) (2,55 x 103N /)

F =144 x 102N

II- 3. 4.2 Le champ électrostatique d’un systéme de n charges (distribution discréte de

Pour ce cas (Figure I1.19), le champ est déterminé par le principe de la superposition,
que nous avons mentionné dans la section 17.4. Le champ
électrique total produit par deux charges ou plus est la somme
vectorielle des champs qui seraient produits a ce moment par les

charges individuelles.

Donc pour trouver le champ causé par plusieurs charges,

Figure I1.19: Les champs
électriques produits par n
charges.

nous imaginons que la source est constituée de nombreuses charges

ponctuelles. Nous appelons la position de 1'un de ces points par un

point source (désigné par M), et le point ou nous voulons trouver le champ s'appelle le point de

champ (désigné par P). Nous calculons les champs 51,52,53,54 ....En au point P causé par les
charges ponctuelles individuelles q4,93,q93,q4 ..---qn (respectivement) situé aux points

My, M,, M3, M, ..... M, (respectivement). Puis prendre leurs sommes vectorielle (en utilisant le

principe de superposition) pour trouver le total du champ E total au point P; C'est-a-dire :
Ep=E +E,++ E, =Y, ,E (IL.11)

Exercice II.6 : Si deux charges positives égales (q; = g, = 2 uC) sont situées comme indiqué, a la
figure ci-dessous, trouvez l'intensité du champ électrique résultant au point A. La distance

= 0819m, r, = 0.574metl = 1.00m.




Le module du champ électrique produite par g, se trouve a partir de I'équation (I1.9) comme

(2
2
n

E1:K

~ (9 x 10%)(2x 107°)
- (0.819)2

E, = 2.68 X 10*N/C

Le module du champ électrique produite par g, :

Ezqu—é
)

~ (9 x 10%)(2x 107°)
- (0.570)2

E, = 5.46 x 10*N/C

La résultante du champ électrique est la sommation entre les deux champs E; et E, :

E = E, +E,
Avec :
E, = cos 0,7+ sin6,]
Et:

E, = —cos 6,7 + sin 0,

De la figure il est facile de calculer les deux angles 6, et 8,, et on a trouvé :

T2
6, = arctan— = 35°
r

92: 900_ 91 = 550



‘,J.l J..i.
E, L
Ez.‘ El E\.
Ep,
e (92 'BEl > b
EQT Ix EI
Et donc
E, =22 x10" T+ 154 x10*
Et:

E, =313 x10* T+ 4.47 x 10* J

Apres des calculs et des simplifications on aura :

E =-093 x10* 1+ 6.01 x10* J
Le module de E est :

E =6.08 x10* N/C

Pour déterminer la direction du vecteur champ électrique, il faut calculer I'angle ¢ :

5 . (Ey) . (6.01 x 10*
= arctan(——) = arctan(—————
E, —-0.93 x 10*
¢ =—81.2°

Puisque E, est négatif, I'angle ¢ se situe dans le deuxiéme quadrant. L'angle que fait le

vecteur E avec I'axe positif x est ¢ +180° =98.8°.



II- 3. 4.3 Le champ électrostatique produit par une distribution continue de charges

Si maintenant, on a un nombre infini de charges (Figure II.20) (une distribution de

charge élémentaire dq) qui peuvent étre réparties uniformément suivant une droite dans le cas

d’'une distribution de charge linéique dg = Adl, sur une
surface pour une distribution de charge surfacique dq =
o ds), ou bien dans un volume si on a une distribution de
charge volumique dgq= pdV ( Chapitre 1 rappel

mathématique). Dans ce cas le principe de superposition est

un objet P'/'

Une c?:r.rrye
élémentaire dgq

toujours valable, il faut juste remplacer le champ électrique

E par un champ élémentaire dE et la somme Y. par

Figure I1.20: Le champ électrique
produit par une distribution continue
charge.

l'intégrale simple], multiple [, ou bien triple [f[ si on a une

longueur, une surface ou bien un volume respectivement.

Chaque élément de charge dq agit comme une charge ponctuelle et produira un champ

électrique élémentaire d'intensité, dE , au point P, donné par:

dE =KX 3

L&

T

(I1.12)

Le champ électrique total d'une répartition continue de charge se calcule comme suit :

(I.13)

Remarque : ile ne faut pas confondre E= 1] dE par E = [ dE, puisqu'il s’agit des vecteurs qui ont

des projections et qu'ils ne sont pas forcément paralléles entre eux.

Dans le systeme des coordonnées cartésiennes, on a :

dE = dE,i + dE,] + dE, k

(I.14)




II- 3. 5 Applications

II- 3. 5. 1 Le champ électrique produit par un fil de longueur infinie portant une charge
_ linéique positive et de densité constante: :

Déterminons le champ électrique produit au point P par I'ensemble de charge que porte

le fil infini (Figure 11.21),

Pe
2 Y
// \
N DA
/ \
// \\
// o AT
/ R \
d r // \\ d
7, N Figure I1.21: Le champ électrique
/ AN / produit par un fil infini
N\
— Yt f FF A FHFFFFF F Fahidh £ — X
foe———— ¢

Solution : Pour calculer le champ électrique au point P, on prend un segment rectiligne de

longueur dx et donc une distributuion de chargedq = Adx et alors on calcule le champ

élémentaire dE avec:

dq Adx
dE=K— =K
r

T2

Sachant que : dE = dE, 7+ dEy,J

D’apres la Figure 11.21 :

Adx
Exzdex:desinezjK ) sinf

Adx
Eyzdeyzzdecosesz 3 cos @



On remarque que ce n'est pas évident de trouver la solution puisque l'intégral contient 3
variable. A fin de trouver la solution on vas minimiser le nombre des variable. D’apres la Figure

I.2Z1ona:
x=Rtan6 = dx = (R/cos?*0)d 6
r = R/cos@

En utilisant ces deux derniéres équations on aura:

/2
A (R/cos?6) A1 /2
X 4me, f (R/cos 8)2 sinf d 6 = 4mey R [=cos 8] 7/, = 0
—1/2
" R/cos?0)
A R/cos* 0 A1 A1
E, = 0do= — [sin 6]™/2 —
Y 4me, y (R/cos 6)2 €08 4mey R [sin 0] 77 2mey R
—1/2

A cause de la symétrie, il était évident qu’on va trouverkE, = 0.

Finalement on obtient :

De la méme fagon on peut calculer le champ électrique d’'un anneau fin.

II- 3. 5. 2 Le champ électrique produit par un anneau portant une charge linéique positive
et de densité constante :

Solution : Pour résoudre ce genre d’exercice, on va suivre le méme résonnement que celui de

I'application précédente. Et on aura :
Adl
Ex = _[KT_Z cosd

Avec dl est la longuer élémentaire d'un anneau, et A c’est la densité de charge linéique (supposée

positive dans cette application).



De la Figure I1.22 on peut voir que :
cosf = x/r= x/(a*+ x?)?et [dl = 2ma
Le champ donc sera:

xdl
E, = K/lj (a? + x2)3/2

X
= K2 a7 x2)3/2fdl

X
=M @t

Par conséquent, le champ électrique au point x en produit par un anneau chargé et de rayon "a

est donné par:

B Ala x R
= l
2mey (a2 + x2)3/2

On peux aussi écrire la champ en fonction de charge, sachant que g = x [ dl = x 2ma et donc :

o xq

-

(az + x2)3/2 L

produit par un anneau chargé.

Figure 1I1.22: Le champ électrique




II- 3. 5. 3 Le champ électrique produit par un disque fin et portant une charge surfacique

positive de densité constante :

Un disque de centre O et de rayon R porte un charge uniforme de densité surfacique
o Soit Ox I'axe perpendiculaire au disque en son centre O(Figure I1.23.) Calculer le champ

électrique en un point P (étudier les trois cas x > 0,x < 0 et x = 0).

Solution :

Etant donné qu'un disque peut étre généré en additionnant de nombreux anneaux de
rayons différents, le champ électrique d'un disque de charge peut étre généré en additionnant
(intégrant) le champ électrique de nombreux anneaux de charge. Ainsi, le champ électrique d'un

disque de charge sera donné par:

Edisque = deanneau

Nous avons trouvé dans I'application précédente que le champ électrique sur I'axe a la distance x

du centre d'un anneau de charge de rayon "a" était donné par:

Eanneau = Km L

Dans l'application actuel, I'anneau sera de rayon y et ajouterons tous les anneaux d'un rayon de

n_n

0 au rayon "a", le rayon du disque. Par conséquent, le champ devient :

- xq R
Eanneau = K DL L

Nous considérons maintenant que la charge de cet anneau est un petit élément dq de la

charge totale qui se trouve sur le disque. Cet élément de charge dq produira alors un champ

électrique élémentaire dE, qui se trouve le long de 1'axe du disque dans la direction 7. C'est,

- x dq R
dEanneau = GIt 22 L



x dq
Egisque = deanneau = fK(rz + x2)3/2

Dans cette application, on a une charge électrique répartie sur une surface d'un disque.
Par conséquent, la charge est la multiplication entre une densité de charge surfacique o et

I’élément de surface dS de I'anneau et elle est donnée par:
dg= odS
Et puisque on a un disque, I'élément de surface (voir chapitre I) est:
dS = 2nrdr
La charge élémentaire est donc:
dq = o 2nrdr

Le champ électrique est alors :

5 _ Kvanrdr — Kxo?2 rdr X0 rdr
disque — (T‘2+ x2)3/2 = Rxozsm f(rz + x2)3/2 - 2¢, f(rz + x2)3/2

Egisone = —— =
disque = ey ) (12 + x2)3/2 7 2¢y (r? + x2)1/2

R R
Xo f rdr X o 1
0( 0

£ X0 [1 1 ]_ o [1 X ]
disque = Deolx  (RZ+ x2)1/2] T 2¢, (R?2 + x2)1/2

Et donc le vecteur champ électrique est :

3 o [x X ]%
. = — —]|1
disque 280 |x| (Rz + x2)1/2

Discussion :

- [ X -
x>0 = Edisque = 2_80[1 - (R? + x2)1/2]l

Dans ce cas le champ est suivant 7



- g X ->
x<0 = Edisque = _2_80[1+ m]l

Dans ce cas le champ est suivant 7 mais dans le sens contraire.

0>E Tz
X =0 = Lgisque = l
2g

Si on remplace le disque par un plan infini portant une charge surfacique positive et une densité

surfacique constante, on trouve un champ électrique égal a :

E 2
= l
plan 2 £

dl = 2mrdr

Figure 1II.23: Le champ électrique
produit par un disque.




Chapitre II1

Le théoreme de gauss et le potentiel électrique



III- LE THEOREME DE GAUSS ET LE POTENTIEL ELECTRIQUE

Pour calculer le champ électrique, On peut juste utiliser les lois citées dans le chapitre II .
Sinon pour certain cas, ce n’est pas vraiment facile de trouver le champ avec ces lois et donc on
n’a besoin de autres lois plus pratiques telles que les lois trouvés en utilisant le théoreme de

Gauss et les lois trouvés par I'utilisation du potentiel électrique.

[1I-1. LE THEOREME DE GAUSS

Le théoréme de Gauss est une formulation alternative des principes de 1'électrostatique.
Mathématiquement, il est équivalent a la loi de Coulomb, mais pour certains problémes, il
constitue une approche alternative utile pour calculer les champs électriques. La loi de Coulomb
nous permet de trouver le champ a un point P causé par une seule charge ponctuelle q . Pour

calculer les champs produits par une distribution continue de charge, nous devons représenter



cette distribution en tant que un assemblage de charges ponctuelles et puis utiliser le principe
de superposition. Le théoreme de Gauss prend une vision plus globale, il est considéré comme
un outil important pour simplifier le calcule du champ électrique en basant sur les symétries
dans le systeme. Entre autres choses, le théoréme de Gauss peut nous aider a comprendre
comment les charges électriques se répartissent sur les corps conducteurs. En Tenant compte de
toute distribution de charges, le théoréme de Gauss consiste a entourer cette charge par une
surface imaginaire (souvent appelée surface de Gauss) qui renferme la charge. Ensuite, nous

regardons le champ électrique a différents points sur cette surface imaginaire.

I1I-1.1 Le flux électrique

Pour formuler le théoréme de Gauss, nous devons avoir une idée sur le concept de flux
électrique (déja cité dans la section I-1.2 équation L.5), également appelé flux du champ
électrique. Dans cette section nous allons définir ce concept d'abord, puis nous allons expliquez

son role sur le théoréme de Gauss.

I11-1.1.1 Définition du flux électrique d’'un champ uniforme

La définition du flux électrique implique une surface S et le champ électrique a des points
différents de la surface. La surface n'a pas besoin d'étre la surface d'un objet réel ; en fait, ce sera
généralement un espace imaginaire dans 1'espace. Considérons d'abord une petite surface plate
S perpendiculaire a un champ électrique uniforme E (Figure II1.1a). On dénote le flux électrique

par @; nous définissons le flux électrique ® dans la surface S par :

®=E.S (1IL.1)
En gros, on peut imaginer @ en fonction du nombre de lignes de champs qui traversent S.
En élargissant la surface le nombre de lignes traversant cette surface augmente, et donc par

conséquence un flux plus élevé.



!

$d =10 o ‘{_,'.f_; = O
3 = —F YA e e -
; - i é L, - LN P 1 4
5
- 5 5 - &
5 - : = N
(a) i ) > () 2

Figure IIL.1: Le flux électrique a travers une surface plane a différentes
orientations par rapport a un champ électrique uniforme.

Discussion :

e Sile champ est paralléle a la surface (Figure Ill.1a) : ® = ES.
e Sile champ forme un angle 6 avec la surface (Figure III.1b) : ® = E S cos 6.

e Sile champ est perpendiculaire a la surface 6 = % (Figurelll.1lc) : ® =0
L’unité du flux est le Weber (Wb)=N m2/C.

e 11I-1.1.2 Définition du flux électrique d'un champ non uniforme ___________

La définition du flux donné précédemment correspond a un champ électrique uniforme.
Qu’est ce qu'il se passe si maintenant nous avons un champ électrique E qui n'est pas uniforme
et qui varie d'un point a l'autre sur la surface? On commence par diviser la surface S en
plusieurs petits éléments dS, chacun ayant un vecteur unitaire n perpendiculaire a celui-ci et
donc le vecteur surface sera donné par dS = dS 7. Puis nous calculons le flux électrique a travers

chaque élément et intégrons les résultats pour obtenir le flux total :

®=[E.dS=[E .dS# (111.2)



Dans ce qui suit, nous verrons la connexion entre le flux électrique total traversant
n'importe quelle surface fermée, quelle que soit sa forme et la quantité de charge incluse dans

cette surface.

I11-1.1.3 Application du Flux électrique

Maintenant nous étudions quelques exemples pour voir la connexion entre le flux
électrique et le champ électrique, quelle que soit la forme de la surface et la quantité de charge

incluse dans cette surface.

111-1.1.3. 1. Le flux électrique a travers un disque :

Un disque de rayon de 0,1 m est orienté par 30° par rapport au

champ électrique uniforme E (le module de E = 2 x r=010m ]\ =
103 N/ )(Figure IL.2). w 2

a) Quel estle flux électrique a travers le disque ? - ",

b) Quel est le flux a travers le disque s'il est tourné de

_ ] = Figure IIL.2 : Le flux électrique d’'un
sorte que n soit perpendiculaire a E? champ électrique uniforme

traversant un disque.

c) Quelestle flux a travers le disque si n est paralléle a E?

Solution

a) lasurface est définie par:S = m (0.1)2 = 0.0314 m? . D’aprés la définition du flux :

® =ES cosf (111.3)

® = (2 x103)(0.0314) cos 30

® =54 Wb

b) le vecteur surface est maintenant perpendiculaire au champ électrique (6 = 90°), le flux
est donc égale a:

®=0Wb



c) le vecteur surface est parallele au champ électrique (8 = 0°), donccos8 = 1et le flux

est donc égale a:
® =63 Wb

Exercice de pratique : Quel est le flux traversant le disque si son axe fait un angle de 45 ° avec le

champ électrique ? Réponse : 44 Wb

111-1.1.3. 2. Le flux électrique a travers un cube :

Une surface cubique imaginaire du coté L, est une région d'un champ électrique
uniforme E. Trouver le flux électrique a travers chaque face du cube et le flux total a travers le
cube lorsque (a) il est orienté de fagon que deux de ses faces sont perpendiculaires a E (Figure

I11.3a) et (b) le cube est tourné d'un angle 6 par rapport a un axe vertical (Figure II1.3b).

{a) (b)
s ns
n M~ 2 E
Figure IIL.3 : le flux électrique d’'un - + = "'__:; + *. gt
champ électrique uniforme el o T ==t
traversant une boite cubique o == ==t = =
_---_'_'_"f:' — — = o0 —
E m * nz B nj + L )
iy iy n

Solution :

Puisque le champ E est uniforme et que chacune des six faces du cube est plate, on peux

facilement calculer le flux ®; en utilisant équation (IIL.2). Le flux total traversant le cube est la

somme des six flux individuels.
CDE = cDSl + CDSZ + CDS'3 + CDs4 + CDSS + CDSG (111.4’)

a) La Figure II1.3a montre les vecteurs unitaires 71; a 7 pour chaque face ; chaque vecteur
= —
unitaire pointe vers I'extérieur de la surface fermée du cube. L'angle entre E et n;est de

180 °, I'angle entre Eet 7, est 0 °, et I'angle entre E et chacun des quatre autres vecteurs



unitaires est de 90 °. Chaque face du cube a une surface S= L2, donc les flux a travers les

faces sont:

®g =E .S#; = EL? cos 180 = —EL?

1

®g =E .S#, =EL?cos0 = EL?

2

@5, =E .Stz = dg, = b5 = b5, =EL*c0s90 =0
Le flux total dans le cube est: ®z = 0.

b) Le champ E est dirigé vers les deux faces 1 et 3, de sorte que les flux qui les traversent
sont négatifs ; Eest dirigé sur les faces 2 et 4, de sorte que les flux qui les traversent sont

positifs. Nous trouvons :
dg, = EL?cos (180 —0) = —EL? cos 6

&g = EL?cos 0

2

dg, = EL*cos (90 +6) = —EL*sin 6
ds, = EL? cos (90 —0) = EL?sin

ds. = dg, = EL*cos (90) =0

5

Le flux total sera donc : @z = 0(le flux traversant le cube est encore zéro).

I11-1.1.3. 3. Le flux électrique a travers une sphere) :

Soit une charge ponctuelle positive d'une grandeur de 3,0 mC, placée au centre d'une

sphére de rayon 0,20 m (Figure II1.4).

Trouvez le flux électrique a travers la sphere en raison de cette charge.



Solution

La surface n'est pas plate et le champ électrique n'est pas
uniforme, alors pour calculer le flux électrique, nous devons utiliser
la définition générale, I'équation (II1.2). Puisque la charge ponctuelle

est au centre de la sphere, le champ sera donc dirigé vers 'extérieur
=1
de la sphére. Et par conséquence, E sera perpendiculaire a la surface

(La direction de E estlaméme que 7). Et le flux sera défini par :

®:fﬁ.d§:fEdS

Figure IIL.4: Le flux
traversant une sphére
de rayonr.

Le module du champ électrique produit par la sphere de rayon r (nommé aussi par un

champ électrique radial) est donné par :

q q
E = _= —
k r?2  dmeyr?

Par conséquent, E peut étre pris en dehors de l'intégrale du flux, ce qui donne :

. q _ q
" Ame,r? f ds = 4rrer? S

Ou S est la surface de la sphére : S = 4mr2. Finalement, le flux total dans la sphére est :

o=—1 am2=2_34105Wp
ATrE T2 £

I1I-1.2 Théoréme de Gauss

Théoréme de Gauss est une alternative a la loi de Coulomb. Bien que
compléetement équivalent a la loi de Coulomb, Théoréme de Gauss offre une

maniére différente d'exprimer la relation entre la charge électrique et le champ

électrique. 1l a été formulé par Carl Friedrich Gauss (1777-1855), I'un des

Figure IIL5 : Carl Friedrich
Gauss (1777-1855)




plus grands mathématiciens de tous les temps (Figure IIL5).

I1I-1.2.1 Charge ponctuelle a l'intérieur d'une surface sphérique

Le théoréme de Gauss stipule que le flux électrique total a travers un une surface fermée
est proportionnel a la charge électrique totale a l'intérieur de la surface. Considérons un charge
ponctuelle q entouré par une surface sphérique de rayon R . La charge q est placée au centre de
la sphere (Figure I11.6), le module du champ électrique (équation I1.9) partout sur la surface de

la sphere est donné par :

L4 (11L.5)

" 4mey R?

Notez que le champ électrique est perpendiculaire a la surface
sphérique en tous points sur la surface. Le flux électrique a travers la

surface S=4mR? est donc défini par :

*;ﬁ‘ 445
1 ¢ /'\
®=ES=——L 47R? —R—p
4mey R? & /’1"" r
q =l
o= (11L.6) -

Ce résultat indique que le flux électrique a travers une sphere

qui entoure une charge q est égal a la charge divisée par la constante | Figure IIL6: Lignes de champ

traversant les deux surfaces dS

g. Nous pouvons également interpréter ce résultat en termes de | (surface d’une sphére de rayon R) et

4dS (une sphere de rayon2R).

lignes de champ en utilisant une technique de projection. Nous
considérons deux sphéres avec rayons R et 2R (Figure 17.33). Par projection, chaque ligne de
champ qui traverse la plus petite sphére traverse également la plus grande sphere, donc le flux

total dans chaque sphere est identique.

I11-1.2.2 La forme générale du théoreme de Gauss

On considére une surface fermée quelconque renfermant plusieurs charges

q1,92,93, - qn (Figure IIL.7) .Le champ électrique total (résultante) Ea n'importe quel point est



la somme vectorielle des champs E des charges \ f /
individuelles. Soit Q;,; la charge totale (la charge
intérieure a la surface): Qinr = q1 + g2+ g3+ ...+ qn.

L’énoncé général du théoréeme de Gauss est:

Ligne de champ

entrant dans La I-:: méme 1%:@;::1’
_£7 3 _ Qint surface champ quittant la
¢ = ﬁE dS == (“1'7) surface

€o

Figure IIL.7 : La charge ponctuelle en
dehors d'une surface fermée (surface
qui ne renferme aucune charge). Si
une ligne de champ électrique de la
charge externe pénétre dans la surface
en un point, elle doit partir a une

Comme un exemple, la Figure III. 8a montre une surface Gauss sphérique de rayon
r autour d'une charge positive + g. Le champ électrique pointe hors de
> 1 ] Ll ol T o {icieisd i o Lives
la surface de Gauss, de sorte que, a chaque point de la surface, le champ [l & s anes i

électrique est dans la méme direction que dS, et le flux sera déterminer

par:

d=¢EdS ==L
€o
|b} La muwriace e Lauer w2 o o une
Si maintenant la surface de Gauss renferme une charge b g AT - T R T

ponctuelle négative comme dans la Figure III. 8b, alors la direction du

champ sera opposée a la direction de la surface, et le flux sera donné

par:
= i
®=¢EdS = =

Dans la section suivant, nous allons examiner plusieurs exemples de Figure I11.8 : La

surface sphérique de
I'utilisation du théoréme de Gauss. Gauss




[1I-1.3 Applications du théoréme de Gauss

Le théoréme de Gauss est valable pour tout type de distribution de charges et pour toute

surface fermée. Le théoréme de Gauss peut étre utilisé de deux fagons. Si nous connaissons la

distribution des charges, et si on a suffisamment de symétrie pour évaluer l'intégrale dans le

théoréme de Gauss, nous pouvons facilement trouver le champ électrique. Ou si nous

connaissons le champ électrique, nous pouvons utiliser le théoréme de Gauss pour trouver la

charge, telles que les charges sur les surfaces conductrices. Dans cette section, nous présentons

des exemples de trois types d'applications. Au fur et a mesure que vous les étudiez, faites

attention au role joué par les propriétés de symétrie de chaque systéme. Nous utiliserons la loi

de Gauss pour calculer les champs électriques causés par plusieurs distributions de charges

simples.

I11-1.3.1 Le champ électrique crée une sphére conductrice

Surface de Gauss

---"\S_ = ST
f _ g 3

O, VA

(a) (b) (c)

Figure II1.9: (a) r=R,
(b)r<Ret(c) r>R

Nous placons une charge positive totale g sur une sphere conductrice solide avec le

rayon (Figure II1. 9 ). Trouvez Ea n'importe quel point a I'intérieur ou a l'extérieur de la sphere.

Représenter le champ en fonction du rayon r.



Solution :

Pour une sphére conductrice toutes les charges doivent étre sur la surface de la sphére.

La charge est libre de déplacer sur le conducteur, et il n'y a pas de position préférée sur la

surface; la charge est donc répartie uniformément sur la surface, et le systeme est

sphériquement symétrique. Pour exploiter cette symétrie, nous prenons comme surface de

Gauss une sphere de rayon r centrée sur le conducteur. Nous pouvons calculer le champ a

l'intérieur ou a l'extérieur du conducteur en prenant r < R ou r > R, respectivement. Dans les

deux cas, le point sur lequel nous voulons calculer E repose sur la surface Gauss.

La symétrie sphérique signifie que la direction du champ électrique doit étre radiale;

c'est parce qu'il n'y a pas de direction

parallele a la surface, donc E ne peut pas avoir une

composante parallele a la surface. Le module du champ électrique sur la surface de la spheére

dépend de la distance r.

Pourr < R :Il n'existe aucune charge a l'intérieur de la sphére et donc le flux est nul et

le champ sera:

Pourr > R: L'ensemble des charges se trouve
sur la surface. La surface de Gauss est 4mr? et le champ
est uniforme sur la surface et perpendiculaire a celle-ci

a chaque point. Le flux est donc égal a :

®=FES=4nr’E==

0

Le champ sera donc:

__1 4
" 4meg 12

q

4mey RZ '

Pourr = R: Le champ estégalea :E =

E(R)/4
E(R)/9

Les surfaces de

+ 7 Ganss( pour r=
o+ fl ZR et r=3R}
+

+

o

Figure II.L10: une
spheére conductrice.




Le champ électrique en fonction du rayon est représenté dans la Figure I11.10.

I11-1.3.2 Le champ électrique crée une sphere pleine chargée uniformément

La charge électrique positive Q est répartie uniformément dans tout le volume d'une
sphere de rayon R. Trouver le du champ électrique a un point P qui se trouve a une distance r du

centre de la sphére. Puis représenter le champ en fonction du rayon r.
Solution :

Comme dans l'exemple précédent (section III-1.3.1), le systeme est sphériquement
symétrique. Pour calculer le champ, nous choisissons comme surface de Gauss une sphére avec
rayon 7, concentrique a la distribution de charge et d’'une surface qui est S = 4mr? . Et puisque
on a une distribution de charge volumique la charge interne est donc Q;,,; = pV (p estla densité

de charge volumique et Vc'est le volume).
On applique le théoréme de Gauss :

14
d=ES= 47rr2E:p—
&o

Et donc le champ est :

__rv
T 4mr?e,

Maintenant, on doit calculer le champ électrique a l'intérieur (r < R) de la sphére

chargée puis a I'extérieur (r > R) et méme sur la surface(r = R) .



Figure IIL.11: une sphere
conductrice.

Pour r < R :lacharge interne est égale a :

4

Qint = P §TET

3

Le champ électrique a I'intérieur de la sphére est donc donné par:

p
E=—
3£0r

Pourr > R la charge interne est égale a:

4 3
Qint = p §7TR

Donc le champ en dehors de la sphére est égal a :

_ PR
B 380 r2
Pour r = R le champ est tout simplement: E = %R.
0

Le champ électrique est représenté dans la Figure I11.11.



La charge électrique est répartie uniformément le long d'un fil mince infiniment long. La
densité de charge linéaire est A (supposé positif). Trouvez le champ électrique en utilisant le

théoréme de Gauss.

Solution :

Pour ce genre d’exercice on suggere que nous utilisons une surface de Gauss cylindrique,
de rayon r et de longueur [, coaxiale avec le fil et avec ses extrémités perpendiculaires au fil

(Figure I11.12).

Figure IIL.12: un fils
chargé uniformément

Le flux qui traverse les extrémités de la surface Gauss est nul puisque le champ
électrique est perpendiculaire a la surface des deux extrémités (le champ électrique est paralléle
a la surface latérale. La surface d’un cylindre est connue par S = 2nrl, et puisque nous avons une

distribution de charge linéique Q;,,; = Al, doncle flux sera:

1 A

2mweEy T

®=ES=2nrlE= Al/eget E=

111-1.3.4 Le champ électrique produit par un plan infini chargée

Utilisez la loi de Gauss pour trouver le champ électrique causé par une feuille mince,

plate et infinie avec une densité de charge de surface positive uniforme o.

Solution :



Figure III.13:un fils .
chargé uniformément E, = ] % ;
| | ‘“\,\52

» Surfoce
e rauss

Dans l'exemple d’'un plan infini (section II- 3. 5. 3), nous avons constaté que le champ
électrique d'un plan infini chargé uniformément est normal au plan, et que son module est
indépendant de la distance entre un point choisi et le plan chargé. Pour profiter de ces
propriétés de symétrie, nous utilisons une surface cylindrique de Gauss qui est perpendiculaire
au plan chargé, la surface des deux extrémités du cylindre estS; etS, (5; =5, = S)et la
surface latérale du cylindre est S; (Figure II1.13 ). Et puisque on a une distribution de charge

surfacique, la charge est Q;,,; = o S avec o estla densité de charge surfacique.

D’apres le théoreme de Gauss on a:

Qint

€o

o = q)51+q)52+ CDSLZZCDSl:

Le flux @g est nul puisque le champ est perpendiculaire a S, et &5, = &5 = E S. Doncle

flux est :

Apreés simplification on aura :

Et c’est le méme résultat trouvé dans la section II- 3. 5. 3.



[1I-1.4 La forme différentielle du théoréme de Gauss

Nous avons vu dans notre analyse du théoreme de Gauss que si une simple symétrie se
présente dans un probleme, le théoréme de Gauss pourrait étre utile pour donner une solution
trés simple a ce qui concerne un probléme difficile. Mais c'est une condition tres restrictive, car
la symétrie ne peut pas exister dans tous types de problemes. C'est-a-dire que nous avons choisi
des surfaces de Gauss telles que le champ électrique E soit perpendiculairement ou paralléle a la
surface, de sorte que 1'élément de flux soit égal a EdS soit égal a zéro. En plus, le module du
champ électrique E été considéré comme une constante et donc:[Eds =E [ ds. Sans ces

symétries, 'intégrale ne peut pas étre évaluée.

Y a-t-il une fagon d'utiliser toujours le théoréme de Gauss mais sans faire appel aux
symétries citées avant? La réponse est oui. Nous pouvons résoudre tout probleme si nous
rétrécirons la surface de Gauss a une région tres petite, une région infinitésimale, que l'intensité
du champ électrique E est presque constante sur cette région infinitésimale. C'est-a-dire, au lieu
d'une forme intégrale du théoréeme de Gauss, nous développerons une forme différentielle de

Gauss.

Pour notre surface de Gauss, nous dessinons une boite infinitésimale de cotés dx, dy et
dz, autour du point P (x, y, z), comme le montre la figure 4.11. Déterminons le flux électrique
total émanant de cette boite. En appliquant le théoréme de Gauss a la boite infinitésimale, on

obtient :

®porar = $F .d§ =L = LoV (11L.8)

€o €o

Avec dV = dydx dzest le volume élémentaire de la boite. le flux Total de la boite est la

somme des trois flux : le flux suivant x, suivant y est suivant z :

dDrorqr = O, + dD,, +dD,



Calculant par exemple le flux suivant y :

®,,= le flux entrant + le flux sortant c'est-a-dire :

¢, = 0, (y) + Py, (y +dy) = [E,(y)dS, cos(180°) + [ E,(y + dy) dS,, cos (0°)

¢, = —ny(y) as, +ny(y+dy) as,

Et puisquedS,, = dx dz, On aura donc:

P, = f[Ey(y + dy) — Ey(y)] dx dz

Puisque la distance dy entre les surfaces est tres petite, nous pouvons écrire :

JE,
Ey(y +dy) - By () = AEy = dEy = Z-tdy

Le flux o, devient donc:

OE OE
—Ydydx dz = =2 dv

@ faEyddd dd
= e = =
Y gy ¥ Y dy

Avec le méme résonnement, et puisque la surface choisie est un cube ‘ les surfaces sont

les mémes dans tous les c6tés), on aura donc :

APy =52 dV + 52 AV + 52 av = (5= + 52 + 52)av = Lav

e . OE
Et donc apres simplification, et pulsque( - +—y + )represente la divergence de

E ,on aura la forme différentielle de Gauss est :
divE = £ (11L.9)

Calculant le potentiel :



v
(E, = — =
Il est connu que : E= —gradV (section suivante) c’est a dire que :J E,= — Z—; etalors:
av
lEz = -3
v v v
0B, | 0By  OE\ _ 6%@_+Waﬁ+6%ﬁ
ox 9y 0z ) dx dy 0z
On arrive finalement a :
v 9*v 9%V _  p __ P
ﬁ + 6_)/2 + 6? = o = AV = o (HI.].O)

Cette relation est connue par I'équation de Poisson, elle permet de calculer le potentiel

électrique.
Fi
F
Z+dz
facey face y+dy
Figure I11.14 : Le flux a travers
d 12 .
E() E (y+dy) un volume élémentaire
’ .
yrdy T
+dx
X

[1I-1.5 La relation entre flux et angle solide

On a déja étudié I'angle solide dans le chapitre I. le flux élémentaire d® traversant une
surface élémentaire dS située a la distance r de la charge électrique q (Figure 1. 8) est donné

par:

ddo =—— Lgs (I1IL11)

AT £ T2

D’apres I'équation (I.33), 'angle solide est définie par:



do =% (111.12)

r2

Remplacant cette équation dans I'équation (II1.10) on aura :

do =21 4da (111.13)
41T =0}
On intégrant le flux, on aura finalement :
_q
o = pr— Q (111.14)

Si la surface utilisé est une sphere ( c’est par exemple on a une surface de Gauss sphérique),

I'angle solide Q) est égale a 47 et le flux est donc :

=29 (I1L.15)

[1I-2. POTENTIEL ELECTRIQUE

Le concept d'énergie potentielle est également d'une grande valeur dans I'étude de
'électricité. Parce que la force électrostatique est conservatrice, les phénomenes
électrostatiques peuvent étre décrits de maniere pratique en termes d'énergie électrique
potentielle. Cette idée nous permet de définir une quantité connue sous le nom de potentiel
électrique. Etant donné que le potentiel électrique & n'importe quel point pour certain champ
électrique est une quantité scalaire, nous pouvons l'utiliser pour décrire les phénomenes
électrostatiques plus simplement que si I'on comptait seulement sur le champ électrique et les

forces électriques (des grandeurs vectorielles).

Lorsqu'une charge q est placée dans un champ électrique E créé par une distribution de
charge, on dit qu’il y a une force électriqueﬁ =q E. Cette force est conservatrice car la force
entre les charges décrites par la loi de Coulomb est conservatrice. Laissez-nous identifier la

charge et le champ en tant que systéme. Si la charge est libre de se déplacer, elle le fera grace a la



force électrique. Par conséquent, le champ électrique applique un travail sur la charge. Ce travail
est interne au systéme. Cette situation est similaire a celle d'un systeme gravitationnel :
lorsqu'un objet est relaché pres de la surface de la Terre, la force gravitationnelle fonctionne sur

l'objet. Ce travail est interne au systéme objet-Terre.

Lors de l'analyse des champs électriques et magnétiques, il est courant d'utiliser la

notation dl pour représenter un vecteur de déplacement élémentaire qui est tangent a un

certain chemin dans l'espace. L'intégrale le long de ce chemin est appelée la circulation d'un
vecteur (chapitre I sectionl. 1.- 1.). Si par exemple on a un vecteur champ électrique E la

circulation de ce vecteur s’écrit comme suit :
Circulationde E = jg E .dl

Pour déterminer le potentiel, il était important d’avoir une idée sur la circulation d'un

vecteur, et plus précisément la circulation du vecteur champ électrique.

111-2.1 Energie potentielle électrique et de travail

On considere une charge q placée dans un champ électrostatique E, et donc elle est

soumise a une force électrostatique ﬁe égale a:
F,=qE
Et le travail effectué (un travail interne) sur la charge par le champ électrique est :
W = f E, .dl
On remplace le force par sa valeur on aura :

W=gq [E.dl (111.16)



Il est aussi connu que le travail interne effectué dans un systéme est égal a la variation

de I'énergie potentielle du systéme mais avec un signe moins, c'est-a-dire que:
W = —-AU (111.17)

Par conséquent, lorsque la charge q est déplacée, I'énergie électrique potentielle du

systeme de champ de charge est donnée par la quantité de :

N

AU= —q [E.dl (111.18)

Pour un certain déplacement de la charge (démarrant d'un point A dans I'espace vers un

autre point B), la variation de 1'énergie potentielle électrique du systéme est :

N

AU= —q [ E.dl (111.19)

L’intégrale ff E. dis’appelle circulation du champ électrique le long de la trajectoire de

A jusqu’a B. Puisque la force électrostatique est conservatrice, cette intégrale de ligne ne dépend

pas du chemin de A a B.

[11-2.2 La déférence du potentiel et le potentiel électrique

En divisant I'énergie potentielle par la charge, on aura une quantité physique appelée le

potentiel électrique (ou tout simplement le potentiel) I/:

y="_
q

(111.20)

Puisque I'énergie potentielle est une quantité scalaire, le potentiel électrique est

également une quantité scalaire.

La différence de potentiel AV entre deux points A et B est définie comme la variation de

I'énergie électrique potentielle du systéme lorsqu'une charge q est déplacée entre les points



AU B, L. W
q A q

L’expression —E. dfreprésente dV,avecV est le potentiel électrique, c’est a dire :
dv = —E .dl (111.21)
On dit que le champ électrique dérive d’un potentiel électrique.

Si maintenant au lieu que nous avons une courbe AB, on a une courbe fermé L (de A vers

A par exemple). La circulation du champ électrique pour ce cas est nulle.

Démonstration :
- - B A -
ngdl=fEdl+fEdl
L A B
$E.dl=,— Vp)+ WV —Vy) = 0 (111.22)
-y
dl
B

Figure III.15: La circulation
du champ suivant une courbe
fermée

I11-2.2.1 Le potentiel électrique produit par une charge ponctuelle

Le champ électrique produit par une charge q est radial et il est donné par :

1 q

E(r) =
) A gy 12 Ur

U, est un vecteur unitaire, le potentiel est donc :



@v=-F.dl = -—— g ar
T T 4meyrr T r
Et puisque d T est paralléle a i,

v=-— 9 rcoso= — — 1

T 4mey r? reost= 41 gy 172

D’our:
— __1 a
V=Jfav=—t+C (111.23)

C est une constante, on suppose que pour r = oo le potentiel V = 0 donc C = 0. Le

potentiel est alors :

yp=—ro74 (111.24)

4T EY T

111-2.2.2 Le potentiel électrique produit par n charge ponctuelle

Dans la section (II- 3. 4.2) on a calculé le champ électrique en utilisant le principe de
superposition, ce principe et valable aussi pour calculer le potentiel électrique. Donc le potentiel

créé par n charges concentrées au point M est donné par :

_ 1 n 4
V_4-11.'£o i1 Ti (I11.25)

Avec r; est la distance entre la charge g; est le point M.




Solution :

Par le principe de superposition, le potentiel au point A est :

V:V1+V2+V3

k k k
_ q1 n qz n qs
L1 g T3

|4

V =5.18 10* volt

I11-2.2.3 Le potentiel électrique produit par une distribution continue de charge

Dans ce cas en remplace la sommation par un intégrale et la charge par une charge élémentaire

et donc le potentiel par dV avec:

— (4 (111.26)

4T £y

[11-2.3 Applications

a. Trouver le potentiel électrique en un point P situé a une distance x sur l'axe central

perpendiculaire d'un anneau chargé uniformément de rayonaet d'une charge

totale Q.

b. Trouver I'expression champ électrique a ce point P.

Solution :

a. De la Figure I11.16, on note qu’il existe une symétrie puisque toutes les charges sur

I'anneau sont a la méme distance du point P. En plus, aucune considération vectorielle n'est



[ 92|

nécessaire ici car le potentiel électrique est un scalaire. Et puisque aussi nous avons une

distribution de charge, le potentiel électrique est calculé par 'équation (II1.26) :

- 1 qu_ 1 f dq
Cdmey ) v Amey ) VaZ + x2

Notant que a etx sont ne varient pas malgré si en change la position de la charge

élémentaire sur l'anneau, donc on peut faire sortir Vva? + x? de l'intégrale et on aura :

1 1 1 0
V= dg =
A £g\a? + x2 f 1= 4 &vVa? + x2

b. Le champ électrique : Par symétrie, on remarque que le long de l'axe y le champ

électrique E ne peut avoir une composante. Par conséquent :

v 1 xQ
¥ dx  4mey (a? + x2)3/2

La seule variable dans les expressions de V et E, est x. Ce n'est pas surprenant parce que
notre calcul est valable uniquement pour les points le long de 1'axe x, ou y et z sont les deux zéro.
Ce résultat pour le champ électrique est conforme a celui obtenu par intégration directe (voir

section II- 3. 5. 2).

i

Figure II1.16: Le potentiel
électrique produit par un
anneau chargé

111-2. 3. 2 Le potentiel électrique produit par un disque chargé



Un disque chargé uniformément a un rayon R et une densité de charge de surface s.

a. Trouver le potentiel électrique a un point P le long de I'axe central perpendiculaire
du disque.
b. Trouvez le composant x du champ électrique a un point P le long de 1'axe central

perpendiculaire du disque.

X Figure IIL17: Le potentiel
électrique produit par un
disque chargé

af = 2mardr

Solution :

Pour résoudre cette exercice, on commence par trouvez la quantité de charge dq située

sur un anneau de rayon r et largeur dr comme indiqué sur la Figure I11.17 :
dq = 0dS =0 2nrdr
Utilisant I'équation (II.26) pour trouver le potentiel dii a I'anneau:

1 o 2mrdr

V=
4m ey ) r2 + x2

Pour obtenir le potentiel total en P, on va intégrer sur les limitesr = 0 ar = R, notant que x est

une constante:

om J‘R 2rdr
0o Vr2+x2

41 &



g
V=E(\/R2+XZ—X)
0

b. Le champ électrique a n'importe quel point axial est :

av o X

E =——= -1
* dx 2¢& (\/R2+x2

I11-2. 3. 3 Le potentiel électrique produit par un disque chargé

Considérons maintenant une sphére conductrice en métal solide de rayon R et d’'une
charge positive totale Q, comme le montre la Figure I11.18 a. Calculer et représenter le potentiel

électrique.

Comme déterminé dans la section I1I-1.3.1 :.

+ +
Pour r <R : Le champ électrique est E =0 le + ~ g
i +
potentiel sera donc: M- |
|
1 |
| .

Vr:—der:c | kA

1( ) 1 f q |

1
Pourr > R:LechampestE = — izet donc:
4T EY T

q 1 q
—dr =
AT gy 12 AT ey T

v =-|

Supposant que pourr = o le potentiel V,() = 0 et donc

C, = 0. Eton aura donc:

Figure II1.18: Le potentiel
électrique produit par un
disque chargé.

1 q_,q
r

V2(r) = A ey 1T
0

Pourr = R: V,(R) = V,(R). En utilisant cette condition il est facile de calcule la constante C; :

1 ¢
Ci = =
! 4w ey R




Et alors le potentiel a I'intérieur de la sphére est :

) = —— T
1 T 4mey R

x|

La représentation potentiel électrique est dans la Figure I11.18b

[11-2.4 Le champ électrique en fonction du potentiel

Soit un vecteur champ électrique E de composantes (Ex, Ey, EZ) dans un repere

cartésien, c'est-a-dire que E s’écrit comme suit :

E= Eji+ E, j+ Ek (111.27)
Le potentiel électrique est défini par:

di = dxi+ dy ]+ dzk (111.28)

dV = —E .d7 = —(Eydx + E, dy + E,dz)

dV = —Eydx — E, dy — E,dz (111.29)
Par définition des dérivés :

av ov ov

dV:&dx-l'Edy-l'EdZ

i
[ ¥ x

oo OV
| oy
lE v

Z7 9z

F= -2y %y _op (111.30)



E = —gradv (111.31)

[11-2.5 Le dipole électrique

Par définition, le dipole électrique est un ensemble de deux charges égales et de signes

opposé (Figure I1.24). Un dipdle est caractérisé par son « moment dipolaire électrique » ou

« moment dipolaire électrique ».

Le moment dipolaire électrique de cette configuration est défini par le vecteur p, dirigé

de +q vers —q le long de la ligne reliant les charges et ayant une grandeur :

=
Il
e}

QU

Figure I11.18 : Le dipodle électrique.

_ 111-2.5.1 Le potentiel électrique créé par un dipédle

Le potentiel électrique en un point M et produit par un dipole électrique (Figure II11.18) est :

Ty, — 7T
ve =k (- )=k
n o n

nr;

Puisque a < 1, on peux faire des approximations c'est-a-dire :
nr, ~rletr,— r; = acosf

Etdonc:

0
= k()
r




I11-2.5.2 Le champ électrique créé par un dipdle

Calculons le champ électrique radial en utilisant I’équation
suivante :

E= —gradV = E i, + Eg g

Par définition, le gradient dans le systeme de coordonnées
polaires est :

v 19V _

gradV = Eur + ;%Ue

On obtient donc les composantes du champ électrique en
coordonnées polaires :

E, = av _ ZK(pcose)

ar r3

£l = 1oV K(psin@)
=~ ro0 r3

!J

']

— =
1

Figure 1II1.19: Le champ
électrique d’un dipole
électrique en coordonnées
polaires.

Exercice IIIL. : Un dipole électrique se compose de deux charges de méme ampleur et d'un signe

opposé séparé par une distance 2a comme le montre la Figure II1.20. Le dip6le est le long de 1'axe

x et est centré a l'origine.

(A) Calculer le potentiel électrique au point P sur l'axe y.

(B) Calculer le potentiel électrique au point R sur l'axe x positif.

(C) Calculer V en un point de I'axe x loin du dipole.

I Figure I11.20 : un dipdle électrique




Solution :

a. Onutilise I'équation:V = }V; =K (ri - ri) pour trouver le potentiel électrique du
1 2

dipole au point P :

i

b. Le potentiel électrique au point R I'axe ox :

V:K(i—i):l(( 7 __a )
(T o} x+a x-—a
2qa
x2 — g2

V=-K

c. Pourle point R loin du dipéle tel que x > a, On néglige a? dans le dénominateur de la

réponse (B) et V s’écrire comme suit:

=

—2qa —2qa
V - 1- ( ) ~
R= AN\ X2

»a\x? — a?



EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Exercice 1:
On considére un repére cartésien R(0,7,J, k) et un point M.

1. En coordonnées polaires (1,60 ), et soit (iU, , Uy ) labase locale liée a M :
a. Exprimer OM dans les bases (7,]) et (@, , i) .

b. Exprimer le vecteur déplacement élémentaire dOM dans les deux bases.
c. En déduire la surface élémentaire dS.
2. En coordonnées cylindriques M( 7,6,z ), soit (U, , Uy, U,) labaselocal liée a M :
a. Exprimer OM dans les deux bases (7,],k ) et (8, , U, Uy) -
b. Exprimer le vecteur déplacement élémentaire dOM dans les deux bases.
c. Endéduire les surfaces élémentaires dS,, dS,, dS,, ainsi que le volume
élémentaire dV

3. Encoordonnées sphérique M( 1,6, ), soit (i, g, 1,) labaselocal liéea M :
a. Exprimer OM dans les deux bases (7,],k ) et (i, , i, i,).

b. Exprimer le vecteur déplacement élémentaire dOM dans les deux bases.
c. Endéduire les surfaces élémentaires dS,, dS,, dS,, ainsi que le volume

élémentaire dV
Exercice 2 :
1. Calculer le gradient des fonctions scalaires suivantes :
floy2) = (y°2%)* + x°

2. Calculer la divergence et le rotationnel des fonctions vectorielles suivantes :



V(x,y,z) = (x2z3)i + (\/x2 + y2)7+ S DY

Exercice 3 :

Soit deux charges négatives et égales situé prés d'une sphére (S) de rayon R et
chargé positivement sur la surface. La charge A est située a une distance de 2R a partie
du bord de la sphére(S). La charge B est située a une distance de 3R a partie du bord de

la sphére

1- C’est quoi le rapport de la force électrostatique exercée ?
2- Calculer le rapport entre la force Fy5 et la force Fgs. Sachant que Fygest la
force électrostatiques crée entre la sphére et la charge A et Fgs entre la

sphere et la charge B.

Exercice4

On place cing charges électriques aux
g,

B
L .

points A, B, C, D, et E. Avec ABDM est un carré de
60

cOté a et AME est un d'un triangle équilatéral de c

q:. g

cOté a (figure ci-contre).

On donne: q, = +q; g2 = +q; q3 = —2q; q4 =

D
1@
+q s = —q M

Déterminer et représenter le champ électrique créé par les cinq charges au point M.

Application numérique:q = 107° Ceta = 5cm, K = 9.10° S.1.
Exercice5

Calculer le champ électrique produit par une tige de longueur infinie uniformément

chargée d’une charge négative.

100



Exercice 6:
Deux particules chargées de méme magnitude sont situées y
le long de I'axe des y a des distances égales voir Figure ci-contre. é
(a) Tracer le graphique du potentiel électrique a des points a

le long de 1'axe des x sur l'intervalle—3a < x < 3a . Vous devez

tracer le potentiel en fonction de k.Q / a. a

(b) Soit la charge de la particule situéeay = —a soit ? Q

négative. Tracer le potentiel le long de 1'axe des y sur l'intervalle —4 a <y < 4a.

Exercise 7 :

Une sphérique conductrice creuse avec un rayon intérieur

aet un rayon externeb, et elle a une charge ponctuelle

positive Q situé au centre. La charge totale de sphere creuse e o "&a
.-";' { LY

-3Q et elle estisolée de son environnement (figure ci-contre). { + ,
L e = I.-'

Trouver les expressions pour la grandeur E du champ
électrique en fonction de la distance r du centre pour les

régionsr<a,a<r<betr<b.
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