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Introduction

Actuellement, les semi-groupes sont omniprésents dans la majorité des
disciplines mathématiques. On trouve plusieurs applications de cette théo-
rie dans domaines classiques comme la théorie des EDP ou la théorie des
processus stochastiques, mais les semi-groupes aujourd'hui deviennent un
outil très puissant dans la résolution des équations intégro-di�érentielles et
des équations di�érentielles fonctionnelles issues de la mécanique quantique
et aussi dans la théorie du contrôle en dimension in�nie. Les méthodes des
semi-groupes sont également appliquées aujourd'hui dans la résolution des
équations concrètes qui se produisent dans la dynamique de la population ou
dans la théorie du transport.
Ce travail contient trois chapitre : Dans le premier chapitre on a les dé�ni-
tions et les propriétés élémentaires de C0-semi-groupes, des exemples, et la
transformée de Laplace d'un C0-semi-groupe.
La deuxième chapitrés concerne le théorème de Hille Yosida et sa preuve
(condition nécessaire et su�sante).
Le troisième chapitre c'est l'application des les C0-semi-groupes, nous étu-
dions trois systèmes.
Le premier c'est le problème de Cauchy homogène :

y′(t) = Ay(t), ∀t ∈ j = [0, a]

y(0) = x
(1)

Le deuxième est le problème de Cauchy non homogène :
y′(t) = Ay(t) + f(t), t ⩾ 0

y(0) = x
(2)

et le troisième est problème semi linéaire :
y′(t) = Ay(t) + f(t, y(t)), t ⩾ 0

y(0) = x
(3)
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Où A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe {T (t)}t⩾0 sur un
espace de Banach E, f est une fonction continue et x la valeur initiale.



Chapitre 1

C0 semi-groupe

Dans ce chapitre on s'intéresse aux dé�nitions et propriétés élémentaires
des C0-semi-groupe et à la transformée de Laplace d'un C0-semi-groupe.
Pour plus des détailes voir [7, 2, 3].

1.1 Dé�nitions et propriétés élémentaires

Dans la suite, nous noterons par E un espace de Banach sur le corps
des nombres complexe C. B(E) l'algèbre de Banach des opérateurs linéaires
bornés dé�nis de E à valeur de E muni de la norme :∥∥f∥∥

B(E)
= sup

{∣∣f(x)∣∣; |x| = 1
}

Dé�nition 1.1.1 Une famille {T (t)}t⩾0 d'opérateurs linéaires bornés sur E
est dite semi-groupe si :

1. T (0) = I

2. T (t+ s) = T (t)T (s) ∀t, s ≥ 0

Dé�nition 1.1.2 1. Le semi groupe {T (t)}t⩾0 est dit uniformément

continu si :

lim
t−→0

∥T (t)− I∥B(E) = 0

2. Le semi groupe {T (t)}t⩾0 est dit fortement continu ou C0 semi-

groupe si :

lim
t−→0

∥T (t)x− x∥ = 0 ∀x ∈ E

Ou bien :
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lim
t−→0

T (t)x = x ∀x ∈ E

i.e

∀x ∈ E, R+ ∋ t 7→ T (t)x ∈ E est continue au point t=0

Remarque.

1. L'application t → T (t) est fortement continue au point t = 0 c'est
pourquoi on l'appelle C0 semi-groupe.

2. Puisque

∥T (t)x− x∥ ⩽ ∥T (t)− I∥B(E)∥x∥
pour tout x ∈ E et pour tout t ⩾ 0,il en résulte que les semi groupes
uniformément continus sont des C0 semi-groupes. Mais il existe des
C0 semi-groupes qui ne sont pas uniformément continus.

3. On dit que{S(t)}t∈R est un C0-groupe si ces propriétés restent valables
pour t et s négatifs.

Dé�nition 1.1.3 L'opérateur linéaire :

A : D(A) ∈ E −→ E

tel que :

D(A) =

{
x ∈ E : lim

t−→0

T (t)x− x

t
existe dans E

}
et

Ax = lim
t−→0

T (t)x− x

t
=

dT (t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

, ∀x ∈ D(A) (1.1)

est appelé le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe {T (t)}t⩾0.

Remarque.
Dans le cas oú D(A) = E et A ∈ B(E), la famille d'opérateurs linéaires
bornés {eAt}t⩾0 est un semi-groupe uniformément continu de générateur in-
�nitésimal A.

Lemme 1.1.1 Soit f : [a, b] → E une fonction continue, alors :

lim
t→0

1

t

∫ a+t

a

f(s)ds = f(a)
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Preuve.
pour tout t ̸= 0 on a :∥∥∥∥1t

∫ a+t

a

f(s) ds− f(a)

wwww =

wwww1

t

∫ a+t

a

(f(s)− f(a))ds

∥∥∥∥
≤ 1

t
sup

s∈[a,a+t]

∥f(s)− f(a)∥
∫ a+t

a

ds

≤ 1

t
.t sup

s∈[a,a+t]

∥f(s)− f(a)∥

= sup
s∈[a,a+t]

∥f(s)− f(a)∥

La continuité de f nous permet de conclure.

Théorème 1.1.1 Un opérateur linéaire A bornée est le générateur in�nité-
simal d'un semi-groupe uniformément continu sur E si seulement si A est
un opérateur linéaire borné sur E.

Preuve.
⇐=) Soit A un opérateur linéaire borné sur E. Posons pour tout t ≥ 0,

T (t) = eAt =
+∞∑
n=0

tnAn

n!

Cette série ,ainsi dé�nie, converge en norme et dé�nie un opérateur linéaire
borné T (t) pour tout t ≥ 0.
Il est claire que T (0) = I, et par un calcul simple, on a pour tout t, s ≥ 0,

T (t+ s) = eA(t+s) = eAteAs = T (t)T (s)

Par ailleurs, pour tout t ≥ 0 on a

wwT (t)− I
ww

B(E)
=

wwww +∞∑
n=0

tnAn

n!
− I

wwww
=

wwww +∞∑
n=1

tnAn

n!

wwww
⩽

+∞∑
n=1

tn
wwAn

ww
n!

⩽ et∥A∥ − 1 −→t→0+ 0

d'où

lim
t→0+

wwT (t)− I
ww = 0
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D'autre part, pour tout t > 0 on a :wwT (t)− I

t
− A

ww =
wweAt − I

t
− A

ww
=

wweAt − I − tA

t

ww
⩽

1

t

wwww +∞∑
n=2

tnAn

n!

wwww
≤ 1

t

+∞∑
n=2

tn
wwAn

ww
n!

⩽
1

t

(
et∥A∥ − 1− t∥A∥

)
−→t→0+ 0

Donc :

lim
t→0+

T (t)− I

t
= A

Ainsi, {T (t)}t⩾0 est un semi-groupe uniformément continu d'opérateurs li-
néaires bornés sur E de générateur in�nitésimal A

⇒ ) Réciproquement, soit {T (t)}t⩾0 un semi-groupe uniformément conti-
nue d'opérateurs linéaires bornés sur E de générateur in�nitésimal A.
L'application :

T (.) : R+ → B(E)

t 7→ T (t)

est continue, donc

∫ t

0

T (s) ds ∈ B(E),∀t ⩾ 0 D'après le lemme (1.1.1 on a :

lim
t→0+

1

t

∫ t

0

T (s) ds = T (0) = I

Il existe alors ρ > 0 tel quewwww1

ρ

∫ ρ

0

T (s) ds− I

wwww < 1

ce qui implique que
1

ρ

∫ ρ

0

T (s) ds est inversible et donc

∫ ρ

0

T (s) ds est de

aussi inversible.
Pour tout h > 0 on a(

T (h)− I

h

)(∫ ρ

0

T (s) ds

)
=

1

h

∫ ρ

0

T (h)T (s) ds− 1

h

∫ ρ

0

T (s) ds

=
1

h

∫ ρ

0

T (s+ h) ds− 1

h

∫ ρ

0

T (s) ds
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On pose u = h+ s alors du = ds. Il s'ensuit que :{
u = h si s = 0
u = h+ ρ si s = ρ

Donc on a :(
T (h)− I

h

)(∫ ρ

0

T (s) ds

)
=

1

h

∫ h+ρ

h

T (s) ds− 1

h

∫ ρ

0

T (s) ds

=
1

h

∫ h+ρ

0

T (s) ds− 1

h

∫ h

0

T (s) ds−
∫ ρ

0

T (s) ds

=

∫ ρ

0

T (s)ds+
1

h

∫ h+ρ

ρ

T (s) ds− 1

h

∫ h

0

T (s) ds

=
1

h

∫ h+ρ

ρ

T (s) ds− 1

h

∫ h

0

T (s) ds

Donc, puisque

∫ ρ

0

T (s) ds est inversible on a :

T (t)− I

h
=

(
1

h

∫ h+ρ

ρ

T (s) ds− 1

h

∫ h

0

T (s) ds

)(∫ ρ

0

T (s) ds

)−1

Compte tenu du lemme (1.1.1), on obtient

lim
t→0+

T (h)− I

h
= (T (ρ)− I)

(∫ ρ

0

T (s) ds

)−1

Ainsi, le générateur in�nitésimal du semi-groupe {T (t)}t⩾0 est l'opérateur
linéaire borné

A = (T (ρ)− I)

(∫ ρ

0

T (s) ds

)−1

Théorème 1.1.2 Soit {T (t)}t⩾0 un C0-semi-groupe sur E, alors il existe
deux constantes ω ≥ 0 et M ≥ 1 tels que :

∥T (t)∥B(E) ≤ Meωt ∀t ≥ 0

On note SG(M,ω) l'ensemble des C0-semi-groupe exponentiellement bornés.

Dé�nition 1.1.4 Soit {T (t)}t⩾0 un C0-semi-groupe sur E.

1. {T (t)}t⩾0 est dit uniformément borné sur E s'il existe M ≥ 1 telle
que : ∥∥T (t)∥∥

B(E)
≤ M ∀t ≥ 0
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2. {T (t)}t⩾0 est dit un C0-semi-groupe de contraction . Si∥∥T (t)∥∥
B(E)

≤ 1 ∀t ≥ 0

Proposition 1.1.1 Soient {T (t)}t⩾0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur in�-
nitésimal. Si x ∈ D(A), alors T (t)x ∈ D(A) et on a l'égalité :

T (t)Ax = AT (t)x, ∀t ⩾ 0.

Preuve.
Soit x ∈ D(A). Alors pour tout t ⩾ 0 on a :

T (t)Ax = T (t) lim
h→0

T (h)x− x

h

= lim
h→0

T (h)T (t)x− T (t)x

h

Donc T (t)x ∈ D(A) et on a T (t)Ax = AT (t)x,∀t ⩾ 0.

Remarque. On voit que :

T (t)D(A) ⊆ D(A), ∀t ⩾ 0.

Théorème 1.1.3 Soit {T (t)}t⩾0 un C0-semi-groupe. Alors pour tout x ∈ E,
l'application [0,+∞[∋ t → T (t)x ∈ E est continue sur [0,+∞[.

Preuve.
Pour montrer que T (.)x est continue sur [0,+∞[, il su�t de montrer que
T (.)x est continue au point t0, ∀t0 ⩾ 0 c-à-d :

lim
t→t0

T (t)x = T (t0)x

En e�et :
Cas 01 : t > t0 :∥∥T (t)x− T (t0)x

∥∥ =
∥∥T (t− t0 + t0)x− T (t0)x

∥∥
=

∥∥T (t− t0)T (t0)x− T (t0)x
∥∥

⩽
∥∥T (t0)∥∥∥∥T (t− t0x)− x

∥∥
⩽ Meωt0

∥∥T (t− t0)x− x
∥∥ −→t↘t+0

0

donc : lim
t→t+0

T (t)x = T (t0)x

Cas 02 : Pour t < t0 on a :∥∥T (t)x− T (t0x
∥∥ =

∥∥T (t)x− T (t0 + t− t)x
∥∥

=
∥∥T (t)x− T (t0 − t)T (t)x

∥∥
=

∥∥T (t)(x− T (t0 − t)x)
∥∥

⩽
∥∥T (t)∥∥∥∥x− T (t0 − t)x

∥∥
⩽ Meωt

∥∥x− T (t0 − t)x
∥∥ −→t↘t−0

0
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donc : lim
t→t−0

T (t)x = T (t0)x

d'où : lim
t→t0

T (t)x = T (t0)x

Proposition 1.1.2 Soient {T (t)}t⩾0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur in�-
nitésimal. Alors l'application :

T (.)x : [0,+∞[−→ E
t 7−→ T (t)x

est dérivable sur [0,+∞[, pour tout x ∈ D(A) et on a :

d

dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x, ∀t ⩾ 0.

Preuve.
Soient x ∈ D(A), t ⩾ 0 et h > 0. Alors :∥∥∥∥T (t+h)x−T (t)x

h
− T (t)Ax

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥T (t)T (h)x−T (t)x
h

− T (t)Ax

∥∥∥∥
⩽

∥∥T (t)∥∥∥∥T (h)x−x
h

− Ax
∥∥

⩽ Meωt
∥∥T (h)x−x

h
− Ax

∥∥
Par conséquent :

lim
h→0

T (t+ h)x− T (t)x

h
= T (t)Ax,

d'où :

d+

dt
T (t)x = T (t)Ax, ∀t ⩾ 0.

Si t− h > 0, alors on a :∥∥∥∥T (t− h)x− T (t)x

−h
− T (t)Ax

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥T (t− h)x− T (t− h+ h)x

−h
− T (t− h+ h)Ax

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥T (t− h)x− T (t− h)T (h)x

−h
− T (t− h)T (h)Ax

∥∥∥∥
⩽

∥∥T (t− h)
∥∥∥∥∥∥x− T (h)x

−h
− T (h)Ax

∥∥∥∥
⩽ Meω(t−h)

∥∥∥∥T (h)x− x

h
− Ax+ Ax− T (h)Ax

∥∥∥∥
⩽ Meω(t−h)

(∥∥∥∥T (h)x− x

h
− Ax

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥Ax− T (h)Ax

∥∥∥∥)
Par suite :
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lim
h→0

T (t− h)x− T (t)x

−h
= T (t)Ax,

i.e :
d

dt
T (t)x = T (t)Ax, ∀t ⩾ 0

Alors l'application considérée dans l'énonce est dérivable sur [0,+∞[, pour
tout x ∈ D(A). De plus, on a l'égalité :

d
dt
T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x, ∀t ⩾ 0,

Remarque.
Si {T (t)}t⩾0 est un C0-semi-groupe di�érentiable de générateur in�niésimal
A, alors pour tout x ∈ X :

1. d
dt
T (t)x = AT (t)x pour t > 0

2. t 7−→ AT (t)x est lipschitzienne pour t >0

Lemme 1.1.2 Soient {T (t)}t⩾0 un C0-semi-groupe sur E. Alors, on a :

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)x ds = T (t)x

quels que soient x ∈ E et t ⩾ 0.

Preuve.
Montrer que

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)x ds = T (t)x

revient à montrer que

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)x ds− T (t)x = 0

En e�et, soient x ∈ E et h > 0,∥∥∥∥1h
∫ t+h

t

T (s)x ds− T (t)x

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥1h
∫ t+h

t

T (s)x− T (t)x ds

∥∥∥∥
⩽

1

h

∫ t+h

t

∥∥T (s)x− T (t)x
∥∥ ds

⩽
1

h
sup

s∈[t,t+h]

∥∥T (s)x− T (t)x
∥∥(∫ t+h

t

ds

)
⩽

1

h
.h sup

s∈[t,t+h]

∥∥T (s)x− T (t)x
∥∥

⩽ sup
s∈[t,t+h]

∥∥T (s)x− T (t)x
∥∥→h↘0 0
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Par la continuité de l'application [0,+∞[∋ t 7→ T (t)x ∈ E. On a alors :

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)x ds = T (t)x

Théorème 1.1.4 Soient {T (t)}t⩾0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur in�ni-
tésimal. Alors :

1. Pour tout t ⩾ 0 et tout x ∈ E,
∫ t

0
T (s)x ds ∈ D(A) et :

A

∫ t

0

T (s)x ds = T (t)x− x (1.2)

2. x ∈ D(A) et Ax = y si et seulement si

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)y ds, ∀t ⩾ 0 (1.3)

3. Pour tout x ∈ D(A) :

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

T (τ)Ax dτ =

∫ t

s

AT (τ)x dτ (1.4)

Preuve.

1. Soient x ∈ E et h > 0. Alors :(
T (h)− I

h

)∫ t

0

T (s)x ds =
1

h

∫ t

0

T (h)T (s)x ds− 1

h

∫ t

0

T (s)x ds

=
1

h

∫ t

0

T (h+ s)x ds− 1

h

∫ t

0

T (s)x ds

On pose u = h+ s alors du = ds. Il s'ensuit que :{
u = h si s = 0
u = h+ t si s = t

Donc on a :(
T (h)− I

h

)∫ t

0

T (s)x ds =
1

h

(∫ t+h

h

T (u)x du−
∫ t

0

T (u)x du

)
=

1

h

(∫ t+h

0

T (u)x du−
∫ h

0

T (u)x du−
∫ t

0

T (u)x du

)

=
1

h

(∫ t+h

t

T (u)x du−
∫ h

0

T (u)x du

)
Par passage a la limite quand h → 0 et d'après le lemme (1.1.2) , on
obtient :
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A

∫ t

0

T (s)x ds = T (t)x− x, ∀t ⩾ 0 et

∫ t

0

T (s)x ds ∈ D(A)

2. =⇒) si x ∈ D(A) et Ax = y, alors on a :

d
ds
T (s)x = T (s)Ax = T (s)y, ∀s ∈ [0, t], t ⩾ 0

Par intégration sur [0,t] :∫ t

0

T (s)y ds =

∫ t

0

d

ds
T (s)x ds

= [T (s)x]t0
= T (t)x− T (0)x
= T (t)x− x

⇐= ) Soient x, y ∈ E tel que :

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)y ds, ∀t ⩾ 0.

Alors pour t > 0, on a :

T (t)x− x

t
=

1

t

∫ t

0

T (s)y ds, ∀t ⩾ 0.

d'où

lim
t→0

T (t)x− x

t
= lim

t→0

1

t

∫ t

0

T (s)y ds, ∀t ⩾ 0.

et d'après le lemme (1.1.2) on a :

Ax = T (0)y = y, ∀t ⩾ 0.

Finalement on voit que x ∈ D(A) et Ax = y.

3. Soit x ∈ D(A) ∫ t

s

T (u)Ax du =

∫ t

s

AT (u)x du

=

∫ t

s

d

du
T (u)x du

= T (t)x− T (s)x

Théorème 1.1.5 Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur in�ni-
tésimal. Alors :

1. D(A) = E

2. A est un opérateur fermé.
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Preuve.

1. Soient x ∈ E et tn > 0, n ∈ N, tel que lim
n−→∞

tn = 0 alors pour :

xn =
1

tn

∫ tn

0

T (s)x ds ∈ D(A), ∀n ∈ N

on a :

lim
n−→∞

xn = lim
n−→∞

1

tn

∫ tn

0

T (s)x ds

= T (0)x
= x

Par conséquent : D(A) = E.

2. Soit (xn)n∈N ⊂ D(A) tel que lim
n−→∞

xn = x et lim
n→∞

Axn = y. Alors

Par (1.4) de Théoréme ( 1.1.4) on a :

T (t)xn − T (s)xn =

∫ t

s

T (τ)Axn dτ, ∀n ∈ N, ∀t, s ≥ 0.

Pour s = 0 on a :

T (t)xn − T (0)xn = T (t)xn − xn =

∫ t

0

T (τ)Axn dτ, ∀n ∈ N,.

d'où

lim
n→∞

T (t)xn − xn = lim
n→∞

∫ t

0

T (τ)Axn dτ, ∀n ∈ N,.

et :

T (t)x− x =

∫ t

0

T (τ)y dτ .

car :∥∥∥∥∫ t

0

T (τ)Axn dτ −
∫ t

0

T (τ)Ay dτ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ t

0

T (τ)(Axn − y) dτ

∥∥∥∥
≤

∫ t

0

∥∥T (τ)∥∥∥∥Axn − y
∥∥ dτ

≤ M

∫ t

0

eωτ
∥∥Axn − y

∥∥ dτ

≤ M

[
eωτ

ω

]t
0

∥∥Axn − y
∥∥

≤ M

(
eωt − 1

ω

)∥∥Axn − y
∥∥ −→n→∞ 0

Pour t > 0 on a :
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T (t)x− x

t
=

1

t

∫ t

0

T (τ)y dτ

Finalement, on voit que :

lim
t→0

T (t)x− x

t
= lim

t→0

1

t

∫ t

0

T (τ)y dτ ⇒ Ax = T (0)y = y

d'où x ∈ D(A) et Ax = y, par suite il résulte que A est un opérateur
fermé

On a vu dans la dé�nition précédente (1.1) qu'un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0

admet un unique générateur in�nitésimal. Ce C0-semi-groupe est-il unique
pour le générateur in�nitésimal A ?

La réponse a�rmative est donnée par le théorème suivante :

Théorème 1.1.6 ( Unicité de l'engendrement) Soient deux C0-semi-groupe
{T (t)}t≥0 et {S(t)}t≥0 ayant pour générateur in�nitésimal le même opérateur
A. Alors

T (t) = S(t), t ≥ 0

Preuve.
Soient t > 0 et x ∈ D(A). On dé�nit l'application :

[0, t] ∋ s 7→ U(s) = T (t− s)S(s)x ∈ D(A)

D'après la proposition (1.1.2) U est dérivable . Alors :

d

ds
U(s)x = − d

ds
T (t− s)S(s) + T (t− s)

d

ds
S(s)x

= −AT (t− s)S(s)x+ T (t− s)AS(s)x
= −T (t− s)AS(s)x+ T (t− s)AS(s)x
= 0

quel que soit x ∈ D(A). Par intégration sur [0, t] on a :∫ t

0

d

ds
U(s)x ds = 0 ⇒ U(s)x− U(0)x = 0

⇒ U(t)x = U(0)x, ∀x ∈ D(A)

d'où :

U(0)x = T (t)x = U(t)x = S(t)x

Alors :

T (t)x = S(t)x, ∀x ∈ D(A) et t ≥ 0.

puisque D(A) = E, on obtient que :

T (t)x = S(t)x, ∀x ∈ E et t ≥ 0.



1.2 Exemples 19

1.2 Exemples

Exemple 1.2.1 :
Soit

C = {f : [0,+∞[−→ R | f est uniformement continue et bornée}

Avec la norme :

∥f∥c = sup
α∈[0,+∞[

|f(α)|.

L'espace C est un espace de Banach.
Dé�nissons :

(T (t)f) (α) = f(t+ α) , ∀t ⩾ 0 α ∈ [0,+∞[

Évidemment T (t) est un opérateur linéaire, et en plus on a :
Soit f ∈ C ∥∥T (t)f∥∥

c
= sup

α∈[0 ∞[

∣∣T (t)f(α)∣∣
= sup

α∈[0 ∞[

∣∣f(t+ α)
∣∣

on pose α + t = β si α = 0 alors β = t et si α = ∞ alors β = ∞∥∥T (t)f∥∥
c

= sup
β∈[t ∞[

∣∣f(β)∣∣
≤ sup

β∈[0 ∞[

∣∣f(β)∣∣
≤

∥∥f∥∥
c

donc
∥∥T (t)f∥∥

c
≤
∥∥f∥∥

c

d'où
∥∥T (t)∥∥

c
≤ 1

Alors {T (t)}t⩾0 est linéaire bornée
� De même T : R+ −→ B(C)est un C0-semi-groupe .

i) T (0)f = f(0 + α) = f(α) donc T (0) = I

ii) Pour s, t ≥ 0 :

(T (t+ s)f)(α) = f(t+ s+ α)
= T (t)f(s+ α)
= T (t)T (s)f(α)

Donc :
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T (t+ s)f = T (t)T (s)f ∀ f ∈ C

iii)
lim
t→0

∥∥T (t)f − f
∥∥
c

= lim
t→0

sup
α∈[0 ∞[

∣∣f(α + t)− f(α)
∣∣

= 0

Par conséquent {T (t)}t≥0 est un C0-semi-groupe

Déterminer le générateur in�nitésimal A de {T (t)}t⩾0.

Soit A : D(A) ⊂ C −→ C le générateur in�nitésimal de C0-semi-groupe

i) Si f ∈ D(A) , ∀α ∈ [0 ∞[ alors :

lim
t→0

T (t)f(α)− f(α)

t
= lim

t→0

f(t+ α)− f(α)

t
= f ′(α)
= Af(α)

Par conséquent :

D(A) ⊂ {f ∈ C/f ′ ∈ C}

ii) Si f ∈ C et f ′ ∈ C alors :∥∥∥∥T (t)f − f

t
− f ′

∥∥∥∥
C

= sup
α∈[0 ∞[

∣∣∣∣T (t)f(α)− f(α)

t
− f ′(α)

∣∣∣∣
= sup

α∈[0 ∞[

∣∣∣∣f(t+ α)− f(α)

t
− f ′(α)

∣∣∣∣
= sup

α∈[0 ∞[

∣∣∣∣1t [f(τ)]t+α
α − 1

t
[f ′(α)τ ]

t+α
α

∣∣∣∣
= sup

α∈[0 ∞[

∣∣∣∣1t
∫ t+α

α

(f ′(τ)− f ′(α)) dτ

∣∣∣∣
Par le lemme (1.1.1) on a :

lim
t→0

sup
α∈[0 ∞[

∣∣∣∣1t
∫ t+α

α

(f ′(τ)− f ′(α)) dτ

∣∣∣∣ = 0

Donc :

D(A) = {f ∈ C/f ′ ∈ C}

Et :
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Af = f ′

Exemple 1.2.2 Soient p ∈ [1,∞) et

lp =

{
(xn)n∈N∗

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

∣∣xn

∣∣p < ∞

}

Avec la norme ∥∥(xn)n∈N∗

∥∥
p
=

(
∞∑
n=1

∣∣xn

∣∣ 1p)p

Considérons une suite des nombres réel positifs (an)n∈N∗ et dé�nissons une
famille {T (t)}t⩾0 d'opérateurs linéaires sur l'espace lp par :

T (t)(xn)n∈N∗ =
(
e−antxn

)
n∈N∗ t ⩾ 0

est un C0-semi-groupe d'opérateur linéaire bornés sur lp et son générateur
in�nitésimal A est dé�ni sur

D(A) = {(xn)n∈N∗ ∈ lp/(anxn)n∈N∗ ∈ lp}

par
A(xn)n∈N∗ = (−anxn)n∈N∗

Exemple 1.2.3 Soit ε l'espace des fonctions continues ϕ : [0, 1] → R avec
la norme de la convergence uniforme, alors la famille {T (t)}t⩾0 dé�nie par :

(T (t)ϕ)(x) = ϕ(xe−t); t ⩾ 0, ϕ ∈ ε, x ∈ [0, 1]

est un C0-semi-groupe sur ε et son générateur in�nitésimal A est dé�ni sur :

D(A) = {ϕ ∈ C([0, 1],R) : ϕ′() exist et il est continu pour x ∈ [0, 1]}

= C1([0, 1],R)

Par Aϕ = ϕ

1.3 Transformée de Laplace d'un C0-semi-groupe

Dans la suite pour ω ⩾ 0 on désigne par : Λω = {λ ∈ C /Reλ > ω}.

Soit λ ∈ Λω et {T (t)}t⩾0 ∈ SG(M,ω). Nous avons :
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∥∥T (t)∥∥ ⩽ Meωt, ∀t ⩾ 0

et on voit que :∥∥e−λtT (t)x
∥∥ ⩽ e−Reλt

∥∥T (t)∥∥∥∥x∥∥ ⩽ Me−(Reλ−ω)t
∥∥x∥∥, ∀x ∈ E.

Dé�nissons l'application :

R(λ) : E −→ E,

Par :

R(λ)x =

∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt.

Il est claire que R(λ) est un opérateur linéaire. De plus, on a :∥∥R(λ)x
∥∥ ⩽

∫ ∞

0

∥∥e−λtT (t)x
∥∥ dt ⩽

M

Reλ− ω

∥∥x∥∥, ∀x ∈ E

d'où il résulte que R(λ) est un opérateur linéaire borné.

Dé�nition 1.3.1 L'application :

R(., A) : ρ(A) −→ B(E)
λ −→ R(λ,A) = (λI − A)−1

S'appelle la résolvante de A

Dé�nition 1.3.2 Soit l'application :

Rλ : Λω −→ B(E)

λ −→ Rλ =

∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt

qui véri�e la propriété Rλ − Rµ = (λ − µ)Rλ.Rµ ∀λ, µ ∈ Λω s'appelle une
pseudo-résolvante.

Dé�nition 1.3.3 L'opérateur :

R : Λω −→ B(E)

λ −→ R(λ) =

∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt

S'appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T (t)}t⩾0 ∈ SG(M,ω).
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Théorème 1.3.1 Soit T : [0,∞[−→ B(E) une application fortement conti-
nue pour la-quelle il existe M ⩾ 0 et ω ∈ R :

∥∥T (t)∥∥ ⩽ Meωt,∀t ⩾ 0

Alors l'application :

R : Λ −→ B(E)

λ −→ R(λ) =

∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt

est une pseudo-résolvante si et seulement si on a :

T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t, s ⩾ 0.
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Preuve.
Soit λ, µ ∈ Λω tel que λ ̸= µ. Alors on a :

R(λ)−R(µ)

µ− λ
=

1

µ− λ
R(λ)− 1

µ− λ
R(µ)

=

∫ ∞

0

e−(µ−λ)τR(λ) dτ −
∫ ∞

0

e−(µ−λ)τR(µ) dτ

=

∫ ∞

0

e−(µ−λ)τ

∫ ∞

0

e−λrT (r) drdτ −
∫ ∞

0

e−(µ−λ)τ

∫ ∞

0

e−µrT (r) drdτ

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(µ−λ)τe−λrT (r) drdτ −
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(µ−λ)τe−µrT (r) drdτ

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(µ−λ)τe−λrT (r) drdτ −
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(µ−λ)(τ+r)e−λrT (r) drdτ

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(µ−λ)τe−λrT (r) drdτ −
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(µ−λ)(τ+r) dτ e−λrT (r) dr

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(µ−λ)τe−λrT (r) drdτ −
∫ ∞

0

∫ ∞

τ

e−(µ−λ)v dv e−λrT (r) dr

=

∫ ∞

0

(∫ r

0

e−(µ−λ)s ds+

∫ ∞

r

e−(µ−λ)τ dr −
∫ ∞

r

e−(µ−λ)v dv

)
e−λrT (r) dr

=

∫ ∞

0

∫ τ

0

e−(µ−λ)s ds e−λrT (r) dr

=

∫ ∞

0

∫ τ

0

e−(µ−λ)se−λrT (r) dsdr

=

∫ ∞

0

∫ ∞

s

e−(µ−λ)se−λrT (r) drds

=

∫ ∞

0

e−(µ−λ)s

∫ ∞

s

e−λrT (r) drds

=

∫ ∞

0

e−µs

∫ ∞

s

e−λ(r−s)T (r) drds

=

∫ ∞

0

e−µs

∫ ∞

s

e−λtT (t+ s) dtds

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−λte−µsT (t+ s) dtds

D'autre part, il est claire que :

R(λ)R(µ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−λte−µsT (t)T (s) dtds

et par conséquent :

R(λ)−R(µ)

µ− λ
−R(λ)R(µ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−λte−µt[T (t+ s)− T (t)T (s)]dtds

D'où on déduit facilement les a�rmations de l'énoncé.
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Théorème 1.3.2 Soient A : D(A) ⊂ E −→ E un opérateur linéaire fermé
densement dé�nit et {T (t)}t⩾0 ⊂ B(E) une famille d'opérateurs fortement
continus pour laquelle il existe M ⩾ 0 et ω ∈ R tel que :∥∥T (t)∥∥ ⩽ Meωt , ∀t ⩾ 0

Les a�rmations suivantes sont équivalentes :

1. {T (t)}t⩾0 est un C0-semi-groupe exponentiellement borné ayant pour
générateur in�nitésimal l'opérateur A.

2. Λω ⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈ Λω et tout x ∈ E on a :

R(λ)x = R(λ,A)x.

Preuve
1) =⇒ 2) pour tout λ ∈ Λω, et tout x ∈ X nous avons :

T (h)R(λ)x−R(λ)x

h
=

1

h

(∫ ∞

0

e−λtT (h)T (t)x dt−
∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt

)
=

1

h

(∫ ∞

0

e−λtT (h+ t)x dt−
∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt

)
=

1

h

∫ ∞

0

e−λtT (h+ t)x dt− 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt

On pose s = h+ t alors ds = dt. Il s'ensuit que :{
s = h si t = 0
s = ∞ si t = ∞

donc :

T (h)R(λ)x−R(λ)x

h
=

1

h

∫ ∞

h

e−λ(s−h)T (s)x ds− 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt

=
eλh

h

∫ ∞

h

e−λsT (s)x ds− 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt

=
eλh

h

(∫ ∞

0

e−λsT (s)xds−
∫ h

0

e−λsT (s)xds

)
− 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt

=
eλh − 1

h

∫ ∞

0

e−λtT (t)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtT (t)xdt

Par passage a la limite, on obtient :

lim
h→0+

T (h)R(λ)x−R(λ)x

h
= λR(λ)x− x

Il résulte que R(λ)x ∈ D(A) et :
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AR(λ)x = λR(λ)x− x ∀x ∈ E

c'est à dire :
(λI − A)R(λ)x = x, ∀x ∈ E. (1.5)

D'autre part, si x ∈ D(A). Alors on obtient :

R(λ)Ax =

∫ ∞

0

e−λtT (t)Ax dt

=

∫ ∞

0

e−λt d

dt
T (t)x dt

=
[
e−λtT (t)x

]∞
0
+ λ

∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt

= x+ λR(λ)x

d'où :

R(λ)(λI − A)x = x, ∀x ∈ D(A)

Puisque D(A) = E :

R(λ)(λI − A)x = x, ∀x ∈ E

Finalement, on voit que λ ∈ ρ(A) et R(λ)x = R(λ,A)x, ∀x ∈ E

ii) ⇒ i) Soit λ ∈ Λω et R(λ,A)x = R(λ)x. Compte tenu du théorème
(1.3.1) il en résulte :

T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t, s ⩾ 0

De plus, si T (0)x = 0, alors T (t)T (0)x = T (t)0 = 0, pour tout t > 0. Par
conséquent R(λ)x = 0, d'où il résulte x = 0 et par suite, T (0) = I. il en
découle {T (t)}t⩾0. Alors , en appliquant la première partie de la preuve, on
a :

R(λ,B) = R(λ) = R(λ,A)

d'où il s'ensuit que B = A

Théorème 1.3.3 Soit {T (t)}t⩾0 un C0-semi-groupe sur E de générateur in-
�nitésimal A, et soient ω ⩾ 0 et M ⩾ 1 tel que

∥∥T (t)∥∥ ⩽ Meωt, ∀t ⩾ 0. Si
λ ∈ Λω alors :

1. L'application :

Rλ : E −→ E

x −→ Rλx =

∫ ∞

0

e−λsT (s)x ds
.

dé�nit un opérateur linéaire borné sur E et on a :
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∥∥Rλ

∥∥
B(E)

⩽
M

Reλ− ω

2. λ ∈ ρ(A) et R(λ,A)x = Rλx, ∀x ∈ E

Preuve

1. Soit λ ∈ Λω, il est clair que Rλ est un opérateur linéaire .
De plus, pour tout s ⩾ 0 et tout x ∈ E, on a :∥∥e−λsT (s)x

∥∥ ⩽ e−Reλs
∥∥T (s)∥∥∥∥x∥∥

⩽ e−ReλsMeωs
∥∥x∥∥

⩽ Me−(Reλ−ω)s
∥∥x∥∥

Ce qui entraine alors que :∥∥Rλx
∥∥ ⩽

∫ ∞

0

∥∥e−λsT (s)x
∥∥ ds

⩽ M
∥∥x∥∥∫ ∞

0

e−(Reλ−ω)s ds

⩽
M

Reλ− ω

∥∥x∥∥
Il s'ensuit alors que Rλ est un opérateur linéaire borné sur E et que :∥∥Rλ

∥∥
B(E)

⩽
M

Reλ− ω

Lemme 1.3.1 Soit {T (t)}t⩾0 un C0-semi-groupe sur E de généra-
teur in�nitésimal A et soit V un opérateur linéaire borné sur E, i.e,
V ∈ B(E), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) T (t)V = V T (t), ∀t ⩾ 0

(b) V D(A) ⊆ D(A) et AV x = V Ax, ∀x ∈ D(A)

Preuve.
1) =⇒ 2) Soit V ∈ B(E) tel que T (t)V = V T (t), ∀t ⩾ 0.
Soit x ∈ D(A), alors on a :

lim
t→0+

T (t)V x− V x

t
= lim

t→0+

V T (t)x− V x

t

= lim
t→0+

V

(
T (t)x− x

t

)
= V Ax.

Donc V x ∈ D(A) et AV x = V Ax
2) =⇒ 1) Soit V ∈ B(E) tel que V D(A) ⊆ D(A) et AV x = V Ax,
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∀x ∈ D(A)
Pour tout t ⩾ 0 et x ∈ D(A) dé�nissons la fonction s ∋ [0, t] 7−→
W (s) = T (t− s)V T (s)x ∈ D(A).
Alors :

dW (s)

ds
= − d

ds
T (t− s)V T (s)x+ T (t− s)

d

ds
V T (s)x

= −AT (t− s)V T (s)x+ T (t− s)V AT (s)x
= −T (t− s)V AT (s)x+ T (t− s)V AT (s)x
= 0

Par intégration sur [0, t] on a :

∫ t

0

d

ds
W (s)xds = 0 =⇒ W (t)x−W (0)x = 0

=⇒ W (t)x = W (0)x. ∀x ∈ D(A)

Comme :

W (0)x = T (t)V x = W (t)x = V T (t)x

On a :

T (t)V x = V T (t)x, ∀t ⩾ 0, ∀x ∈ D(A).

Comme D(A) = E et T (t)V = V T (t) sont continus alors :

T (t)V = V T (t), ∀t ⩾ 0,

Corollaire 1.3.1 Soit {T (t)}t⩾0 un C0-semi-groupe sur E de généra-
teur in�nitésimal A, et soient ω ⩾ 0 et M ⩾ 1 tel que

∥∥T (t)∥∥ ⩽ Meωt,
∀t ⩾ 0. Alors pour tout λ ∈ Λω et pour tout x ∈ D(A) on a :

AR(λ,A)x = R(λ,A)Ax.

Preuve On a d'une part :

R(λ,A) = Rλ ∈ B(E) (1.6)
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D'autre part :

T (t)Rλ = T (t)

∫ +∞

0

e−λsT (s) ds

=

∫ +∞

0

e−λsT (t)T (s) ds

=

∫ +∞

0

e−λsT (t+ s) ds

=

∫ +∞

0

e−λsT (s+ t) ds

=

∫ +∞

0

e−λsT (s)T (t) ds

=

∫ +∞

0

e−λsT (s) dsT (t)

= RλT (t)

Donc :
T (t)Rλ = RλT (t) (1.7)

D'après (1.6) et (1.7), en appliquant le lemme 1.3.1 le corollaire est
prouvé



Chapitre 2

Approximation de Hille Yosida

Dans ce chapitre, nous présentons l'un des résultats les plus impor-
tants concernant les C0-semi-groupes. Il s'agit du théorème de Hille-
Yosida qui permet de caractériser les opérateurs qui sont générateurs
de C0-semi-groupe.
On citera à titre d'exemple le travail de lemle [7].

Théorème 2.0.1 (Banach Steinhaus) Soit E un espace de Banach,
et F un espace vectoriel normé. Soit B ⊂ L(E,F ).

∀x ∈ E sup
T∈B

∥∥Tx∥∥ < ∞

Alors :

sup
T∈B

∥∥T∥∥
2.1 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 2.1.1 ( Hille-Yosida) . Un opérateur linéaire (non borné)
A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe de contraction
{T (t)}t⩾0 ∈ SG(1, 0) sur E si et seulement si :

(a) D(A) = E et A un opérateur fermé

(b) ]0,+∞[⊂ ρ(A) et pour tout λ > 0 on a
∥∥R(λ,A)

∥∥
B(E)

⩽
1

λ
.

2.1.1 Preuve du théorème (Condition nécessaire)

(a) Si A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe et d'après
le Théorème (1.1.5) A est fermé et D(A) = E.
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(b) D'après le Théorème (1.3.3) pour ω = 0,M = 1 et Reλ = λ
(carλ > 0), on a : ∥∥R(λ,A)

∥∥
B(E)

⩽
1

λ
.

Pour prouver que les conditions (1) − (2) du Théorème de Hille-
Yosida sont su�santes pour que A soit un générateur in�nitésimal
d'un C0-semi-groupe, nous aurons besoins de certains lemmes sui-
vants :

Lemme 2.1.1 Soit A satisfait les conditions (1) − (2) du Théorème
(2.1.1) et R(λ,A) = (λI − A)−1 alors :

lim
λ→+∞

λR(λ,A)x = x, ∀x ∈ E

Preuve.
Soit x ∈ D(A) alors pour tout λ > 0 :

R(λ,A)(λI − A)x = x =⇒ λR(λ,A)x−R(λ,A)Ax = x
=⇒ λR(λ,A)x− x = R(λ,A)Ax

Puis : ∥∥λR(λ,A)x− x
∥∥ =

∥∥λR(λ,A)Ax
∥∥

⩽
∥∥R(λ,A)

∥∥
B(E)

∥∥Ax∥∥
⩽

1

λ

∥∥Ax∥∥ −→λ→+∞ 0

Puisque D(A) = E, alors λR(λ,A)x −→ x quand λ −→ ∞, pour
chaque x ∈ E. On dé�nit maintenant, pour λ > 0, l'approximation de
Yosida de A par :

Aλ = λAR(λ,A) = λ2R(λ,A)− λI (2.1)

En e�et :

Aλ = λAR(λ,A)
= λR(λ,A)A d′aprs le corollaire 1.3.1
= λ(λR(λ,A)− I)
= λ2R(λ,A)− λI

Lemme 2.1.2 Soit A satisfaisant aux conditions (1) − (2) du Théo-
rème (2.1.1) , si Aλ est l'approximation de Yosida de A alors :

lim
λ→+∞

Aλx = Ax, ∀x ∈ D(A),
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Preuve
Soit x ∈ D(A) Puisque la résolvante et l'opérateur A commutent
d'après le corollaire 1.3.1 on a :

lim
λ+∞

Aλx = lim
λ+∞

λAR(λ,A)x

= lim
λ+∞

λR(λ,A)Ax

= Ax

Lemme 2.1.3 Soit A satisfaisant aux conditions (1) − (2) de Théo-
rème 2.1.1, si Aλ est l'approximation de Yosida de A, alors Aλ géné-
rateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe de contraction etAλ. De plus
, pour chaque x ∈ E , λ, µ > 0 on a :∥∥etAλx− etAµx

∥∥ ⩽ t
∥∥Aλx− Aµx

∥∥, ∀t ≥ 0.

Preuve.
D'après l'équation ( 2.1) , il est claire que Aλ est un opérateur borné,
il est donc le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe etAλ d'opé-
rateur linéaire borné avec

∥∥etAλ
∥∥
B(E)

⩽ 1, ∀t ⩾ 0.

En e�et :

1. � ∀x, y ∈ E :

Aλ(αx+ βy) = λAR(λ,A)(αx+ βy)
= λR(λ,A)A(αx+ βy)
= αλR(λ,A)Ax+ βλR(λ,A)Ay
= αAλx+ βAλy

Donc Aλ est un opérateur linéaire. � ∀x ∈ E :∥∥Aλx
∥∥ =

∥∥λAR(λ,A)x
∥∥

=
∥∥λR(λ,A)Ax

∥∥
⩽ λ

∥∥R(λ,A)
∥∥
B(E)

∥∥Ax∥∥
⩽

∥∥Ax∥∥
⩽

∥∥A∥∥.∥∥x∥∥ ⩽ C
∥∥x∥∥

Donc Aλ est un opérateur borné.
� Puisque on a : ∥∥etAλ

∥∥ =
∥∥eλ2R(λ,A)t−λIt

∥∥
=

∥∥eλ2R(λ,A)te−λIt
∥∥

⩽
∥∥eλ2R(λ,A)t

∥∥∥∥e−λIt
∥∥

⩽ e−λteλ
2t∥R(λ,A)∥

⩽ e−λteλ
2t. 1

λ

⩽ e−λteλt

⩽ 1.
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Et donc etAλ est un C0-semi-groupe de contraction .

2. Par le théorème des accroissements �nis, on a :

etAλx− etAµx =

∫ 1

0

d

ds

[
etsAλet(1−s)Aµ

]
x ds

D'autre part :

d

ds

[
etsAλet(1−s)Aµ

]
= tAλe

tsAλet(1−s)Aµ − tAµe
t(1−s)AµetsAλ

= t(Aλ − Aµ)e
tsAλet(1−s)Aµ

Il s'ensuit que :∥∥etAλx− etAµ
∥∥ ⩽

∫ 1

0

∥∥t(Aλx− Aµx)e
tsAλet(1−s)Aµ

∥∥ds
⩽ t

∥∥Aλx− Aµx
∥∥∫ 1

0

∥∥etsAλ
∥∥∥∥et(1−s)Aµ

∥∥ds
⩽ t

∥∥Aλx− Aµx
∥∥∫ 1

0

ds

⩽ t
∥∥Aλx− Aµx

∥∥
2.1.2 Preuve du théorème(Condition su�sante)

Soit x ∈ D(A) et pour tout λ, µ > 0, on a :∥∥etAλx− etAµx
∥∥ ≤ t

∥∥Aλx− Ax
∥∥+ t

∥∥Ax− Aµx
∥∥ −→λ,µ→+∞ 0 (2.2)

On a�rme que pour tout x ∈ E, on a :

lim
λ→+∞

etAλx = T (t)x, ∀t ⩾ 0 (2.3)

En e�et :
D'après (2.2) et Lemme (2.1.2), on obtient que (etAλx)λ>0 est une suite
de Cauchy pour tout x ∈ D(A). C'est à dire ∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que∥∥etAλx− etAµx

∥∥ ≤ ε
3

λ, µ > δ, et x ∈ D(A).

Comme on a D(A) = E, on peut alors écrire :

∀x ∈ E,∀ε > 0,∃xn ∈ D(A) tel que
∥∥xn − x

∥∥ ≤ ε

3
.

On a :∥∥etAλx− etAµx
∥∥ =

∥∥etAλx− etAλxn + etAλxn − etAµxn + etAµxn − etAµx
∥∥

≤
∥∥etAλx− etAλxn

∥∥+ ∥∥etAλxn − etAµxn

∥∥+ ∥∥etAµxn − etAµx
∥∥

≤
∥∥etAλ

∥∥∥∥xn − x
∥∥+ ∥∥etAλxn − etAµxn

∥∥+ ∥∥etAµ
∥∥∥∥xn − x

∥∥
≤ 2

∥∥xn − x
∥∥+ ∥∥etAλxn − etAµxn

∥∥ −→λ,µ→n→∞∞ 0
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C'est à dire, soit x ∈ E :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀λ, µ > δ, tel que
∥∥etAλx− etAµx

∥∥ ≤ ε.

Alors, (etAλx)λ>0 est une suite de Cauchy dans E qui est complet.
Donc, il existe un opérateur noté T (t)x, tel que :

lim
λ→+∞

etAλx = T (t)x.

Alors par le Théorème de Banach-Steinhaus et
∥∥etAλ

∥∥ ≤ 1, on a
{T (t)}t≥0 ∈ B(E)
En e�et, on a pour toutx ∈ E :∥∥T (t)x∥∥− ∥∥etAλx

∥∥ ≤
∥∥etAλx− T (t)x

∥∥ −→λ→+∞ 0

Donc : ∥∥T (t)x∥∥ ⩽
∥∥etAλx

∥∥
d'où :

sup
t⩾0

∥∥T (t)x∥∥ ≤
∥∥etAλx

∥∥
E

≤ ≤ sup
t⩾0

∥∥etAλx
∥∥
E

=
∥∥etAλx

∥∥
B(E)

≤ 1 < +∞

Donc d'après le Théorème de Banach-Steinhaus {T (t)}t⩾0 est borné
Maintenant, on va véri�er que limite T (t) est un C0-semi-groupe de
contraction.

(a) T (0)x = lim
λ→+∞

e0x = x =⇒ T (0) = I

(b) T (s+ t)x = lim
λ→+∞

e(t+s)Aλx = lim
λ→+∞

etAλesAλx = T (t)T (s)x.

(c) t −→ T (t)x est continu pour tout t ⩾ 0, car il représente une limite
pour des fonctions continues t 7−→ etAλx.

(d) On a T (t)x = lim
λ→+∞

etAλx, ∀t ⩾ 0 et x ∈ E, d'où :

∥∥T (t)x∥∥ =
∥∥ lim

λ→+∞
etAλx

∥∥
⩽ lim

λ→+∞

∥∥etAλx
∥∥

⩽ lim
λ→+∞

∥∥etAλ
∥∥∥x∥

⩽ ∥x∥

Donc :
∥∥T (t)∥∥

B(E)
⩽ 1
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Ainsi, T (t) est un C0-semi-groupe de contraction dans E .

Maintenant, on veut montrer que A est un générateur in�nitésimal
de T (t) .
Soit x ∈ D(A), puis d'après (1.2) et (1.3) du Théorème 1.1.4 on a :

T (t)x− x = lim
λ→+∞

(etAλx− x)

= lim
λ→+∞

∫ t

0

esAλAλx ds

Alors :

T (t)x− x =

∫ t

0

T (s)Ax ds (2.4)

Donc il faut montrer que lim
λ→+∞

∫ t

0

esAλAλx ds =

∫ t

0

T (s)Ax ds

∥∥∥∥∫ t

0

esAλAλx ds−
∫ t

0

T (s)Ax ds

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ t

0

esAλAλx− esAλAx ds

+

∫ t

0

esAλAx− T (s)Ax ds

∥∥∥∥
⩽

∫ t

0

∥∥esAλAλx− esAλAx
∥∥ ds

+

∫ t

0

∥∥esAλAλx− T (s)Ax
∥∥ ds

⩽
∫ t

0

∥∥esAλ
∥∥∥∥Aλx− Ax

∥∥ ds

+

∫ t

0

∥∥Ax∥∥∥∥esAλ − T (s)
∥∥ ds

⩽

(∫ t

0

ds

)
(∥∥Aλx− Ax

∥∥+ ∥∥Ax∥∥ sup
s∈[0,t]

∥∥esAλx− T (s)x
∥∥)

D'où :∥∥∥∥∫ t

0

esAλAλx ds−
∫ t

0

T (s)Ax ds

∥∥∥∥ ⩽ t

(∥∥Aλx− Ax
∥∥+ ∥∥Ax∥∥ sup

s∈[0,t]

∥∥esAλx− T (s)x
∥∥)→ 0

si λ tend vers ∞
-Maintenant, soit B le générateur in�nitésimal de {T (t)}t⩾0 et soit
x ∈ D(A) , on a�rme que : A = B.
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En e�et ,
� x ∈ D(A), divisons (2.4) par t > 0 et par passage à la limite on voit
que :

Bx = lim
t→0

T (t)x− x

t
= lim

t→0

1

t

∫ t

0

T (s)Ax ds = Ax

Donc x ∈ D(B) et par conséquent D(A) ⊂ D(B) et B|D(A) = A
� Si x ∈ D(B) et λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B). On a donc : (λI − A) est bijective
c-à-d : ∃!x′ ∈ D(A) tel que (λI − A)x′ = (λI −B)x
Puisque : B|D(A) = A il vient que

(λI −B)x′ = (λI −B)x =⇒ x′ = x

Donc x ∈ D(A) et par conséquent D(B) ⊂ D(A)
Finalement on voit que D(A) = D(B) et A = B

Nous avons montré donc que A est le générateur in�nitésimal du C0-
semi-groupe {T (t)}t⩾0 et d'après le Théorème de l'unicité de l'engen-
drement il résulte que A est unique

Théorème 2.1.2 Soient {T (t)}t⩾0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur
in�nitésimal. Pour tout λ ∈ Λω, on a :∥∥R(λ,A)n

∥∥
B(E)

⩽
M

(Reλ− ω)n
, ∀n ∈ N∗

Preuve.
Soit {T (t)}t⩾0 ∈ SG(M,ω). Alors :∥∥T (t)∥∥

B(E)
⩽ Meωt, ∀t ⩾ 0

Compte tenu du Théorème 1.3.1, si λ ∈ Λω, on a λ ∈ ρ(A), et :

R(λ,A) = Rλx =

∫ ∞

0

e−λtT (t)x dt, ∀x ∈ E

De plus : ∥∥R(λ,A)
∥∥
B(E)

⩽
M

Reλ− ω

Il est claire que :

d

dλ
R(λ,A)x = −

∫ ∞

0

te−λtT (t)x dt

et par récurrence on peut montrer que :

dn

dλn
R(λ,A) = (−1)n

∫ ∞

0

tne−λtT (t)x dt.
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d'autre part, on a :

dn

dλn
R(λ,A) = (−1)nn!R(λ,A)n+1, ∀n ∈ N∗ etλ ∈ ρ(A)

Par suite, on a :

(−1)nn!R(λ,A)n+1x = (−1)n
∫ ∞

0

tne−λtT (t)x dt, ∀x ∈ E, ∀n ∈ N∗

D'où, il résulte que :

R(λ,A)nx =
1

(n− 1)!

∫ ∞

0

tn−1e−λtT (t)x dt, ∀x ∈ E, ∀n ∈ N∗

De plus :∥∥R(λ,A)nx
∥∥ ⩽

1

(n− 1)!

∫ ∞

0

∥∥tn−1e−λtT (t)x
∥∥ dt

⩽
M

(n− 1)!

∫ ∞

0

tn−1e−(Reλ−ω)t∥x∥ dt

⩽
M

(n− 2)!(Reλ− ω

∫ ∞

0

tn−2e−(Reλ−ω)t∥x∥ dt

⩽
M

0!(Reλ− ω)n−1

∫ ∞

0

e−(Reλ−ω)t∥x∥ dt

⩽
M

(Reλ− ω)n−1

1

(Reλ− ω)
∥x∥

Par conséquent :∥∥R(λ,A)n
∥∥ ⩽

M

(Reλ− ω)n
, ∀n ∈ N∗



Chapitre 3

Application sur

C0-semi-groupe

Dans ce chapitre nous considérons trois problèmes d'équations di�é-
rentielle ( problème de Cauchy homogène et non homogène et équation
di�érentielle semi linéaire ), nous nous intéresserons à l'existence et
l'unicité de la solution utilisant la théorie de C0-semi-groupes.
pour voir plus des détailles voir [1, 4, 6]

3.1 Problème de Cauchy

3.1.1 Problème de Cauchy homogène

On s'intéresse dans un premier temps à l'étude du problème de Cauchy
homogène de la forme :

y′(t) = Ay(t), ∀t ∈ J = [0, a]

y(0) = x
(3.1)

où t est la variable de temps, y est une fonction à valeur dans l'espace
de Banach E, avec A : D(A) ⊂ E → E est un opérateur linéaire.

Dé�nition 3.1.1 (Solution classique) (a) On appelle solution clas-
sique la fonction y(t) : R+ → E telle que y est continue pour tout
t ≥ 0 continûement di�érentielle et y(t) ∈ D(A) pour t > 0 et
(3.1) est satisfait.

(b) Notez que quand y(t) ∈ D(A) pour t > 0 et y est continue à t = 0
donc (3.1) ne peut pas avoir une solution pour x /∈ D(A)
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Dé�nition 3.1.2 (Solution intégrale) Une fonction continue x :

R+ → E est dite solution intégrale de (3.1) si
∫ t

0

x(s) ds ∈ D(A)

pour tout t ⩾ 0 et

y(t) = x+ A

∫ t

0

y(s) ds pour toutt ⩾ 0

Dé�nition 3.1.3 (Solution mild) On dit que x : R+ → E est une
solution mild du problème (3.1) de valeur initial x si y est continue
et : ∫ t

0

y(s) ds ∈ D(A) et y(t) = x+ A

∫ t

0

y(s) ds

Théorème 3.1.1 Soit {T (t)}t⩾0 un C0-semi-groupe dans E de géné-
rateur in�nitésimal A. Alors pour chaque x ∈ D(A). Le problème 3.1
admet une solution unique y dé�nie par :

y(t) = T (t)x, ∀t ⩾ 0. ⩾

Preuve.

L'existence de la solution découle de la proposition (1.1.2).
Pour prouver l'unicité, on considère une autre solution v. Fixons t > 0
et posons :

z(s) = T (t− s)v(s), s ∈ [0, t].

D'après la proposition 1.1.2 on a :

d

ds
z(s) = −AT (t− s)v(s) + T (t− s)v′(s)

= T (t− s)Av(s)− AT (t− s)v(s)
= AT (t− s)v(s)− AT (t− s)v(s)
= 0

Aussi la fonction z est constante, et par intégration sur [0, t] on a∫ t

0

d

ds
z(s) = 0

z(t)− z(0) = 0
T (0)v(t)− T (t)v(0) = 0
v(t) = T (t)x ∀t ⩾ 0
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3.1.2 Problème de Cauchy linéaire Non homogène


y′(t) = Ay(t) + f(t), t ∈ J = [0, a]

y(0) = x
(3.2)

Où f : R+ −→ E est continue. Nous supposerons dans cette section
que A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe {T (t)}t⩾0

de sort que l'équation homogène correspondant, i.e avec f ≡ 0 a une
solution unique pour chaque valeur initiale x ∈ D(A).

Dé�nition 3.1.4 Une fonction y : [0, a[−→ E est une solution clas-
sique de (3.2) sur [0, a[ si et seulement si :
(a) y est continue dans [0, a[ ;

(b) y est continument di�érentiable sur [0, a[ ;

(c) y(t) ∈ D(A), pour t ⩾ 0 et (3.2) est satisfait sur [0, a[ ;

Dé�nition 3.1.5 Une fonction y : J → E est dite solution absolu-
ment continue où solution forte du problème (3.2), si y est absolument
continue sur J , y′ ∈ L1(J,E), y(t) ∈ D(A) pp tout t ∈]0, a] et elle
satisfait y′(t) = Ay(t) + f(t) pp tout t ∈]0, a] et y(0) = x.

Remarque
Toute solution classique est une solution forte (l'inverse n'est pas tou-
jours vrais).

Théorème 3.1.2 (Principe de Duhamel) Toute solution forte du
problème (3.2) est donnée par la formule :

y(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds (3.3)

en particulier toute solution classique est donnée par la formule (3.3).
La formule (3.3) est dite formule de variation des constantes.

Preuve.
Si y est une solution forte de (3.2), t ∈ [0, a], on dé�ni g : [0, t] → E
par :

g(s) = T (t− s)y(s), s ∈ [0, t]

alors g est p.p di�érentiable sur [0, t] et sa dérivée appartient à L1([0, t], E)
et

g′(s) = −AT (t− s)y(s) + T (t− s)y′(s)

= −AT (t− s)y(s) + T (t− s)Ay(s) + T (t− s)f(s)

= T (t− s)f(s). pptout s ∈ [0, t]
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or f ∈ L1([0, a], E) donc l'application s 7→ T (t− s)f(s) est intégrable
sur [0, t].
En intégrant sur [0, t] on obtient :∫ t

0

g′(s) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)

[T (t− s)y(s)]t0 =

∫ t

0

T (t− s)f(s)

T (0)y(t)− T (t)y(0) =

∫ t

0

T (t− s)f(s)

y(t)− T (t)x =

∫ t

0

T (t− s)f(s)

y(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s)

Corollaire 3.1.1 Si f ∈ L1([0; a];E) alors pour chaque y ∈ E le
problème de valeur initial (3.2), admet au plus une solution. Et Cette
solution est donnée par 3.3

Remarque
Pour chaque f ∈ L1([0; a];E) le coté droit de (3.3) est une fonction
continue sur [0; a]. Il est naturel de considérer comme une solution
généralisée de (3.2), même si elle n'est pas di�érentiable et ne satisfait
pas à l'équation strict dans le sens de la dé�nition (3.1.4)

Dé�nition 3.1.6 Soit A le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-
groupe {T (t)}t⩾0, soit x ∈ E et f ∈ L1([0, a];E), la fonction y ∈
C([0, a];E) donne par :

y(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s) ds 0 ⩽ t ⩽ a

Est la solution mild du problème (3.2) sur [0; a]

Remarque

(a) La dé�nition de la solution mild du problème de valeur initiale
concide quand f ≡ 0 à la dé�nition de T (t)x comme la solution
mild de l'équation homogène correspondant.

(b) Il est claire que pas tout solution mild de (3.2) est une solution
classique, même dans le cas f ≡ 0

(c) Pour f ∈ L1([0; a];E), le problème 3.2 admet par la dé�nition
(3.1.6) une solution mild unique.
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(d) Nous commençons par montrer que la continuité de f en générale
n'est pas su�sante pour assurer l'existence d'une solution de pro-
blème (3.2)

Exemple. Soit A le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe
{T (t)}t⩾0, soit x ∈ E tel que T (t)x /∈ D(A) pour tout t ⩾ 0. Soit
f(s) = T (s)x alors f(s) est continue pour s ⩾ 0.
Considérons le problème de valeur initiale

y′(t) = Ay(t) + T (t)x

y(0) = 0
(3.4)

Le problème (3.4) n'est pas de solution , même si y(0) = 0 ∈ D(A).
En e�et la solution mild du problème (3.4) est

y(t) =

∫ t

0

T (t− s)T (s)x ds = tT (t)x

Mais tT (t)x n'est pas di�érentiable pour t > 0 donc ne peut pas être
une solution du problème (3.4)

Théorème 3.1.3 Soit A le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-
groupe {T (t)}t⩾0, soit f ∈ L1([0, a];E) continue sur [0, a] et soit

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s) ds, 0 ⩽ t ⩽ a (3.5)

Le problème (3.2) admet une solution y sur [0, a] pour tout x ∈ D(A),
si l'une des condition suivantes est satisfait

(a) v(t) est continûment di�érentiable sur ]0, a[

(b) v(t) ∈ D(A) pour 0 < t < a et Av(t) est continue sur ]0, a[
Alors :
• ∀x ∈ D(A), le problème (3.2) admet une unique solution forte.
Et
• S'il existe x ∈ D(A) tel que le problème (3.2) admet une solution
forte alors v satisfait i) et ii).

Preuve
Si le problème (3.2) admet une solution y pour certain x ∈ D(A),
alors cette solution donne par (3.3), par conséquent :

v(t) = y(t)− T (t)x
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est di�érentiable pour t > 0,( di�érence de deux fonction di�éren-
tiable) et :

v′(t) = y′(t)− T (t)Ax

est continue sur ]0, a[
Donc (1) est véri�ée de plus si x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) pour t ⩾ 0
alors :

v(t) = y(t)− T (t)x pourt > 0

Et
Av(t) = Ay(t) + AT (t)x = y′(t)− f(t)− T (t)Ax

est continue sur ]0, a[ donc (2) est véri�ée
D'autre part, pour h > 0 on a :

T (h)− I

h
v(t) =

v(t+ h)− v(t)

h
=

1

h

∫ t+h

t

T (t+ h− s)f(s) ds (3.6)

De la continuité de f , il est claire que le second terme de la côté droite
de (3.6) admet la limite f(t) quand h → 0
Si v(t) est continûment di�érentiable sur ]0, a[, il résulte de (3.6) que
v(t) ∈ D(A) pour 0 < t < a et Av(t) = v′(t)− f(t).
Puisque v(0) = 0, il en résulte que x(t) = T (t)y+v(t) est une solution
du problème (3.2), pour x ∈ D(A).
Si v(t) ∈ D(A), il résulte de (3.6) que v(t) est dérivable en t et la
dérivée droite D+v(t) de v(t) véri�e

D+v(t) = Av(t) + f(t)

Puisque D+v(t) est continue, v(t) est continûment di�érentiable et
v′(t) = Av(t) + f(t). Et puisque v(0) ≡ 0, y(t) = T (t)x + v(t) est la
solution de problème (3.2) pour x ∈ D(A).

• Les deux corollaires suivants sont des conséquences du théorème
précédent

Corollaire 3.1.2 Si A : D(A) → E est le générateur in�nitésimal
d'un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0 et f est de classe C1 sur [0, a] alors
pour tout x ∈ D(A) le problème (3.2) admet une unique solution clas-
sique.

Preuve.
On a :

v(t) =

∫ t

0

T (t− s)f(s) ds =

∫ t

0

T (s)f(t− s) ds (3.7)
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Donc v est di�érentiable pour t > 0 et sa dérivée est

v′(t) = T (t)f(0) +

∫ t

0

T (s)f ′(t− s) ds

= T (t)f(0) +

∫ t

0

T (t− s)f ′(s) ds

est continue sur ]0, a[. le résulte découle donc du théorème (3.1.3) (1)

Corollaire 3.1.3 Soit A le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-
groupe {T (t)}t⩾0. Soit f ∈ L1([0, a];E) une fonction continue sur
]0, a[.

Si f(s) ∈ D(A) pour 0 < t < a et Af(s) ∈ L1([0, a];E), alors pour
tout x ∈ D(A) le problème (3.2) admet une solution classique sur
[0, a].

Preuve.

D'après la condition (i) il en résulte que pour s > 0, T (t − s)f(s) ∈
D(A) et que

AT (t− s)f(s) = T (t− s)Af(s)

est intégrable. Par conséquent v(t) dé�nie par (3.5) véri�ant v(t) ∈
D(A) pour t > 0 et

Av(t) = A

∫ t

0

T (t− s)f(s) ds

=

∫ t

0

T (t− s)Af(s) ds

est continue d'après le théorème (3.1.3) (2)

Dé�nition 3.1.7 Une fonction y qui est dérivable presque partout
sur [0, a] tel que y′ ∈ L1([0, a];E) est appelée une solution forte du
problème (3.2) si y(0) = x et y′(t) = Ax(t) + f(t) presque partout sur
[0, a].

3.2 Équations di�érentielles semi-linéaire


y′(t) = Ay(t) + f(t, y(t)), t ⩾ 0

y(0) = x
(3.8)

Où A est le générateur in�nitésimal un C0-semi-groupe {T (t)}t⩾0 sur
un espace de Banach E, et f : D = R+ × E → E est continue.
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Dé�nition 3.2.1 On dit que x est une solution classique de l'équa-
tion (3.8) si et seulement si :

(a) y ∈ C(R+, E), y(t) ∈ D(A), t ⩾ 0

(b) y satisfait l'équation (3.8)

Dé�nition 3.2.2 Une fonction y : J → E est dite mild solution où
C0-solution du problème (3.8), si (t, y(t)) ∈ D, ∀t ∈ J et satisfait
l'équation intégrale :

y(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t− s)f(s, y(s))ds

Dé�nition 3.2.3 une fonction f : D → E est dite :

i) Localement lipscitzienne par rapport à sa 2ème variable s'il existe
r > 0 et L > 0 (L = Lx) tel que J ×B(x, r) ⊂ D et

∥f(t, y)− f(t, v)∥ ≤ L∥y − v∥, ∀y, v ∈ B(x, r) et t ∈ J.

ii) Localement lipscitzienne par rapport à ses deux variables s'il existe
α > 0, r > 0 et L > 0 (L = Lx) tel que [0, α]×B(x, r) ⊂ D et

∥f(t, y)−f(s, v)∥ ≤ L(∥y−v∥+∥t−s∥), ∀y, v ∈ B(y, r) et t, s ∈ [0, α].

iii) Globalement lipscitzienne par rapport à sa 2ème variable s'il existe
L > 0 tel que

∥f(t, y)− f(t, v)∥ ≤ L∥y − v∥, ∀(t, y), (t, v) ∈ D.

iv) Globalement lipscitzienne par rapport à ses deux variables s'il
existe L > 0 tel que

∥f(t, y)− f(s, v)∥ ≤ L(∥y − v∥+ ∥t− s∥), ∀(t, y), (t, v) ∈ D.

Théorème 3.2.1 Supposons que f : R+ × E → E est Lipschitz par
rapport à la seconde variable alors pour tout x ∈ E, l'équation (3.8) a
une solution "mild" unique sur R+.

Preuve

Soit la solution mild y(t) = T (t)x+

∫ t

0

T (t−s)f(s, y(s)) ds = g(y)(t), t ⩾

0
Nous devons montrer que y est une solution "mild" de l'équation (3.8)
si et seulement si gy = y.



46 Application sur C0-semi-groupe

On a g : C([0, a];E) −→ C([0, a];E) .
Soient y1, y2 ∈ C([0, a];E) :

(gy1)(t)− (gy2)(t) =

∫ t

0

T (t− s)(f(s, y1(s)− f(s, y2(s)) ds

Soit Sa = sup
t∈[0,a]

∥T (t)∥ ⩽ Meωa < ∞

∥∥(gy1)(t)− (gy2)(t)
∥∥ ⩽ SaKt

∥∥y1 − y2
∥∥

K étant la constante de Lipschitz pour f .
On a g2 = g ◦ g, alors

∥∥g2y1(t)− g2y2(t)
∥∥ ⩽ SaK

∫ t

0

∥∥(gy1)(t)− (gy2)(t)
∥∥ ds

⩽ SaK

∫ t

0

(SaKs)
∥∥y1 − y2

∥∥ ds ∀t ∈ [0, a]

=
(SaK)2

2!
t2
∥∥y1 − y2

∥∥ ∀t ∈ [0, a]

Donc : ∥∥gny1(t)− gny2(t)
∥∥ ⩽

(SaK)n

n!
tn
∥∥y1 − y2

∥∥ ∀t ∈ [0, a]

Alors : ∥∥gny1(t)− gny2(t)
∥∥ ⩽

(SaK)n

n!
an
∥∥y1 − y2

∥∥ ∀t ∈ [0, a]

Puisque
(SaK)n

n!
an → 0 quand n → +∞, donc ∃p ∈ N tel que

(SaK)p

p!
pn < 1.

Il en résulte que gp = g ◦ g ◦ .......◦ g est une contraction puis ∃!y ∈ Ca

tel que gpy = y

Théorème 3.2.2 Si A : D(A) ⊆ E → E le générateur in�nitésimal
d'un C0-semi-groupe {T (t)}t≥0 de contraction et f : D → E continue
et localement lipschitzienne par rapport à sa 2ème variable, Alors :
Il existe a > 0 tel que le problème ( 3.8) admet une unique C0-solution
dé�nie sur [0, a].

Preuve. D étant ouvert, il existe alors a > 0 et r > 0 tel que :
[0, a] × B(x, r) ⊂ D, f est continue et localement lipschitzienne par
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rapport à sa 2 ème variable, en diminuant a et/ou r si nécessaire, il
existe M > 0 tel que : ∥f(t, y)∥ ≤ M , ∀(t, y) ∈ [0, a]×B(x, r) et

∥f(t, y)− f(t, v)∥ ≤ L∥y − v∥, ∀(t, y), (t, v) ∈ [0, a]×B(x, r)

Soit ρ : E → E dé�nie par :

ρ(y) =

{
u, si u ∈ B(x, r) ;

r
∥u−x∥(u− x) + x, si u ∈ E\B(x, r).

ρ envoie alors E dans B(x, r) et elle est lipschitzienne de constante 2.
On dé�nit : g : [0, a]×E → E par g(t, u) = f(t, ρ(u)), (t, u) ∈ J ×E.
f est continue et globalement lipschitzienne par rapport à sa 2ème
variable sur [0, a]×B(x, r), donc g satisfait les même propriétés.
D'après le Lemme 3.2.1, le problème de Cauchy :

u′ = Au+ g(t, u); u(0) = u0

à une unique C0-solution u : [0, b] → E. Comme u(0) = u0 et u est
continue en t = 0, diminuant b si nécessaire pour avoir u(t) ∈ B(u0, r)
pour t ∈ [0, b]. Dans ce cas on a : ρ(y) = y et donc g(t, y) = f(t, y)
et le problème (3.8) admet alors une unique C0-solution.



Bibliographie

[1] Y.H.Chang, G.C.Jau, and C.V.Pao, "Blowup and global existence
of solutions for a catalytic converter in interphase heat-transfer"
Nonlinear Analysis. Real World Applications, vol. 9, no 3, pp 822-
829, 2008.

[2] Yu.Hsien.Chang and Cheng.hong Hong, "Some Applications of C0-
Semigroups", Journal of Applied Mathmaics Vol 2012

[3] Kazuaki Taira , "Analytic Semigroups and Semilinear Initial
Boundary Value Problems " London Mathemmatical Society Lec-
teur Note Series, 223

[4] S. LUBKIN, C0-Semigroups and Applications University of Ro-
chester New York, U.S.A pp 184-192

[5] D.T.Leigthon and Chang, " theory for fast-ignithing catalytic
converters " AICHE journal vol 41 no, 8 pp 1898-1914,1995

[6] LEMLE Ludovic Dan , " Semi-Groupes integres d'opera-
teurs,l'unicite des pre-generateur et application" Universite blaise
pascal de clermont-ferrand

[7] A.Pazy, Semigroups of linear operator and application to Partial
Di�erential Equations The Hebrew University of Jerusalem Ins-
titute of Mahematics and comptuer Science Givat Ram 91904 pp
100-109


