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Introduction

Actuellement, les semi-groupes sont omniprésents dans la majorité des
disciplines mathématiques. On trouve plusieurs applications de cette théo-
rie dans domaines classiques comme la théorie des EDP ou la théorie des
processus stochastiques, mais les semi-groupes aujourd’hui deviennent un
outil trés puissant dans la résolution des équations intégro-différentielles et
des équations différentielles fonctionnelles issues de la mécanique quantique
et aussi dans la théorie du controle en dimension infinie. Les méthodes des
semi-groupes sont également appliquées aujourd’hui dans la résolution des
équations concrétes qui se produisent dans la dynamique de la population ou
dans la théorie du transport.

Ce travail contient trois chapitre : Dans le premier chapitre on a les défini-
tions et les propriétés élémentaires de Cyp-semi-groupes, des exemples, et la
transformée de Laplace d’un Cyp-semi-groupe.

La deuxiéme chapitrés concerne le théoréme de Hille Yosida et sa preuve
(condition nécessaire et suffisante).

Le troisiéme chapitre c’est I'application des les Cy-semi-groupes, nous étu-
dions trois systémes.

Le premier c’est le probléme de Cauchy homogéne :

y(t) = Ay(t), vtej=][0,q]

y(0) =z
Le deuxiéme est le probléme de Cauchy non homogéne :

y(t) = Ay(t) + f(t), t=0

y(0) ==

et le troisiéme est probléme semi linéaire :
y'(t) = Ay(t) + f(ty(t)), t=0

y(0) =z
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On A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe {7T'(¢)}1>¢ sur un
espace de Banach F, f est une fonction continue et = la valeur initiale.



Chapitre 1
Cp semi-groupe

Dans ce chapitre on s’intéresse aux définitions et propriétés élémentaires
des Cyp-semi-groupe et a la transformée de Laplace d’'un Cy-semi-groupe.
Pour plus des détailes voir [7, 2, 3].

1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Dans la suite, nous noterons par E un espace de Banach sur le corps
des nombres complexe C. B(E) 'algébre de Banach des opérateurs linéaires
bornés définis de £ & valeur de £ muni de la norme :

HfHB(E) = sup {|f(2)

| =1}

Définition 1.1.1 Une famille {T'(t)}i>0 d’opérateurs linéaires bornés sur E
est dite semi-groupe si :

2. T{t+s)=T@)T(s) Vt,s>0

Définition 1.1.2 1. Le semi groupe {T(t)}1=0 est dit uniformément
continu si :

Jim {|7°() = Il pe) = 0

2. Le semi groupe {T(t)}+>0 est dit fortement continu ou C, semi-
groupe Si :

lim |T(t)r —z||=0 VxeFE
t—0

Ou bien :
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lim T(t)r =z Ve eFE

t—0
i.e
Vee E, R,>t—T({t)xe€E estcontinue au point t=0

Remarque.

1. L’application ¢ — T'(t) est fortement continue au point ¢ = 0 c’est
pourquoi on 'appelle C semi-groupe.

2. Puisque
1T(t)x — || < [|T(2) — Il Be)l|ll

pour tout x € E et pour tout t > 0,1l en résulte que les semi groupes
uniformément continus sont des C semi-groupes. Mais il existe des
Cp semi-groupes qui ne sont pas uniformément continus.

3. On dit que{S(t) }+er est un Co-groupe si ces propriétés restent valables
pour t et s négatifs.

Définition 1.1.3 L’opérateur linéaire :

A:D(A)€eE—E

tel que :
T(t)xr —
D(A) = { r € E: lim Tz eviste dans F }
t—0 t
! T dT
A = Jim LWT =T ATOz] (1.1)
t—s0 t dt

t=0
est appelé le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T(t)}i=o.

Remarque.
Dans le cas on D(A) = F et A € B(E), la famille d’opérateurs linéaires
bornés {e4!},~ est un semi-groupe uniformément continu de générateur in-
finitésimal A.

Lemme 1.1.1 Soit f : [a,b] — E une fonction continue, alors :

1
lim —
t—0 t

[ s = st
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Preuve.
pour tout ¢t # 0 on a :

It [ e as- s

| —]%lma@—ﬂ s

1
< 5w 5 sl [ ds
1s€[a,a+t]
< Gt s 1)~ @)
s€la,a+t]
= sup [[f(s) = fa)
s€la,a+t]

La continuité de f nous permet de conclure.

Théoréme 1.1.1 Un opérateur linéaire A bornée est le générateur infinité-
stmal d’un semi-groupe uniformément continu sur E si seulement si A est
un opérateur linéaire borné sur E.

Preuve.
<) Soit A un opérateur linéaire borné sur E. Posons pour tout ¢ > 0,

+oo
A"
T(t) = et = Z ‘
n:
n=0

Cette série ,ainsi définie, converge en norme et définie un opérateur linéaire
borné T'(t) pour tout ¢ > 0.
Il est claire que T'(0) = I, et par un calcul simple, on a pour tout t,s > 0,

T(t+ s) = eAlt+s) = eAteds — T($)T(s)
Par ailleurs, pour tout ¢ > 0 on a

X g An
n!

HT(t) o IH B(E)

n=0

X An
>
n=1

S 1A

N\
i1
s
S

< A1 sy 0 0
d’ou

lim HT IH:O

t—0t
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D’autre part, pour tout ¢t > 0 on a :

T(t) — I et -1
=4l = | — Al
et — T —tA
S e
1] <X ¢nAn
S t ; n!
LR 1A
= ;;t n!
< 2 (M 1= A]) —mgr 0
Donc :
lim —T(t) ! =A
t—0t t

Ainsi, {T'(t)}+>0 est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs li-
néaires bornés sur E de générateur infinitésimal A

= ) Réciproquement, soit {7'(t)};>¢o un semi-groupe uniformément conti-
nue d’opérateurs linéaires bornés sur E de générateur infinitésimal A.
L’application :

T(.): Rt — B(E)

t—T(t)
t
est continue, donc / T(s) ds € B(E),Vt > 0 D’aprés le lemme (1.1.1 on a :
0

1 t
lim = [ T(s)ds=T(0)=1

t—0t t 0

1 [P
—/ T(s)ds—1
P Jo

Il existe alors p > 0 tel que

<1

1 [P p
ce qui implique que — / T(s) ds est inversible et donc / T(s) ds est de
P Jo 0

aussi inversible.
Pour tout A > 0 on a

(T0-1) ([ o) -
h
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On pose u = h + s alors du = ds. Il s’ensuit que :

u=~nh si s=0
u=h+p st S=p

Donc on a :
(T<h2—1> </0”T(S) ds) _ %/h“”;p(s) ds_%/opcr(s) ds
_ % OHPT(S) ds—%/OhT(s) ds—/;T(s) ds
— /Op T(s)ds + 5 /p’”rp T(s) ds — %/o T(s) ds

p
Donc, puisque / T(s) ds est inversible on a :
0

% _ G /pWT(s) ds — %/OhT(s) ds) (/OpT(s) ds)_l

Compte tenu du lemme (1.1.1), on obtient
. T(h)y -1 p -
i M=) -0 (16 )

Ainsi, le générateur infinitésimal du semi-groupe {7T'(¢)};>0 est 'opérateur

linéaire borné
A=)~ [ 16 ds)l

Théoréme 1.1.2 Soit {T(t)}i=0 un Cy-semi-groupe sur E, alors il eziste
deux constantes w > 0 et M > 1 tels que :

|T(t) | pey < Me*" ¥t >0
On note SG(M,w) l’ensemble des Cy-semi-groupe exponentiellement bornés.

Définition 1.1.4 Soit {T'(t)}+>0 un Co-semi-groupe sur E.
1. {T(t)}s1>0 est dit uniformément borné sur E s’il existe M > 1 telle

que :

|7t <M Vt>0

e



12 Cy semi-groupe

2. {T(t) }1=0 est dit un Cy-semi-groupe de contraction . Si

Ty <1 220

Proposition 1.1.1 Soient {T'(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infi-
nitésimal. Si v € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a l’égalité :

T(t)Azx = AT(H)z, V¢ > 0.

Preuve.
Soit z € D(A). Alors pour tout ¢t > 0 on a :
T(WAr = T(t) lim LT =2
TNT( — T(1)
= lim ( ’ v
h—0 h

Donc T'(t)x € D(A) et on a T'(t)Ax = AT (t)x,Vt > 0.

Remarque. On voit que :

T(t)D(A) C D(A), Vt=D0.
Théoréme 1.1.3 Soit {T'(t) }1=0 un Cy-semi-groupe. Alors pour tout x € F,
Vapplication [0,+00[> t — T'(t)x € E est continue sur [0, +0o0.

Preuve.
Pour montrer que 7T'(.)z est continue sur [0,+oo[, il suffit de montrer que
T(.)x est continue au point tg, Vtp >0 c-a-d:

lim T'(t)x = T(to)x

t—to
En effet :
Cas 01 :t>t,:
|T(t)x —T(to)z|| = ||T(t—to+to)z —T(to)z|
= ||T(t — to)T(to)x — T(to)z||
< T T(t = tox) — x|
< Me||T(t — to)z — x| — gt 0
donc : lim T'(t)x = T(ty)x
t—td
Cas 02 : Pour t <tjon a:
|T(t)x — T(tox|| T(t)x —T(to+t —t)x|
= ||T(t)z — T(to — t)T(t)z||
= || T(®)(z = T(to — t)o)|
< || T®]|[Jx = T(to — t)z||
< Me‘”t‘x—T(to—tﬁH — s 0
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donc : lim T'(t)x = T(ty)z
t—ty

d’ou : lim T'(t)x = T'(to)x
t—to

Proposition 1.1.2 Soient {T(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infi-
nitésimal. Alors application :

T()x:[0,+o0]— E
t —T(t)x

est dérivable sur [0, +o00|, pour tout x € D(A) et on a :

d
%T(t)x =T(t)Ax = AT (t)x, Vt>=0.

Preuve.
Soient x € D(A), t>0et h>0. Alors :

T(t+h)z-T#t)z T(t)A,T

TH)T(h)xz—T(t)x
: OTWe=TWr _ () Ay

h
7o) 2= ~ A
Mo [ F025 g

NN

Par conséquent :

d’ou :
CT(t)e = T(t) Az, Vt>0.
Sit—h >0, alorson a :

T(t—h)x —T(t —h+h)z

H A=W 2O gy | = = Tt —h+ h)Az
Tt —h)x—=T(t—n)T(h)x
= — —T(t—h)T(h)Ax
< || —n)| # —T(h) Az
< Mewt=h) J(h)# — Az + Az —T'(h)Ax
< Mewlt=h) ( % — Az|| + HA:B —T(h)Azx )

Par suite :
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’lllir(l) — =T(t)Ax,
Le:
d
STt =T(t)Az, vt>0

Alors I'application considérée dans I’énonce est dérivable sur [0, +oo[, pour
tout x € D(A). De plus, on a l'égalité :

LT (t)x = T(t)Ax = AT (t)z, Vt =0,

Remarque.
Si {T'(t)}+=0 est un Cy-semi-groupe différentiable de générateur infiniésimal
A, alors pour tout z € X :

1. 4T(t)x = AT(t)x pour t > 0

2. t —> AT(t)x est lipschitzienne pour t >0

Lemme 1.1.2 Soient {T(t)}1=0 un Co-semi-groupe sur E. Alors, on a :

}lllir(l)h/ (s)x ds =T(t)x

quels que sotent x € E et t >

Preuve.
Montrer que

1 t+h
}lg% ) T(s)x ds=T(t)x
revient & montrer que
}lzli%h/ (s)x ds —T(t)x =0
En effet, soient x € E et h > 0,
1 t+h
Hﬁ / T(s)z ds — T(t)a|| = H ) — T(H)z ds
¢ ten
< E/ HT )x” ds
1 ¢ t+h
< — sup ||T T(t)x” (/ ds)
fllse[t t+h] ¢
< —.h sup HT T(t):L’H
b septivn)
< sup HT H —nno0 0

SE[t,t+h]
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Par la continuité de lapplication [0,4o00[> ¢ +— T'(t)x € E. On a alors :

1 t+h
lim — T(s)x ds=T(t)x

h—0 h t

Théoréme 1.1.4 Soient {T'(t)}1=0 € SG(M,w) et A son générateur infini-
tésimal. Alors :

1. Pour tout t >0 et tout x € E, [, T(s)x ds € D(A) et
A/tT(s)x ds=T(t)x —x (1.2)
0
2. x € D(A) et Az =y si et seulement si
Tt — o = /O sy ds. V>0 (1.3)

3. Pour tout x € D(A) :

T(t)r —T(s)x = / T(1)Ax dr = / AT (1)x dr (1.4)

s

Preuve.
1. Soient x € E et h > 0. Alors :

<%>/{:T(s)xd$ — /OtT(h §)a ds — %/OT $)e ds

1 t
= E/OT(h—i—sxds E/OT )z ds

On pose u = h + s alors du = ds. Il s’ensuit que :

u=~nh st s=0
u=h+t si s=t

(
(

_ % ( /t " e du - /0 Ty du>

Par passage a la limite quand h — 0 et d’aprés le lemme (1.1.2) , on
obtient :

_ |~

Donc on a :

(%) /OtT(s)x ds =

) du - /0 ) du)

t+h

S = S

S—

T du— /0 ) du /0 () du)
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¢ t
A/ T(s)rds=T(t)x—z, VYt=0 et / T(s)x ds € D(A)
0 0

2. =) siz € D(A) et Az =y, alors on a :

AT(s)e =T(s)Ax =T(s)y, Vse€[0,t],t>0

Par intégration sur [0,t] :

/OtT(s)y ds = /Ot %T(s)x ds

= [T(s)z]y
= T(t)x—T(0)x
= Tt)r—=x

<) Soient z,y € E tel que :
t
Tt —x= / T(s)y ds, Vt=0.
0

Alors pour t > 0, on a :

T(t)x — 1/
M = —/ T(s)y ds, Vt=0.
t t Js
d’ou
T(t)z — 1/t
i 2228 o Ly ds, s 0.
t—0 t =01 J,

et d’apres le lemme (1.1.2) on a :
Az =T(0)yy =y, Vt=0.
Finalement on voit que z € D(A) et Az = y.
3. Soit x € D(A)

tT(u)AJ: du = [ AT(u)z du
/ /

Théoréme 1.1.5 Soient {T'(t)}1>0 € SG(M,w) et A son générateur infini-
tésimal. Alors :

1. DA =E

2. A est un opérateur fermé.
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Preuve.
1. Soient x € E et t, >0, n € N, tel que lim ¢, = 0 alors pour :
n—m:o0

:—/ s)x ds € D(A), Yn e N

on a :

1 [
lim z, = lim —/ T(s)x ds
n—a~oo n——~oo n 0
= T(0)x
=z

Par conséquent : D(A) = E.
2. Soit (zn),eny € D(A) tel que hm zr, = x et lim Az, = y. Alors

n—-r n—oo

Par (1.4) de Théoréme ( 1.1.4) on a :
¢
Tz, —T(s)x, = / T(1)Ax, dr, ¥n € N, Vt,s > 0.
Pour s=0on a:

t
T(#)a — T(0)2y = T(t)n — 2 — / T(r) Az, dr, ¥n €N,
0

¢
lim T(t)x, —x, = lim [ T(r)Axz, dr, ¥n € N.,.
et :

Tt)r —x= /0 T(T)y dr.

H / v [T = | [ Tiotae

< [ Ir@laz, - o ar

< M/ wr ‘Axn yH dr

< m[Zr] Jana -l
wt 0

Pourt >0on a:
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Tz = l/0 T(r)y dr

t t
Finalement, on voit que :
. THr—2 1 [
151(%?—11_%; i T(r)ydr = Az =T0)y =y

d’ot x € D(A) et Ax = y, par suite il résulte que A est un opérateur
fermé

On a vu dans la définition précédente (1.1) qu'un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0
admet un unique générateur infinitésimal. Ce Cy-semi-groupe est-il unique
pour le générateur infinitésimal A7

La réponse affirmative est donnée par le théoréme suivante :

Théoréme 1.1.6 ( Unicité de I’engendrement) Soient deuzx Cy-semi-groupe
{T(t)}+>0 et {S(t) }+>0 ayant pour générateur infinitésimal le méme opérateur

A. Alors

Preuve.
Soient t > 0 et x € D(A). On définit application :

0,t] 25— U(s)=T(t—s)S(s)r € D(A)
D’aprés la proposition (1.1.2) U est dérivable . Alors :

L) = Tt = 5)S(5) + Tt — ) - S(s)a
= —AT(t—s)S(s)x+T(t — s)AS(s)x
= —T(t—s)AS(s)x+T(t — s)AS(s)z

= 0

quel que soit € D(A). Par intégration sur [0,¢] on a :

/t %U(sn ds=0 = U(s)z —U(0)x =0
’ ~ U(t)e = U(0)z, Ve D(A)

d’ou :

Alors :
T(t)xr = S(t)xr, VYxe D(A)ett>D0.

puisque D(A) = E, on obtient que :
Tt)x=S(t)xr, VreFEett>D0.
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1.2 Exemples

Exemple 1.2.1 :
Soit

C={f:[0,400[— R | f est uniformement continue et bornée}

Avec la norme :

[flle = sup  [f(e)].

a€0,4o00[

L’espace C' est un espace de Banach.
Définissons :

(T f)(a)=ft+a), Vt=0 «a€c]l0,+o0]

Evidemment T(t) est un opérateur linéaire, et en plus on a :
Soit f e C
T ]|, = sup |T@)f(a)]

a€l0 oof

= sup ‘f(t—i—a)‘

a€l0 oof

on pose a+t=L0 sia=0 alors =1 et si « =00 alors f = 00

sup | f(5)]

BE[t oo

sup | f(B)]

BE0 oof

1711,

IT@11.

IN

IN

donc HT(t)fHC < Hch
dou ||T(t)]|, <1

Alors {T(t) }+=0 est linéaire bornée
. De méme T : Rt — B(C)est un Cy-semi-groupe .
i) T(0)f = f(0+«a) = f(a) done T(0) =1
i) Pour s,t >0 :
(T(t+s)f)la) = flt+s+a)

T(t)f(s+ )
= TM)T(s)f(a)

Donc :
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T(t+s)f =T(HT(s)f ¥ feC

lim ||T(t)f - f[|, = fimg sup_ |[fla+1t) = f(o)]
=0
Par conséquent {T'(t)}i>0 est un Cy-semi-groupe

Déterminer le générateur infinitésimal A de {T(t)}1>o-

Soit A : D(A) C C — C le générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe

i) Si f € D(A), Ya € [0 oo alors :

L TWf) ~ fl@) _ . fl+a) = f()
t—=0 t t—0

= Py

= Af(a)

Par conséquent :
DA)c{feC/f eC}
ii) Si feC et feC alors :

HT(t)f A R LA (GO (GO
t C a€l0 oof t
_ ES[lgp [ f(t—l—ai—f(a) —f/(Oé)
1 t+a 1 / t+a
= sup g[f( )., —g[f(a) o
a0 oof N
1 t+a , ,
- amfr) o

Par le lemme (1.1.1) on a :

iy s [2 ) ) dr

t—=0 a€l0 oof

Done :
DA)={feC/f eC}
Et



1.3 Transformée de Laplace d’un Cj-semi-groupe 21

Af =1

Exemple 1.2.2 Soient p € [1,00) et

l, = {(wn)neN* Z ‘xn‘p < oo}

n=1

0o p
1
= E T |p
n=1

Considérons une suite des nombres réel positifs (a,)nen €t définissons une
famille {T'(t)}+=0 d’opérateurs linéaires sur l’espace l, par :

Avec la norme

H (‘r”)neN*

T(t)(xn)nen = (€7""'@n) ey 20

est un Cy-semi-groupe d’opérateur linéaire bornés sur l, et son générateur
infinitésimal A est défini sur

D(A) = {(xn)neN* S lp/(anxn>n€N* S lp}

par
A(:En)nEN* - <_anxn)n€N*

Exemple 1.2.3 Soit € 'espace des fonctions continues ¢ : [0,1] — R avec
la norme de la convergence uniforme, alors la famille {T'(t) }4>0 définie par :

(T(t)¢)(x) = p(ze™"); 20, p€e, v €[0,1]
est un Cy-semi-groupe sur € et son générateur infinitésimal A est défini sur :
D(A) = {¢p€C([0,1],R) : ¢'() exist et il est continu pour x € [0,1]}
= C'([0,1],R)
Par Ap = ¢

1.3 Transformée de Laplace d’un C)-semi-groupe

Dans la suite pour w > 0 on désigne par : A, = {\ € C /ReX > w}.

Soit A € A, et {T'(t)}i=0 € SG(M,w). Nous avons :
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|T()|| < Met, ¥t =0
et on voit que :

e eye]| < e 7o) o] < Mot

, Ve € E.
Définissons 'application :

R(\): E— E,
Par :

Rup:5AWeMT@ndt

Il est claire que R(A) est un opérateur linéaire. De plus, on a :

M

IRV < /0°° e T ()| df <

d’ou il résulte que R(\) est un opérateur linéaire borné.
Définition 1.3.1 L’application :

R(.,A): p(A) — B(E)
A— R\ A) = (M — A

S’appelle la résolvante de A

Définition 1.3.2 Soit l'application :

R)\ : Aw — B(E)
A— Ry, = / e MT () dt
0

qui vérifie la propriété Ry — R, = (A — p)Ry\.R, Y\, u € A, s’appelle une
pseudo-résolvante.

Définition 1.3.3 L’opérateur :

R:A, — B(E)
A — R(\) = / e MT(t)x dt

S’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T'(t)}i>0 € SG(M,w).



1.3 Transformée de Laplace d’un Cj-semi-groupe 23

Théoréme 1.3.1 Soit T : [0, 00— B(E) une application fortement conti-
nue pour la-quelle il existe M > 0 et w € R :

(T < Me**, vt =0

Alors Uapplication :

R: A — B(E)
A—AMM:/‘KWWmﬁ

est une pseudo-résolvante si et seulement si on a :

T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s > 0.
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Preuve.

Soit A\, u € A, tel que A # p. Alors on a :

R(A) — R(p)
= A

D’autre part, il est claire que :

et par conséquent :

w— A

1

— R\ >——R )

— 55—

\C\C\o\,

Iy

8 8 8 8 8 3 g |
>
8 8 8

3

3

8
o\o\/\o\go\o\o\

3

8

[e.9]

3

8

o o™

L 5

|
"\U\

3

/

s

>

0

“”R dT—/OO “WNTR(p) dr
0 o
e (= ’\)T/ _/\TT(’I") drdT—/ e (“_A)T/ e M T(r) drdr
o0 o0 0
e—(u—A)Te_’\TT(r) drdr —f / e_(“_’\)Te_’”T(r) drdr
0. Jog

e_(“_)‘)Te_MT(T) drdr _/ / 6_(H_/\)(7+T)6_MT(T) drdr
0

0,

6_(“_)\)76_)\TT(T) drdr — /00 /OO e~ W=A(+r) qr e T (r) dr
0. Jo
e—(u—A)Te_)‘TT(r) drdr — /oo /OO e~ =2 gy e T(r) dr
0 T
e~ (B=Ns g + /00 e~ W=7 g _ /OO e (B=A)v dv) e_ATT(T) dr
e NS ds e (r) drr

e~ NS (1) dsdr

e~ W NSeTA (1) drds

5/ e T(r) drds
e =T (r) drds

e MT(t + ) dtds

Me=HST(t + 5) dtds

—/ / e Me M ()T (s) dtds
o Jo

p) = /000 /000 e Me M T(t + s) — T(t)T(s)]dtds

D’ou on déduit facilement les affirmations de 1’énoncé.
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Théoréme 1.3.2 Soient A: D(A) C E — E un opérateur linéaire fermé
densement définit et {T'(t)}1=0 C B(E) une famille d’opérateurs fortement
continus pour laquelle il existe M > 0 et w € R tel que :

7)) < prest vt >0

Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. {T(t) }1=0 est un Cy-semi-groupe exponentiellement borné ayant pour
générateur infinitésimal opérateur A.

2. N, C p(A) et pour tout A € A, et tout x € E on a :
R(AN)z = R(\, A)x.

Preuve
1) = 2) pour tout A € A, et tout x € X nous avons :

AmeAWUWNQxﬁ—:[NeMT@WdQ

/ e MT(h+t)x dt — / e MT(t)x dt)

0 0

o0 1 oo

e MT(h 4 t)x dt — E/ e MT(t)x dt
0

T(h)R(\)z — R\)x
h

S =S =S

0
On pose s = h +t alors ds = dt. 1l s’ensuit que :

s=h sit=0
s=00 S1t=00

donc :
T(RR(N)x — R(A 1 [~ I
(W RNz — RNz 1 / eNT(s)z ds — = | e MT () dt
h h)\hh h Jo
oo 1 oo
_ _eh h T (s)x ds — - / NT(t)x dt

e 0
= — </ e T (s)xds —/
h \Jo 0

e —1

Par passage a la limite, on obtient :
lim T(h)R(N)x — R(\)x
h—0t h

Il résulte que R(\)z € D(A) et

= AR\)x —x
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ARN)z =ARN)x—z Ve e E

c’est & dire :
(M —-A) RNz =z, Vrelk. (1.5)
D’autre part, si x € D(A). Alors on obtient :

ROV)Az — / T M) Az di
0
_ /0 h e’\t%T(t)x dt
= [e"\tT(t)x]go + )\/OO e MT () dt
= o+ AR(\)z ’
d’ou :
RA)(M — A)x =z, Vx € D(A)
Puisque D(A) = E :
RN —A)x =z, VreFlE
Finalement, on voit que A € p(A) et R(\)x = R(\,A)x, Vr € FE
i1) = i) Soit A € A, et R(\, A)z = R(\)z. Compte tenu du théoréme
(1.3.1) il en résulte :
Tt+s)=Tt)T(s), Vt,s=0

De plus, si T(0)xz = 0, alors T'(t)T(0)z = T'(t)0 = 0, pour tout ¢ > 0. Par
conséquent R(A\)x = 0, d’ou il résulte x = 0 et par suite, 7(0) = I. il en
découle {T'(t)}i>0. Alors , en appliquant la premiére partie de la preuve, on
a:

R(A\,B) = R(\) = R(\, A)
d’ott il s’ensuit que B = A

Théoréme 1.3.3 Soit {T(t)}=0 un Co-semi-groupe sur E de générateur in-
finitésimal A, et soient w > 0 et M > 1 tel que HT(t)H < Me*t, vt > 0. i
A€ A, alors :

1. L’application :
R)\ . F—F

r— Ryr = / e T (s)x ds
0

définit un opérateur linéaire borné sur E et on a :
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M
HB(E) < Rel —w

2. M€ p(A) et RN\ A)x = Ryz, VrxeFE

172

Preuve

1. Soit A € A, il est clair que R, est un opérateur linéaire .
De plus, pour tout s > 0 et tout x € £, on a :

le™T(s)a]| < e7||T(s)] |||
e—Re)\sMewst ‘
Me—(Re)\—w)stH

N IN

Ce qui entraine alors que :

Rl < [l T)a]] s

< Mo [ T e rrs g
0

Il s’ensuit alors que Ry est un opérateur linéaire borné sur F et que :

M

HR/\HB(E) < Re\ — w

Lemme 1.3.1 Soit {T(t)}1=0 un Cy-semi-groupe sur E de généra-
teur infinitésimal A et soit V un opérateur linéaire borné sur E, i.e,
V € B(FE), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) T(t)V =VT(t), Vt=0
(b) VD(A) C D(A) et AVx =V Az, Vx € D(A)
Preuve.

1) = 2) Soit V € B(E) tel que T(t)V = VT(t), ¥t > 0.
Soit z € D(A), alors on a :

. Tt)WVx—-Vax . VT(t)x —Vx
lim —— = lim ———
t—0+ t t—0+ T t

= limV (—(t>x — x)
t—0+t t
= VAx.

Donc Vo € D(A) et AVe =V Az
2) = 1) Soit V € B(E) tel que VD(A) C D(A) et AVz = V Az,
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Vr € D(A)

Pour tout ¢t > 0 et x € D(A) définissons la fonction s > [0,t] —
W(s)=T(t—s)VT(s)x € D(A).

Alors :

dW (s)
ds

_ —d%T(t _SVT(s)z+ T(t s)%VT(s):c
= —AT({t—s)VT(s)x +T(t — s)VAT(s)x
= —T{t—-s)VAT(s)z+T(t —s)VAT(s)x
=0

Par intégration sur [0,¢] on a :

t

%W(s)xds =0 = W)z —-W(0)z =
’ e W(t)e = W(0)z. Va e D(A)

Comme :

Ona:
Tt)Ve=VT(t)x, Vt=0, Vae D(A).

Comme D(A) = E et T(t)V = VT(t) sont continus alors :
TV =VT(t), Vt>0,

Corollaire 1.3.1 Soit {T'(t) };=0 un Cy-semi-groupe sur E de généra-
teur infinitésimal A, et soient w > 0 et M > 1 tel que HT(t)” < Me*t,
YVt > 0. Alors pour tout A € A,, et pour tout x € D(A) on a :

AR\, A)x = R(\, A)Ax.

Preuve On a d’une part :

R\ A) = Ry, € B(E) (1.6)
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D’autre part :

TRy = T(t) /0 +Ooe_’\5T(s) ds

e MT ()T (s) ds

Donc :
T(t)Ryx = R\T(t) (1.7)

D’aprés (1.6) et (1.7), en appliquant le lemme 1.3.1 le corollaire est
prouvé



Chapitre 2

Approximation de Hille Yosida

Dans ce chapitre, nous présentons I'un des résultats les plus impor-
tants concernant les Ci-semi-groupes. Il s’agit du théoréme de Hille-
Yosida qui permet de caractériser les opérateurs qui sont générateurs
de Cy-semi-groupe.

On citera a titre d’exemple le travail de lemle [7].

Théoréme 2.0.1 (Banach Steinhaus) Soit E un espace de Banach,
et F' un espace vectoriel normé. Soit B C L(E, F).

Ve e E supHT:CH < 00
TeB

Alors :

sup |||
T€B

2.1 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 2.1.1 ( Hille-Yosida) . Un opérateur linéaire (non borné)
A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction
{T'(t)}+=0 € SG(1,0) sur E si et seulement si :

(a) D(A) = E et A un opérateur fermé

(b) 10,400[C p(A) et pour tout A > 0 on a ||R(), A <

> =

e

2.1.1 Preuve du théoréme (Condition nécessaire)

(a) Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe et d’aprés
le Théoréme (1.1.5) A est fermé et D(A) = E.
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(b) D’aprés le Théoréme (1.3.3) pour w = 0,M = 1 et ReX = A
(carA > 0), on a :

1
HR()\’A)HB(E) S N
Pour prouver que les conditions (1) — (2) du Théoréme de Hille-
Yosida sont suffisantes pour que A soit un générateur infinitésimal
d’un Cy-semi-groupe, nous aurons besoins de certains lemmes sui-
vants :

Lemme 2.1.1 Soit A satisfait les conditions (1) — (2) du Théoréme
(2.1.1) et R(\, A) = (M — A)~! alors :

lim AR\, A)z =2z, Ve ek

A——+o00
Preuve.
Soit z € D(A) alors pour tout A >0 :

RMNAYMN —A)lx =2 = AR\, A)z— R\ A)Ax ==z
= AR\, A)x —x =R\ A)Ax

Puis :
AR\, Az —z|| = HAR(A,A)AJCH
< 1RO A5 42]
< 4] —aoie 0

Puisque D(A) = E, alors AR(A\, A)z — z quand A\ — oo, pour
chaque z € E. On définit maintenant, pour A\ > 0, I'approximation de
Yosida de A par :

Ay = MAR(M\ A) = XR(\, A) — A (2.1)
En effet :

Ay = MAR(MNA)
= AR(MNA)A d'aprs le corollaire 1.3.1
= AQMR\A)— )
— NR(MA) — A

Lemme 2.1.2 Soit A satisfaisant auz conditions (1) — (2) du Théo-
reme (2.1.1) , si Ay est Uapprozimation de Yosida de A alors :

lim Ayz = Az, Vze D(A),

A—~400
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Preuve
Soit x € D(A) Puisque la résolvante et l'opérateur A commutent
d’aprés le corollaire 1.3.1 on a :
lim Ayx = lim MAR(\, A)x
A+oo A+o0
= lim AR\, A)Ax
Moo
= Ax
Lemme 2.1.3 Soit A satisfaisant auzx conditions (1) — (2) de Théo-
reme 2.1.1, si Ay est Uapproximation de Yosida de A, alors Ay géné-

rateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction e!A*. De plus
, pour chaque x € E , A\, ;u >0 on a :

||etAAx et "ZL’H tHA,\x—A vt > 0.

Preuve.

D’aprés I’équation ( 2.1) , il est claire que A, est un opérateur borné,
il est donc le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe e*** d’opé-
rateur linéaire borné avec He“‘A <1, Vt>N0.

En effet :

NVr,ye B

Ay(ax + By) = MAR\ A)(azx + By)

AR\, A)A(ax + By)

aAR(\, A)Ax + BAR(N, A) Ay
= CYA)\QT + 514)\3/

e

Donc Ay est un opérateur linéaire. . Vo € E :
|Axz|| = [[MR, A)z

AR(N, A) Az

1B\ )| 5 1A=

Ax|

Al-lll| < ]

Donc Ay est un opérateur borné.

. Puisque on a :

>

NN N

H AZR(N\A)t—ATIt
He/\2R (N A)t o=t ‘
e tMI‘”ﬂ
-\t A%HR(/\ )|

=\t A2t

=Xt At

tAA”

IE e

NN NN N

e
e
e
1.
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Et donc e est un Cyp-semi-groupe de contraction .

2. Par le théoréme des accroissements finis, on a :

Ld
etA)\x o etA/'LfL' — ha [etsAAet(lfs)AM}x dS
o ds

D’autre part :

di [etsAA et(l—s)AH] _ tA)\etSA)‘et(l_S)A” _ tAuet(l_S)AﬂetSA*
S
— t(A)\ . Au)etSA*et(l_S)AH

Il s’ensuit que :

ez |

N

AL — tsAxgtll= S
/1 Ht(A x—A,x)e sAx gt(1 S)A””d
0

N

1
t”A)\I'—AN:L‘H/O ||€tsAAHH6t(1—s)AM||dS
1

< t||A)\:17—AuxH ds
<t A — A

2.1.2 Preuve du théoréme(Condition suffisante)
Soit z € D(A) et pour tout A\, > 0, on a :

P — eral| < t]|Ara — Az|| + t]| Az — Auz|| —x st 0 (2:2)
On affirme que pour tout x € E, on a :

lim ey =T(t)x, ¥Vt =0 (2.3)

A——+00

En effet :

D’aprés (2.2) et Lemme (2.1.2), on obtient que (e 2) > est une suite
de Cauchy pour tout z € D(A). C’est a dire Ve > 0, 30 > 0 tel que
ez —eMal| <& X pu> 6, et w € D(A).

Comme on a D(A) = E, on peut alors écrire :

Vo € E,Ve > 0,3z, € D(A) tel que Hxn — :I;|| < %.
On a:

HetA,\x_etAuxH A

ey — e, + e, — etheg, + e, — et g
et — e, || + [l a, — e, || 4 ||et e, — et
e — ol e — S e ]
2||xn — xH + HetA*xn - etA“mn| s W |

INIAIA
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C’est a dire, soit z € E :
Ve >0, 36 >0, VA, u > 0, tel que HetA*x — etA“a:H <e.

Alors, (et z)ys0 est une suite de Cauchy dans E qui est complet.
Dong, il existe un opérateur noté T'(t)z, tel que :

lim g = T(t)x.
A—+00

Alors par le Théoréme de Banach-Steinhaus et HetA*H < 1, on a
{T(t)}i>0 € B(E)
En effet, on a pour toutr € E :

[T0)e]| - ] < [0 = Tl —10e 0
Donc :
1Tz < [l a]]
don T(t < |letA
A
sup [T(®)z]| < |le fllEtA
A
< <sup [l
= HetAkI”B(E)
< 1<+

Donc d’aprés le Théoréme de Banach-Steinhaus {7T°(¢) }+>¢ est borné
Maintenant, on va vérifier que limite T'(¢) est un Cp-semi-groupe de
contraction.

(a) T(0)z = lim v =2=T(0) =1
A—400

(b) T(s+t)z = lim Mg = lim ey =T ()T (s)x.

(¢) t — T'(t)x est continu pour tout ¢ > 0, car il représente une limite
pour des fonctions continues t — et .

(d) Ona T(t)r = lim ez, Vt>0et € E, doi :

A—+400

||T(t)$H = H lim etA*xH
A—+o00

lim HetA*xH

A—+00

lim HetA*HH:EH

A—+00

||l

NN N

Donc : HT(t)HB(E)
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Ainsi, T'(t) est un Cp-semi-groupe de contraction dans E .

Maintenant, on veut montrer que A est un générateur infinitésimal
de T'(t) .
Soit z € D(A), puis d’aprés (1.2) et (1.3) du Théoréme 1.1.4 on a :

IS tAx,.
Tt)r —x Agrfoo(et r—x)
= lim M A ds
A—=+o0 Jo
Alors : .
Tt)r—z= / T(s)Ax ds (2.4)
0

t

t
Donc il faut montrer que lim M Ay ds = / T(s)Az ds
A—=+oo [ 0
‘ t

¢ ¢
H/ S Az ds—/ T(s)Az ds
0 0
+/ M Az — T(s)Ax ds

0

t
/ M Ayx — M Ax ds
0

?
< /”eSA*A,\x—eSAAAIH ds
0
t

—i—/ e Az — T'(s)Az|| ds
0

N

t
| e s = o) ds
0

+/O A — T(s)]| ds

u
< ()

HA)\x — AxH + ||Ax|| sup HeSAAx — T(s)x”)
s€[0,t]
D’ou :

t
H/ eSAAA,\a:ds—/ T(s)Ax ds
0

t
0

<t (HA,\LL’ — Ax” + HAxH sup HeSAA:L’ — T(s)xH) -0
s€0,t]

51 A tend vers oo
-Maintenant, soit B le générateur infinitésimal de {T(¢)};>0 et soit
x € D(A) , on affirme que : A = B.
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En effet ,
.z € D(A), divisons (2.4) par ¢ > 0 et par passage a la limite on voit

que :

T(t)x — 1 [
Bz = lim Tz =lim- [ T(s)Ax ds = Ax

t—0 t =0t J,
Donc x € D(B) et par conséquent D(A) C D(B) et Bipay = A
Siz e D(B)et A€ p(A)Np(B). On a donc : (A — A) est bijective
c-a-d : Jlz’ € D(A) tel que (A — A)x’ = (A — B)x
Puisque : Bjp(ay = A il vient que

(M —B)'=(M—-B)x= 2" =x

Donc z € D(A) et par conséquent D(B) C D(A)
Finalement on voit que D(A) = D(B) et A= B

Nous avons montré donc que A est le générateur infinitésimal du Cp-
semi-groupe {7T'(t)}:>0 et d’aprés le Théoréme de 'unicité de 'engen-
drement il résulte que A est unique

Théoréme 2.1.2 Soient {T(t)}=0 € SG(M,w) et A son générateur
infinitésimal. Pour tout A € A,,, on a :

M *
17O A sy < oy — g T EN

Preuve.
Soit {T'(t) }1=0 € SG(M,w). Alors :

|7(t) < Me*', Vt >0

e

Compte tenu du Théoréme 1.3.1,si A € A, on a X € p(A), et :

R\ A) =Rz = / e MT(t)x dt, Vo € E
0

De plus :
M
A) -
1RO, Ay € g
Il est claire que :
d o0
el A o f)\tT
SR A)r = /O teNT (1) dt

et par récurrence on peut montrer que :

anR()\ A) = (-1)" /Ooot”e_)‘tT(t)x dt.
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d’autre part, on a :

%R(/\ A) = (=1)"n!R(\, A" Vn € N* et € p(A)

Par suite, on a :
(—1)"nl R, )™ = (—1)" / e NT (1) dt, Vo € B, ¥n € N*
0

D’ou, il résulte que :

1 oo
R()\,A)nl' = m/ tnileiAtT(t)T dt, Yz c E, Vn c N*
A
De plus :
|ROvAya]| < =5 [ e e a
- 0
M o0
< ‘ e 1 7Re)\ w) HxH dt
0
M - -2 _—(ReA—w
S (n—2)!(R6)\—w4 R B | dt
M
< —(ReA—w)t dt
O!(Re)\—w)”—l/o ‘ I
- ]
(ReA —w)" ! (ReX — w)
Par conséquent :
M
|RN A € 55—, VneN*

(ReX —w)™



Chapitre 3

Application sur
Cp-semi-groupe

Dans ce chapitre nous considérons trois problémes d’équations diffé-
rentielle ( probléme de Cauchy homogéne et non homogeéne et équation
différentielle semi linéaire ), nous nous intéresserons a l'existence et
I'unicité de la solution utilisant la théorie de Cy-semi-groupes.

pour voir plus des détailles voir [1, 4, 6]

3.1 Probléme de Cauchy

3.1.1 Probléme de Cauchy homogéne

On s’intéresse dans un premier temps a ’étude du probléme de Cauchy
homogéne de la forme :

y'(t) = Ay(t), Vte J=10,q]
(3.1)
y(0) =z

ol t est la variable de temps, y est une fonction a valeur dans I'espace
de Banach E, avec A: D(A) C E — F est un opérateur linéaire.

Définition 3.1.1 (Solution classique) (a) On appelle solution clas-
sique la fonction y(t) : Ry — E telle que y est continue pour tout
t > 0 continuement différentielle et y(t) € D(A) pour t > 0 et
(3.1) est satisfait.

(b) Notez que quand y(t) € D(A) pourt > 0 et y est continue 4t =0
donc (3.1) ne peut pas avoir une solution pour x ¢ D(A)



3.1 Probléme de Cauchy 39

Définition 3.1.2 (Solution intégrale) Une fonction continue x :

t
R, — E est dite solution intégrale de (3.1) si / x(s) ds € D(A)
pour tout t > 0 et ‘

t
y(t) =x+ A/ y(s) ds pour toutt > 0
0

Définition 3.1.3 (Solution mild) On dit que x : Ry — E est une
solution mild du probléeme (3.1) de valeur initial x si y est continue
et :

/0 y(s) ds € D(A) et y(t) =z + A/O y(s) ds

Théoréme 3.1.1 Soit {T'(t)}1=0 un Co-semi-groupe dans E de géné-
rateur infinitésimal A. Alors pour chaque x € D(A). Le probléeme 3.1
admet une solution unique y définie par :

Preuve.

L’existence de la solution découle de la proposition (1.1.2).
Pour prouver I'unicité, on considére une autre solution v. Fixons ¢ > 0
et posons :

z(s) =T(t — s)v(s), se]0,t].

D’aprés la proposition 1.1.2 on a :

Ta(s) = —AT(t = s)u(s) + T(t = 5)v'(s)
T(t—s)Av(s) — AT(t — s)v(s)
AT 0) - AT ke

Aussi la fonction z est constante, et par intégration sur [0, ] on a

td
/0 Ez(s) =0
z(t) —2(0) =0

T(0)v(t) = T(t)v(0) =0
v(t)=T@)xVt >0
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3.1.2 Probléme de Cauchy linéaire Non homogéne

y(H) = Ay(t) + f(t), teJ=[0,a]
(3.2)
y(0) =z
Ou f : Rt — E est continue. Nous supposerons dans cette section
que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {7(t)}>0
de sort que 1’équation homogéne correspondant, i.e avec f =0 a une
solution unique pour chaque valeur initiale x € D(A).

Définition 3.1.4 Une fonction y : [0,a]— E est une solution clas-
sique de (3.2) sur [0,a[ si et seulement si :

(a) y est continue dans [0, al;

(b) y est continument différentiable sur [0,a[;

(¢) y(t) € D(A), pourt >0 et (3.2) est satisfait sur [0,al;
Définition 3.1.5 Une fonction y : J — E est dite solution absolu-
ment continue ot solution forte du probleme (3.2), siy est absolument

continue sur J, vy € LY(J, E), y(t) € D(A) pp tout t €]0,a] et elle
satisfait y'(t) = Ay(t) + f(t) pp tout t €]0,a] et y(0) = x.

Remarque
Toute solution classique est une solution forte (I'inverse n’est pas tou-
jours vrais).

Théoréme 3.1.2 (Principe de Duhamel) Toute solution forte du
probléme (3.2) est donnée par la formule :

y(t) =T(t)x + /OtT(t —s)f(s)ds (3.3)

en particulier toute solution classique est donnée par la formule (3.3).
La formule (3.3) est dite formule de variation des constantes.

Preuve.
Si y est une solution forte de (3.2), t € [0,a], on défini g : [0,t] — E
par :

g(s) =T(t = s)y(s), s€[0,]

alors g est p.p différentiable sur [0, ¢] et sa dérivée appartient a L'([0, ¢], F)
et

g(s) = —AT(t—s)

= —AT(t—s)

T(t—s)f(s

y(s) +T(t —s)y'(s)
y(s) +T(t = s)Ay(s) + T(t — 5)f(s)
). pptout s € [0, 1]
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or f € L'([0,a], E) donc I'application s + T(t — s) f(s) est intégrable
sur [0, ].
En intégrant sur [0,¢] on obtient :

[a= [ 16-950

[ﬂﬂww®ﬁzliﬁ—$ﬂ@
mwm—ﬂmwzéTwﬂV®
y@—T®x=£1ﬁ—$ﬂ$

y(t) =T(t)x+ [ T(t—s)f(s)
0
Corollaire 3.1.1 Si f € L'([0;a]; E) alors pour chaque y € E le
probléme de valeur initial (3.2), admet au plus une solution. Et Cette
solution est donnée par 3.3

e}

Remarque

Pour chaque f € L'([0;a]; E) le coté droit de (3.3) est une fonction
continue sur [0;a]. Il est naturel de considérer comme une solution
généralisée de (3.2), méme si elle n’est pas différentiable et ne satisfait
pas a I’équation strict dans le sens de la définition (3.1.4)

Définition 3.1.6 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe {T(t)}1=0, soit x € E et f € LY([0,a]; E), la fonction y €
C([0,al; E) donne par :

y(t):T(t)x—i—/OtT(t—s)f(s) ds 0<t<a

FEst la solution mild du probléme (3.2) sur [0;al

Remarque

(a) La définition de la solution mild du probléme de valeur initiale
concide quand f = 0 a la définition de T'(t)x comme la solution
mild de ’équation homogéne correspondant.

(b) Tl est claire que pas tout solution mild de (3.2) est une solution
classique, méme dans le cas f =0

(¢) Pour f € L'([0;a]; E), le probléme 3.2 admet par la définition
(3.1.6) une solution mild unique.
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(d) Nous commengons par montrer que la continuité de f en générale

n’est pas suffisante pour assurer ’existence d’une solution de pro-
bléme (3.2)

Exemple. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
{T(t)}+>0, soit © € E tel que T(t)x ¢ D(A) pour tout ¢ > 0. Soit
f(s) =T(s)x alors f(s) est continue pour s > 0.

Considérons le probléme de valeur initiale

y'(t) = Ay(t) + T(t)x
(3.4)
y(0) =0

Le probléme (3.4) n’est pas de solution , méme si y(0) =0 € D(A).
En effet la solution mild du probléme (3.4) est

y(t) = /0 T(t—s)T(s)x ds =tT(t)x

Mais tT'(t)z n’est pas différentiable pour ¢t > 0 donc ne peut pas étre
une solution du probléme (3.4)

Théoréme 3.1.3 Soit A le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-
groupe {T(t) }s0, soit f € L*([0,al; E) continue sur [0, a] et soit

v(t):/otT(t—s)f(s) ds, 0<t<a (3.5)

Le probleme (3.2) admet une solution y sur [0, a] pour tout x € D(A),
st l'une des condition suivantes est satisfait

(a) v(t) est continument différentiable sur ]0,a|

(b) v(t) € D(A) pour 0 <t < a et Av(t) est continue sur |0, a
Alors :
e Vx € D(A), le probléme (3.2) admet une unique solution forte.
Et
e S’il existe x € D(A) tel que le probléme (3.2) admet une solution
forte alors v satisfait i) et ii).

Preuve
Si le probléme (3.2) admet une solution y pour certain xz € D(A),
alors cette solution donne par (3.3), par conséquent :
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est différentiable pour ¢ > 0,( différence de deux fonction différen-
tiable) et :

est continue sur |0, af
Donc (1) est vérifiée de plus si © € D(A), T(t)xr € D(A) pourt > 0
alors :

v(t) =y(t) = T(t)x pourt >0

Et
Av(t) = Ay(t) + AT(t)x = y'(t) — f(t) — T(t)Ax

est continue sur |0, a[ donc (2) est vérifice
D’autre part, pour h > 0 on a :

B y o t+h
T(hZL L (t+h2L (t):%/t T(t+h—s)f(s) ds (3.6)

De la continuité de f, il est claire que le second terme de la coté droite
de (3.6) admet la limite f(¢) quand h — 0

Si v(t) est continument différentiable sur |0, a[, il résulte de (3.6) que
v(t) € D(A) pour 0 <t < aet Av(t) =v'(t) — f(t).

Puisque v(0) = 0, il en résulte que x(t) = T(t)y+v(t) est une solution
du probléme (3.2), pour x € D(A).

Si v(t) € D(A), il résulte de (3.6) que v(t) est dérivable en t et la
dérivée droite DT u(t) de v(t) vérifie

DYo(t) = Av(t) + f(t)

Puisque D%o(t) est continue, v(t) est contintment différentiable et
V'(t) = Av(t) + f(t). Et puisque v(0) = 0, y(t) = T(t)x + v(t) est la
solution de probléme (3.2) pour x € D(A).

e Les deux corollaires suivants sont des conséquences du théoréme
précédent

Corollaire 3.1.2 Si A : D(A) — E est le générateur infinitésimal
d’un Cy-semi-groupe {T(t)}i>0 et f est de classe C' sur [0,a] alors
pour tout © € D(A) le probleme (3.2) admet une unique solution clas-
stque.

Preuve.
On a:



44

Application sur Cy-semi-groupe

Donc v est différentiable pour ¢ > 0 et sa dérivée est
t
V(t) = T(t)f(0) +/ T(s)f'(t —s) ds
0
t
= 1050+ [ T- 1) ds
0

est continue sur 0, al. le résulte découle donc du théoréme (3.1.3) (1)

Corollaire 3.1.3 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe {T(t)}i=0. Soit f € L'([0,a]; E) une fonction continue sur
10, al.

St f(s) € D(A) pour 0 <t < a et Af(s) € L'([0,a]; E), alors pour
tout © € D(A) le probléme (3.2) admet une solution classique sur
[0, al.
Preuve.
D’apreés la condition (i) il en résulte que pour s > 0, T(t — s)f(s) €
D(A) et que
AT(t = 8)f(s) = T(t — $)AS(s)
est intégrable. Par conséquent v(t) définie par (3.5) vérifiant v(t) €
D(A) pourt >0 et

Av(t) = A/O T(t—s)f(s) ds

= /OtT(t— s)Af(s) ds

est continue d’apres le théoréme (3.1.3) (2)

Définition 3.1.7 Une fonction y qui est dérivable presque partout
sur [0,a] tel que y € L'([0,a]; E) est appelée une solution forte du
probleme (3.2) si y(0) = x et i/ (t) = Ax(t) + f(t) presque partout sur
[0, al.

3.2 Equations différentielles semi-linéaire

y(t) = Ay(t) + f(t,y(t), =0
(3.8)
y(0) ==
Ou A est le générateur infinitésimal un Cy-semi-groupe {T(t)}i=o sur
un espace de Banach E, et f: D =R"* x E — E est continue.
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Définition 3.2.1 On dit que x est une solution classique de [’équa-
tion (3.8) si et seulement si :

(a) y € C(RT,E), y(t) € D(A), t=0
(b) y satisfait I’équation (3.8)
Définition 3.2.2 Une fonction y : J — E est dite mild solution ot

Co-solution du probleme (3.8), si (t,y(t)) € D, ¥Vt € J et satisfait
I’équation intégrale :

Mﬂ:T@w+A7ﬁ—$ﬂ&wW%

Définition 3.2.3 une fonction f : D — E est dite :

i) Localement lipscitzienne par rapport a sa 2éme variable s’il existe
r>0e L>0(L=L,) tel que J X B(z,7) C D et

1£(t9) — FEI < Ly —oll, VYy,v e Ba,r)ette

ii) Localement lipscitzienne par rapport & ses deux variables s’il existe
a>0,r>0et L>0(L=0L,) tel que [0,a] X B(z,r) C D et

1 y)=F (s, 0)ll < Lllly=vll+[[t=s[)), Vy,v € Bly,r) et t,s €0,al.

iii) Globalement lipscitzienne par rapport a sa 2éme variable s’il existe
L >0 tel que

£t y) = [t 0)l < Llly =l V(t,y),(tv) € D.

iv) Globalement lipscitzienne par rapport & ses deuz variables s’il
existe L > 0 tel que

17t y) = f(s, o)l < Llly — ol + It = sl)), V(¢ y), (t,v) € D.

Théoréme 3.2.1 Supposons que f : RT x E — E est Lipschitz par
rapport & la seconde variable alors pour tout x € E, I’équation (3.8) a
une solution "mild" unique sur RT.

Preuve .

Soit la solution mild y(t) = T(t)x—i—/ T(t—s)f(s,y(s))ds = g(y)(t), t >
0

0

Nous devons montrer que y est une solution "mild" de l’équation (3.8)
st et seulement si gy = y.
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Onag:C([0,a]; E) — C([0,a]; E) .
Soient y1, yo € C([0,a]; E) :

(g1)(t) — (g (1) = / Tt — )(f(s.10(5) — f(s, 9a(s)) ds

Soit S, = sup ||T(t)]| < Me** < 0

t€[0,a]

[(g1) () = (gy2)(1)|] < SaKt||y1 — 12|

K étant la constante de Lipschitz pour f.
On ag®=gog, alors

9%y (t) — g*ua(t)|| < S K/ | (gy1)( (9y2)(t)]| ds
< SaK/ (S.Ks) ||y1 —ng ds Vte|[0,d
&
S, K
= ( T ) t2Hy1 —yQH vt € [0, d]
Donc :
S K"

|g"91(t) — g y2()]| < ( o t"Hyl — 1| Vte[0,d]

Alors :
SeK)"

19"y (1) — g"y2(1)]| < ( n!) a"|ly1 =y Yt e€[0,d]
Puisque (ij'()”an — 0 quand n — +oo, donc dp € N tel que
<Saf,()pp” < 1.

1l en résulte que gP = gogo....... og est une contraction puis Iy € C,

tel que gPy =y

Théoréeme 3.2.2 Si A: D(A) C E — E le générateur infinitésimal
d’un Cy-semi-groupe {T(t) }1>0 de contraction et f: D — E conlinue
et localement lipschitzienne par rapport a sa 2éme variable, Alors :

Il existe a > 0 tel que le probléme ( 8.8) admet une unique Cy-solution
définie sur [0, al.

Preuve. D étant ouvert, il existe alors a > 0 et r > 0 tel que :
[0,a] x B(xz,r) C D, f est continue et localement lipschitzienne par
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rapport G sa 2 éme variable, en diminuant a et/ou r si nécessaire, il
existe M > 0 tel que : || f(t,y)|| < M, ¥Y(t,y) € [0,a] x B(z,r) et

”f(t?y) - f(t7v)H < LHy - UH? V(t,y), (tvv) S [O,CL] X B(I7T)

Soit p: E — E définie par :

u, st u € B(z,r);
p(y) :{ (u—2z)+z, si ue E\B(x,r).

_r
flu—z]|

p envoie alors E dans B(x,r) et elle est lipschitzienne de constante 2.
On définit : g : [0,a] x E — E par g(t,u) = f(t, p(u)), (t,u) € J X E.
f est continue et globalement lipschitzienne par rapport a sa 2éme
variable sur [0,a] X B(xz,1), donc g satisfait les méme propriétés.
D’apres le Lemme 3.2.1, le probleme de Cauchy :

u = Au+g(t,u); u(0) = ug

a une unique Cy-solution u : [0,0] — E. Comme u(0) = ug et u est
continue ent = 0, diminuant b si nécessaire pour avoir u(t) € B(ug,r)
pour t € [0,b]. Dans ce cas on a : p(y) =y et donc g(t,y) = f(t,y)
et le probléeme (3.8) admet alors une unique Cy-solution.
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