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Introduction générale

Les équations différentielles est un champ large dans les mathématiques pures et
appliquées sur l'existence et 'unicité des solutions. Les mathématiques appliquées sou-
lignent I'importance de la justification rigoureuse du comportement qualitatif des solu-

tions (oscillation, périodicité, stabilité, etc.)

La théorie de l'oscillation a un champ d’applications tres vaste, par exemple dans
la théorie des dynamiques des gaz en astrophysique, dans la mécanique des fluides. les

solutions d’intéret physique sont non oscillatoires bornées possédant un zéro positif.

Le sujet principal de ce mémoire est I’étude de 1’oscillation et le comportement asymp-
totique pour certaines d’équations différentielles. Le contenu de ce mémoire est basé sur

les travaux de L.Erbe et al [3, 1] et S. Saker [1, 2].
Ce mémoire est réparti en quatre chapitres.

Le premier chapitre intitulé ”Préliminaires”, est consacré aux définitions et nota-

tions qui nous seront utiles dans la suite de ce travail.

Le deuxieéme chapitre a pour but ’étude I'oscillation et le comportement asymp-
totique des solutions d’équations différentielles semi-linéaire de la deuxieme ordre de la

forme suivante :
AT
(T <:U ) ) (t)+pt)x” (1(t)) =0, pour tout ¢ > .
Ce probleme a été présenté par L. Erbe et al.[3].

Le troisieme chapitre ol on va traiter le comportement asymptotique de la solution
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d’une équation différentielle semi linéaire du troisieme ordre
! ! v l
lb(t) {(a(t)x (t)) } } 4 (t) =0,  pour t > to,
Tous les théoremes énoncés dans ce chapitre sont des critéres initié par L. Erbe et al.[].

Le quatrieme chapitre a pour but 1’étude 'oscillation pour une équation différentielle

de retard neutre de second ordre
<r ((:c(t) + p(t)x(T(t)))/)a> () +q() 2% (o (1) =0,  pour tout ¢ > to > 0.
Ce chapitre est basé sur les travaux de M. Bohner et al.[5].

Mots clés :

Equation différentielle ordinaire, Théorie de [’oscillation.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Définition de ’oscillation

Définition 1.1.1. On dit qu’une fonction x : [a,+00) — R est éventuellement positive,

sl existe ty € |a, +00) tel que
x(t) >0, pour tout t € [ty, +00) .

Définition 1.1.2. On dit qu’une fonction z : [a,+00) — R est éventuellement négative,

s’il existe ty € [a,+00) tel que
x(t) <0, pour tout t € [ty, +00) .

Définition 1.1.3. On dit qu’une fonction x : [a, +00) — R est oscillante sur [a,+00) si
elle est ni éventuellement positive ni éventuellement négative. Elle est dite non oscillante

dans le cas contraire.

Exemple 1.1.1. Considérons l’équation différentielle suivante
2@ () +z(t) =0, pour t € [0, +00).
FElle a une solution x (t) = sin (t) oscillante.

Lemme 1.1.1. Soit A, B, C' et « des constantes, tels que B > 0. Nous avons alors
['inégalité suivante
aaBa+1

Ar—Blr— )t <ACc4 50
’ (@ ) - (oz—i—l)aHAO‘

pour x > 0. (1.1)



Chapitre 2

Oscillation pour une équation
différentielle semi linéaire du

seconde ordre

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’oscillation de toute solution de I’équation différentielles

semi-linéaires d’ordre deux.

’

<r <£E,>7) ) +pt)27 (1(t)) =0, pour tout ¢ € [tg, +00) . (2.1)

On supposera que le probléme (2.1) admet au moins une solution dans 'espace C? ([to, +o0) , R).

On impose les conditions suivantes :

(A1) v > 0 est de la forme v = L Y1, Y2 sont impairs positifs et tg > 0.
Y2

(Az) Les fonctions r et p sont valeurs réelles et sont continues positives définies sur

[to, —|—OO) .

(A3) La fonction 7 : [tg, +00) = [to, +00) est continue, telle que

7(t) <t, et lim 7 () = +o0.

t——+o00



2.2 Cas ou ’équation (2.1) admet une solution non
oscillante

Dans cette section, nous supposons que I’équation (2.1) admet une solution éventuellement

positive (le raisonnement reste valable si elle est éventuellement négative).

Lemme 2.2.1. Supposons que l'équation (2.1) admet une solution éventuellement posi-

[ (%)idt:m 2.9

Alors, il existe T' € [tg, +00), suffisamment assez grand, telle que

tive x sur [tg, +00), tel que

’

x (t) >0, pour tout t € [T, 400).

Démonstration.
Si x est une solution éventuellement positive de I'équation (2.1).

Alors il existe t; € [ty, +00), tels que
z(t) > 0, z(7(t)) > 0, pour tout t > t;.

D’apres (2.1), on a

/

(T <II>V> (t) =-p@)2" (7 (1)) <O, pour tout ¢ > t;.

Montrons que

r(t)(z (t))Y >0, pour tout ¢t > ;.
Suppose le contraire c’est-a-dire, il existe to > ¢, tel que
€ = r(t2) (2 (t2)) < 0.
Puisque la fonction ¢ — r (m/)v est strictement décroissante sur [t, +00), alors
r(t) (2 (t) <€, pour tout t > ts.

Ce qui implique

1
’ vy
z(t) < (i> , pour tout t > t,.



En intégrant la derniere inégalité entre t5 a ¢, on obtient

2(t) < x(ts) + & /t: (&S)Y ds.

D’apres (2.2), on obtient que x (t) tend vers —oo lorsque t tend vers +o00.

D’ou la contradiction. O

Lemme 2.2.2. Supposons que l’équation (2.1) admet une solution éventuellement posi-
tive x sur [ty, +00) et (2.2) vérifiée, tel que

r(t) >0, pourt € [ty,+00), et /+OO 7 (t)p(t)dt = +o0. (2.3)

to
Alors, il existe T € [tg, +00), suffisamment assez grand, telle que

’

z? (1) <0, x(t) >t (t), (%) <0, pour toutt e [T,+00).

Démonstration.
Par le lemme 2.2.1, nous avons ' > 0, sur ¢ € [T, +o00). Montrons que z® < 0, sur

[T, +00). On a

yr(t) 2@ (t) (55'/)%1 = (T (37/)7)/ (t) —7r (t) (:c/ (t))v, pour tout t > T

Comme (r ($/)7)’ <0etr >0sur [T, +0c0), on obtient

/ -1
yr () 22 (t) (x ) <0, pour tout t > T.

d’ott 2@ (¢) < 0 sur [T, +00).

/

x
Ensuite, nous montrons que <?> < 0 sur [T, 4+00). Soit
o(t) == z(t) — tx (1), pour tout t > T.

Alors, pour tout t € [T, +00), v'(t) := —tz" (t) > 0, c’est-a-dire v est strictement crois-
sante sur [T, +00). Montrons qu'il existe to € [T, 400), telle que v(t) > 0 sur [ta, +00).
On suppose le contraire c’est-a-dire, v(t) < 0 sur t € [T, +00), par dérivation de la

. x(t)
fonction — s su t € [ta,+00), on trouve

<a:(t))/ _ ) +ta(t) o)

t

= = > 0, pour tout ¢ € [t2, +00). (2.4)

Donc n est strictement croissante sur [ty, +00), on choisit t3 € [t2, +00), telle que
T(t) > 7(t3), pour tout t > t3.
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Alors
x(r(t) _ w(r(ts)) .
7(t) T(ts)

En intégrant ’équation (2.1) entre ¢ & t3 , on obtient

> =d >0, pour tout ¢t > t3.

/

/t pls)a (7(s))ds = —r(ts) (' (1)) + r(D)( (1))

Donc
F(t3) (2 ()7 > / p(s)2 (v (s))ds,
> d“’/tgp(s)ﬂ(s)ds.

Ce qui donne la contradiction par (2.3).

/

Par (2.4), on obtient (%) < 0 sur [ty, +00). O
Dans la suite, nous considérons I’équation (2.1) dans le cas particulier r(¢) = 1,
c’est-a-dire
AT
((x ) ) t)+pt)x” (1(t)) =0, pour tout t > t. (2.5)

Pour la simplification, on note

P = pi0) (W2)

1
¢ :=liminf- [ s7"'P(s)ds,
t—oo t .

Py := lim inft? P(s)ds.

t—o0 t
Lemme 2.2.3. Supposons que x une solution éventuellement positive de [’équation (2.5),
tel que
+oo
/ P (t)dt < +oc. (2.6)

to
Soit
/ t vy
w(t) == (%) , ro= litrg(i)glf tTw(t), et  R:= hﬁigp tTw(t).
Alors
141

.

Dy +qs < 1, P <r—71

Démonstration.

D’apres le lemme 2.2.1, il existe t; € [t, +00), tel que
x (t)>0, z(t)>0, x(r(t)) >0, sur[ty,+00).

9



Alors w(t) > 0 pour t € [t,+00). Par dérivation de la fonction w, on obtient

/ (@®))  (@'0) @ @)

w(t) =

De (2.5), nous obtenons

Par la derniere inégalités, on obtient
, @)\’ 2\
) < —(—=2) p@t)—~ (=2
w(t) < (t)p() 7(35@
I/(t) y+1
= —P@{t)—~v|—= .
" 7<x(t)>

Substituons w (t) dans la derniére inégalité, on obtient

’ a+1

w(t) < =P) —yw@)] ",

donc

w' () + P(t) + [w ()]~ <0,

IN

(2.7)

Puisque P (t) > 0 et w (t) > 0, pour ¢ > t,, alors par (2.7), on a w'(t) < 0, pour ¢ > ¢y,

donc w est strictement décroissant sur [t;, +00). Par le résulte de Lemme 2.2.2, on a

1)\ 1
w(t) = (M) < et pour tout t € [t1, 00).
Ce qui implique lim w(t) =0 et
t—-+o0
r<R<I1.

Par intégration de (2.7), entre t & +o0, on obtient

r+1

w(t) > /;roo P(s)ds + ”y/;roo [w(s)] 7 ds.

En multipliant les deux cotés de la derniere inégalité par t7, on obtient

y+1

+o0 400
tTw(t) > t”/t P(s)ds + 7t7[ [w(s)] ™ ds.
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Soit € > 0, d’apres les définitions de p, et r, nous pouvons choisir ¢, € [T, o), suffisam-

ment grand, telle que
t”/ P(s)ds > p. — ¢, w(t) >r—e, pour t > t;. (2.9)
t

Substituons (2.9) dans (2.8), on obtient

o — Ty
Tw(t) > p. —e+ ’yt“’/ {T g} ds
. s

>pe—e+y(r— 5)1+it“’/ ds
t

> p.— e+ (r—e)'*7.

Donc,

r=liminft"w(t) > p. —e+ (r — 8)1+%,

t—+o00

Lorsque ¢ tend vers 0, nous déduisons
pe <7 — 1t (2.10)
En multipliant les deux cotés de (2.7) par 7+ et en intégrant entre T & ¢, on trouver

t t t
/ 7' (s)ds < —/ S’Y+1P(S)d8—”}// s (s)ds.

T T T

Avec A = (v + 1) /. Par 'intégration par parties, nous avons

) < T + (1) [ s [ e -y [t

T T T

Par conséquent

t t

ST P(s)ds + /T (v + 1)sTw(s) —ys" M uw(s)] ds.

" aw(t) < T (T — /

T

En utilisant I'inégalité (1.1), avec C' =0 et A, B sont des constants, nous obtenons
(v + D)sYw(s) — vs" Mt (s) < 1.

Donc,
t

tHw(t) < T (T) — / ST P(s)ds + (t —T).

T

Par conséquent




Alors

R = limsupt w(t)
t—o0
t

—1
1 +limsup — [ s P(s)ds

t—o0 T
1 t
< 1- liminf—/ TP (s)ds
t—o0 T
< 1-—g.. (2.11)

Par (2.10) et (2.11), on obtient

1+

1
P <r—1r "7 <r<R<1—gq,

d’ou

Pt < L

2.3 Théoremes d’existence de ’oscillation pour I’équation
(2.1)

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes qui garantissent

que chaque solution z de (2.1) est oscillante sur [tg, +00).

Théoréme 2.3.1. Supposons que (2.2) est vérifiée, si
De + g > 1. (2.12)

Alors chaque solution de ’équation (2.5) est oscillante.

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution non oscillante de (2.5). Supposons que
x est une solution éventuellement positive de ’équation (2.5), la substitution y = —x
transforme 1’équation (2.5) en une équation de la méme forme.

Par le lemme 2.2.3, nous avons

Ps g < 1.

Ce qui donne la contradiction par (2.12). O

12



Théoréme 2.3.2. Supposons que (2.2) est vérifiée, si

Ctiminte [ ops) (T9) g
p*—htrgg)lft/t p(s)( . ds > s (2.13)

Alors chaque solution de l’équation (2.5) est oscillante.

Démonstration.
Supposons que (2.5) est non-oscillatoire sur [tg, +00), alors par les hypotheéses de lemme

2.2.3, on a (2.6) est vérifiée. De I'inégalité (2.10), nous avons

1+1
pe <7 —1r't3.

En utilisant I'inégalité (1.1), avec B = A =1 et C' = 0, nous obtenons

po<— 1
T ()

Ce qui donne la contradiction par (2.13). O

Exemple 2.3.1. Considérons [’équation différentielle semi-linéaire suivante
((x (1)) + t—4x3(t) =0, t>1. (2.14)

Ica,

Alors

dt = t P(t)dt = —dt = —.
/1 o, e / (t / =

D’autre part, nous avons
[e§] Y ® 1 tS
t”/ p(s) 7(s) ds = t3/ —ds = — — +o00, lorsque t — +o0.
. s , st 3
Par conséquent
1 ol 9

S S
P=37+1)7 " 256

Donc (2.13) est vérifiée. Le théoréme 2.3.2 implique que la solution de l’équation (2.14)

est oscillante.

Théoréme 2.3.3. Supposons que (2.2) est vérifiée, si

lim sup —— /toop(S) (@)vds > 1. (2.15)

tooo T(t)

Alors chaque solution de (2.1) est oscillante.
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Démonstration.
Supposons que z est une solution éventuellement positive de (2.1) sur [ty, +00).

Par les Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, il existe t; > tg tels que

x
sur [t;, +00) et " est strictement décroissant sur [t;, +-00). Par intégration de (2.1) entre

taT, on trouve
/t p(s)a(7(s))ds = r(T)(x (T))" —r(t) (x (1))
x (t)

Comme z'(t) > 0 et 2’ (t) < — s on obtient

L[ / (z(t))
— g gl
5 | powrenas < @y < S
x : .
Comme n est strictement décroissant sur [t;, +00), alors
t
M:zc(zf) < z(7(t)), pour tout t > g,

donc

i o (2

Puisque z est strictement croissante sur [t;, +00), on trouve
¥

COF ") (12) s < 40,

r(t) s

Cet résultat donne la contradiction de (2.15), pour ¢ assez grand. [

Par conséquent

Pour la simplification, on note
d.(t) := max{d(t),0}.

Théoréme 2.3.4. Supposons que (2.2) et (2.3) sont vérifiées. S’il existe une fonction
o € C([to, +o0),R,), telle que

/t:w [U(S)p(s> (M)7 - (T(S) - IS)HH ds = oo, (2.16)

s v+ 1) (o(s))

Alors chaque solution de ’équation (2.1) est oscillante.

14



Démonstration.

Supposons que (2.1) admet une solution non-oscillatoire sur [tg, +00). Par les Lemmes

2.2.1 et 2.2.2, il existe t; > t; tels que
! t !
sr@®) >0, £(@®>0 2@ <o, # > 7 (1),

T
sur [ty, +00) et n est strictement décroissant sur [t1, +00).

Nous définissons la fonction w par :

w(t) := a(t)r(t) (i/((;))) ) pour tout t > t;.

(2.17)

Alors, w(t) > 0, pour tout ¢ € [t;, +00). Par dérivation de la fonction w, on obtient

SO (M)

x(t)

_ oWy )\ vy
A O <t>p<t>( ) el

(1) r(t))~

T
Puisque n est strictement décroissante sur [t;, +00), on trouve

/(1) < ~o(0plt) 0w

t

En utilisant I'inégalité (1.1), nous avons

¥ r o o

w'(t) < —o(t)p(t) (9) G f)ﬁﬁfiﬂ(tw’
c-o, p=2W g0
o(t) (o(t)r(t)~

Par intégration de (2.18) entre ¢; a ¢, nous avons

Zjlﬂ@p@)(ﬂ@)”_(rw)kiﬁﬂv,stg_w@y+w@gglmmx

§ Y+ 17 (0 (s))

d’ou la contradiction de (2.16) pour t grand.

15
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Exemple 2.3.2. Considérons l’équation de retard semi-linéaire

RN R e
{t‘l (x (t)) } + t—2:1:5 (5) =0, pour tout t € [1,400). (2.19)
Ici
v=5 )=t p)==, r(t)=L<1
) ) t27 2 —

Il est clair que les condition (2.2) et (2.3) sont vérifiées.
Pour appliquer le Théoréme 2.3.4, il reste a prouver que la condition (2.16) est vérifice.

Soit o (t) =t, de (2.16) nous avons

+00 1
77/ —ds = +00.
s

to

Avec n > 0. Alors toute solution de (2.19) est oscillante sur [1,400).

Soit H : [tg, +00) X [tg, +00) — RT une fonction continue satisfaisant les conditions
suivantes
a) Pour tout t € [tg, +00), H (t,t) =0,

b) H estdérivable par rapport a s.

Théoréme 2.3.5. Supposons que (2.2) et (2.3) sont vérifiées. S’il existe une fonction
¢ € CH([to, +00),Ry) et H : [to, +00) X [to, +00) — R, telle que

m /t:o[H(t, $)é(s)P(s) — 9(t, s)]dt = +00,

r(s) (' () (2L(t, )"
(v + )76 () (H(t, 5)7

Alors chaque solution de (2.1) oscillante sur [to, +00).

I(t,s) ==

Corollaire 2.3.1. Supposons que (2.2) et (2.3) sont vérifiées. S’il existe une fonction
¢ € CH([to, +0),R,), telle que

1 oo

[ e omre

to

_mhr(s)((E — s

R R R

Avec m > 1. Alors chaque solution de (2.1) est oscillante sur [ty, +00).
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2.4 Comportement asymptotique pour I’équation (2.1)

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes qui garantissent

que chaque solution z de (2.1) oscillante sur [to, +00) ou converge.

Théoréme 2.4.1. Soit o définie dans le théoréme 2.3.4 telle que (2.16) soit vérifiée, si

/t:m [Tlt) /t:p (S)ds} i +o0. (2.20)

Alors toute solution de (2.1) est oscillante sur [ty,00) ou converge.

Théoréme 2.4.2. Supposons que (2.3) et (2.20) sont vérifies. Soit o définie dans le
théoréme 2.3.4 telle que (2.16) soit vérifiée.

Alors chaque solution de (2.1) est oscillante sur [ty, +00) ou tlifrn z(t) =0.
— 100

Démonstration.
Par le théoreme 2.4.1, chaque solution de I’équation (2.1) est oscillante sur [tg, +00) ou

lim z (t) = b.

t——+o0

Supposons que b > 0, donc
z(7(t)) > b >0, pour ¢ > 1.
Nous définissons la fonction u par :
u(t) :==r(t) (2(1))”, pour t > t;.
D’apres (2.1) , on trouve
u (t) = —pt)x"(7(t)) < =b"p(t), pour ¢ > t.

Par intégration de la derniere inégalité entre t; a ¢, on trouve
t

u(t) < u(tl)—bv/p(s)ds

t1
t
< —b'y/ p(s)ds.
31
Donc,
s [ <>d]i 0
— | pls)ds| < —=x'(t), pour t > ty.
r(t) t1
Par intégration de la derniere inégalité entre ¢; a ¢, on obtient

b/: {Tls) /:p(u)du] Tds< —a () +x(h) <z(th).

Cet résultat donne la contradiction de (2.20), pour ¢ grand. ]
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Exemple 2.4.1. Considérons l’équation semi-linéaire

[tg (Q/:U'_(tf)}l + W5 =0, pour t € [1,+00). (2.21)

Ici
8 by
r(t) =ts, p(t) =1, T(t)=t, v=73
Il est clair que (2.3) et (2.20) sont vérifiée.

Pour appliquer le Théoréme 2.4.2, il reste a prouver que la condition (2.16) est vérifiée,

Soit o (t) =1, de (2.16) nous avons

/ T ()ds = +oo.

to

Alors toute solution de (2.21) est oscillante sur [1,+00) ou tli+m z(t)=0.
—+00
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la
solution d’une équation différentielle

sem1i linéaire du troisieme ordre

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons le comportement asymptotique de toute solution
de I’équation différentielle semi-linéaires d’ordre trois.

On supposera que le probléme (3.1) admet au moins une solution dans l'espace C? ([to, +00) , R).

/ Y !
{b(t) {(a(t)x/(t)> } ] +q(t)2"(t) =0, pour t > t. (3.1)
On impose les conditions suivantes :

(C1) v > 0 est de la forme v = n ol 71, Y2 sont impairs positifs et ¢ty > 0.
Y2

(Cy) Les fonctions a , b et g sont valeurs réelles et sont continues positives définies sur

[to, +OO) .

3.2 Cas ou I’équation (3.1) admet une solution non
oscillante

Nous présentons le lemme suivant qui donne les propriétés de la solution éventuellement

positive x de 1'équation (3.1)
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Lemme 3.2.1. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (3.1) et

/:O (b(l_w) "= /;OO ﬁdt = +oo. (3.2)

Alors, il y a seulement deux cas possibles, pour tout t € [ty,4+00) avec t; € [tg, +00)

suffisamment grand :
1) 2'(t) >0, (a(t)z'(t)) >0, pourt € [t;,+00),

2) 2/(t) <0, (a(t)2'(t)) > 0, pourt € [t1, +00).

Démonstration.
Soit = une solution éventuellement positive de (3.1) sur [tg, +00).

Alors il existe t; > tg tel que x (t) > 0, pour t > ;. Par (3.1), nous avons
! ! ’y /
{b(t) {(a(t}x (t)) } } <0, pour t > 1y,

/ 4 v 7’ .
donc la fonction ¢ — b { (am ) } est décroissent sur [t1, +00).
/ N A .
Alors z et {(am ) } sont des signes constant pour t assez grand.
Montrons que (aas/)' > 0, pour t > t;. Supposons le contraire, alors il existe une constante

n >0 et to > t; tels que

(a(t)x,(t)>l < - (%)i , pour t > t,.

Par intégration de la derniere inégalité entre ¢, a ¢, nous obtenons

. 1
a(t)z (t) < a(ty)z (L) — / U ds, pour t > to.

t2 b(S)
D’apres (3.2), on déduit que a(t)z'(t) — —oo lorsque ¢ — +o0o. Donc il existe t5 > ty,
tel que

X pour .
>~ (t) ) = 3

Par intégration de cette formule entre ¢3 a t, on trouve

t
1

z(t) < x(t3) — —ds, our t > ts.

()— (3) /t3a(s) p 3

D’apres (3.2), on déduit que z(t) — —oo lorsque ¢t — +o0.

D’ou la contradiction. O
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Lemme 3.2.2. Soit  une solution de l’équation (3.1) et qui satisfait le cas (1) de lemme

3.2.1, alors

x (t) > o) (a(t)x (1)), pour t > tq, (3.3)
avec
t
o(t) := / ——ds, pour t > tq.
t1 by (S)
Démonstration.

Siz'(t) > 0, pour tout ¢t > t;, de I'équation (3.1) on déduit que la fonction t —
NA N
b { (az’) } est décroissent sur [t, +00).

Par conséquent, nous avons

a(t)2 (1) = a(t)2 (t) + /t : (a(s)x/(s))/ ds

— alt) (1) + /tf b;(g) {b(s) ((CL(S)QC’(S))Y}i

2 00" (a0 (0) [ty

Ce qui prouve le lemme. O

3.3 Comportement asymptotique pour ’équation (3.1)

Maintenant, nous établissons quelques conditions suffisantes pour que toute solution
x de (3.1) soit oscillante sur [t1, +00) ou convergente.

Pour la simplification, on note

7(6)] | = max{0,(0'(s)}.

Théoréme 3.3.1. Supposons que (3.2) est vérifice. S’il existe une fonction p € C' ([ty, +00), Ry)

et st

’ v+1
[ fotort - 20y (3.4
b (’7+ D (8() 707 (s)
Alors toute solution de (3.2) est oscillante sur [ty, +00) ou converge.

Démonstration.

Soit & une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut supposer
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que z(t) > 0, pour t > t; ou t; est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1, on a deux
cas,

Si2'(t) > 0, pour t > t,.

Nous définissons la fonction w par

b(t) ((a(t)2' (1))

z7(t) ’

w(t) = p(t)

pour t > t. (3.5)

Alors w(t) > 0, par dérivation la fonction w, on obtient

o/ () = ~000) (ol 0)') (A75) + 20 (000 (tat0' 0)))

27(1)
D’apres (3.1), on obtient

o P (1) )T ) (1)
W (1) = —p()a(t) + Lsw(t) =20 (02’ (0) S
Par (3.3), on trouve
, p(1) 5() (1) ((alt)r' (1))
w'(t) < =pHalt) + g w(®) = 1pOH() T
B ()], () 141
< —plalt) + ) = o) (3.6)
En utilisant I'inégalité (1.1), nous avons
, a’(t) (' (1)
w (t) < —p(t)q(t) T e0) ) (3.7)
o _ @l e
p(t) (p(t))alt)

Par intégration de (3.7) entre ¢; a t, nous avons

7+ 1) 0(8))7p7(s)

d’ou la contradiction de (3.4) pour ¢ grand.

/t [p<s>q<s>—( TPl <) - i) < win)

Si 2’ (t) <0, pour ¢ > t, alors x est converge vers une limite finie, car la fonction = est

décroissante et minorée par 0. O]

Théoréme 3.3.2. Supposons que (3.2) est vérifiée. Soit p définie dans le Théoréme
3.3.1 telle que (3.4) soit vérifiée, si

/t:m ﬁ / - [@ / ) q(s)ds] i dudz = . (3.8)

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [ty, +00) ou converge vers zéro.
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Démonstration.

De la preuve du Théoreme 3.3.1, chaque solution de I’équation (3.1) est oscillante sur

[to, +00) ou tlim z (t) existe. D’autre part, supposons que z (t) < 0, pour ¢ > t;. Alors
—+00

x est décroissante sur [t;,4+00) et lim x (t) = b > 0 existe.
t—+oo
Supposons que b > 0.

Par intégration de la formule (3.1) entre t & o0, on obtient

(t)),> > /t+oo q(s)z7(s)ds.
Ce qui implique

') > 55 | ” d(5)" ()05 B

En intégrant la derniere inégalité entre ¢ a oo, on obtient

a0 0= [ - [Fto / ” q(s)st)ds] "

S OE %) / - {@ / +°°q<s>:zﬂ<s)ds} o

En intégrant la derniere inégalité entre ¢t; a oo, on obtient

donc

o(t) > /tfooﬁ / +°° [TZ) / m q<s)x7(s)dsrdudz.

Puisque z(t) > b, pour t > t;, alors

o(t) > b/:ooﬁfjoo [ﬁ /:OO q(s)dsrdudz.

Cet résultat donne la contradiction de (3.8).

]

Exemple 3.3.1. On considere ’équation différentielle non linéaire du troisiéme ordre

i

%f/({%x/(t)}), bV =0, pourt>1

Icy

Il est clair que (3.2) et (3.8) sont vérifiées.

(3.9)

Pour appliquer le Théoréme 3.3.1, il reste a prouver que la condition (3.4) est vérifiée.

On a

4
(t4 — t‘f) ~ v pour t assez grand.

3(t) =

1 =
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Soit p(t) = t3, de (3.4), nous avons

+oo
ds ~ s —nds = +00.

/+oo \3/§

R —————
t1 \3/ st — tzll t
avec n > 0.

Alors toute solution de (3.9) est oscillante sur [1,+00) ou converge.

Corollaire 3.3.1. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, si

a’(s)

/tl SU8) = T sty

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [ty, +00) ou converge vers zéro.

~ds = +o0. (3.10)

Corollaire 3.3.2. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, si

[

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [ty, +00) ou converge vers zéro.

Théoreme 3.3.3. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, Soit p définie dans le
Théoréme 3.3.1 telle que (3.4) soit vérifide, si

I a(s) [0 ()]} ]

— —3)" | p(s)q(s) — ds = 400, our n > 1. (3.
), (t—s) [p( Ja(s) G 0E) ) + P > 1. (3.11)
Avecn > 1.

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [ty,+00) ou converge vers zéro.

Démonstration.

Soit z une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut supposer
que z(t) > 0, pour ¢t > t; ou t; est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1, on a deux
cas,

Si a'(t) > 0, pour t > t;.

De la preuve du Théoreme 3.3.1, on a trouver (3.7). D’apres (3.7), on a

C a'(s) [p'(s)] "
/tl (t —s) [P(5>Q<3) - (v + 1)w+1(6(s))“’/ﬂ(3)] o

< /t(t — 5)"w (s)ds

t1

= w(t)(t—t)" — n/ (t —s)" tw(s)ds

t1

< wty)(t—t)".
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Donc

z @_Swlmﬁﬂ@—- g ]dsgw@ﬁ(t_h>a

t" i, (v +1)7+1(6(5)) 707 (5) t

Alors .
a'(s) [p'(s)]
(v +1)71(6(s))7p7(s)

— (t—s)" [p(S)CI(S) -

ds < w(ty),
" Jy,
d’ou la contradiction de (3.11).

Si x' (t) < 0, pour tout ¢ > ¢, la preuve est similaire le Théoreme 3.3.1. O

Exemple 3.3.2. On considere I’équation différentielle non linéaire du troisieme ordre

NC)
(%) +t'x(t) =0, pour t > 1. (3.12)

Avec A > 0. Ici

Il est clair que (3.2) et (3.8) sont vérifiées

Pour appliquer le Théoréme 3.3.3, il reste a prouver que la condition (3.11) est vérifiée.
Si on prend n =1 et p(t) =1, nous avons
I t

— t—s)q(s)ds ~ ,

(0= )als)ds ~ T g)

2
t* Jy,

pour t assez grand.

Alors toute solution de (3.9) est oscillante sur [1,+00) ou converge vers zéro.

Théoréme 3.3.4. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, Soit p définie dans le

Théoreme 3.3.1, st

A R el IO
Avec
P(t,s):=(t—s)" % (S)L —n(t—s)" 1 pourt > s > t.

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [to, +00) ou converge vers zéro.

Démonstration.
Soit = une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut supposer
que z(t) > 0, pour t > t; ou t; est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1, on a deux

cas,
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Si a'(t) > 0, pour t > t;.
On a

t

/ (t—9)"w (s) = w(ty)(t —t;)" — n/ (t —s)" tw(s)ds. (3.14)

t1 t1

De la preuve du Théoreme 3.3.1, on a trouver (3.6).

Par (3.6) et (3.14), on obtient

t

/ (t—s)"p(s)q(s)ds < w(ty)(t —t;)" Jr/

t1 t1

¢ 5(s) 1
_ t—s)'—————[w(s)] " ds.
J S it )

En utilisant I'inégalité (1.1), nous avons

+o0 a’(s) [p'(s i
[ Wwwk@www D17 ] J@sﬁwm.

v+ 1) 6(s)p(s)]

Avec
(s 5(s)(t — )"
C:=0, B:=(t—s LGl n(— sy, A= 2W0EZ5)
ple) [pls)a(s))>
D’ou la contradiction de (3.13) .
Si 2’ (t) < 0, pour tout t > t1, la preuve est similaire le Théoreme 3.3.1. O

Théoreme 3.3.5. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, Soit p définie dans le
Théoreme 3.53.1, si

1 e p(s)a’(s)Q14(t, s)
H(t, to) /t {H (t 5)p(s)a(s) = (v + 1)+1(3(s)) H (1, 5)

ds = +00. (3.15)

Avec ,
RGN

p(s)

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [ty, +00) ou converge vers zéro.

Q(t,s) == (t —s) H(t,s) — h(t,s)\/H(t,s).

Démonstration.

Soit « une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut supposer
que z(t) > 0, pour t > t; ou t; est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1, on a deux
cas,

Si a'(t) > 0, pour t > t;.
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De la preuve du Théoreme 3.3.1, on a trouver (3.6).

Par (3.6) et (3.14), on obtient

/Hts ds<—/Hts

d(s) a1
+ | Ht,s Tw(s) — 7 - [w(s)]v]ds.
/tl ") [ o " e

D’autre part

/tH(t,s)w,(s)ds:—H(t,tl)w(tl)—/t aHa(Z’S)w(s)ds,
donc
/t H(t,$)p(s)q(s)ds = H(t, t)w(t)+ /t H(t, s) pp((i))] it s) H(t,s)] (5)ds

/Hts (5) Sl ()% ds.

’Y

Nous déduisons que

[ H(t, 5)p(s)q(s)d

IN

H(t, tl)w(tl) -+ /t

/Hts 1 wv(s)ds.

)7a
En utilisant I'inégalité (1.1), nous avons

# t S S S) — p(8>aV(S)Q’Y+1(t7 S) S w
e / {H(t, Dolshals) ~ 5 [5<S)H(t’s>dd < w(ty).

Avec

()],
——— —h(t,s)\/H(t,s), A= - )
os) MEIVEES () als)

d’otu la contradiction de (3.15) pour ¢ grand.

B :=H(t,s)

Si x' (t) < 0, pour tout ¢ > t;, la preuve est similaire le Théoreme 3.3.1. O
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Chapitre 4

Oscillation pour une équation
différentielle de retard de second

ordre

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions 'oscillation de toute solution de I’équation différentielle
de retard de second ordre
(7’ (z/)a> (t)+q(t)x*(o(t)) =0, pour tout ¢ > to > 0. (4.1)
Avec z(t) = z(t) + p(t)x(7(t)). On impose les conditions suivantes :
(Hy) a > 0 est de la forme v = M on Y1, Yo impairs positifs.
V2
(Hs) r € C([to, +00),R*), tel que
+oo
m(to) 1= / r%(s)ds < +o00.
to
(H3) La fonction de retard o € C'([tg, +00),R) et
o(t) <t, o (t) >0, lim o(t) = 4o00.
t—+o0
(H,) La fonction de retard 7 € C'([ty, +o0), R) et
T(t) <t, lim 7(t) = +o0.
t—+o0

(Hs) q,p € C([to, +00),[0,+00)), tel que

0<p(t)<1l, p) <
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4.2 Théoremes d’existence de ’oscillation pour I’équation

(4.1)
Pour la simplification, on note
Q)= a(0) (1~ plo) "I
Théoreme 4.2.1. Supposons que
+00 1 t N é B
/h (@ /t Q(s)m (0(5))d5) dt = 400, (4.2)
et
+o0o
Q(t)dt = +oo. (4.3)

t1
Alors chaque solution de ’équation (4.1) est oscillante sur [ty, +00).
Démonstration.
Supposons le contraire, que x est une solution éventuellement positive de (4.1) sur
[to, +OO)

Alors il existe t; > tg, tel que
x(7(t)) > 0, z(o(t)) > 0, x(t) > z(t) > 0, pour tout t > ;.

Par (4.1), en déduire que la fonction r(z')® est décroissante sur [t;, +00).

Par conséquent, 2z est une solution éventuellement négatif ou éventuellement positif de
I'équation (4.1) sur [t1, +00).

Supposons que 2’ (t) < 0, pour tout ¢t > t;. Puisque

I

2(t) - /too r%(s)ri(s)z (s)ds

v

vV
|
N
YamnS
~
S~—
=
o
—~
~
S~—
N
—~
~
N—
oS
W
W~
S~—

D’autre part, on a

Par la définition de z, on obtient

K1) = (1) — p(t)e(r(0)
> 2(t) — p(t)z(7(t))
w(7(1))
> () (1—p<t> D ) (4.5)



De (4.5), on obtient

(r <2'>‘“>/ ) < —q() (1 —p((o(t))
- QW (o), (46)

Puisque la fonction r (z')a est décroissante sur [t1, 00), alors
—r(t) (z/) (t) > —r(t1) <Z/> (t1) ==~y >0, pour tout t > t;.

Par (4.4), on obtient
z(t) > yem(t), pour tout t > t;. (4.7)

De (4.6) et (4.7), on obtient
(r()7) @) < QO (o). pour tont ¢ > 1 (4.9
Par intégration de (4.8) entre £, & £, on obtient
() 0 < 0 () - [ Qe
< = [ Qs

Par intégration de la derniere inégalité entre ¢; a t, on obtient

(t) < +(h) — 74 /tlt (% S Q(u)w“(a(u))du)i ds.

t1
Cet résultat donne la contradiction de (4.2), pour ¢ grand.

Maintenant, on suppose que 2z (t) > 0, pour tout t > t;. Alors
z(t) > (1 —p(t))z(1), pour tout t > t;.

De (4.1), on obtient

Par (H,), on a

Alors

pour tout t > t;. (4.10)



Par intégration de (4.9) entre ¢; a t et et en utilisant (4.10), nous obtenons

r0 () 0 <) () )~ [ a0t ato)as
(1) ()" (1) - (o) /tq<s><1—p<a<s>>>ads
0 (

z) (1) — 2%( tl/Q

Par (4.3), on a lim r(¢) (2 ) (t) = —o0, d’ou la contradiction, pour t grand. O

t——+o0

Théoréme 4.2.2. Supposons que (4.3) est vérifiée, si

lim supr(¢) / "O(s)ds > 1. (4.11)

t——4o00

Alors chaque solution de ’équation (4.1) est oscillante sur [ty, +00).

Démonstration.
Supposons le contraire, que x est une solution éventuellement positive de (4.1) sur
[to, +OO)

Alors il existe t1 > tg, tel que

x(7(t)) > 0, z(o(t)) > 0, x(t) > z(t) > 0, pour tout t > ;.

De (4.1), nous avons que la fonction (2" )* est décroissante sur [t1, +00).

Par conséquent, 2z est une solution éventuellement négatif ou éventuellement positif de
I'équation (4.1) sur [t1, +00).

Supposons que z (t) < 0, pour tout ¢ > t;. Par intégration de (4.6) entre t; & ¢, on
obtient

r0()' 0 < re () - [ e
< —:(o(t)) /tth(s)ds. (4.12)

Puisque o (t) < t et z est une fonction décroissante sur [t1, +00), alors

() (z’)“ (1) > 2°(t) /tj Q(s)ds

De (4.4) et la derniere inégalité, on trouve

0 /:Q(s)ds <1

Cet résultat donne la contradiction de (4.11), pour ¢ grand.

Si 2’ (t) > 0, pour tout ¢ > ¢,. La preuve est similaire le Théoreme 4.2.1. O
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Exemple 4.2.1. Considérons l’équation différentielle linéaire suivante

’

<t2 [x(t) + %lx (%)} ) + 4z(t) = 0, pour tout t > 1. (4.13)

Ict,
2 1 t
a=1, T (t) =17, p(t):z_;’ q(t) =2, T(t)zi, o(t)=t
Alors
1
m(t) = i et  Qt) =2
Il est clair que (4.3) est vérifiée.
D’autre part, nous avons
t—1
lim 7%( / Q(s)ds = lim ———= 2( ) = 2.
t—o0 t—o0 t

Donc, (4.11) est vérifiée.
Le Théoréme 4.2.2, implique que la solution de [’équation (4.13) est oscillante sur

[1, +00).

Théoreme 4.2.3. Supposons que (4.3) est vérifiée. S’il existe une fonction d € C'([tg, +00),Ry),

RO ()6 (s)
tilﬂ%o{ 5(t) /t (5(8)Q(S> (o + 1) (d(s))”

Avec o (t) = t, pour tout t > 1.

tel que
(4.14)

0()\
~—~
»
Q
T+
=
N——
QU
»
—
V
—_

Alors chaque solution de I’équation (4.1) est oscillante sur [ty, +00).

Démonstration.
Supposons le contraire, que x est une solution éventuellement positive de (4.1) sur
[to, +OO)

Alors il existe t; > tg, tel que
x(7(t)) > 0, z(6(t)) > 0, x(t) > 2(t) > 0, pour tout t > t;.

On a alors deux cas, si 2 (t) < 0, pour tout ¢ > .

Nous définissons la fonction w par

r (t>z((j(lt()t))a + 71-061(15) } 7 pour tout t > t;. (4.15)
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Alors w (t) > 0, pour tout t > t; et

) (r () @ S0\ as)
w(t)—Ww(t)—l—é(t)za—t)—aé(t)r(t)<Z<t>) +W
IO O S PPN 10 N 1 )
= 6 (t) B +ot) 2 (1) (6 ()7 (t)= ( Q o (t)> * ra (t) et (t)

Par (4.9), on obtient

(V05 ons0. momeze

W ()< =5000+ 50 o (w - 2

En utilisant I'inégalité (1.1), nous avons

N gt r(®)E (1)
T (t) (a4 1) () e (t) motd (1)
A

Avec

En intégrant la derniere 'inégalité entre ¢, a ¢, nous obtenons

[ (str0t - BN Y e (20 —at) - (28 - wie).

Substituons (4.15) dans la derniére inégalité, nous avons

5000 — T8 (d/'(9)"" . rt)E () () E (1)
J [5( o) <a+1>°‘“<cs<s>>a]d < ST O e
o rOE @)
< —6(t) EOR (4.17)
De (4.4), on a
2N\ 6
—5(t)7“(t)<z(t)> < ey (4.18)

Par (4.17) et (4.18), on trouve

mo() [+ r(s) (8'(s)""
o [5<3)Q(S)‘<@+1> (00 >>]d5§1‘

Cet résultat donne la contradiction de (4.14).

Si 2’ (t) > 0, pour tout ¢ > t;. La preuve est similaire le Théoréme 4.2.1. ]
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