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Mémoire
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Introduction générale

Les équations différentielles est un champ large dans les mathématiques pures et

appliquées sur l’existence et l’unicité des solutions. Les mathématiques appliquées sou-

lignent l’importance de la justification rigoureuse du comportement qualitatif des solu-

tions (oscillation, périodicité, stabilité, etc.)

La théorie de l’oscillation a un champ d’applications très vaste, par exemple dans

la théorie des dynamiques des gaz en astrophysique, dans la mécanique des fluides. les

solutions d’intérêt physique sont non oscillatoires bornées possédant un zéro positif.

Le sujet principal de ce mémoire est l’étude de l’oscillation et le comportement asymp-

totique pour certaines d’équations différentielles. Le contenu de ce mémoire est basé sur

les travaux de L.Erbe et al [3, 4] et S. Saker [1, 2].

Ce mémoire est réparti en quatre chapitres.

Le premier chapitre intitulé ”Préliminaires”, est consacré aux définitions et nota-

tions qui nous seront utiles dans la suite de ce travail.

Le deuxième chapitre a pour but l’étude l’oscillation et le comportement asymp-

totique des solutions d’équations différentielles semi-linéaire de la deuxième ordre de la

forme suivante :

(
r
(
x
′
)γ)′

(t) + p (t)xγ (τ (t)) = 0, pour tout t ≥ t0.

Ce problème à été présenté par L. Erbe et al.[3].

Le troisième chapitre où on va traiter le comportement asymptotique de la solution
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d’une équation différentielle semi linéaire du troisième ordre[
b(t)

{(
a(t)x

′
(t)
)′}γ]′

+ q(t)xγ(t) = 0, pour t ≥ t0,

Tous les théorèmes énoncés dans ce chapitre sont des critères initié par L. Erbe et al.[4].

Le quatrième chapitre a pour but l’étude l’oscillation pour une équation différentielle

de retard neutre de second ordre(
r
(

(x(t) + p(t)x(τ(t)))
′
)α)′

(t) + q (t)xα (σ (t)) = 0, pour tout t ≥ t0 > 0.

Ce chapitre est basé sur les travaux de M. Bohner et al.[5].

Mots clés :

Équation différentielle ordinaire, Théorie de l’oscillation.

4



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Définition de l’oscillation

Définition 1.1.1. On dit qu’une fonction x : [a,+∞)→ R est éventuellement positive,

s’il existe t0 ∈ [a,+∞) tel que

x (t) > 0, pour tout t ∈ [t0,+∞) .

Définition 1.1.2. On dit qu’une fonction x : [a,+∞)→ R est éventuellement négative,

s’il existe t0 ∈ [a,+∞) tel que

x (t) < 0, pour tout t ∈ [t0,+∞) .

Définition 1.1.3. On dit qu’une fonction x : [a,+∞)→ R est oscillante sur [a,+∞) si

elle est ni éventuellement positive ni éventuellement négative. Elle est dite non oscillante

dans le cas contraire.

Exemple 1.1.1. Considérons l’équation différentielle suivante

x(2) (t) + x (t) = 0, pour t ∈ [0,+∞) .

Elle a une solution x (t) = sin (t) oscillante.

Lemme 1.1.1. Soit A, B, C et α des constantes, tels que B > 0. Nous avons alors

l’inégalité suivante

Ax−B (x− C)1+
1
α ≤ AC +

ααBα+1

(α + 1)α+1Aα
, pour x ≥ 0. (1.1)
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Chapitre 2

Oscillation pour une équation

différentielle semi linéaire du

seconde ordre

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’oscillation de toute solution de l’équation différentielles

semi-linéaires d’ordre deux.

(
r
(
x
′
)γ)′

(t) + p (t)xγ (τ (t)) = 0, pour tout t ∈ [t0,+∞) . (2.1)

On supposera que le probléme (2.1) admet au moins une solution dans l’espace C2 ([t0,+∞) ,R).

On impose les conditions suivantes :

(A1) γ > 0 est de la forme γ =
γ1
γ2

où γ1, γ2 sont impairs positifs et t0 ≥ 0.

(A2) Les fonctions r et p sont valeurs réelles et sont continues positives définies sur

[t0,+∞) .

(A3) La fonction τ : [t0,+∞)→ [t0,+∞) est continue, telle que

τ (t) ≤ t, et lim
t→+∞

τ (t) = +∞.
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2.2 Cas où l’équation (2.1) admet une solution non

oscillante

Dans cette section, nous supposons que l’équation (2.1) admet une solution éventuellement

positive (le raisonnement reste valable si elle est éventuellement négative).

Lemme 2.2.1. Supposons que l’équation (2.1) admet une solution éventuellement posi-

tive x sur [t0,+∞), tel que ∫ ∞
t0

(
1

r(t)

) 1
γ

dt = +∞. (2.2)

Alors, il existe T ∈ [t0,+∞), suffisamment assez grand, telle que

x
′
(t) > 0, pour tout t ∈ [T,+∞).

Démonstration.

Si x est une solution éventuellement positive de l’équation (2.1).

Alors il existe t1 ∈ [t0,+∞), tels que

x(t) > 0, x(τ(t)) > 0, pour tout t ≥ t1.

D’après (2.1), on a(
r
(
x
′
)γ)′

(t) = −p (t)xγ (τ (t)) < 0, pour tout t ≥ t1.

Montrons que

r(t)(x
′
(t))γ ≥ 0, pour tout t ≥ t1.

Suppose le contraire c’est-à-dire, il existe t2 ≥ t1, tel que

ξ = r(t2)(x
′
(t2))

γ < 0.

Puisque la fonction t→ r
(
x
′)γ

est strictement décroissante sur [t1,+∞), alors

r(t)(x
′
(t))γ ≤ ξ, pour tout t ≥ t2.

Ce qui implique

x
′
(t) ≤

(
ξ

r(t)

) 1
γ

, pour tout t ≥ t2.
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En intégrant la dernière inégalité entre t2 à t, on obtient

x(t) ≤ x(t2) + ξ
1
γ

∫ t

t2

(
1

(r(s)

) 1
γ

ds.

D’après (2.2), on obtient que x (t) tend vers −∞ lorsque t tend vers +∞.

D’ou la contradiction.

Lemme 2.2.2. Supposons que l’équation (2.1) admet une solution éventuellement posi-

tive x sur [t0,+∞) et (2.2) vérifiée, tel que

r
′
(t) ≥ 0, pour t ∈ [t0,+∞), et

∫ +∞

t0

τ γ(t)p(t)dt = +∞. (2.3)

Alors, il existe T ∈ [t0,+∞), suffisamment assez grand, telle que

x(2) (t) ≤ 0, x (t) > tx
′
(t) ,

(x
t

)′
< 0, pour tout t ∈ [T,+∞).

Démonstration.

Par le lemme 2.2.1, nous avons x
′
> 0, sur t ∈ [T,+∞). Montrons que x(2) ≤ 0, sur

[T,+∞). On a

γr (t)x(2) (t)
(
x
′
)γ−1

=
(
r
(
x
′
)γ)′

(t)− r′ (t)
(
x
′
(t)
)γ
, pour tout t ≥ T.

Comme
(
r
(
x
′)γ)′

< 0 et r
′ ≥ 0 sur [T,+∞), on obtient

γr (t)x(2) (t)
(
x
′
)γ−1

≤ 0, pour tout t ≥ T.

d’où x(2) (t) ≤ 0 sur [T,+∞).

Ensuite, nous montrons que
(x
t

)′
< 0 sur [T,+∞). Soit

v(t) := x(t)− tx′(t), pour tout t ≥ T.

Alors, pour tout t ∈ [T,+∞), v
′
(t) := −tx′′(t) ≥ 0, c’est-à-dire v est strictement crois-

sante sur [T,+∞). Montrons qu’il existe t2 ∈ [T,+∞), telle que v(t) > 0 sur [t2,+∞).

On suppose le contraire c’est-à-dire, v(t) < 0 sur t2 ∈ [T,+∞), par dérivation de la

fonction
x(t)

t
, sur t ∈ [t2,+∞), on trouve(

x(t)

t

)′
=
−x(t) + tx

′
(t)

t2
= −v(t)

t2
> 0, pour tout t ∈ [t2,+∞) . (2.4)

Donc
x

t
est strictement croissante sur [t2,+∞), on choisit t3 ∈ [t2,+∞), telle que

τ(t) ≥ τ(t3), pour tout t ≥ t3.
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Alors
x(τ(t))

τ(t)
≥ x(τ(t3))

τ(t3)
:= d > 0, pour tout t ≥ t3.

En intégrant l’équation (2.1) entre t à t3 , on obtient∫ t3

t

p(s)xγ(τ(s))ds = −r(t3)(x′(t3))γ + r(t)(x
′
(t))γ.

Donc

r(t3)(x
′
(t3))

γ ≥
∫ t3

t

p(s)xγ(τ(s))ds,

≥ dγ
∫ t3

t

p(s)τ γ(s)ds.

Ce qui donne la contradiction par (2.3).

Par (2.4), on obtient
(x
t

)′
< 0 sur [t2,+∞).

Dans la suite, nous considérons l’équation (2.1) dans le cas particulier r (t) ≡ 1,

c’est-à-dire ((
x
′
)γ)′

(t) + p (t)xγ (τ (t)) = 0, pour tout t ≥ t0. (2.5)

Pour la simplification, on note

P (t) := p(t)

(
τ(t)

t

)γ
,

q∗ := lim inf
t→∞

1

t

∫ t

t0

sγ+1P (s)ds,

p∗ := lim inf
t→∞

tγ
∫ ∞
t

P (s)ds.

Lemme 2.2.3. Supposons que x une solution éventuellement positive de l’équation (2.5),

tel que ∫ +∞

t0

P (t) dt < +∞. (2.6)

Soit

w (t) :=

(
x
′
(t)

x (t)

)γ
, r := lim inf

t→∞
tγw(t), et R := lim sup

t→∞
tγw(t).

Alors

p∗ + q∗ ≤ 1, p∗ ≤ r − r1+
1
γ .

Démonstration.

D’après le lemme 2.2.1, il existe t1 ∈ [t0,+∞), tel que

x
′
(t) > 0, x (t) > 0, x (τ (t)) > 0, sur [t1,+∞).
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Alors w(t) ≥ 0 pour t ∈ [t1,+∞). Par dérivation de la fonction w, on obtient

w
′
(t) =

((
x
′
(t)
)γ)′

xγ (t)
−
(
x
′
(t)
)γ

(xγ (t))
′

x2γ (t)

=

((
x
′
(t)
)γ)′

xγ (t)
− γ

(
x
′
(t)

x (t)

)γ
x
′
(t)

x (t)
.

De (2.5), nous obtenons

w
′
(t) = −p (t)xγ (τ (t))

xγ (t)
− γ

(
x
′
(t)

x (t)

)γ
x
′
(t)

x (t)
.

Puisque τ(t) ≤ t et
x

t
est strictement décroissante sur [t1,+∞), alors

x(t)

t
≤ x(τ(t))

τ(t)
.

Par la dernière inégalités, on obtient

w
′
(t) ≤ −

(
τ(t)

t

)γ
p(t)− γ

(
x
′
(t)

x (t)

)γ+1

= −P (t)− γ
(
x
′
(t)

x (t)

)γ+1

.

Substituons w (t) dans la derniére inégalité, on obtient

w
′
(t) ≤ −P (t)− γ [w (t)]

γ+1
γ ,

donc

w
′
(t) + P (t) + γ [w (t)]1+

1
γ ≤ 0. (2.7)

Puisque P (t) > 0 et w (t) > 0, pour t ≥ t1, alors par (2.7) , on a w
′
(t) ≤ 0, pour t ≥ t1,

donc w est strictement décroissant sur [t1,+∞). Par le résulte de Lemme 2.2.2, on a

w (t) :=

(
x
′
(t)

x (t)

)γ
≤ 1

tγ
, pour tout t ∈ [t1,∞).

Ce qui implique lim
t→+∞

w(t) = 0 et

r ≤ R ≤ 1.

Par intégration de (2.7) , entre t à +∞, on obtient

w(t) ≥
∫ +∞

t

P (s)ds+ γ

∫ +∞

t

[w(s)]
γ+1
γ ds.

En multipliant les deux côtés de la dernière inégalité par tγ, on obtient

tγw(t) ≥ tγ
∫ +∞

t

P (s)ds+ γtγ
∫ +∞

t

[w(s)]
γ+1
γ ds. (2.8)
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Soit ε > 0, d’après les définitions de p∗ et r, nous pouvons choisir t1 ∈ [T,∞), suffisam-

ment grand, telle que

tγ
∫ ∞
t

P (s)ds ≥ p∗ − ε, tγw(t) ≥ r − ε, pour t ≥ t1. (2.9)

Substituons (2.9) dans (2.8), on obtient

tγw(t) ≥ p∗ − ε+ γtγ
∫ ∞
t

[
r − ε
sγ

] γ+1
γ

ds

≥ p∗ − ε+ γ(r − ε)1+
1
γ tγ
∫ ∞
t

1

sγ+1
ds

≥ p∗ − ε+ (r − ε)1+
1
γ .

Donc,

r = lim inf
t→+∞

tγw(t) ≥ p∗ − ε+ (r − ε)1+
1
γ ,

Lorsque ε tend vers 0, nous déduisons

p∗ ≤ r − r1+
1
γ . (2.10)

En multipliant les deux côtés de (2.7) par tγ+1 et en intégrant entre T à t, on trouver∫ t

T

sγ+1w
′
(s)ds ≤ −

∫ t

T

sγ+1P (s)ds− γ
∫ t

T

sγ+1wλ(s)ds.

Avec λ = (γ + 1) /γ. Par l’intégration par parties, nous avons

tγ+1w(t) ≤ T γ+1w(T ) + (γ + 1)

∫ t

T

sγw(s)ds−
∫ t

T

sγ+1P (s)− γ
∫ t

T

sγ+1wλ(s)ds.

Par conséquent

tγ+1w(t) ≤ T γ+1w(T )−
∫ t

T

sγ+1P (s)ds+

∫ t

T

[
(γ + 1)sγw(s)− γsγ+1wλ(s)

]
ds.

En utilisant l’inégalité (1.1), avec C = 0 et A, B sont des constants, nous obtenons

(γ + 1)sγw(s)− γsγ+1wλ(s) ≤ 1.

Donc,

tγ+1w(t) ≤ T γ+1w(T )−
∫ t

T

sγ+1P (s)ds+ (t− T ).

Par conséquent

tγw(t) ≤
(

1− T

t

)
+
T γ+1

t
w(T )− 1

t

∫ t

T

sγ+1P (s)ds.
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Alors

R = lim sup
t→∞

tγw(t)

≤ 1 + lim sup
t→∞

−1

t

∫ t

T

sγ+1P (s)ds

≤ 1− lim inf
t→∞

1

t

∫ t

T

sγ+1P (s)ds

≤ 1− q∗. (2.11)

Par (2.10) et (2.11), on obtient

p∗ ≤ r − r1+
1
γ ≤ r ≤ R ≤ 1− q∗,

d’où

p∗ + q∗ ≤ 1.

2.3 Théorèmes d’existence de l’oscillation pour l’équation

(2.1)

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes qui garantissent

que chaque solution x de (2.1) est oscillante sur [t0,+∞).

Théorème 2.3.1. Supposons que (2.2) est vérifiée, si

p∗ + q∗ > 1. (2.12)

Alors chaque solution de l’équation (2.5) est oscillante.

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution non oscillante de (2.5). Supposons que

x est une solution éventuellement positive de l’équation (2.5), la substitution y = −x

transforme l’équation (2.5) en une équation de la même forme.

Par le lemme 2.2.3, nous avons

p∗ + q∗ ≤ 1.

Ce qui donne la contradiction par (2.12).
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Théorème 2.3.2. Supposons que (2.2) est vérifiée, si

p∗ = lim inf
t→∞

tγ
∫ ∞
t

p(s)

(
τ(s)

s

)γ
ds >

γγ

(γ + 1)γ+1
. (2.13)

Alors chaque solution de l’équation (2.5) est oscillante.

Démonstration.

Supposons que (2.5) est non-oscillatoire sur [t0,+∞), alors par les hypothèses de lemme

2.2.3, on a (2.6) est vérifiée. De l’inégalité (2.10), nous avons

p∗ ≤ r − r1+
1
γ .

En utilisant l’inégalité (1.1), avec B = A = 1 et C = 0, nous obtenons

p∗ ≤
γγ

(γ + 1)γ+1
.

Ce qui donne la contradiction par (2.13).

Exemple 2.3.1. Considérons l’équation différentielle semi-linéaire suivante

((x
′
(t))3)

′
+

1

t4
x3(t) = 0, t ≥ 1. (2.14)

Ici,

γ = 3, r (t) = 1, p (t) =
1

t4
, τ (t) = t.

Alors ∫ ∞
1

dt =∞, et

∫ ∞
1

P (t) dt =

∫ ∞
1

1

t4
dt =

1

3
.

D’autre part, nous avons

tγ
∫ ∞
t

p(s)

(
τ(s)

s

)γ
ds = t3

∫ ∞
t

1

s4
ds =

t3

3
→ +∞, lorsque t→ +∞.

Par conséquent

p∗ ≥
1

3
>

γγ

(γ + 1)γ
=

9

256
.

Donc (2.13) est vérifiée. Le théorème 2.3.2 implique que la solution de l’équation (2.14)

est oscillante.

Théorème 2.3.3. Supposons que (2.2) est vérifiée, si

lim sup
t→∞

tγ

r(t)

∫ ∞
t

p(s)

(
τ(s)

s

)γ
ds > 1. (2.15)

Alors chaque solution de (2.1) est oscillante.
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Démonstration.

Supposons que x est une solution éventuellement positive de (2.1) sur [t0,+∞).

Par les Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, il existe t1 ≥ t0 tels que

x (τ (t)) > 0, x
′
(t) > 0, x(2) (t) < 0,

x (t)

t
> x

′
(t) ,

sur [t1,+∞) et
x

t
est strictement décroissant sur [t1,+∞). Par intégration de (2.1) entre

t à T , on trouve ∫ T

t

p(s)xγ(τ(s))ds = r(T )(x
′
(T ))γ − r (t) (x

′
(t))γ.

Comme x
′
(t) > 0 et x

′
(t) <

x (t)

t
, on obtient

1

r(t)

∫ T

t

p(s)xγ(τ(s))ds ≤ (x
′
(t))γ ≤ (x(t))γ

tγ
.

Comme
x

t
est strictement décroissant sur [t1,+∞), alors

τ(t)

t
x(t) ≤ x(τ(t)), pour tout t ≥ t1,

donc
1

r(t)

∫ T

t

p(s)xγ(s)

(
τ(s)

s

)γ
ds ≤ (x(t))γ

tγ
.

Puisque x est strictement croissante sur [t1,+∞), on trouve

(x(t))γ

r(t)

∫ T

t

p(s)

(
τ(s)

s

)γ
ds ≤ (x(t))γ

tγ
.

Par conséquent
tγ

r(t)

∫ T

t

p(s)

(
τ(s)

s

)
ds ≤ 1.

Cet résultat donne la contradiction de (2.15), pour t assez grand.

Pour la simplification, on note

d+(t) := max{d(t), 0}.

Théorème 2.3.4. Supposons que (2.2) et (2.3) sont vérifiées. S’il existe une fonction

σ ∈ C1([t0,+∞),R+), telle que∫ +∞

t0

[
σ(s)p(s)

(
τ(s)

s

)γ
−

r(s)
[
σ
′
(s)
]γ+1

+

(γ + 1)γ+1(σ(s))γ

]
ds = +∞. (2.16)

Alors chaque solution de l’équation (2.1) est oscillante.
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Démonstration.

Supposons que (2.1) admet une solution non-oscillatoire sur [t0,+∞). Par les Lemmes

2.2.1 et 2.2.2, il existe t1 ≥ t0 tels que

x (τ (t)) > 0, x
′
(t) > 0, x(2) (t) < 0,

x (t)

t
> x

′
(t) ,

sur [t1,+∞) et
x

t
est strictement décroissant sur [t1,+∞).

Nous définissons la fonction w par :

w(t) := σ(t)r(t)

(
x′(t)

x(t)

)γ
, pour tout t ≥ t1. (2.17)

Alors, w(t) > 0, pour tout t ∈ [t1,+∞). Par dérivation de la fonction w, on obtient

w
′
(t) = σ

′
(t)r(t)

x
′
(t)γ

xγ(t)
+ σ(t)

(
r(t)x

′
(t)γ

xγ(t)

)′
=
σ
′
(t)

σ(t)
w(t) + σ(t)

(r(t)(x
′
(t))γ)

′

xγ(t)
− σ(t)r(t)

(xγ(t))
′
(x
′
(t))γ

x2γ(t))

=
σ
′
(t)

σ(t)
w(t)− σ(t)p(t)

(
x(τ(t))

x(t)

)γ
− γσ(t)r(t)

(x
′
(t))γ+1

xγ+1(t)

=
σ
′
(t)

σ(t)
w(t)− σ(t)p(t)

(
x(τ(t))

x(t)

)γ
− γ

(σ(t)r(t))
1
γ

(w (t))
γ+1
γ .

Puisque
x

t
est strictement décroissante sur [t1,+∞), on trouve

w
′
(t) ≤ −σ(t)p(t)

(
τ(t)

t

)γ
+
σ
′
+(t)

σ(t)
w(t)− γ

(σ(t)r(t))
1
γ

(w (t))
γ+1
γ .

En utilisant l’inégalité (1.1), nous avons

w
′
(t) ≤ −σ(t)p(t)

(
τ(t)

t

)γ
+

r (t)
[
σ
′
+(t)

]γ+1

(γ + 1)γ+1 (σ(t))γ
, (2.18)

avec

C = 0, B =
σ
′
+(t)

σ(t)
, A =

γ

(σ(t)r(t))
1
γ

.

Par intégration de (2.18) entre t1 à t, nous avons

∫ t

t1

[
σ(s)p(s)

(
τ(s)

s

)γ
−

r (s)
[
σ
′
+(s)

]γ+1

(γ + 1)γ+1 (σ(s))γ

]
ds ≤ −w(t) + w(t1) ≤ w(t1),

d’où la contradiction de (2.16) pour t grand.
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Exemple 2.3.2. Considérons l’équation de retard semi-linéaire[
t4
(
x
′
(t)
)5]′

+
1

t2
x5
(
t

2

)
= 0, pour tout t ∈ [1,+∞). (2.19)

Ici

γ = 5, r (t) = t4, p (t) =
1

t2
, τ (t) =

t

2
≤ t.

Il est clair que les condition (2.2) et (2.3) sont vérifiées.

Pour appliquer le Théorème 2.3.4, il reste à prouver que la condition (2.16) est vérifiée.

Soit σ (t) = t, de (2.16) nous avons

η

∫ +∞

t0

1

s
ds = +∞.

Avec η > 0. Alors toute solution de (2.19) est oscillante sur [1,+∞).

Soit H : [t0,+∞)× [t0,+∞)→ R+ une fonction continue satisfaisant les conditions

suivantes

a) Pour tout t ∈ [t0,+∞), H (t, t) = 0,

b) H estdérivable par rapport à s.

Théorème 2.3.5. Supposons que (2.2) et (2.3) sont vérifiées. S’il existe une fonction

φ ∈ C1([t0,+∞),R+) et H : [t0,+∞)× [t0,+∞)→ R+, telle que

1

H(t, t0)

∫ ∞
t0

[H(t, s)φ(s)P (s)− ϑ(t, s)]dt = +∞,

où

ϑ(t, s) :=
r(s)(φ

′
(s))γ+1

(
∂H
∂s

(t, s)
)γ+1

(γ + 1)γ+1(φ(s))γ(H(t, s))γ
.

Alors chaque solution de (2.1) oscillante sur [t0,+∞).

Corollaire 2.3.1. Supposons que (2.2) et (2.3) sont vérifiées. S’il existe une fonction

φ ∈ C1([t0,+∞),R+), telle que

1

tm

∫ ∞
t0

[
(t− s)mP (s)− mγ+1r(s)((t− s)m−1)γ+1

(γ + 1)γ+1((t− s)mγ

]
ds = +∞.

Avec m ≥ 1. Alors chaque solution de (2.1) est oscillante sur [t0,+∞).
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2.4 Comportement asymptotique pour l’équation (2.1)

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes qui garantissent

que chaque solution x de (2.1) oscillante sur [t0,+∞) ou converge.

Théorème 2.4.1. Soit σ définie dans le théorème 2.3.4 telle que (2.16) soit vérifiée, si∫ +∞

t0

[
1

r(t)

∫ t

t0

p(s)ds

] 1
γ

dt = +∞. (2.20)

Alors toute solution de (2.1) est oscillante sur [t0,∞) ou converge.

Théorème 2.4.2. Supposons que (2.3) et (2.20) sont vérifiées. Soit σ définie dans le

théorème 2.3.4 telle que (2.16) soit vérifiée.

Alors chaque solution de (2.1) est oscillante sur [t0,+∞) ou lim
t→+∞

x (t) = 0.

Démonstration.

Par le théorème 2.4.1, chaque solution de l’équation (2.1) est oscillante sur [t0,+∞) ou

lim
t→+∞

x (t) = b.

Supposons que b > 0, donc

x(τ(t)) > b > 0, pour t > t1.

Nous définissons la fonction u par :

u(t) := r(t) (x′(t))
γ

, pour t > t1.

D’après (2.1) , on trouve

u
′
(t) = −p(t)xγ(τ(t)) ≤ −bγp(t), pour t > t1.

Par intégration de la dernière inégalité entre t1 à t, on trouve

u(t) ≤ u(t1)− bγ
∫ t

t1

p(s)ds

< −bγ
∫ t

t1

p(s)ds.

Donc,

b

[
1

r(t)

∫ t

t1

p(s)ds

] 1
γ

≤ −x′(t), pour t > t1.

Par intégration de la dernière inégalité entre t1 à t, on obtient

b

∫ t

t1

[
1

r(s)

∫ s

t1

p(u)du

] 1
γ

ds ≤ −x (t) + x (t1) ≤ x (t1) .

Cet résultat donne la contradiction de (2.20), pour t grand.
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Exemple 2.4.1. Considérons l’équation semi-linéaire[
t
8
3

(
3
√
x′(t)

5
)]′

+ 3
√
x(t))

5
= 0, pour t ∈ [1,+∞). (2.21)

Ici

r (t) = t
8
3 , p (t) = 1, τ (t) = t, γ =

5

3
.

Il est clair que (2.3) et (2.20) sont vérifiée.

Pour appliquer le Théorème 2.4.2, il reste à prouver que la condition (2.16) est vérifiée,

Soit σ (t) = 1, de (2.16) nous avons∫ +∞

t0

p(s)ds = +∞.

Alors toute solution de (2.21) est oscillante sur [1,+∞) ou lim
t→+∞

x (t) = 0.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la

solution d’une équation différentielle

semi linéaire du troisième ordre

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons le comportement asymptotique de toute solution

de l’équation différentielle semi-linéaires d’ordre trois.

On supposera que le probléme (3.1) admet au moins une solution dans l’espace C3 ([t0,+∞) ,R).[
b(t)

{(
a(t)x

′
(t)
)′}γ]′

+ q(t)xγ(t) = 0, pour t ≥ t0. (3.1)

On impose les conditions suivantes :

(C1) γ > 0 est de la forme γ =
γ1
γ2

où γ1, γ2 sont impairs positifs et t0 ≥ 0.

(C2) Les fonctions a , b et q sont valeurs réelles et sont continues positives définies sur

[t0,+∞) .

3.2 Cas où l’équation (3.1) admet une solution non

oscillante

Nous présentons le lemme suivant qui donne les propriétés de la solution éventuellement

positive x de l’équation (3.1)
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Lemme 3.2.1. Supposons que x est une solution éventuellement positive de (3.1) et∫ +∞

t0

(
1

b(t)

) 1
γ

dt =

∫ +∞

t0

1

a(t)
dt = +∞. (3.2)

Alors, il y a seulement deux cas possibles, pour tout t ∈ [t1,+∞) avec t1 ∈ [t0,+∞)

suffisamment grand :

1) x
′
(t) > 0, (a(t)x

′
(t))

′
> 0, pour t ∈ [t1,+∞),

2) x′(t) < 0, (a(t)x′(t))′ > 0, pour t ∈ [t1,+∞).

Démonstration.

Soit x une solution éventuellement positive de (3.1) sur [t0,+∞).

Alors il existe t1 ≥ t0 tel que x (t) > 0, pour t ≥ t1. Par (3.1), nous avons[
b(t)

{(
a(t)x

′
(t)
)′}γ]′

< 0, pour t ≥ t1,

donc la fonction t→ b
{(
ax
′)′}γ

est décroissent sur [t1,+∞).

Alors x
′

et
{(
ax
′)′}γ

sont des signes constant pour t assez grand.

Montrons que (ax
′
)
′
> 0, pour t ≥ t1. Supposons le contraire, alors il existe une constante

η > 0 et t2 ≥ t1 tels que

(
a(t)x

′
(t)
)′
≤ −

(
η

b(t)

) 1
γ

, pour t ≥ t2.

Par intégration de la dernière inégalité entre t2 à t, nous obtenons

a(t)x
′
(t) ≤ a(t2)x

′
(t2)−

∫ t

t2

(
η

b(s)

) 1
γ

ds, pour t ≥ t2.

D’après (3.2), on déduit que a(t)x
′
(t) → −∞ lorsque t → +∞. Donc il existe t3 ≥ t2,

tel que

x
′
(t) ≤ − 1

a(t)
, pour t ≥ t3.

Par intégration de cette formule entre t3 a t, on trouve

x(t) ≤ x(t3)−
∫ t

t3

1

a(s)
ds, pour t ≥ t3.

D’après (3.2), on déduit que x(t)→ −∞ lorsque t→ +∞.

D’où la contradiction.
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Lemme 3.2.2. Soit x une solution de l’équation (3.1) et qui satisfait le cas (1) de lemme

3.2.1, alors

x
′
(t) ≥ δ(t)(b(t))

1
γ

a(t)
(a(t)x

′
(t))

′
, pour t ≥ t1, (3.3)

avec

δ(t) :=

∫ t

t1

1

b
1
γ (s)

ds, pour t ≥ t1.

Démonstration.

Si x
′
(t) > 0, pour tout t ≥ t1, de l’équation (3.1) on déduit que la fonction t →

b
{(
ax
′)′}γ

est décroissent sur [t1,+∞).

Par conséquent, nous avons

a(t)x
′
(t) = a(t1)x

′
(t1) +

∫ t

t1

(
a(s)x

′
(s)
)′
ds

= a(t1)x
′
(t1) +

∫ t

t1

1

b
1
γ (s)

{
b (s)

((
a(s)x

′
(s)
)′)γ} 1

γ

≥ (b (t))
1
γ

(
a(t)x

′
(t)
)′ ∫ t

t1

1

(b(s))
1
γ

ds

≥ δ(t)(b(t))
1
γ (a(t)x

′
(t))

′
.

Ce qui prouve le lemme.

3.3 Comportement asymptotique pour l’équation (3.1)

Maintenant, nous établissons quelques conditions suffisantes pour que toute solution

x de (3.1) soit oscillante sur [t1,+∞) ou convergente.

Pour la simplification, on note[
ρ
′
(s)
]
+

:= max{0, (ρ′(s)}.

Théorème 3.3.1. Supposons que (3.2) est vérifiée. S’il existe une fonction ρ ∈ C1 ([t0,+∞),R+)

et si ∫ +∞

t1

[
ρ(s)q(s)−

aγ(s)
[
ρ
′
(s)
]γ+1

+

(γ + 1)γ+1 (δ(s))γργ(s)

]
ds = +∞. (3.4)

Alors toute solution de (3.2) est oscillante sur [t0,+∞) ou converge.

Démonstration.

Soit x une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut supposer
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que x(t) > 0, pour t > t1 où t1 est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1, on a deux

cas,

Si x
′
(t) > 0, pour t ≥ t1.

Nous définissons la fonction w par

w(t) := ρ(t)
b(t)

(
(a(t)x

′
(t))

′)γ
xγ(t)

, pour t ≥ t1. (3.5)

Alors w(t) > 0, par dérivation la fonction w, on obtient

w
′
(t) = −b(t)

(
(a(t)x

′
(t))

′
)γ ( ρ(t)

xγ(t)

)′
+

ρ(t)

xγ(t)

(
b(t)

(
(a(t)x

′
(t))

′
)γ)′

.

D’après (3.1), on obtient

w
′
(t) = −ρ(t)q(t) +

ρ
′
(t)

ρ(t)
w(t)− γb(t)

(
(a(t)x

′
(t)
)γ ρ(t)x

′
(t)

xγ+1(t)
.

Par (3.3), on trouve

w
′
(t) ≤ −ρ(t)q(t) +

ρ
′
(t)

ρ(t)
w(t)− γρ(t)b(t)

δ(t)(b(t))
1
γ
(
(a(t)x

′
(t))

′)γ+1

xγ+1(t)

≤ −ρ(t)q(t) +

[
ρ
′
(t)
]
+

ρ(t)
w(t)− γδ(t)

[ρ(t)]
1
γ a(t)

(w(t))1+
1
γ . (3.6)

En utilisant l’inégalité (1.1), nous avons

w
′
(t) ≤ −ρ(t)q(t) +

aγ(t)
(
ρ
′
(t)
)γ+1

+

(γ + 1)γ+1(δ(t))γργ(t)
, (3.7)

avec

B =

[
ρ
′
(t)
]
+

ρ(t)
, A =

γδ(t)

(ρ(t))
1
γ a(t)

.

Par intégration de (3.7) entre t1 à t, nous avons∫ t

t1

[
ρ(s)q(s)−

aγ(s)
[
ρ
′
(s)
]γ+1

+

(γ + 1)γ+1(δ(s))γργ(s)

]
ds ≤ w(t1)− w(t) < w(t1),

d’où la contradiction de (3.4) pour t grand.

Si x
′
(t) < 0, pour t ≥ t1, alors x est converge vers une limite finie, car la fonction x est

décroissante et minorée par 0.

Théorème 3.3.2. Supposons que (3.2) est vérifiée. Soit ρ définie dans le Théorème

3.3.1 telle que (3.4) soit vérifiée, si∫ +∞

t0

1

a(z)

∫ +∞

z

[
1

b(u)

∫ ∞
u

q(s)ds

] 1
γ

dudz =∞. (3.8)

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,+∞) ou converge vers zéro.
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Démonstration.

De la preuve du Théorème 3.3.1, chaque solution de l’équation (3.1) est oscillante sur

[t0,+∞) ou lim
t→+∞

x (t) existe. D’autre part, supposons que x
′
(t) < 0, pour t ≥ t1. Alors

x est décroissante sur [t1,+∞) et lim
t→+∞

x (t) = b ≥ 0 existe.

Supposons que b > 0.

Par intégration de la formule (3.1) entre t à +∞, on obtient

b(t)
(

(a(t)x
′
(t))

′
)γ
≥
∫ +∞

t

q(s)xγ(s)ds.

Ce qui implique

(a(t)x
′
(t))

′ ≥
[

1

b(t)

∫ +∞

t

q(s)xγ(s)ds

] 1
γ

.

En intégrant la dernière inégalité entre t à ∞, on obtient

−a(t)x
′
(t) ≥

∫ +∞

t

[
1

b(u)

∫ +∞

u

q(s)xγ(s)ds

] 1
γ

du,

donc

−x′(t) ≥ 1

a(t)

∫ +∞

t

[
1

b(u)

∫ +∞

u

q(s)xγ(s)ds

] 1
γ

du.

En intégrant la dernière inégalité entre t1 à ∞, on obtient

x(t1) ≥
∫ +∞

t1

1

a(z)

∫ +∞

z

[
1

b(u)

∫ +∞

u

q(s)xγ(s)ds

] 1
γ

dudz.

Puisque x(t) ≥ b, pour t ≥ t1, alors

x(t1) ≥ b

∫ +∞

t1

1

a(z)

∫ +∞

z

[
1

b(u)

∫ +∞

u

q(s)ds

] 1
γ

dudz.

Cet résultat donne la contradiction de (3.8).

Exemple 3.3.1. On considère l’équation différentielle non linéaire du troisième ordre1

t
3

√({
1

t
x′(t)

})′′ + 1

t2
3
√
x (t) = 0, pour t ≥ 1. (3.9)

Ici

b(t) = a (t) =
1

t
, q(t) =

1

t2
, γ =

1

3
.

Il est clair que (3.2) et (3.8) sont vérifiées.

Pour appliquer le Théorème 3.3.1, il reste a prouver que la condition (3.4) est vérifiée.

On a

δ(t) =
1

4

(
t4 − t41

)
∼ t4

4
, pour t assez grand.
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Soit ρ(t) = t3, de (3.4), nous avons∫ +∞

t1

s− η
3
√
s4

3
√
s4 − t41

ds ∼
∫ +∞

t1

s− ηds = +∞.

avec η ≥ 0.

Alors toute solution de (3.9) est oscillante sur [1,+∞) ou converge.

Corollaire 3.3.1. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, si∫ +∞

t1

sq(s)− aγ(s)

(γ + 1)γ+1(δ(s))γsγ
ds = +∞. (3.10)

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,+∞) ou converge vers zéro.

Corollaire 3.3.2. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, si∫ +∞

t1

[
sγ+1q(s)− aγ(s)

(δ(s))γ

]
ds = +∞.

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,+∞) ou converge vers zéro.

Théorème 3.3.3. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, Soit ρ définie dans le

Théorème 3.3.1 telle que (3.4) soit vérifiée, si

1

tn

∫ +∞

t1

(t−s)n
[
ρ(s)q(s)−

aγ(s)
[
ρ
′
(s)
]γ+1

+

(γ + 1)γ+1 (δ(s))γργ(s)

]
ds = +∞, pour n ≥ 1. (3.11)

Avec n ≥ 1.

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,+∞) ou converge vers zéro.

Démonstration.

Soit x une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut supposer

que x(t) > 0, pour t > t1 où t1 est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1, on a deux

cas,

Si x
′
(t) > 0, pour t ≥ t1.

De la preuve du Théorème 3.3.1, on a trouver (3.7). D’après (3.7), on a

∫ t

t1

(t− s)n
[
ρ(s)q(s)−

aγ(s)
[
ρ
′
(s)
]γ+1

+

(γ + 1)γ+1(δ(s))γργ(s)

]
ds ≤

∫ t

t1

(t− s)nw′(s)ds

= w(t1)(t− t1)n − n
∫ t

t1

(t− s)n−1w(s)ds

≤ w(t1)(t− t1)n.
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Donc

1

tn

∫ t

t1

(t− s)n
[
ρ(s)q(s)−

aγ(s)
[
ρ
′
(s)
]γ+1

+

(γ + 1)γ+1(δ(s))γργ(s)

]
ds ≤ w(t1)

(
t− t1
t

)n
.

Alors

1

tn

∫ +∞

t1

(t− s)n
[
ρ(s)q(s)−

aγ(s)
[
ρ
′
(s)
]γ+1

+

(γ + 1)γ+1(δ(s))γργ(s)

]
ds ≤ w(t1),

d’où la contradiction de (3.11).

Si x
′
(t) < 0, pour tout t ≥ t1, la preuve est similaire le Théorème 3.3.1.

Exemple 3.3.2. On considère l’équation différentielle non linéaire du troisième ordre(
x
′

t

)(2)

+ tλx(t) = 0, pour t ≥ 1. (3.12)

Avec λ ≥ 0. Ici

b(t) = 1, a (t) =
1

t
, q(t) = tλ, γ = 1.

Il est clair que (3.2) et (3.8) sont vérifiées

Pour appliquer le Théorème 3.3.3, il reste a prouver que la condition (3.11) est vérifiée.

Si on prend n = 1 et ρ(t) = 1, nous avons

1

t2

∫ t

t1

(t− s)q(s)ds ∼ tλ

(λ+ 1) (λ+ 2)
, pour t assez grand.

Alors toute solution de (3.9) est oscillante sur [1,+∞) ou converge vers zéro.

Théorème 3.3.4. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, Soit ρ définie dans le

Théorème 3.3.1, si

1

tn

∫ +∞

t1

[
(t− s)nρ(s)q(s)− ρ(s)aγ(s)P γ+1(t, s)

(γ + 1)γ+1(δ(s))γ(t− s)nγ

]
ds = +∞. (3.13)

Avec

P (t, s) := (t− s)n
[
ρ
′
(s)
]
+

ρ(s)
− n(t− s)n−1, pour t ≥ s ≥ t0.

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,+∞) ou converge vers zéro.

Démonstration.

Soit x une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut supposer

que x(t) > 0, pour t > t1 où t1 est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1, on a deux

cas,
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Si x
′
(t) > 0, pour t ≥ t1.

On a ∫ t

t1

(t− s)nw′(s) = w(t1)(t− t1)n − n
∫ t

t1

(t− s)n−1w(s)ds. (3.14)

De la preuve du Théorème 3.3.1, on a trouver (3.6).

Par (3.6) et (3.14), on obtient∫ t

t1

(t− s)nρ(s)q(s)ds ≤ w(t1)(t− t1)n +

∫ t

t1

[
(t− s)n

[
ρ
′
(s)
]
+

ρ(s)
− n(t− s)n−1

]
w(s)ds

−
∫ t

t1

γ(t− s)n δ(s)

(ρ(s)aγ(s))
1
γ

[w(s)]
γ+1
γ ds.

En utilisant l’inégalité (1.1), nous avons

∫ +∞

t1

(t− s)n
[
ρ(s)q(s)−

aγ(s)
[
ρ
′
(s)
]γ+1

+

(γ + 1)γ+1 [δ(s)ρ(s)]γ

]
ds ≤ 1

tn
w(t1).

Avec

C := 0, B := (t− s)n
[
ρ
′
(s)
]
+

ρ(s)
− n(t− s)n−1, A :=

γδ(s)(t− s)n

[ρ(s)aγ(s)]
1
γ

.

D’où la contradiction de (3.13) .

Si x
′
(t) < 0, pour tout t ≥ t1, la preuve est similaire le Théorème 3.3.1.

Théorème 3.3.5. Supposons que (3.2), (3.8) sont vérifiées, Soit ρ définie dans le

Théorème 3.3.1, si

1

H(t, t0)

∫ +∞

t1

[
H(t, s)ρ(s)q(s)− ρ(s)aγ(s)Qγ+1(t, s)

(γ + 1)γ+1(δ(s))γHγ(t, s)

]
ds = +∞. (3.15)

Avec

Q(t, s) := (t− s)n
[
ρ
′
(s)
]
+

ρ(s)
H(t, s)− h(t, s)

√
H(t, s).

Alors toute solution de (3.1) est oscillante sur [t0,+∞) ou converge vers zéro.

Démonstration.

Soit x une solution non-oscillatoire de (3.1). Sans perte de généralité on peut supposer

que x(t) > 0, pour t > t1 où t1 est suffisamment grand. Par le lemme 3.2.1, on a deux

cas,

Si x
′
(t) > 0, pour t ≥ t1.
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De la preuve du Théorème 3.3.1, on a trouver (3.6).

Par (3.6) et (3.14), on obtient∫ t

t1

H(t, s)ρ(s)q(s)ds ≤ −
∫ t

t1

H(t, s)w
′
(s)ds

+

∫ t

t1

H(t, s)

[[
ρ
′
(s)
]
+

ρ(s)
w(s)− γδ(s)

(ρ(s))
1
γ a(s)

[w (s)]
γ+1
γ

]
ds.

D’autre part ∫ t

t1

H(t, s)w
′
(s)ds = −H(t, t1)w(t1)−

∫ t

t1

∂H(t, s)

∂s
w(s)ds,

donc∫ t

t1

H(t, s)ρ(s)q(s)ds = H(t, t1)w(t1) +

∫ t

t1

[
H(t, s)

[
ρ
′
(s)
]
+

ρ(s)
− h(t, s)

√
H(t, s)

]
w(s)ds

−
∫ t

t1

H(t, s)
γδ(s)

(ρ(s))
1
γ a(s)

[w (s)]
γ+1
γ ds.

Nous déduisons que∫ t

t1

H(t, s)ρ(s)q(s)ds ≤ H(t, t1)w(t1) +

∫ t

t1

[
H(t, s)

[
ρ
′
(s)
]
+

ρ(s)
− h(t, s)

√
H(t, s)

]
w(s)ds

−
∫ t

t1

H(t, s)
γδ(s)

(ρ(s))
1
γ a(s)

w
γ+1
γ (s)ds.

En utilisant l’inégalité (1.1), nous avons

1

H(t, t1)

∫ t

t1

[
H(t, s)ρ(s)q(s)− ρ(s)aγ(s)Qγ+1(t, s)

(γ + 1)γ+1 [δ(s)H(t, s)]γ

]
ds ≤ w(t1).

Avec

B := H(t, s)

[
ρ
′
(s)
]
+

ρ(s)
− h(t, s)

√
H(t, s), A := γ

H(t, s)δ(s)

[ρ(s)]
1
γ a(s)

.

d’où la contradiction de (3.15) pour t grand.

Si x
′
(t) < 0, pour tout t ≥ t1, la preuve est similaire le Théorème 3.3.1.
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Chapitre 4

Oscillation pour une équation

différentielle de retard de second

ordre

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions l’oscillation de toute solution de l’équation différentielle

de retard de second ordre(
r
(
z
′
)α)′

(t) + q (t)xα (σ (t)) = 0, pour tout t ≥ t0 > 0. (4.1)

Avec z(t) = x(t) + p(t)x(τ(t)). On impose les conditions suivantes :

(H1) α > 0 est de la forme γ =
γ1
γ2

où γ1, γ2 impairs positifs.

(H2) r ∈ C([t0,+∞),R+), tel que

π(t0) :=

∫ +∞

t0

r
−1
α (s)ds < +∞.

(H3) La fonction de retard σ ∈ C1([t0,+∞),R) et

σ(t) ≤ t, σ
′
(t) > 0, lim

t→+∞
σ(t) = +∞.

(H4) La fonction de retard τ ∈ C1([t0,+∞),R) et

τ(t) ≤ t, lim
t→+∞

τ(t) = +∞.

(H5) q, p ∈ C([t0,+∞), [0,+∞)), tel que

0 ≤ p(t) < 1, p(t) <
π(t)

π(τ(t))
.
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4.2 Théorèmes d’existence de l’oscillation pour l’équation

(4.1)

Pour la simplification, on note

Q(t) := q(t)

(
1− p(σ(t))

π(τ(σ(t)))

π(σ(t))

)α
.

Théorème 4.2.1. Supposons que∫ +∞

t1

(
1

r(t)

∫ t

t1

Q(s)πα(σ(s))ds

) 1
α

dt = +∞. (4.2)

et ∫ +∞

t1

Q(t)dt = +∞. (4.3)

Alors chaque solution de l’équation (4.1) est oscillante sur [t0,+∞).

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution éventuellement positive de (4.1) sur

[t0,+∞).

Alors il existe t1 ≥ t0, tel que

x(τ(t)) > 0, x(σ(t)) > 0, x(t) ≥ z(t) > 0, pour tout t ≥ t1.

Par (4.1), en déduire que la fonction r(z
′
)α est décroissante sur [t1,+∞).

Par conséquent, z
′

est une solution éventuellement négatif ou éventuellement positif de

l’équation (4.1) sur [t1,+∞).

Supposons que z
′
(t) < 0, pour tout t ≥ t1. Puisque

z(t) ≥ −
∫ ∞
t

r
−1
α (s)r

1
α (s)z

′
(s)ds

≥ −π(t)r
1
α (t)z

′
(t). (4.4)

D’autre part, on a ( z
π

)′
(t) =

z
′
(t)

π (t)
+
z (t) r

−1
α (t)

π2 (t)
≥ 0.

Par la définition de z, on obtient

x(t) = z(t)− p(t)x(τ(t))

≥ z(t)− p(t)z(τ(t))

≥ z(t)

(
1− p(t)π(τ(t))

π(t)

)
. (4.5)
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De (4.5), on obtient(
r
(
z
′
)α)′

(t) ≤ −q (t)

(
1− p((σ(t))

π(τ(σ(t)))

π(σ(t))

)α
zα(σ(t))

= −Q(t)zα(σ(t)). (4.6)

Puisque la fonction r
(
z
′)α

est décroissante sur [t1,∞), alors

−r (t)
(
z
′
)α

(t) ≥ −r (t1)
(
z
′
)α

(t1) := γ > 0, pour tout t ≥ t1.

Par (4.4), on obtient

z(t) ≥ γ
1
απ(t), pour tout t ≥ t1. (4.7)

De (4.6) et (4.7), on obtient(
r
(
z
′
)α)′

(t) ≤ −γQ(t)πα(σ(t)), pour tout t ≥ t1. (4.8)

Par intégration de (4.8) entre t1 à t, on obtient

r (t)
(
z
′
)α

(t) ≤ r (t)
(
z
′
)α

(t1)− γ
∫ t

t1

Q(s)πα(σ(s))ds

≤ −γ
∫ t

t1

Q(s)πα(σ(s))ds.

Par intégration de la dernière inégalité entre t1 à t, on obtient

z(t) ≤ z(t1)− γ
1
α

∫ t

t1

(
1

r(s)

∫ s

t1

Q(u)πα(σ(u))du

) 1
α

ds.

Cet résultat donne la contradiction de (4.2), pour t grand.

Maintenant, on suppose que z
′
(t) > 0, pour tout t ≥ t1. Alors

x(t) ≥ (1− p(t))z(t), pour tout t ≥ t1.

De (4.1), on obtient (
r
(
z
′
)α)′

(t) ≤ −q(t) (1− p (σ(t)))α zα(σ(t)). (4.9)

Par (H4) , on a
π(τ(σ (t)))

π(σ (t))
≥ 1

p(σ (t))
≥ 1.

Alors

1− p(σ(t)) ≥ 1− p(σ(t))
π(τ(σ(t)))

(π(σ(t))
, pour tout t ≥ t1. (4.10)
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Par intégration de (4.9) entre t1 à t et et en utilisant (4.10), nous obtenons

r (t)
(
z
′
)α

(t) ≤ r (t1)
(
z
′
)α

(t1)−
∫ t

t1

q(s)(1− p(σ(s)))αzα(σ(s))ds

≤ r (t1)
(
z
′
)α

(t1)− zα(σ(t1))

∫ t

t1

q(s)(1− p(σ(s)))αds

≤ r (t1)
(
z
′
)α

(t1)− zα(σ(t1))

∫ t

t1

Q(s)ds.

Par (4.3), on a lim
t→+∞

r (t)
(
z
′)α

(t) = −∞, d’ou la contradiction, pour t grand.

Théorème 4.2.2. Supposons que (4.3) est vérifiée, si

lim sup
t→+∞

πα(t)

∫ t

t1

Q(s)ds > 1. (4.11)

Alors chaque solution de l’équation (4.1) est oscillante sur [t0,+∞).

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution éventuellement positive de (4.1) sur

[t0,+∞).

Alors il existe t1 ≥ t0, tel que

x(τ(t)) > 0, x(σ(t)) > 0, x(t) ≥ z(t) > 0, pour tout t ≥ t1.

De (4.1), nous avons que la fonction r(z
′
)α est décroissante sur [t1,+∞).

Par conséquent, z
′

est une solution éventuellement négatif ou éventuellement positif de

l’équation (4.1) sur [t1,+∞).

Supposons que z
′
(t) < 0, pour tout t ≥ t1. Par intégration de (4.6) entre t1 à t, on

obtient

r (t)
(
z
′
)α

(t) ≤ r (t1)
(
z
′
)α

(t1)−
∫ t

t1

Q(s)zα(σ(s))ds

≤ −zα(σ(t))

∫ t

t1

Q(s)ds. (4.12)

Puisque σ (t) ≤ t et z est une fonction décroissante sur [t1,+∞) , alors

−r (t)
(
z
′
)α

(t) ≥ zα(t)

∫ t

t1

Q(s)ds.

De (4.4) et la dernière inégalité, on trouve

πα(t)

∫ t

t1

Q(s)ds ≤ 1.

Cet résultat donne la contradiction de (4.11), pour t grand.

Si z
′
(t) > 0, pour tout t ≥ t1. La preuve est similaire le Théorème 4.2.1.
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Exemple 4.2.1. Considérons l’équation différentielle linéaire suivante(
t2
[
x(t) +

1

4
x

(
t

2

)]′)′
+ 4x(t) = 0, pour tout t ≥ 1. (4.13)

Ici,

α = 1, , r (t) = t2, p (t) =
1

4
, q (t) = 2, τ (t) =

t

2
, σ (t) = t.

Alors

π(t) =
1

t
et Q(t) = 2.

Il est clair que (4.3) est vérifiée.

D’autre part, nous avons

lim
t→∞

πα(t)

∫ t

t1

Q(s)ds = lim
t→∞

2 (t− t1)
t

= 2.

Donc, (4.11) est vérifiée.

Le Théorème 4.2.2, implique que la solution de l’équation (4.13) est oscillante sur

[1,+∞).

Théorème 4.2.3. Supposons que (4.3) est vérifiée. S’il existe une fonction δ ∈ C1([t0,+∞),R+),

tel que

lim
t→+∞

{
πα(t)

δ(t)

∫ ∞
t0

(
δ(s)Q(s)−

r(s)
[
δ
′
(s)
]α+1

(α + 1)α+1(δ(s))α

)
ds

}
> 1. (4.14)

Avec σ (t) = t, pour tout t ≥ t0.

Alors chaque solution de l’équation (4.1) est oscillante sur [t0,+∞).

Démonstration.

Supposons le contraire, que x est une solution éventuellement positive de (4.1) sur

[t0,+∞).

Alors il existe t1 ≥ t0, tel que

x(τ(t)) > 0, x(δ(t)) > 0, x(t) ≥ z(t) > 0, pour tout t ≥ t1.

On a alors deux cas, si z
′
(t) < 0, pour tout t ≥ t1.

Nous définissons la fonction w par

w (t) := δ (t)

{
r (t)

(
z
′
(t)
)α

zα (t)
+

1

πα (t)

}
, pour tout t ≥ t1. (4.15)
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Alors w (t) ≥ 0, pour tout t ≥ t1 et

w
′
(t) =

δ
′
(t)

δ (t)
w (t) + δ (t)

(
r
(
z
′)α)′

(t)

zα (t)
− αδ (t) r (t)

(
z
′
(t)

z (t)

)α+1

+
αδ (t)

r
1
α (t) πα+1 (t)

≤ δ
′
(t)

δ (t)
w (t) + δ (t)

(
r
(
z
′)α)′

(t)

zα (t)
− α

(δ (t) r (t))
1
α

(
w (t)− δ (t)

πα (t)

)α+1
α

+
αδ (t)

r
1
α (t) πα+1 (t)

.

Par (4.9), on obtient(
r
(
z
′
)α)′

(t) ≤ −Q (t) zα (t) , pour tout t ≥ t1. (4.16)

Donc

w
′
(t) ≤ −δ (t)Q (t) +

δ
′
(t)

δ (t)
w (t)− α

(δr (t))
1
α

(
w (t)− δ (t)

πα (t)

)α+1
α

+
αδ (t)

r
1
α (t) πα+1 (t)

.

En utilisant l’inégalité (1.1), nous avons

w
′
(t) ≤ −δ (t)Q (t) +

δ
′
(t)

πα (t)
+

r (t) (δ
′
(t))α+1

(α + 1)α+1δα (t)
+

αδ (t)

r
1
α (t) πα+1 (t)

= −δ (t)Q (t) +

(
δ (t)

πα (t)

)′
+

r (t) (δ
′
(t))α+1

(α + 1)α+1δα (t)
.

Avec

A :=
δ
′
(t)

δ (t)
, B :=

α

(δ (t) r (t))
1
α

, C :=
δ

πα (t)
.

En intégrant la dernière l’inégalité entre t1 à t, nous obtenons∫ t

t1

(
δ(s)Q(s)−

r(s)
(
δ
′
(s)
)α+1

(α + 1)α+1(δ(s))α

)
ds ≤

(
δ (t)

πα(t)
− w(t)

)
−
(
δ(t1)

πα(t1)
− w(t1)

)
.

Substituons (4.15) dans la dernière inégalité, nous avons∫ +∞

t2

[
δ(s)Q(s)−

r(s)
(
δ
′
(s)
)α+1

(α + 1)α+1(δ(s))α

]
ds ≤ δ(t1)

r(t1)(z
′
(t1))

α

(z(t1))α
− δ(t)r(t)(z

′
(t))α

(z(t))α

≤ −δ(t)r(t)(z
′
(t))α

(z(t))α
. (4.17)

De (4.4), on a

− δ (t) r(t)

(
z
′
(t)

z (t)

)α
≤ δ (t)

πα(t)
. (4.18)

Par (4.17) et (4.18), on trouve

πα(t)

δ(t)

∫ +∞

t2

[
δ(s)Q(s)−

r(s)
(
δ
′
(s)
)α+1

(α + 1)α+1(δ(s))α

]
ds ≤ 1.

Cet résultat donne la contradiction de (4.14).

Si z
′
(t) > 0, pour tout t ≥ t1. La preuve est similaire le Théorème 4.2.1.
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