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RESUME 

       Dans ce travail on s'intéresse à l'analyse de flexion et de vibration libre d’un tablier de pont 

épais simplement appuyé en utilisant une nouvelle théorie exponentielle de déformation de 

cisaillement d’ordre élevé. Contrairement aux théories de déformation de cisaillement d’ordre 

élevé (HSDT) et à la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT) 

existantes, le modèle proposé utilise un nouveau champ de déplacement qui intègre des termes 

d’intégrales indéterminés et ne contient que deux variables. Les équations de mouvement des 

plaques sont déterminées par le principe des travaux virtuels. Les solutions analytiques pour les 

plaques isotropes simplement appuyées sont obtenues en utilisant la méthode de Navier, puis 

les fréquences fondamentales sont trouvées en résolvant un problème aux valeurs propres. Les 

résultats des déplacements, des contraintes et des fréquences sont comparés avec ceux 

disponibles dans la littérature pour montrer l’efficacité de la théorie proposée. Les résultats 

démontrent que la théorie actuelle avec seulement deux inconnues est non seulement précise et 

efficace, mais aussi simple pour résoudre les réponses de flexion et de vibration libre d'un tablier 

de pont épais et peut atteindre la même précision que les théories de déformation de cisaillement 

d’ordre élevé HSDTs existantes qui ont plus de variables. 

Mots clés : Flexion, vibration libre, tablier de pont, théories de déformation de cisaillement, 

plaques isotropes, fréquences fondamentales 
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Abstract 

       This work focuses on the analysis of the bending and free vibration of simply supported 

thick bridge deck using a new exponential shear deformation theory. Contrary to the existing 

higher order shear deformation theories (HSDT) and the first shear deformation theory (FSDT), 

the proposed model uses a new displacement field which incorporates undetermined integral 

terms and involves only two variables. The equations of motion of the plates are determined by 

the principle of virtual work. The analytical solutions of simply supported isotropic plates are 

obtained by employing Navier method and then fundamental frequencies are obtained by 

solving a problem with eigenvalues. The results of displacements, stresses and frequencies are 

compared with those available in the literature to show the efficiency of the proposed theory. 

The results demonstrate that the present theory with only two unknowns is not only accurate 

and efficient, but also simple for solving the flexural and free vibration responses of thick bridge 

deck and can achieve the same accuracy of the existing higher order shear deformation theories 

HSDTs which have more number of variables. 

Keywords: Bending, free vibration, bridge deck, shear deformation theories, isotropic plates, 

fundamental frequencies. 
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 صـــملخ

 س تخدامبس يطة با مساندالانحناء والاهتزاز الحر لسطح الجسر السميك المستند على  تحليل على نركز العمل هذا في     

 الدرجة من تشوه القص ةونظري العالي ذو الترتيب القص تشوه نظريات عكس الأسي. على القص لتشوه جديدة نظرية

ن ،الأولى زاحة ي النموذج المقترح فا  يتم تحديد  .فقط مجهولين ويتضمن محددة غير تكاملات على يحتويجديد قدم حقل ا 

 دة الخواصالتحليلية للصفائح موح معادلات حركة الصفيحة من قبل مبدأأ العمل الافتراضي. يتم الحصول على الحلول

ا من خلال اما فيما يخص الترددات الأساس ية فقد تم الحصول عليه ،باس تخدام طريقة نافييه بس يطة مساندعلى  ةالمستند

 بقا لا ظهار فعاليةالمدروسة سا النظريات نتائج مع والترددات جهااداتوالا الا زاحة نتائج مقارنة حل مشكل القيم الذاتية. تتم

اس تجابات ل بس يطة لحل ب فحسب وفعالةتظهر النتائج أأن النظرية الحالية بمجهولين فقط ليست دقيقة  .المقترحة النظرية

مكانها تحقيق ووالاهتزاز الحر لسطح الجسر السميك  الانحناء العالي الموجودة  تيبذو التر  نفس دقة نظريات تشوه القصبا 

 .على عدد أأكبر من المجاهيل تحتويوالتي 

لترددات ا، الصفائح موحدة الخواص، القص تشوهة ظري، نسطح الجسر، الاهتزاز الحر ،الانحناء المفتاحية: الكلمات

 .الأساس ية
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Introduction générale 

       Il est clairement entendu que les matériaux ont une plus grande influence sur la vie 

humaine ; il est donc nécessaire de comprendre leur comportement, les méthodes de traitement 

pour les utiliser dans diverses applications.   

       Le choix d'un matériau pour une application donnée dépend de la fonction, des exigences 

de fabrication, du coût, de la disponibilité, etc. En outre, une meilleure conception et une 

meilleure sélection des matériaux amélioreront les performances des systèmes. 

       Les plaques sont largement utilisées dans l’industrie et les nouveaux domaines 

technologiques tels que l’ingénierie aéronautique, la marine, le génie civil et mécanique.  

       Les effets de cisaillement transversal et de déformation normale sont définis dans les 

plaques flexibles en cisaillement qui peuvent être constituées des matériaux isotropes, 

orthotropes, anisotropes ou matériaux composites stratifiés.  

       L’analyse des plaques épaisses est fondamentalement un problème tridimensionnel. Les 

théories bidimensionnelles peuvent être dérivées en faisant des hypothèses appropriées 

concernant la cinématique de la déformation ou l’état de contrainte dans l’épaisseur de la plaque 

[1].  

       Dans le cadre de l’étude de stabilité des plaques, une vaste gamme de modèles de plaques 

a été développée.  

       En général, les théories des plaques peuvent être divisées en trois catégories principales, à 

savoir : la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de déformation de cisaillement du 

premier ordre (FSDT) et la théorie des plaques d'ordre élevé (HSDT). 

       La plus simple est la théorie classique des plaques (CPT), également connue sous le nom 

de théorie de Love-Kirchoff [2], qui ignore les effets de cisaillement transversal et fournit des 

résultats raisonnables pour les plaques minces et isotropes. La théorie de Kirchhoff est 

largement utilisée pour la flexion statique, les vibrations et la stabilité des plaques minces dans 

le domaine de la mécanique des structures solides.  
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       Différentes applications de cette théorie sont présentées par Timochenko et Krieger [3], 

Timoshenko et Gere [4], Dym and Shames [5] et bien d’autres. Strel’bitskaya et Matoshko [6] 

présentent une brève étude de la flexion des plaques élastiques. La revue consacrée à l’analyse 

de la théorie classique des plaques isotropes minces est donnée par Vasil’ev [7].étant donné que 

la déformation transversale de cisaillement est négligée dans la théorie de la CPT, elle ne peut 

pas être appliquée aux plaques épaisses où les effets de déformation de cisaillement sont plus 

importants. Ainsi, son adéquation est limitée aux plaques minces. Afin de surmonter les limites 

de la CPT, les théories de déformation de cisaillement ont été recommandées.  

       Les théories de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDTs) peuvent être 

considérées comme des améliorations par rapport à la théorie classique de la plaque mince de 

Kirchhoff.  

       La FSDT connu sous le nom Reissner [8] et Mindlin [9] tient compte de l’effet de 

déformation de cisaillement transversal par le biais d’une variation linéaire des déplacements 

axiaux à travers l’épaisseur. Étant donné que la FSDT ne respecte pas les conditions d’équilibre 

aux surfaces supérieure et inférieure de la plaque, Un facteur de correction de cisaillement est 

donc nécessaire. 

       Le facteur de correction de cisaillement est difficile à déterminer, car il dépend non 

seulement des paramètres géométriques, mais aussi des conditions de chargement et des 

conditions aux limites [10]. 

       De nombreuses recherches ont été présentées dans différents articles scientifiques en 

utilisant la FSDT. Pour l’analyse statique de plaques isotropes homogènes épaisses, Mindlin 

[9] a étendu le travail de Timoshenko [11,12]. Timoshenko a été le premier à examiner les effets 

de la déformation de cisaillement et de l’inertie de rotation dans l’analyse des poutres. La 

théorie de Mindlin pour les plaques épaisses a été étendue aux plaques anisotropiques stratifiées 

par Yang, et al [13], Whitney et Pagano [14]. Cependant, ces théories souffrent de 

l’inconvénient de l’utilisation des facteurs de correction de cisaillement dépendants du 

problème. 

       Mantari et Granados [15] ont proposé une nouvelle FSDT avec quatre variables dans lequel 

des termes d’intégrale dans la cinématique des plaques sont utilisés pour l’analyse statique de 

plaques sandwich fonctionnellement graduées. 
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       Les limites de la théorie classique de la plaque et des théories de déformation de 

cisaillement du premier ordre ont forcé le développement de déformations de cisaillement 

d’ordre élevé pour éviter l’utilisation de facteurs de correction de cisaillement et obtenir la 

variation réaliste de la déformation/contrainte de cisaillement dans l’épaisseur de la plaque [1].  

       Reddy [16] a proposé une théorie modifiée du troisième ordre qui tient compte non 

seulement les déformations de cisaillement transversal, mais aussi leur variation parabolique 

dans l’épaisseur de la plaque. Par conséquent, il n’est pas nécessaire d’utiliser des coefficients 

de correction de cisaillement pour calculer les contraintes de cisaillement.  

       Lee et al. [17] ont utilisé la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé de Reddy 

[16] pour l’analyse non linéaire des plaques isotropes épaisses. Hanna et Leissa [18] ont étudié 

la vibration libre des plaques épaisses en utilisant la HSDT. 

       Il existe une autre classe de théories raffinées de déformation de cisaillement, où 

l’utilisation de la fonction trigonométrique est faite pour prendre en compte les effets de 

déformation de cisaillement. 

       Levy [19] a développé pour la première fois une théorie raffinée pour les plaques isotropes 

épaisses en utilisant des fonctions sinusoïdales dans le champ de déplacement. Stein [20,21], 

Stein et al. [22], ont également proposé de telles théories et les ont appliquées aux plaques 

isotropes sous forme modifiée.  

       Touratier et al [23] ont utilisé des fonctions trigonométriques pour décrire la distribution 

parabolique des contraintes de cisaillement transversal dans l’épaisseur de la plaque.  

       Les théories contenant des fonctions trigonométriques impliquant des coordonnées 

d’épaisseur dans les champs de déplacement sont désignées comme théories trigonométriques 

de déformation de cisaillement (TSDTs). 

       Shimpi [24] a développé un modèle raffiné pour les plaques isotropes afin de réduire le 

nombre des variables utilisées dans les équations d'équilibre. 

       L’effet de cisaillement transversal et de la contrainte normale transversale sur la flexion 

statique des plaques isotropes épaisses en utilisant la TSDT est étudié par Ghugal et Sayyad 

[25]. 
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       Ghugal et Pawar [26] ont développé une théorie de déformation de cisaillement 

hyperbolique pour l’analyse de flexion, flambement et de vibration libre des plaques épaisses. 

       Sayyad et Ghugal [27] ont utilisé une théorie exponentielle de déformation de cisaillement 

pour l’analyse de flexion et de vibration libre des plaques isotropes épaisses simplement 

appuyées. 

       Nombreuses études ont utilisé la HSDT comme Shahrjerdi et al [28] , Viswanathan et al 

[29] , Swaminathan et Naveenkumar [30] , Avcar [31] , Madenci [32] , Zoutania et Hadji [33] 

et Boulal et al [34]. 

       Certaines études sur les caractéristiques mécaniques de la structure des plaques composites 

peuvent être présentées par Ghodrati et al. [35], Ton-That [36], Pinto et al [37]. Récemment, 

une plus grande attention a été accordée au réseau neuronal artificiel à l’aide d’un algorithme 

d’optimisation arithmétique pour l’évaluation des dommages dans les structures des plaques 

fonctionnellement graduées (FGM) comme Khatir et al. [38], Zenzen et al [39], Tran-Ngoc et 

al. [40], Khatir et al [41]. 

       Cuong-Le et al [42] présentent une solution tridimensionnelle (3D) pour la vibration libre 

et le flambage de la plaque annulaire et de la coque conique et cylindrique de matériaux FG 

poreux-cellulaires à l’aide d’une analyse isogéométrique. Détection des dommages sur les 

plaques composites stratifiées rectangulaires à l’aide d’une technique de réseau neuronal 

convolutionnel à base d’ondelettes est présentée par Saadatmorad et al [43]. 

       Ce travail de thèse a pour objectif d’analyser le comportements de flexion et de vibration 

libre d’un tablier de pont isotrope épais simplement appuyé en utilisant une simple HSDT avec 

deux variables dans lesquelles au lieu de termes dérivés dans le champ de déplacement, des 

termes d’intégrales indéterminées sont utilisés.  

       La thèse débute par une introduction générale, structuré ensuite autour de cinq chapitres et 

s'achève par une conclusion générale. 

-Dans le premier chapitre, on exposera d’une façon claire des brèves généralités sur les 

matériaux composites, ensuite on présentera une recherche bibliographique sur les matériaux à 

gradient de propriétés, leurs propriétés, l’histoire de leur développement, leurs classifications, 

les principales techniques d’élaboration de ces matériaux, ainsi que leurs domaines 

d’application puis on définira les différentes lois qui régissent la variation des propriétés 



                                                                                                                Introduction générale  

 

 

 5 

matérielles. Dans ce chapitre, nous rappelons ensuite des généralités sur le comportement 

élastique du matériau. 

-Le deuxième chapitre est consacré aux généralités sur les ponts en mettant l’accent sur les 

types fondamentaux des tabliers. 

-Le troisième chapitre présente les différentes théories des plaques. 

-Dans le quatrième chapitre, on développera un modèle analytique pour prédire le 

comportement de flexion et de vibration libre des plaques isotropes épaisses ; dans notre cas 

« application à la vibration libre d’un tablier de pont ». En appliquant le principe d’Hamilton 

pour dériver les équations d’équilibre et pour les résoudre en utilisant la solution de Navier. 

-Le cinquième chapitre est réservé à la validation et l’évaluation de notre modèle par des  

études comparatives entre les résultats déterminés par notre nouvelle théorie à ordre élevé avec 

ceux disponibles dans la littérature.  

       Enfin, Le présent travail s’achève par une conclusion générale permettant de souligner 

l’efficacité de la méthode utilisée dans les calculs des matériaux. 
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I.1. Introduction 

       Les matériaux, l'énergie et la science moderne sont les trois piliers de la technologie 

moderne. La recherche et le développement de nouveaux matériaux sont à l'origine de 

l'invention des matériaux, pierre angulaire du secteur de la haute technologie du 21ème siècle. 

Ces dernières années, la science des matériaux a connu un développement rapide [44].  

       La raison en est l'augmentation des interactions interdisciplinaires d'une part, et 

l'introduction de nouvelles théories, de nouvelles méthodes et de nouvelles techniques 

expérimentales d'autre part. De plus, le besoin urgent d'une application pratique du matériau a 

fait naître de nouvelles exigences. 

       L'utilisation de matériaux innovants est une garantie de compétitivité dans tous les 

domaines de l'industrie. 

       Le secteur de la construction est en train de se révolutionner de deux manières principales. 

La première est le développement des techniques de construction, comme l'utilisation d'outils 

automatisés dans la construction. L'autre est l'avancement des matériaux de construction à haute 

performance, comme l'introduction de composites à haute résistance [45]. 

       Les matériaux composites sont considérés comme l'un des matériaux les plus potentiels 

pour les applications aérospatiales en raison de leur rapport résistance/poids élevé et de leur 

excellente résistance à la fatigue [46,47]. 

       En général, les matériaux composites utilisés pour les applications structurelles sont classés 

dans la catégorie des systèmes à haute performance et sont constitués de matériaux synthétiques 

qui offrent des rapports résistance/poids élevés, mais qui nécessitent souvent des 

environnements de fabrication contrôlés pour une performance optimale [48].  

       Ces dernières années, les études sur les nouveaux matériaux performants se sont 

concentrées sur de nouveaux matériaux connus sous le nom de matériaux à gradient fonctionnel 

(FGM). Ces matériaux sont utilisés dans les engins spatiaux de nouvelle génération en raison 

de leur "haute performance" et de leur rôle "multifonctionnel"[49]. Ils peuvent également être 

utilisés dans d'autres domaines de l'ingénierie.  
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I.2. Matériaux composites 

       Le terme « matériau composite (CM) » désigne un matériau solide et hétérogène, formé de 

plusieurs constituants distincts, dont l'association confère à l'ensemble des propriétés qu'aucun 

des composants considérés ne possède séparément [50]. Le CM nécessite l’association intime 

d’au moins deux composants : le renfort et la matrice, qui doivent être compatibles entre eux et 

se solidariser, ce qui introduit la notion d’un agent de liaison, l’interface [51].  

       Le renfort, assure la tenue mécanique et la matrice a pour rôle d’assurer la cohésion entre 

les éléments du renfort, de transférer les flux d’efforts entre les plis, et de garantir la tenue à  

l’environnement (corrosion, vieillissement humide) et la tenue en température [52].  

       Les matériaux composites sont classés selon le type de matrice en trois grandes familles, à 

savoir organique, minérale et métallique. Parmi les composites organiques, on trouve le carton 

(résines et fibres de cellulose), les pneus laminés (caoutchouc, acier, résines organiques, fibres 

de verre, carbone et bore) et les plastiques renforcés (résines et fibres courtes) [53-57].  

       Parmi les composites minéraux, on trouve le béton (ciment, sable et additifs), les 

composites carbone-carbone (carbone et fibres de carbone) et les composites céramiques 

(céramiques et fibres céramiques) [58]. Et aussi, les derniers sont les composites métalliques 

(aluminium/fibres de bore et aluminium/fibres de carbone) [59-61]. 

       Ces matériaux composites affectent plusieurs domaines d’application, à savoir l’emballage, 

l’automobile, les structures légères, le génie civil, l’aviation, les sports, la biomédecine, les 

composants thermomécaniques et l’aérospatiale [62]. 

I.3. Eléments constituants d’un matériau composite 

I.3.1. Matrice 

       La matrice peut être thermoplastique, thermodurcissable et/ou élastomère type. Le rôle de 

la matrice est de lier les fibres de renforcement, répartir les contraintes, fournir la résistance 

chimique de la structure et donner la forme désirée au produit final [63,64]. Le choix de la 

matrice dépend de l’utilisation pour laquelle le matériau composite est destiné.  

 Matrices thermoplastiques 

       Les matrices thermoplastiques sont en forme de chaînes linéaires qui peut être transformé 

à l’état fondu. Dans la plupart des processus de fabrication, les matrices thermoplastiques sont 
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chauffées, puis formées par moulage, par injection, extrusion ou thermoformage, avant d’être 

refroidi de sorte que le produit fini conserve sa forme. Cette opération est réversible, ce qui 

permet de recycler ce matériau.  

       Aujourd’hui il existe de nombreux types de thermoplastiques avec un large éventail de 

propriétés. Ils peuvent être rendus aussi flexibles que le caoutchouc, aussi rigide que le métal 

et le béton, ou aussi transparents que le verre, pour une utilisation dans de nombreux produits. 

Ils ne s’oxydent pas, ont une résistance élevée à la corrosion et sont excellents thermiques et 

isolants électriques. En raison de leur légèreté, haute résistance mécanique et résistance aux 

effets de l’environnement, les thermoplastiques sont des matériaux idéals pour de nombreuses 

applications. Parmi les résines thermoplastiques, nous citerons : le polyéther sulfone (PES), le 

polyamide (polyhexaméthylène sébacique), le polycarbonate (PC), le polyéther-imide (PEI), le 

polyéther-cétone-cétone (PEKK) et Polyéther éther cétone (PEEK) [62]. 

 Matrices thermodurcissables 

       Généralement liquides à température ambiante, ils se solidifient pendant leur exécution 

sous l’influence de la chaleur et d’un additif appelé durcisseur. Ils sont ainsi transformés par la 

cuisson qui est une modification chimique consistant en un lien très fort entre les molécules en 

trois dimensions. La transformation est irréversible et forme un produit infusible et insoluble.                                    

       En général, ils sont plus rigides que les matrices thermoplastiques, résistent mieux au fluage 

et conviennent au moulage de grandes pièces avec des fibres courtes, longues ou tissées [65]. 

Les matrices thermodurcissables les plus utilisées sont les polyesters, les phénoplastes, les 

résines époxy, les polyuréthanes et les polyimides. 

Tableau I. 1 : Principales différences entre matrices TD et les TP [51] 

Matrices TD TP 

Etat de base Liquide visqueux à polymériser Solide prêt à l’emploi 

stockage Réduit Illimité 

Mouillabilité des renforts Aisée Difficile 

moulage Chauffage continu Chauffage + refroidissement 

cycle Long (polymérisation) Court 

Tenue au choc Limitée Assez bonne 

Tenue termique Meilleure Réduite (sauf nouveau TP) 

Chutes et déchets Perdus ou utilisés en charges Recyclables 

Conditions de travail Emanations de solvants Propreté 



Chapitre I                                             Généralités sur les matériaux composites et les FGMs  

 

 9 

 Élastomères 

       Les polymères élastomères ont les mêmes qualités élastiques que le caoutchouc. Un 

élastomère au repos se compose de longues chaînes moléculaires repliées sur elles-mêmes. Sous 

l’action d’une contrainte, les molécules peuvent glisser les unes par rapport aux autres et se 

déformer. Pour que le matériau de base ait une bonne élasticité, il subit une vulcanisation .C’est 

un processus de durcissement qui crée un réseau tridimensionnel plus ou moins rigide sans 

enlever la flexibilité des chaînes moléculaires. Le soufre, le carbone et divers agents chimiques 

sont introduits dans l’élastomère pendant la vulcanisation [66-68].  

       Différentes formulations permettent la production de caoutchoucs synthétiques pour des 

utilisations spécifiques. Les élastomères sont utilisés dans la fabrication de coussins, de certains 

isolants, de semelles de chaussures ou de pneus. Le styrène butadiène est un matériau 

thermoplastique obtenu par polymérisation du styrène en présence de butadiène [69,70]. 

I.3.2. Renforcement 

       Le renfort constitue le renfort ou le squelette qui fournit la résistance mécanique (résistance 

à la traction et la rigidité).Il est, par définition, de nature filamentaire (fibre organique ou 

inorganique) allant de la particule allongée à la fibre continue [53,71]. Le plus utilisé est la fibre 

de verre E qui représente plus de 95% des applications. En outre, la fibre d’aramide (Kevlar) 

est également d’un grand intérêt [72,73].  

       En général, dans une structure composite (anisotrope), les fibres fonctionnent bien en 

traction, mais en comparaison avec les structures métalliques (isotropes), la performance en 

compression est moins bonne et la résistance au cisaillement reste faible. Parmi les fibres les 

plus employées, on peut citer : 

 Fibres de verre 

       Actuellement, les fibres de verre représentent la majorité des renforts les plus utilisés pour 

le renforcement de matériaux composites avancés dans divers domaines d’application 

industrielle [74]. Elles constituent le renforcement essentiel des matériaux composites à 

diffusion large et à haute performance (Tableau.I.2). La forme la plus ancienne et la plus 

populaire des fibres de verre est le verre E ou le verre de qualité électrique. Les autres types de 

fibres de verre comprennent le verre A ou le verre alcalin, Verre C ou verre résistant aux 

produits chimiques, le verre R à haute résistance, le verre D et le verre S [48]. 
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Tableau I. 2: Fibres de verre principales [62]. 

Principaux constituants en % 
types de verres 

E D R 

Oxyde de silice (SiO2) 53-54 70 60 

Oxyde d’alumine(Al2O3) 14-15 - 25 

Oxyde de magnésie(MgO) 20-24 0.5 9 

Oxyde de bore(B2O3) 6-9 22 6 

Tableau I. 3: Propriétés physiques de différentes classes de fibres de verre [48]. 

Classes de fibres de 

verre 

Propriétés physiques 

verre A Durabilité, résistance et résistivité électrique élevées 

verre C Haute résistance à la corrosion 

verre D Faible constante diélectrique 

verre E Résistance et résistivité électrique plus élevées 

verre AR Résistance aux alcalis 

verre R Résistance supérieure et résistance à la corrosion acide 

verre S Résistance à la traction plus élevée 

 Fibre de carbone à haute résistance (CFHS)  

       Les fibres de carbone sont largement utilisées dans l’élaboration des matériaux composites 

thermodurcissables. Elles ont employé dans plusieurs domaines industriels tels que la 

construction spatiale, l’aéronautique, l’aviation, l’automobile [75-78]. La fibre de carbone 

connue comme la meilleure fibre, il a été préparé à partir de la carbonisation du polyacrylonitrile 

(PAN). Le polyacrylonitrile (PAN) est le précurseur le plus utilisé pour produire les fibres de 

carbone, qui offre une résistance à la traction élevée et un module élastique plus élevé.  

       Les fibres de carbone offrent des caractéristiques de résistance mécanique et thermique 

exceptionnelles, une résistance à la traction et à la compression extrêmement élevée et une 

rigidité supérieure. Elles offrent le module et la force spécifiques les plus élevés. Leur rigidité 

et leur module d’élasticité peuvent aller du verre à trois fois celle de l’acier.  

       De plus, elles ont la capacité de conserver leur résistance à la traction même à des 

températures élevées et sont indépendantes de l’humidité. Les fibres de carbone ne se cassent 
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pas nécessairement sous contrainte contrairement aux fibres de verre et autres polymères 

organiques [79]. Elles offrent également des conductivités électriques et thermiques élevées 

avec un coefficient de dilatation thermique relativement faible [80-83].  

 Fibres aramides 

       Actuellement, les matériaux composites thermodurcissables avancés renforcés de fibres 

d’aramide ont une performance économique significative dans le domaine industriel. Ces 

matériaux avancés ont une excellente ténacité, excellente résistance aux chocs, faible densité et 

longue durée de vie [53, 84,85]. Le kevlar est la fibre aramide la plus connue. 

       Les fibres de Kevlar sont souvent utilisées pour des applications composites à haute 

performance où la légèreté, la résistance et la rigidité élevées, la résistance aux dommages et la 

résistance à la fatigue sont de la plus haute importance.  

       Les fibres aramides sont souvent utilisées dans les applications qui exigent une grande 

résistance et un faible poids avec une résistance aux chocs élevée. Certaines des applications 

les plus fréquentes des matériaux aramides comprennent les gilets pare-balles, les véhicules de 

refroidissement, les coques de navires et le renforcement structurel des structures civiles. 

Néanmoins, ces fibres présentent souvent une faible force de compression. En outre, le module 

de compression de l’aramide est du même ordre que son module de traction [86]. 

 Fibre de polybenzimidazole 

       Le polybenzimidazole (PBI) est une fibre très efficace et possède d’excellentes propriétés 

nouvelles et avancées dans les matériaux composites utilisés dans les secteurs de l’aérospatiale, 

de l’automobile et de l’énergie éolienne [87]. 

I.4. Concept des matériaux fonctionnellement gradués 

       Matériau à gradient fonctionnel (FGM), un matériau révolutionnaire, appartient à une 

classe de matériaux avancés dont les propriétés varient en fonction de la dimension [88,89].   

       Il existe une différence substantielle entre les FGM et les matériaux composites 

traditionnels (CM). Les composites sont normalement formés par la combinaison de deux ou 

plusieurs matériaux différents ayant des propriétés physiques et chimiques individuelles sous 

forme solide. Cependant, les matériaux composites sont caractérisés par une interface abrupte 

et une faible liaison interfaciale entre les matériaux combinés. Il en résulte de brusques 

changements de propriétés et, par conséquent, une défaillance éventuelle dans des conditions 
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de travail difficiles, telles qu'une température élevée et une charge d'impact importante. Cette 

rupture est attribuée à la désintégration du renforcement de la matrice ; ce type de rupture est 

appelé délamination [90]. Pour résoudre ce problème, des chercheurs japonais ont été 

confrontés à ce défi au milieu des années 1980 et ont mis au point un nouveau matériau appelé 

FGM [91,92].  

       Les FGM sont une catégorie particulière de matériaux composites, comme le montre la 

fig.I.1, avec une variation spatiale où les propriétés varient dans une direction spécifique.  

 

Fig. I. 1. Schéma de la distribution de la composition des matériaux dans les FGM [93]. 

       Les Matériaux à gradient fonctionnel peuvent comprendre plus de deux phases 

constitutives (comme CM), L’interface pointue et le changement progressif d'un composite 

traditionnel et d'un FGM sont illustrés respectivement sur les figures I.2.a et I.2.b.  

 

Fig. I. 2. Matériau en deux phases [94] : a) composite traditionnel : composition et propriétés 

constantes ; b) FGM : changement graduel de la composition et de la microstructure donne un gradient 

dans les propriétés 
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       Bien que le type de ce matériau avancé ait été développé par des ingénieurs et des 

scientifiques, Les matériaux à gradient fonctionnel sont présents dans la nature. Les exemples 

naturels les plus importants de structures à gradient fonctionnel sont les parties du corps 

humain, comme les os, les dents et la peau, car ces parties présentent une gradation des 

propriétés de dureté et de ductilité, ainsi que les bio-tissus des animaux et des arbres [95]. La 

fig.I.3 montre certains exemples des matériaux FGM dans la nature.  

       La nature a conçu ces matériaux pour répondre à leurs exigences de service attendues. Cette 

idée est émulée de la nature pour résoudre le problème d’ingénierie de la même manière que le 

réseau neuronal artificiel est utilisé pour émuler le cerveau humain [96].  

 

Fig. I. 3. Exemples des matériaux FGM dans la nature ([97],[98] ). 

       Les matériaux fonctionnellement gradués présentent une variation continue des propriétés 

des matériaux qui résultent de la microstructure non homogène.  

       Les FGM possèdent une microstructure, une composition chimique ou un ordre atomique 

dépendant de la position, ce qui peut entraîner une variation continue des propriétés du matériau 

en fonction de la position des propriétés matérielles, telles que les propriétés mécaniques, 

électriques et thermiques.  

       Les propriétés globales des FGM sont uniques et différentes de celles des matériaux 

individuels qui les forment. En raison des propriétés uniques des matériaux gradués, les FGM 

ont attiré une grande attention de la part des chercheurs dans de nombreux domaines, 
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notamment l'aérospatiale, les biomatériaux et l'ingénierie entre autres, au cours des dernières 

décennies [96]. 

       La gradation des propriétés dans un FGM réduit les contraintes thermiques, les contraintes 

résiduelles et les concentrations de contraintes que l'on trouve dans les composites traditionnels 

[99].  La Fig.I.4 illustre La Protection thermique des matériaux FGM et non FGM. 

       Le FGM élimine les interfaces pointues existant dans les matériaux composites qui sont à 

l'origine des défaillances [90]. Il remplace cette interface pointue par une interface à gradient 

qui produit transition douce d'un matériau à l'autre [91,92].  

 

Fig. I. 4. Protection thermique des matériaux [100]. 

       L'une des caractéristiques uniques du FGM est la possibilité de personnaliser un matériau 

pour une application spécifique [88]. Les différences entre les matériaux composites et les FGM 

sont présentées dans le tableau I.4. 
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Tableau I. 4: Les différences entre le composite et le FGM [97]. 

Composite traditionnel FGM 

-Interface abrupte entre les matériaux qui se 

combinent, entraînant un changement brutal 

des propriétés 

-Transition en douceur entre les matériaux 

de combinaison 

-La délamination se produit dans des 

conditions de travail extrêmes 

-Très bonne liaison interfaciale entre les 

matériaux, donc la délimitation est évitée 

-La charge matricielle, la faiblesse et la 

force des matériaux de combinaison sont 

également réparties 

-Les propriétés des matériaux de 

combinaison sont spatialement distribuées  

-Toute la pièce est un peu 

thermoconductrice et la matrice a perdu un 

peu de dureté. 

-Un côté est largement dur et l'autre côté est 

largement conductrice de chaleur 

       L'utilisation scientifique des matériaux de base disponibles en divers composés 

inorganiques et organiques a ouvert la voie au développement des polymères avancés, des 

alliages d'ingénierie, des céramiques structurelles, etc. La structure du développement des 

matériaux modernes est illustrée à la Fig.I.5. Ces matériaux possèdent de nombreux avantages 

qui les rendent appropriés dans des applications potentielles. Il s'agit notamment d'une réduction 

potentielle de la résistance dans le plan et à travers l’épaisseur, une amélioration des propriétés 

thermiques, une grande ténacité, etc [101].  
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Fig. I. 5. Représentation de la hiérarchie des matériaux modernes [101]. 

       La gradation des propriétés des matériaux  FGM permet au concepteur d’adapter la réponse 

du matériau pour répondre aux critères de conception. Par exemple, la navette spatiale utilise 

des tuiles en céramique comme protection thermique contre la chaleur générée lors de la rentrée 

dans l'atmosphère terrestre. Cependant, ces tuiles sont sujettes à des fissures à l'interface tuile / 

superstructure en raison des différences de coefficients de dilatation thermique.  

       Un FGM composé de céramique et de métal peut fournir la protection thermique et la 

capacité de charge en un seul matériau, éliminant ainsi le problème des tuiles fissurées que l'on 

trouve sur la navette spatiale [99]. 

       Les matériaux à gradient fonctionnel fabriquées par les concepteurs sont généralement 

classées en fonction de la combinaison de constituants comme : céramique/métal, 

céramique/céramique, métal/métal et céramique/polymère où, céramique/métal est la 

combinaison de matériaux la plus couramment utilisée (Fig.I.6). 

       Les FGM en céramique/métal, qui contiennent des alliages métalliques (matrice) et des 

phases secondaires (céramique), sont gradués d’une phase céramique à une phase métallique.    
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       Ces FGM ont acquis une importance considérable en raison de leur capacité à tirer parti de 

propriétés mécaniques améliorées telles que la dureté, la résistance, l’usinabilité, la ténacité et 

à améliorer les résistances thermiques, d’usure et de corrosion [102].  

       Les FGM réduisent également les contraintes thermiques développées et affichées une 

meilleure adhérence entre les phases, ce qui améliore la résistance à la rupture et la ténacité le 

long du volume gradué [103]. 

 
Fig. I. 6. Exemples de quelques combinaisons pour un matériau FGM [104]. 

       En fonction de la géométrie et de la section transversale du matériau à produire, les FGM 

peuvent être classés en deux groupes principaux, les FGM minces (dit FGM thin) et les FGM 

massifs ou en vrac (dits FGM bulk) [105]. 

a. FGM mince 

       Ils se présentent généralement sous la forme d'un revêtement de surface et ont des sections 

transversales fines. Le choix de la méthode de dépôt de surface utilisée dans la fabrication des 

FGM minces est dicté par les exigences de service du matériau. Les différentes techniques de 

dépôt pour les FGM minces comprennent le dépôt chimique ou physique en phase vapeur 

(CVD/PVD), la pulvérisation de plasma, le dépôt de couches atomiques (ALD), 

l'électrodéposition, la synthèse autopropagée à haute température (SHS), entre autres [96,106, 

,107]. Les FGM minces ne conviennent généralement pas aux applications dans des conditions 

de service extrêmes. 

Combinaisons des matériaux pour la production d'un FGM

Métal-Métal

1. Al-Cu 

2. Al- Ni

3. Ni-Ti ,etc

Métal-céramique

1. Al-Sic 

2. Al- Al2O3

3. Al-ZrO2,etc

Céramique-
Céramique

1. Sic-Carbone

2. Sic-Sic

3. Carbone-carbone

Céramique-
polymère

1. Verre-Epoxy

2. Carbone-Epoxy,etc 
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b. FGM massifs : 

       Les FGM en vrac sont des volumes de matériaux qui nécessitent des processus plus 

intensifs en main-d'œuvre. Les FGM en vrac sont produits par la technique de la métallurgie 

des poudres, la méthode de coulée par centrifugation, les techniques de moulage libre solide, 

etc [99]. 

I.5. Historique de développement des matériaux fonctionnellement gradués 

       L'idée originale de gradient de composition et de structure dans la microstructure des 

matériaux a été proposée pour la première fois pour les composites et les matériaux polymères 

en 1972. Les FGM actuels ont été développés à partir de l'étude des composites et des matériaux 

polymères en 1972 par Bever et Duwez [108,109]. L'étude a examiné les propriétés du matériau 

global et réévalué l'application potentielle des composites à gradient [108,110]. 

       Bever en 1972 a étudié divers composites à gradient, a étudié les propriétés globales du 

matériau et a passé en revue les applications potentielles des composites à gradient. Shen en 

1972 a rapporté que la gradation des matériaux polymères pouvait être induite par la variation 

de la nature chimique des monomères, de la composition moléculaire des polymères et de la 

structure supramoléculaire ou de la morphologie des polymères. Cependant, l'étude n'a pas pris 

en compte la conception, la fabrication et l'évaluation du gradient de la structure [110]. 

       Le développement des FGM modernes a commencé au milieu des années 1980 au Japon. 

Les ingénieurs japonais ont été confrontés à la difficulté de trouver un matériau adapté à une 

barrière particulière dans un projet d'avion spatial hypersonique. La barrière requiert une 

épaisseur inférieure à 10 mm et des conditions de travail thermiques de 1000 K et 2000 K de 

températures intérieures et extérieures respectivement. Cette nécessité a poussé les ingénieurs 

à fabriquer la barrière en utilisant le concept FGM [91].  

       Dans le cadre du développement de revêtements et de joints en céramique pour le moteur 

de fusée réutilisable, l'application du contrôle continu de la texture a été suggérée en 1985 [111]. 

Ceci afin de minimiser la contrainte thermique et pour augmenter la force d’adhérence. Ces 

types de matériaux gradués ont été nommés matériaux à gradient fonctionnel en 1986, qui sont 

ensuite devenus des matériaux à gradient fonctionnel avec l'acronyme FGM.  

       En 1987, un projet national parrainé par le gouvernement a été lancé, intitulé « la recherche 

sur la technologie de base pour développement de matériaux à gradient de propriétés et l'étude 
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de la relaxation des contraintes thermiques » pour la barrière thermique d'un avion spatial au 

Japon [112].  

       Les FGM ont permis de résister à une température de surface de 17 000 °C et à un gradient 

de température de 10 000 °C sur une section de 10 mm seulement. Les résultats et le 

développement de ce projet de recherche ont été diffusés dans le monde entier via des articles, 

des médias et des conférences internationales. En raison de leurs propriétés matérielles 

graduelles uniques, les FGM ont suscité un grand intérêt de la part des chercheurs. Les FGM 

sont potentiellement applicables dans de nombreux domaines. En plus des barrières thermiques, 

des revêtements et des joints susmentionnés dans l’aérospatiale, des FGM ont également été 

développées pour d’autres nouvelles applications [96]. 

       De 1987 à 1991, la technologie FGM est devenue très populaire et plusieurs techniques de 

production ont été développées. Les premières méthodes de fabrication comprennent le dépôt 

chimique en phase vapeur (CVD), la pulvérisation plasma, la métallurgie des poudres, la 

synthèse auto-propagée à haute température (SHS) et le galvanoformage.  

       Le premier symposium international sur le FGM organisé par le forum FGM s'est tenu à 

Sendai en 1990[113]. Il a attiré environ 400 participants, y compris des scientifiques étrangers. 

Au cours du symposium, un comité consultatif international a été créé sous la direction du 

professeur Mitsue Koizumi [112]. 

       Depuis 1991 jusqu’aujourd’hui, ces méthodes antérieures de traitement des FGM ont été 

réévaluées et modifié et de nouvelles méthodes ont été développées. Ces techniques de 

fabrication ont été classées de différentes manières par plusieurs auteurs. Miyamoto et al en 

1999, ont regroupé les processus en quatre catégories principales : les processus de couche, de 

fusion, de masse et de préforme [114]. Ces techniques de production de FGM ont éliminé le 

problème traditionnel de délamination des composites, causé par l'interface pointue qui est 

principalement responsable de la défaillance des composites. 
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Fig. I. 7. Aperçu historique des étapes importantes de la recherche et du développement des FGM 

[102]. 

I.6. Classification conventionnelle des matériaux FGM 

I.6.1. Classification basée sur la structure des FGM 

       En général, les structures FGM sont classées en deux catégories générales (Fig.I.8). La 

première catégorie est constituée de structures dites à gradient continu, dans lesquelles le facteur 

de gradient traverse en continu le volume du matériau et la seconde catégorie est appelée 

gradients discontinus, dans lesquelles le facteur de gradient change progressivement [115,116].  

a. Dans le premier groupe, aucune zone claire ou ligne de séparation n'a pu être observée 

à l'intérieur du matériau pour distinguer les propriétés de chaque zone.  

b. Les composants du matériau évoluent selon une gradation discontinue par étape dans 

un autre groupe, qui est identifié comme FGM stratifié ou séparé. Dans cette catégorie, 

il existe une interface similaire entre les couches qui est visible et distingue chaque 

couche de la suivante. Le choix du type de structure de gradient dépend fortement des 

conditions de travail du matériau.  
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Fig. I. 8. Classification des structures FGM ;(a) FGM à gradient continu ; (b) FGM à gradient 

discontinu. 

Selon la nature du gradient, les FGM  peuvent être regroupés selon les types suivants [117]  

1) Type de gradient de fraction  

2) Type de gradient de taille. 

3) Type de gradient de forme.  

4) Type de gradient d'orientation.  

 

Fig. I. 9. Différents types d’un FGM. a) Gradient de composition. b) gradient de la dimension. c), d) 
Gradient de l’orientation. e), f) Gradient de fraction volumique [118].  
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I.6.2. Classification basée sur le type de gradient FGM 

       Afin de distinguer les FGM en fonction des types de gradients, les FGM peuvent être 

classés en trois groupes différents : la composition chimique du gradient, la microstructure du 

gradient et la porosité du gradient (Fig. I.10) [119].  

       Dans le groupe des matériaux à gradient basé sur la composition chimique, la composition 

chimique varie progressivement en fonction de la position spatiale dans le matériau. 

       La combinaison du gradient FGM dépend de la composition du matériau, qui varie d'une 

substance à l'autre et conduit à des phases distinctes aux structures chimiques différentes. Ces 

différentes phases de production dépendent de la quantité de matière synthétique et les 

conditions dans lesquelles les matériaux sont produits [120]. 

       Le deuxième type de gradient, désigne un groupe dont la surface du matériau présente une 

microstructure différente de celle de son noyau. Ces éléments sont principalement produits lors 

du processus de refroidissement [121]. Ils sont utilisés dans des applications et des dispositifs 

où la surface doit avoir certaines capacités telles que la résistance à l'usure et à la corrosion, etc. 

tandis que le noyau du corps possède une autre propriété [122].  

       Dans le troisième type de cette classification, la porosité varie en fonction de l'emplacement 

dans le matériau. Dans la conception des FGM à porosité graduelle, non seulement la taille de 

la porosité est très importante, mais aussi leur forme, en fonction du type d'application [123]. 

Les matériaux à porosité graduelle ont beaucoup plus d'applications dans l'industrie médicale 

et plusieurs études ont été publiées dans ce domaine [124-130].  

 

Fig. I. 10. Classification des matériaux à gradient fonctionnel selon le type de gradients FGM [119] 



Chapitre I                                             Généralités sur les matériaux composites et les FGMs  

 

 23 

I.7. Techniques d'élaboration des matériaux à gradient de propriétés 

I.7.1. Procédés de fabrication à l’état solide 

I.7.1.1. Méthode de la métallurgie des poudres  

       La métallurgie des poudres (MP) est l'une des techniques les plus anciennes de production 

de matériaux. Elle a été récemment employée pour la production de FGM [131], et elle est 

maintenant, en raison de ses vastes caractéristiques, l'une des méthodes les plus courantes dans 

ce domaine [132]. C'est également l'une des méthodes à l'état solide les plus importantes pour 

la production de FGM en vrac avec des caractéristiques de gradient discontinu [133,134]. Cette 

méthode utilise quatre étapes essentielles pour produire les FGM : le mélange, l'empilement, la 

compression et le frittage, comme l'illustre la fig.I.11 [135].  

       La première étape consiste à mélanger la poudre en choisissant le groupe de matériaux en 

fonction de la spécification exigeant des propriétés graduée, Ensuite, le poids de la poudre et le 

mélange, afin de s'assurer que chacun dans le mélange est dispersé, car cela détermine de 

manière significative les caractéristiques du produit [136].  

       La deuxième étape consiste à empiler le mélange de manière séquentielle dans le moule en 

fonction de la distribution spatiale des matériaux. Au cours de cette étape, les propriétés 

progressives formées dans chaque couche sont contrôlées par la composition, puis l'étape 

suivante est le compactage de la poudre empilée pour lui donner la résistance et l'intégrité [137]. 

       Enfin, le frittage s'effectue généralement à une température inférieure au point de fusion 

du matériau principal et selon diverses méthodes de frittage, notamment "hot isostatic pressing  

(HIP) ", "pressureless sintering" après "cold isostatic pressing (CIP) compaction", "hot press" 

et "spark plasma sintering (SPS) " [135].  
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Fig. I. 11. Principales étapes de la métallurgie des poudres pour produire des FGM discrets [135]. 

 

I.7.2. Procédés de fabrication à l’état liquide 

       Il existe de nombreuses méthodes telles que les méthodes de la force centrifuge, le coulage 

séquentiel en barbotine, le coulage en bandes et l'infiltration qui peuvent être classées sous le 

principe de l'état liquide pour la production de matériaux à gradient de propriétés [138]. Ces 

méthodes peuvent produire des matériaux à gradient avec des propriétés continues, et la plupart 

de ces dernières sont moins coûteuses que les autres méthodes [139].  Mais leurs inconvénients 

sont la difficulté à contrôler la gradation et la mouillabilité entre les matériaux, en plus des 

problèmes liés au métal fondu [102]. 

I.7.2.1. Méthodes de la force centrifuge 

       La force centrifuge est le principal moteur pour la fabrication de FGM en vrac en plus d'une 

gradation continue avec des caractéristiques spécifiques qui peuvent être appropriées pour de 

nombreuses applications industrielles [140]. En raison de la force centrifuge créée par la 

rotation du moule, la distribution inégale se produit entre deux ou plusieurs phases des 

matériaux dans la direction radiale [141].  

       Ces dernières années, il existe plusieurs méthodes utilisées pour la production de FGM 

dépendent directement de la caractéristique de la force centrifuge telles que la méthode de 

coulée centrifuge, méthode de coulée centrifuge de boue (Centrifugal slurry pouring method)  
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et la méthode de pressurisation centrifuge(Centrifugal pressurization methods) [142], comme 

le montre la fig.I.12.  

 

Fig. I. 12. Méthodes de fabrication de FGM par force centrifuge (a) méthode de coulée centrifuge, (b), 

méthode de coulée centrifuge de boue et (c) méthode de pressurisation centrifuge [142]. 

 

I.7.2.2. Méthode de coulée en barbotine  

       La coulée en barbotine est une suspension de particules céramiques dans une matrice 

liquide avec une granulométrie fine. La surface est versée par capillarité dans un moule 

perméable, où la matrice est drainée de la barbotine. Les parois du moule restent recouvertes 

d'une couche de barbotine d'argile. Le fluide restant est drainé hors du moule après avoir atteint 

l'épaisseur de paroi appropriée. Le moulage est retiré du moule lorsqu'il est sec.  

       Les avantages considérables de la coulée en barbotine ont été utilisés dans la fabrication 

des FGM, tels que la possibilité de produire des formes complexes et de rendre la gradation 

continue [143]. 

I.7.2.3. Méthode de coulée en bande 

       Le coulage en bande est une autre méthode de production de FGM minces (avec un gradient 

de couche de 50 à 1000 μm), travaillant initialement dans les céramiques conventionnelles, 

mais qui a atteint un haut niveau de complexité des céramiques modernes [144].  

       Les méthodes de coulée en bande sont notamment utilisées pour fabriquer des substrats 

pour les circuits intégrés et les structures multicouches utilisés dans les circuits intégrés et les 

condensateurs multicouches.  

       Le Doctor Blading est un type courant de procédé de coulée en bande [145]. Cette méthode 

comprend une suspension de poudre céramique continuellement versée sur une couche mobile 

de support faite d'un matériau plat non liant tel que le téflon, qui contient un solvant organique 
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tel que l'éthanol et divers autres additifs (par exemple, un liant polymère) [146]. Un couteau 

plat étire la pâte à une épaisseur particulière, évapore le solvant et dépose le fil sur un disque 

de traitement supplémentaire [147], comme le montre la fig.I.13. 

 
Fig. I. 13. Illustration schématique du processus de coulée en bande [148]. 

I.7.2.4. Méthode d'infiltration 

       La technique d'infiltration est un procédé en phase liquide choisi pour la fabrication de 

composants FGM moins complexes, en termes de taille et de caractéristiques. L’imbibition 

efficace des céramiques en phase dispersée dans la matrice fondue, pendant le processus de 

fabrication, permet d'obtenir une porosité minimale [149].  

       La méthode d'infiltration avec le métal liquide peut être réalisée sans pression (action 

capillaire) ou par pression (action gazeuse ou mécanique). Comme le montre la fig.I.14. La 

préforme réagit avec le matériau par un effet chimique à l'interface ce qui produit la structure 

fonctionnellement graduée. Cette méthode présente les avantages d'une courte période de 

préparation et de la formulation rapide [138]. 
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Fig. I. 14. Illustration schématique du processus d'infiltration (a) méthode de coulée sous pression, (b) 

méthode de pression [150]. 

I.7.2.5. Méthode de Langmuir-Blodgett 

       La méthode du film de Langmuir-Blodgett (LB) a commencé ces dernières années à attirer 

l'attention des chercheurs et de la société d'ingénierie pour produire des structures graduelles. 

Ce procédé permet de déposer des matériaux uniformes jusqu'à l'épaisseur d'une seule couche 

moléculaire avec une grande précision [151]. Les films produits par la méthode LB peuvent 

être utilisés comme couches actives ou isolants passifs dans des applications électroniques. En 

outre, les films LB présentent une caractéristique intéressante ; la structure interne de la couche 

est contrôlée de manière complexe jusqu'au niveau moléculaire et l'épaisseur du film est 

contrôlée avec précision. 

       Le principe de la méthode LB est de former un matériau amphiphile à la surface de l 'eau 

sous la forme d'un revêtement mono- moléculaire, puis de le transférer sur un substrat solide. 

Les molécules amphiphiles sont disposées à l'interface air-eau pendant l'étape aqueuse. La 

couche de surface est comprimée par une membrane spéciale pour créer une couche de surface 

mono-moléculaire unique, comme le montre la Fig.I.15a.  

       La compression isotherme séquentielle affecte la structure du film mono-moléculaire, qui 

est transmise par un ensemble d’états bidimensionnels, traditionnellement appelés eau, cristal 

liquide et cristal solide, comme le montre la Fig.I.15b. Par conséquent, la structure et les 

caractéristiques physico-chimiques des films produits peuvent être vérifiées en connaissant le 

diagramme de phase du film. Un substrat plat est immergé dans la solution et ensuite drainé 

avec la surface adsorbée pour déplacer le film sur un support solide. Afin d'obtenir différentes 
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couches multimoléculaires, un processus de transfert de film mono-moléculaire peut être 

reproduit plusieurs fois [151].  

       Malgré les formidables propriétés obtenues par cette méthode dans les composites 

conventionnels, elle nécessite encore des efforts de la part des chercheurs pour entrer dans le 

cadre des méthodes courantes de fabrication des FGM. 

 
Fig. I. 15. Illustration schématique de la méthode de Langmuir-Blodgett [151]. 

I.7.3. Procédés de fabrication à l’état gazeux  

I.7.3.1. Méthodes de dépôt en phase vapeur 

       La méthode du dépôt en phase vapeur est l'une des plus importantes méthodes pour 

produire une couche mince graduée par le procédé constructif. La technique de dépôt en phase 

vapeur décrit un processus par lequel des matériaux sont condensés en un matériau solide au 

cours du cycle de vapeur [152]. Cette méthode est généralement utilisée pour produire des 

revêtements qui contrôlent les caractéristiques des substrats telles que la mécanique, l'usure, la 

corrosion et la température par la couche graduée [153]. Le dépôt de la vapeur est généralement 

classé en deux groupes : le dépôt physique en phase vapeur (PVD) et le dépôt chimique en 

phase vapeur (CVD). 

I.7.3.1.1. Méthode de dépôt physique en phase vapeur 

       Le dépôt physique en phase vapeur (PVD) se distingue par une méthode dans laquelle le 

matériau passe d'un état condensé à phase de vapeur, puis revient à état de film mince condensé, 

comme le montre la Fig.I.16. Le PVD est recommandée principalement pour les applications 
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qui exigent un revêtement de surface mince, car cette méthode de fabrication est coûteuse et 

consomme beaucoup d'énergie [154]. 

       La méthode PVD est l'une des méthodes essentielles pour la fabrication de FGM minces 

en raison de ses énormes avantages, tels que la possibilité de produire des films minces très 

purs avec une structure graduée, de créer une grande variété de composés, à partir du dépôt de 

métal de base aux alliages, et de respecter l'environnement par rapport aux autres techniques 

[155]. Les types de méthodes de dépôt sous vide pour le développement de films minces ou de 

revêtements peuvent être représentés par le PVD.  

       Il existe de nombreux procédés PVD qui sont utilisés pour produire un film mince lisse 

avec des propriétés graduées, comme le dépôt à l'arc cathodique, l’évaporation par faisceau 

d'électron, l’évaporation sous vide , la sublimation en espace clos, l’ablation laser pulsé , le 

dépôt par pulvérisation, le dépôt par électrons pulsés et la méthode du sandwich par sublimation 

[156]. Cette méthode a été utilisée dans de nombreuses applications, telles que l'aérospatiale et 

l'automobile, en raison de l'amélioration des propriétés mécaniques et de la résistance à l'usure 

grâce à la formation d'une couche mince fonctionnellement graduée [157]. 

              

Fig. I. 16. Schéma de principe du procédé PVD [158]. 

I.7.3.1.2. Méthode de dépôt chimique en phase vapeur 

       Le dépôt chimique en phase vapeur (CVD) est un procédé adopté pour fabriquer des 

matériaux solides de haute qualité en utilisant un système de dépôt sous vide. De nombreux 

procédés de CVD sont utilisés pour produire un film mince lisse avec des propriétés graduées, 

comme "atmospheric pressure", "low pressure", "ultrahigh vacuum", "hot filament", "laser-

assisted", "electron assisted", et "direct liquid injection" [159].  

       La méthode CVD est généralement appliquée pour produire des couches minces avec des 

propriétés graduées pour les applications du semi-conducteur. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Electron_beam_physical_vapor_deposition
https://fr.wikipedia.org/wiki/Electron_beam_physical_vapor_deposition
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89vaporation_sous_vide
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ablation_laser_puls%C3%A9
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       Dans un procédé CVD typique, un ou plusieurs précurseurs volatils sont exposés au 

substrat qui réagit aux précurseurs désirés et se décompose à la surface du substrat. Cette 

méthode consiste à introduire la substance de revêtement dans le vide, puis à vaporiser le 

matériau de revêtement jusqu'à ce qu’il soit vaporisé [160]. Ce dernier peut être vaporisé de 

deux façons, soit en réduisant la pression de surface, soit en chauffant le matériau, comme le 

montre la fig.I.17. 

       Récemment, le CVD a été utilisé pour produire un film mince fonctionnellement graduée 

pour des applications de revêtement avec des propriétés graduées afin d'améliorer et de 

renforcer les propriétés mécaniques, ainsi que la résistance à la corrosion et à l'usure. 

 

Fig. I. 17. Représentation schématique du procédé CVD [104]. 

I.7.3.2. Méthode de pulvérisation thermique 

       La méthode de pulvérisation thermique est l’une des méthodes essentielles utilisées dans 

la production de FGM pour créer un revêtement de surface de dimensions minces par 

pulvérisation [161].  La couche superficielle graduée protège les composants parce que leur 

surface nécessite une protection appropriée contre la corrosion, l'usure, la chaleur, et l'isolation 

électrique, car il est difficile pour ces composants d'être exposés à un seul cas de service [162]. 

       Il existe plusieurs procédés utilisés pour fabriquer des FGM avec des propriétés graduées 

par le biais d'un revêtement par pulvérisation thermique [163].  

       Au début de ce processus, la source de chaleur est utilisée pour faire fondre les matières 

premières pour le revêtement, puis en traitant les gaz et en les pulvérisant sur un matériau de 

base, ces matériaux fondus ou liquides sont poussés jusqu'à ce qu'ils se solidifient et forment 

une couche solide comme le montre la Fig.I.18. 
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Fig. I. 18. Schéma du procédé de pulvérisation thermique [102]. 

I.7.3.3. Revêtement par laser 

       Le revêtement par laser est une technique moderne utilisée pour fabriquer des FGM où des 

matériaux dissemblables sont fusionnés par intercession du laser (Fig.I.19). Les structures qui 

exigent des propriétés mécaniques préfèrent la technique de fabrication par dépôt laser pour un 

revêtement épais et dense sur des structures complexes [164].  

       Cette méthode est efficace lorsqu’il y a une différence considérable dans les températures 

de fusion de la matrice et des matériaux de renforcement. Cette technique a été préférée pour 

réaliser un revêtement gradué sur des formes et des structures complexes. La technique de 

traitement par superposition de couches a ses propres limites en raison de la mise en place 

coûteuse de la production et du coût initial [107].  

 
Fig. I. 19. Illustration du procédé de revêtement par laser [102] 
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I.8. Domaines d’applications des matériaux à gradient de propriétés 

       Les FGM sont la solution idéale pour répondre à la demande croissante d'applications 

nécessitant des propriétés contradictoires dans les mêmes composants, Où ces composants 

nécessitent parfois une dureté à l’extérieur et une ductilité élevée à l’intérieur. Par conséquent, 

les FGM sont appliqués dans un large intervalle de domaines tels que l'aérospatiale, 

l'automobile, l’énergie nucléaire, l'électronique, le domaine militaire, les matériels du sport, 

comme le montre la fig.I.20 [165]. 

 
Fig. I. 20. Principaux domaines d’application des matériaux FGM 

I.8.1. Aérospatiale 

       Bien que l’application réelle initiale pour les FGM ait été les engins spatiaux en réduisant 

les contraintes thermiques entre les surfaces extérieures et intérieures, Cependant, il a été utilisé 

dans de nombreuses autres applications en raison de ses avantages [114].  

       La plupart des pièces d'engins spatiaux et d'avions utilisent désormais des FGM, telles 

qu’un moteur de fusée, des plaques d'échange de chaleur, et certaines structures, comme les 
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réflecteurs, les panneaux solaires, les supports de caméra, les roues de turbine, le revêtement 

des aubes de turbine, couvercles de nez, et le  bord frontal des missiles, et les navettes spatiales 

comme indiqué sur la Fig.I.21 [166].  

       Ces composants sont exposés dans des zones spécifiques à des températures élevées ou à 

une dégradation extrême, et c'est ce que fournissent les FGM aux propriétés graduées afin de 

protéger ces composants. Al renforcé par des céramiques à base d'oxydes comme Al2O3 ont 

révélé une excellente résistance à la chaleur et à la corrosion et sont utilisées pour produire des 

pièces de moteur et des buses de fusée [167].  

       Afin d’améliorer la liaison entre les matériaux fonctionnellement graduées, P. Zhao et al 

[168] ont proposé une nouvelle méthode de collage pour les composites FG (W et W–Cu) en 

utilisant la méthode de pressage à chaud pour améliorer les propriétés graduées pour les 

applications aérospatiales.  Dans une autre étude, S. Kumar et al. [169] ont conçu et produit des 

composites polymère-céramique pour étudier l’effet des paramètres de procédé sur la 

microstructure et les propriétés mécaniques pour les applications aérospatiales. 

 
Fig. I. 21. Pièces en FGM dans les applications aérospatiales [166]. 
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I.8.2. Automobile 

       De nombreux composants automobiles, tels que pistons de moteur diesel et garnitures de 

cylindres, chambres de combustion, freins de voitures de course, arbres de transmission, et 

volants, doivent être soumis à un gradient thermique, de pression ou de contrainte. Par 

conséquent, les matériaux fonctionnellement graduées sont très appropriés pour ces 

composants, comme le montre la Fig.I.22. En plus de la possibilité d’utiliser les FGM dans les 

revêtements de carrosserie automobile.  

       En raison de leur coût élevé, l'utilisation des FGM est très limitée dans les applications 

automobiles, et ne concerne généralement que les parties critiques des voitures [170]. R. 

Kimberly et al. [171] ont réalisé avec succès des composites FG Al2O3/Al2TiO5 en utilisant la 

métallurgie des poudres afin d’étudier l’influence de structure graduée sur le comportement de 

microstructure et les propriétés physiques et thermiques pour des applications automobiles. Les 

résultats ont montré que les FGM ont améliorés les propriétés mécaniques et thermiques des 

pourritures de freins de voitures. 

 
Fig. I. 22. Pièces en FGM dans les applications automobiles [98]. 
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I.8.3. Ingénierie 

       Les FGM sont largement utilisés dans la fabrication de nombreux composants d'ingénierie 

tels que les outils de coupe, et les blocs moteurs de machines, car ils améliorent facilement la 

résistance mécanique, thermique, à l'usure et à la corrosion de ces composants [172].  

       Ces dernières années, les FGM WC/Co et le TiCN-WC/Co ont été utilisés pour fabriquer 

des outils de coupe tels que des outils de tournage, des fraises et des forets hélicoïdaux pour 

améliorer la résistance à l'usure et à la dureté des surfaces afin d'augmenter la durée de vie des 

outils, les vitesses d'usinage à l'avance et de réduire le temps d'usinage [173,174].  

       Les composites céramiques FG WC-Co ont été conçus et produits par O. Eso et al. [175], 

conformément à la méthode de frittage en phase liquide pour étudier l'effet de la fraction 

pondérale et de la taille des particules de cobalt sur la microstructure et les propriétés 

mécaniques des FGM pour des applications d'outils de coupe. D'après leurs conclusions, la 

granulométrie des particules dépend fortement de la force capillaire et de la fraction pondérale 

et grâce à cette gradation, les propriétés requises peuvent être obtenues.  

I.8.4. Sport  

       En outre, les FGM sont utilisés dans de nombreux équipements sportifs tels que les clubs 

de golf, les raquettes de tennis, les skis, grâce au développement de procédés de fabrication 

additive pour produire des matériaux à gradient de propriété pour réduire le poids et le 

frottement, améliorer la durabilité et le rapport résistance/poids, et augmenter la dureté et la 

résistance à l'usure. 

I.8.5. biomédical 

       Les matériaux à gradient de propriété permettent à la biocompatibilité des composants 

médicinaux de présenter en même temps la résistance de liaison et la résistance à la corrosion 

et à l'abrasion qu'il est impossible d'atteindre avec la structure uniforme [176,177]. Par 

conséquent, ils sont maintenant largement utilisés dans les prothèses et les composants des dents 

artificielles. Ces dernières années, les FGM Ti-HA, Ti-Co, Ti-ZrO2, HA-ZrO2, Ti-SiO2 et TiN-

HA ont été utilisés pour produire des implants dentaires et des os artificiels. Afin d'améliorer la 

biocompatibilité, la résistance à l'usure et la dureté, ce qui accélère la croissance des os et la 

prévention de la perte osseuse [123,178].  
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       En plus des implants dentaires et des pièces prothétiques, les FGM sont également utilisés 

pour réparer les cartilages [179]. M. Thieme et al. [180] ont fabriqué des composites Ti poreux 

par la méthode de la métallurgie des poudres afin d'étudier l'influence de la protection contre 

les contraintes sur la microstructure et les propriétés mécaniques des matériaux des prothèses 

orthopédiques. Leurs résultats ont indiqué que les composites FG avaient amélioré la propriété 

de compatibilité osseuse, et donc ils ont suggéré que ces matériaux soient plus appropriés 

comme une alternative permanente à la culture du squelette.  

       Dans une autre étude, B. Lee et al. [124] ont développé le composite FG Al2O3-ZrO2 en 

utilisant le procédé monolithique fibreux afin d'améliorer l'ostéoconductivité et les propriétés 

mécaniques des implants orthopédiques. D'après leurs conclusions, la fabrication de structures 

graduées sans défauts de masse est significativement contrôlée par des paramètres tels que la 

porosité, la taille de la poudre et la fraction volumique.  

I.8.6. Défense 

       La tendance générale actuelle dans le domaine de la défense est de réduire le poids des  

véhicules, et d'empêcher la propagation des fissures en utilisant des FGM,  où les structures 

graduées sont utilisées comme matériaux résistant à la pénétration pour la fabrication de plaques 

de blindage, et de gilets pare-balles, ainsi que pour la fabrication de pièces défensives telles que 

des tiges de guidage, des rouleaux de précision, des tubes, des verrous, des logements d'essieux 

et des percuteurs [181,182]. 

       C. Huang et Y. Chen [183] ont utilisé le principe de FGM pour fabriquer des armures 

légères, très résistantes aux chocs et peu coûteuses à partir d'Al2O3-ZrO2 en utilisant la 

méthode de la métallurgie des poudres. Ils ont effectué une simulation pour analyser les 

résultats afin de vérifier leurs résultats expérimentaux. De plus, ils ont indiqué que les 

composites FG Al2O3/ZrO2 sont des matériaux prometteurs pour les applications de défense 

en raison de leur dureté, leur conductivité thermique, leur résistance chimique et leur 

conductivité électrique par rapport aux composites conventionnels.  

I.8.7. Energétiques et électroniques 

       En plus des domaines précédents, les FGMs présentent un fort potentiel pour les 

applications énergétiques et électroniques ainsi que pour les applications optoélectroniques. Le 

concept de FGMs avec un gradient thermique est maintenant utilisé dans divers systèmes 

énergétiques plutôt que de faire fonctionner un seul matériau à des températures très élevées ou 
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très basses comme dans les générateurs d’énergie thermique, les composants d'énergie solaire 

et les condensateurs des dispositifs de conversion d’énergie, capteurs et électrodes [184,185]. 

       Ces matériaux fonctionnellement gradués sont également utilisés dans les batteries, les 

semi-conducteurs (transistors, diodes et dispositifs optoélectroniques), les dispositifs 

piézoélectriques et les circuits intégrés [186].  

I.9. Application des matériaux fonctionnellement gradués FGM dans le domaine du 

génie civil  

I.9.1. Les chaussées rigides (Functionally Graded Concrete Materials for Rigid 

Pavements) 

       Les FGM peuvent être utilisés dans les chaussées rigides en béton avec une gradation 

obtenue par la variation de la fraction volumique de fibres, cette technique est visée d’être 

utilisée dans les autoroutes et les routes à très fort trafic où l’utilisation d’une chaussée souple 

en béton bitumineux est déconseillée, les dallages industrielles, les pistes des aéroports, car 

elles offrent une résistance et une durabilité élevées, le but est d’optimiser l’épaisseur de la  

chaussée afin d’avoir un matériaux rigide sur la surface de roulement et un matériau moins 

rigide sur la couche de fondation [187]. 

I.9.2. Les chaussées souples  

       Les FGM peuvent être utilisé dans les chaussées souples pour supprimer les couches 

d’accrochage entre la couche de la Grave Bitume et la couche de roulement en Béton 

Bitumineux et éviter le glissement entre les deux couches et économiser les épaisseurs des 

couches tout en obtenant un comportement optimisé et augmentant la capacité portante de la 

chaussée et par la suite sa durabilité [187].  

I.9.3. Les grands vitrages dans les zones chaudes  

       Les vitres sont en FGM pour contrôler la température dans les zones chaudes et éviter les 

vitrages multiples [187]. 

I.9.4. Les tunnels (functionally graded concrete segment in tunnel) 

       Les parois intérieurs des tunnels doit être réalisées en matériau réfractaire et rigide dans la 

surface exposée et d’un matériau imperméable dans la surface en contact avec le sol et les 

roches. L’utilisation des FGM semble être une solution efficace [187].  
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I.9.5. Les joints dans la charpente métallique  

       Dans certains cas de la charpente métallique, lors de l’assemblage des éléments, on est 

obligé de réaliser des soudures entre des éléments de poids et de nuances différentes comme 

l’acier/l’aluminium. Dans ce cas on utilise des joints ordinaires en acier. L’inconvénient de ce 

type de joint est qu’il subit une forte accumulation concentration de contraintes, et s’avère plus 

vulnérable en cas d’action cyclique. L’utilisation des joints en FGM représente une solution 

optimale [187].  

I.10. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM  

        Les FGM, qui sont souvent isotropes et non homogènes, sont constitués d'un mélange de 

deux matériaux pour obtenir une composition qui assure une certaine fonctionnalité. Un FGM 

peut être définie par la variation graduelle de la fraction volumique des constituants.  

       La fonction de loi de puissance [188, 189] et la fonction exponentielle [190, 191] sont 

couramment utilisées pour décrire les variations des propriétés matérielles des FGM. 

Cependant, dans les fonctions exponentielles et de puissance, les concentrations de contraintes 

apparaissent dans l'une des interfaces dans lesquelles le matériau change continuellement mais 

rapidement. C'est pourquoi Chung et Chi [192] ont proposé une FGM sigmoïde (S-FGM), qui 

est composée de deux fonctions de puissance pour définir une nouvelle fraction volumique. Chi 

et Chung [193] ont indiqué que l'utilisation d'une S-FGM peut réduire de manière significative 

les facteurs d'intensité de contrainte d'un corps fissuré. 

 

 

Fig. I. 23. Géométrie d’une plaque en FGM. 
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Les coordonnées x  et y  définissent le plan de la plaque, tandis que l’axe z  perpendiculaire à la 

surface moyenne de la plaque et dans la direction de l’épaisseur. 

Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les surfaces 

supérieures et inférieures sont différentes mais sont déterminés selon les demandes d’exécution.  

Toutefois le module de Young et le coefficient de Poisson varient de façon continue, dans le 

sens de l’épaisseur (l’axe z ) soit :  E = E(z), ν = ν(z). 

Le module de Young dans le sens de l’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi 

de puissance (P-FGM) ou la fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoïde (S-

FGM). 

I.10.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM  

       La fraction volumique de la classe P-FGM correspond à une fonction de loi de puissance 

sous la forme : 

V(z) = (
z + h/2

h
)
P

                                 I. 1 

Où  P est un paramètre du matériau et h est l’épaisseur de la plaque.  

Une fois la fraction volumique locale V(z) a été définie, les propriétés matérielles d’une plaque 

P-FGM peuvent être déterminées par la loi des mélanges [188] :                                                              

P(z) = P1 + (P2 − P1)V(z)                        I. 2 

 

Où P1 et P2 sont respectivement les caractéristiques du matériau de la surface inférieure  

(z = −h/2)  et supérieure (z = h/2)  de la plaque FGM, la variation du module de Young dans 

la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la fig.I.24, ce qui montre que 

la fraction volumique change rapidement près de surface inférieure pour  𝑃 < 1, et augmenté 

rapidement près de la surface supérieure pour 𝑃 > 1. 
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Fig. I. 24. Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM. 

I.10.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM  

       Dans le cas de l'ajout d'une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance à une 

plaque composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur l’interfaces 

où le matériau est continu mais change rapidement [188]. Afin de résoudre ce problème, Chung 

et chi [194] ont défini la fraction de volume de la plaque FGM en utilisant deux fonctions de 

loi de puissance pour assurer une bonne répartition des contraintes entre toutes les interfaces. 

Les deux fonctions de loi de puissance sont définies comme suit : 

V1(z) =
1

2
(

h
2
+ z

h/2
)

P

Pour   −
h

2
≤ z ≤ 0                      I. 3. a 

V2(z) = 1 −
1

2
(

h
2
− z

h
2

)

P

Pour   0 ≤ z ≤
h

2
                  I. 3. b 

 

En appliquant la loi de mélange, le module de Young de la plaque S-FGM peut être calculé 

par : 

E(z) = V1(z)E1 + [1 − V1(z)]E2  pour   −
h

2
≤ z ≤ 0                 I. 4. a 

E(z) = V2(z)E1 + [1 − V2(z)]E2  pour   0 ≤ z ≤
h

2
                      I. 4. b 
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La variation de la fraction volumique selon les équations (I.4.a) et (I.4.b) avec des répartitions 

sigmoïdes est présentée dans La fig. I.25, ce type de plaque FGM est appelée (Plaque S-FGM). 

 

 

Fig. I. 25. Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM. 

I.10.3. Propriétés matérielles de la plaque E-FGM  

       Plusieurs chercheurs emploient la fonction exponentielle pour décrire les propriétés 

matérielles des matériaux FG comme suit [190] : 

E(z) = E2e
B(z+

h
2)                          I. 5. a 

Avec : 

B =
1

h
ln (

E1

E2
)                                 I. 5. b 

 

La fig.I.26 présente La variation du module de Young à travers l’épaisseur de la plaque E-FGM. 
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Fig. I. 26. Variation du module de Young dans une plaque E-FGM. 

I.11. Les relations contrainte-déformation 

       La forme généralisée de la loi de Hooke, qui relie la contrainte à la déformation, est la 

suivante : 

{σ} = [C]{ε}           I. 6 

Où [C] est une matrice de rigidité. 

La relation entre la contrainte et la déformation par [C] est une approximation qui est valable 

pour de petites déformations. Pour un matériau homogène linéairement élastique, les propriétés 

du matériau sont supposées être les mêmes en tout point du matériau. 

La relation déformation-contrainte est obtenue en inversant la matrice de rigidité dans la 

relation contrainte-déformation (I.6), ce qui donne : 

{ε} = [C]−1{σ} = [S]{σ}     I. 7  

Où [S] est la matrice de flexibilité ou de souplesse (symétrique). 

I.12. Différents types de matériaux  

I.12.1. Matériaux anisotropes  

       Les matériaux anisotropes sont des matériaux dont les propriétés varient selon une direction 

considérée mais ils ne présentent pas de plans de symétrie [195]. 
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La loi de Hooke peut être exprimée par : 

{
σij = Cijklεkl
εij = Sijklεkl

            I. 8 

Où  Sijkl est le tenseur de souplesse.  

-Le tenseur de rigidité a 81 coefficients de même pour le tenseur de souplesse, pour raison de 

la symétrie des contraintes σij et des déformations  εkl , il y a une réduction des coefficients a 

36 parmi ces derniers, 21 sont indépendants. 

{
σij = Cijklεkl     et σij = σji
σij = Cijklεkl      et εkl = εlk

 → {
Cijkl = Cjikl
Cijkl = Cijlk

        I. 9 

-Application du théorème des travaux virtuels : 

∂σij

∂εkl
=
∂σkl

∂εij
↔ Cijkl = Cklij          I. 10 

-La nouvelle forme du tenseur de raideur permet alors de lui associer une matrice carrée (6,6) : 

{
 
 

 
 
σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
C11 C12 C13 C14 C15 C16
C12 C22 C23 C24 C25 C26
C13 C23 C33 C34 C35 C36
C14 C24 C34 C44 C45 C46
C15 C25 C35 C45 C55 C56
C16 C26 C36 C46 C56 C66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6}
 
 

 
 

   I. 11 

-La forme inverse de l’équation (I.11), est écrite sous la forme : 

{
 
 

 
 
ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
S11 S12 S13 S14 S15 S16
S12 S22 S23 S24 S25 S26
S13 S23 S33 S34 S35 S36
S14 S24 S34 S44 S45 S46
S15 S25 S35 S45 S55 S56
S16 S26 S36 S46 S56 S66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6}
 
 

 
 

   I. 12 

Lorsque le matériau est quelconque et ne présente pas de symétrie élastique, il est dit   

anisotrope. Un matériau anisotrope est caractérisé par 21 constantes élastiques indépendantes. 
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I.12.2. Matériaux monocliniques  

       Un matériau monoclinique est un matériau qui possède un plan de symétrie. 

 

Fig. I. 27. Plan de symétrie 

       La forme de la matrice de rigidité (ou souplesse) doit être telle qu’un changement de base 

effectué par symétrie par rapport à ce plan ne modifie pas la matrice. Dans le cas où le plan de 

symétrie est le plan (1,2), l’exploitation des changements de base conduit à une matrice de 

rigidité de la forme : 

{
 
 

 
 
σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
C11 C12 C13 0 0 C16
C12 C22 C23 0 0 C26
C13 C23 C33 0 0 C36
0 0 0 C44 C45 0
0 0 0 C45 C55 0
C16 C26 C36 0 0 C66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6}
 
 

 
 

    I. 13 

La matrice de souplesse a la même forme. Le nombre de constantes d’élasticité indépendantes 

est réduit à 13. 

I.12.3. Matériaux orthotropes  

       Selon Kollar et Springer [196], un milieu est dit orthotrope pour une propriété donnée si 

cette propriété est invariante par changement de direction obtenue par symétrie relative à deux 

plans orthogonaux. On remarque qu'alors la symétrie par rapport au troisième plan orthogonal 

est automatiquement acquise. Ce mode de comportement est relativement bien réalisé pour les 

composites unidirectionnels. 

       Un matériau qui possède deux plans de symétries perpendiculaires possède obligatoirement 

le troisième et ce type de matériau est dit orthotrope. Il y a 9 constantes élastiques indépendantes 

associées à un matériau orthotrope et un total de 12 termes non nuls. 
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Fig. I. 28. Représentation schématique d’un matériau orthotrope avec trois plans de symétrie. 

La matrice de rigidité :  

{
 
 

 
 
σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6}
 
 

 
 

  I. 14 

Et la matrice de souplesse :

{
 
 

 
 
ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
S11 S12 S13 0 0 0
S12 S22 S23 0 0 0
S13 S23 S33 0 0 0
0 0 0 S44 0 0
0 0 0 0 S55 0
0 0 0 0 0 S66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6}
 
 

 
 

  I. 15 

Les constantes de rigidité et de souplesse sont caractérisées par 9 coefficients indépendants :  

 3 modules d'élasticité longitudinal dans les directions de l'orthotrope. 

 3 modules de cisaillement G12 ; G23  et G31 

νij: (ν12, ν23 et ν31) est le coefficient de Poisson pour la déformation transversale dans la 

direction j quand la contrainte est appliquée selon la direction i. 

La matrice de souplesse étant symétrique, nous obtenons la relation suivante : 

Sij = Sji →
νij

Ei
=
νji

Ej
→
ν12 

E1
=
ν21 

E2
;
ν23

E2
=
ν32

E3
;
ν13

E1
=
ν31

E3
       I. 16 
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{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1

E1

ν12 

E1

ν13

E1
0 0 0

ν12 

E1

1

E2

ν23

E2
0 0 0

ν13

E1

ν23

E2

1

E3
0 0 0

0 0 0
1

G23
0 0

0 0 0 0
1

G13
0

0 0 0 0 0
1

G12]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
σ1

σ2

σ3

σ4

σ5

σ6}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

  I. 17 

I.12.4. Matériaux transversalement isotropes  

       Un matériau composite orthotrope possédant de plus une symétrie de révolution autour 

d’un axe est nommé isotrope transverse. Un matériau isotrope transverse est caractérisé par cinq 

constantes élastiques indépendantes si la base est connue. 

       Pour un matériau transversalement isotrope, il existe un axe de symétrie du matériau (défini 

comme une direction par rapport à laquelle le matériau a des propriétés identiques) en plus de 

trois plans de symétrie. Par conséquent, deux fibres de matière ayant les positions symétriques 

par rapport à l’axe de symétrie ont la même rigidité [197]. 

Le composite renforcé par fibres longues et uniformes est un exemple de matériau 

transversalement isotrope. 

. 
Fig. I. 29. Représentation schématique d’un matériau transversalement isotrope. 

Les propriétés suivant les axes 2 et 3 sont identiques, donc : 

C22 = C33  ;      C12 = C13   ;     C55 = C66   ;    C44 =
C22 − C33

2
      I. 18  
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Le nombre de coefficients indépendants se réduit à 5 coefficients. 

{
 
 

 
 
σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
C11 C12 C13 0 0 0
C12 C22 C23 0 0 0
C13 C23 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C55 0
0 0 0 0 0 C66]

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6}
 
 

 
 

   I. 19 

Les constantes de rigidité sont liées aux modules d'élasticité (E1, E2, ν12, ν23 et G12) 

I.12.5. Matériaux isotropes  

       L'hypothèse d'isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante du repère 

choisi pour l'exprimer. En d'autre terme, le tenseur de raideur doit être invariant pour tout 

changement de base. Donc, les propriétés physiques ou mécaniques sont identiques dans toutes 

les directions : 

 E1 = E2 = E3 = E; ν12 = ν23 = ν13 = ν ; G12 = G31 = G23 = G  I. 20 

Pour un matériau isotrope, tous les plans sont des plans de symétrie du matériau et sont 

isotropes. 

Il y a 2 constantes élastiques indépendantes associées à un matériau isotrope et 12 termes non 

nuls dans la matrice de rigidité.  

La matrice de rigidité résultante pour un matériau isotrope est : 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
C11 C12 C12 0 0 0
C12 C11 C12 0 0 0
C12 C12 C11 0 0 0

0 0 0
1

2
(C11−C12) 0 0

0 0 0 0
1

2
(C11−C12) 0

0 0 0 0 0
1

2
(C11−C12)]

 
 
 
 
 
 
 

    I. 21 

La matrice de souplesse a la même forme.  

Généralement, les constantes de rigidité sont exprimées en introduisant les coefficients de 

lamé λ et μ : 

{
C11 = λ + 2μ
C12 = λ

     I. 22 
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I.13. Conclusion  

       Dans ce chapitre, nous avons exposé d’une façon claire des généralités sur les matériaux 

composites, ensuite, nous avons défini les matériaux à gradient de propriétés « FGM », leurs 

propriétés, l’histoire de leur développement, leurs classifications, les principales techniques 

d’élaboration de ces matériaux, ainsi que leurs domaines d’application, nous avons aussi cité 

les différentes lois régissant la variation des propriétés matérielles de ces derniers et à la fin 

nous avons présenté les différents types des matériaux. 
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II.1 Introduction 

       Le terme « ouvrages d’art » regroupe de nombreux types de constructions de génie civil 

qui assurent la continuité ou la protection des voies de circulation.    

       De tels ouvrages sont qualifiés « d’art » parce que les connaissances ou l'expérience 

impliquées dans leur conception et leur construction jouent un rôle tout aussi important que la 

théorie. Cet ensemble de connaissance constitue ailleurs ce que l’on appelle l’art de l’ingénieur.  

       Un pont peut être défini comme un ouvrage d’art pour franchir un obstacle naturel ou 

artificiel, à savoir une rivière, une vallée, une route ou une voie ferrée [198].  

Un pont intègre deux parties principales : 

 La superstructure : la partie traversant l’obstacle.  

 L’infrastructure : la partie supportant la superstructure et transférant ses charges au sol 

à travers les fondations. 

Un pont peut être classé selon plusieurs critères :  

 Le matériau de construction du pont, comme les ponts en maçonnerie, les ponts en bois, 

les ponts métalliques en acier ou en aluminium ou en fer, les ponts en béton armé ou en 

béton précontraint, et plus récemment des ponts mixtes acier-béton. 

 Le système structurel du pont, qui se distingue par le système structurel longitudinal et 

le système structurel transversal. 

- le système longitudinal, donne lieu à des ponts à poutres, des ponts à ossature, des 

ponts en arc et des ponts à câble ; à savoir, les ponts à haubans et les ponts suspendus.  

- le système structurel transversal, se caractérise par le type adopté pour la section 

transversale de la superstructure, à savoir les ponts à poutres dallées ou en poutre-

caisson. 

 

. 
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Fig. II. 1. Eléments de structure du pont [199] 

II.2. Eléments constitutifs d’un pont  

       La structure du pont se compose des éléments suivants :  

II.2.1. Superstructure  

       La superstructure de la structure du pont est constituée d'une dalle de pont, d'une poutre, 

d'une entretoise, etc. Ces éléments varient en fonction du type de pont (béton, acier ou 

composite). L'objectif principal de la superstructure du pont est de résister à la charge qui lui 

est directement imposée et de transférer ainsi les forces formées par les charges à 

l’infrastructure. 

Les éléments de superstructure du pont sont expliqués plus en détail ci-dessous. 

II.2.1.1. Eléments structuraux du tablier  

1. Poutres principales (maîtresse) : Les poutres sont destinées à soutenir la chaussée et 

à l'empêcher de se déformer. Les poutres sont principalement utilisées dans les ponts en 

béton. Dans le cas des ponts à poutres, on utilise le plus souvent des poutres à section 

en I et à deux semelles et âmes porteuses. 
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2. Entretoises : Ce sont des poutres transversales d’un pont, c’est à dire perpendiculaires 

aux poutres principales et ont pour rôle d’éviter le basculement et de répartir les charges 

entre les poutres principales. 

3. Longrines ou longerons : Ce sont des poutres longitudinales qui s’appuient sur 

l’entretoise.  

4. L’hourdis : c’est une couche de remplissage de maçonnerie constituée de béton et 

reposant sur des éléments préfabriqué en béton. Cette couche est destinée à recevoir la 

couche de roulement (revêtement, chape d’étanchéité) et les surcharges et à transmettre 

ces derniers aux poutres.  

Dans les ponts, l’hourdis est la partie plane horizontale ou quasi-horizontale, aussi 

appelée dalle. 

II.2.1.2. Equipements du tablier  

       Les équipements du tablier ne sont pas des éléments structuraux qui contribuent 

directement à la résistance du tablier tels que les poutres, les entretoises et l’hourdis, mais ils 

permettent d’assurer la fonction d’un pont vis-à-vis ses usagers telle que la sécurité, le confort 

et la durabilité. Parmi ces équipements on peut citer le revêtement de la chaussée, le trottoir, la 

corniche, le garde-corps, les dispositifs de sécurité et les joints de chaussée. 

1. Le revêtement du tablier  

Il est constitué de 2 éléments :  

a) Chape d’étanchéité :  

Utilisé pour empêcher la pénétration d'eau dans les tabliers de pont (eau de pluie, eau de 

lavage, en particulier l'eau contenant des sels anti-verglas dans les ponts routiers) 

entraînant de graves risques de corrosion des armatures d'acier. Elle est composée de 

feuilles à base de bitume légèrement renforcées de fils d'acier. La feuille est collée à la 

dalle en utilisant la résine synthétique. Sur sa face supérieure, la feuille est protégée par 

une couche d’asphalte gravillonné qui joue les 2 rôles principaux :  

-Renforcement de la feuille dans sa résistance vis-à-vis les sollicitations des charges 

roulantes. 

-C’est une surface d’accrochage qui permet l’adhérence entre la couche d’étanchéité et la 

couche de roulement.  
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b) Couche de roulement :  

Elle est constituée d'une couche de béton bitumineux d’une épaisseur comprise entre 

6 et 8 cm. Elle doit offrir un bon uni et des qualités antidérapantes, diffuser et répartir 

les charges vers l’hourdis et présenter une adhérence pérenne avec le système 

d’étanchéité. 

2. Le trottoir 

Il permet la circulation des piétons. Surélevé de 15 à 20 cm par rapport à la chaussée, il 

assure la protection des usagers vis-à-vis le trafic routier. La largeur minimale du trottoir 

est de 1 m, elle est importante en zone urbaine. 

3. La corniche 

La corniche est un élément qui équipe les bords latéraux d'un pont. 

Parmi ses fonctions :  

-Elle améliore l'esthétique de l'ouvrage 

-Elle protège le tablier contre les eaux pluviales. 

-Elle sert à porter le garde-corps.  

4. Le garde-corps  

Le garde-corps est un dispositif de retenue pour les piétons. Il est conçu pour assurer 

la sécurité des personnes. Il permet non seulement de maintenir la circulation à 

l'intérieur des limites, mais aussi d'améliorer l'esthétique du pont.  

5. La glissière de sécurité  

Les glissières de sécurité sont en acier galvanisé souple et sont capables de résister à 

de grandes déformations. Par conséquent, elles absorberont les chocs des véhicules qui 

s'écartent de la trajectoire. Les composants d’une glissière sont : 

- Eléments de glissement guide le véhicule dans le sens de la circulation. Lorsqu'un 

véhicule en perdition entre en contact avec l’élément de glissement au niveau de sa 

carrosserie, ce dernier doté d’une grande souplesse va se déformer en poche pour 

absorber la majeure partie de l'énergie cinétique du véhicule.  

- Ecarteur : Lorsqu'il se brise, il absorbe une partie de l’énergie cinétique du véhicule 

frottant contre la glissière.  
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- Support : c’est le dernier élément qui recevra le choc. Il est fixé au pont à l’aide d’une 

platine boulonnée. L’espacement normal entre les supports est de 4 m.  

5. La barrière de sécurité  

La barrière de sécurité est destinée à empêcher des véhicules lourds de tomber du pont. 

On distingue les barrières lourdes et les barrières légères. 

6. Les joints du tablier  

Les tabliers de ponts subissent des variations dimensionnelles sous les effets de la 

température, fluage, retrait et des charges d’exploitation.  

Pour limiter ces déplacements et des déformations et pour permettre la dilatation du 

tablier, ce dernier est coupé sur sa longueur en plusieurs parties, la jonction entre ces 

parties est assurée par les joints transversaux qui assurent la continuité du tablier. 

On a 2 types de joints :  

- Les joints de trottoir qui ne subissent que des déplacements.  

- Les joints de chaussée qui à la fois travaillent aux déplacements du tablier, et résistent 

aux chocs des pneus des véhicules qui les franchissent.  

II.2.2. Appareils d’appuis  

       Les appareils d’appui sont des dispositifs permettant de transmettre les charges et les 

mouvements aux appuis (pile ou culées) et aux fondations. Les charges à transmettre sont 

essentiellement verticales (permanente + exploitation) et horizontales (forces de freinage)  

[199]. Les appareils d’appui permettre aussi des mouvements de rotation ou de translation du 

tablier. 

II.2.3. Appuis  

       Ils transmettent les charges du tablier vers les fondations. On distingue les appuis 

intermédiaires qui sont les piles est les appuis de rive qui sont les culées. 

II.2.3.1. Pile 

       Les piles sont des structures verticales utilisées pour supporter le tablier. Ils permettent de 

transmettre les charges au sol par l'intermédiaire des fondations. La structure des piles a 

principalement deux fonctions : 

-La transmission des charges aux fondations. 

-Résistance aux forces horizontales. 
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       Dans la plupart des cas, les piles sont conçues pour résister aux seules charges verticales. 

Dans les régions situées dans la zone sismique, il est recommandé de concevoir la pile pour les 

charges latérales également.  

On peut classer à deux familles :  

- Pile constituée un élément large (voile).  

- Pile constituée un élément mince (poteau ou colonne). 

       La forme et la taille de la pile dépendent principalement de l'esthétique, du site, de l'espace 

et des contraintes économiques de la construction.  

Les piles doivent être solides pour supporter les charges horizontales et verticales. 

 Les différentes parties des piles  

 Le sommier (Chevêtre) : c’est la partie supérieure de la pile qui transfère les charges 

des superstructures au fût. Elle est en béton armé.  

 Le fût : c’est la partie verticale qui transfère les charges et les mouvements du pont à la 

fondation. 

 La fondation : c’est la partie qui permet de transmettre les charges qu’elle supporte au 

sol. Lorsque la capacité du sol de surface est trop faible, les tassements prévus sont 

préjudiciables à la construction, on fait appel alors à des fondations profondes (des pieux 

forées).  

 

Fig. II. 2. Les éléments constructifs de la pile [200] 
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II.2.3.2. Culée 

       Les culées sont des structures verticales utilisées pour retenir la terre que se trouve derrière 

la structure. Elles limitent les déplacements horizontaux et verticaux (tassements) qui sont dus 

aux charges de la superstructure ou des terres soutenues. Les charges permanentes et 

dynamiques de la superstructure du pont sont supportées et transmis vers le sol de fondations 

par les culées.  

       La fonction technique d’une culée se caractérise par l’accès à l’intérieur de l’ouvrage, on 

peut lui associer un local technique lorsque des conduites ou des canalisations passent à 

l’intérieur du tablier. 

 
Fig. II. 3. Les éléments constructifs de la culée [200] 

II.3. Types fondamentaux de tabliers de pont et applications 

       Le tablier du pont peut être soit coulé sur place, préfabriqué, en acier, en bois, en béton, ou 

d'autres systèmes de revêtement qui reposent sur des poutres en béton ou en acier (ponts 

composites). Les tabliers de pont définissent le plus souvent les caractéristiques du pont. Dans 

un pont suspendu, le tablier est suspendu à l'élément structurel principal. Dans le cas d'un pont 

à haubans, le tablier est le principal élément structurel qui supporte la charge et la transmet par 

l'intermédiaire des câbles. En outre, le tablier joue un rôle important dans l'aspect esthétique du 

pont. Ainsi, lors de la conception d'un pont, il est très important d'accorder une attention 

particulière aux tabliers afin de maintenir un bon niveau de service, de sécurité, d'apparence, 

etc. Le système de tablier varie en fonction de la structure du pont, des types de méthodes de 

construction. Nous abordons ici les différents types de tabliers de pont [201].  

II.3.1. Ponts en béton armé 

       Les tabliers en béton sont les plus courants dans la construction de ponts, notamment en 

raison de leur facilité de préparation et de mise en place dans des formes et des tailles variées. 
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Les tabliers en béton ont une bonne durabilité, sont très résistants à l'usure et offrent également 

un bon contrôle de la traction. Parmi ces caractéristiques, la durabilité des tabliers en béton 

dépend également du système de drainage, de l'armature, de l'inclinaison du pont et de 

l'épaisseur des dalles. 

       La principale cause de détérioration des dalles en béton est due à la corrosion des armatures. 

Cette corrosion est typiquement due aux attaques des chlorures (pénétration des molécules de 

chlorure de sodium à travers les fissures des dalles).  

       La corrosion des barres d'acier d'armature dans les éléments en béton est une réaction 

électrochimique entre l'acier et son environnement. Selon l'une des principales théories, elle se 

produit lorsque le film d'oxyde, formé pendant l'hydratation du ciment et maintenu par la forte 

alcalinité du béton (pH < 12,5), est rompu par l'intrusion d'ions chlorure.  

       Dans les tabliers de pont en béton, les ions chlorure proviennent principalement des sels de 

dégivrage utilisés lors des opérations d'entretien hivernal et de l'exposition à l'eau de mer. Les 

chlorures contenus dans le sel pénètrent dans le béton et lorsqu'ils atteignent une concentration 

critique, ils brisent le film passif qui entoure l'acier d'armature, et la corrosion est amorcée 

[202]. Il est donc très important de prévoir un enrobage adéquat des armatures dans les dalles 

de pont. Il existe différents types de tabliers en béton utilisés dans les ponts, dont certains sont 

les suivants ; 

II.3.1.1. Ponts à dalles pleines 

       Les dalles rectangulaires pleines (fig.II.4) ne sont pas une forme structurelle très efficace 

pour les ponts. Ce type de tablier est surtout adopté pour les travées relativement petites (jusqu'à 

20 m), le coût de construction est relativement faible et le renforcement est simple. 

 

Fig. II. 4. Dalle pleine [203] 
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II.3.1.2. Pont à dalles évidées 

       Les sections de dalles rectangulaires vides sont utilisées lorsque la portée du pont est 

comprise entre 20 et 30 mètres. Il est courant dans certains pays d'utiliser du béton coulé sur 

place avec des vides en polystyrène, comme le montre la fig.II.5. Cette structure peut être 

construite en utilisant du béton armé ordinaire ou peut être post-tendue. 

       La présence de vides peut augmenter le coût de la construction, car les vides ajoutent de la 

complexité à l'armature, en particulier à l'armature dans la section de flexion transversale. Mais 

elle réduit le poids propre et la surface du béton à précontraindre en affectant le second moment 

de la surface. Le diamètre du vide est le plus souvent inférieur de 60 % à sa profondeur. Le vide 

doit également être pris en compte dans la conception de la résistance à la flexion transversale. 

 

Fig. II. 5. Dalle évidée [203] 

II.3.1.3. Sections de dalles en T 

       Les sections en T sont principalement adoptées dans la gamme de portée de 20-40m comme 

une alternative aux dalles vides dans les ponts. La partie supérieure de la section en T appelée 

bride qui supporte la dalle travaille avec la poutre pour réduire la compression et la déflexion 

peut être contrôlée dans une large mesure. 

       De plus, le moment de résistance est plus grand que celui des sections rectangulaires et de 

la dalle monolithique. Les principaux défis des ponts à section en T sont l'action de la force de 

cisaillement. Des fissures peuvent se développer dans l'âme et les ailes en raison des 

modifications de la section transversale. 
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Fig. II. 6. Sections de dalles en T [201] 

II.3.1.4. Section de dalle ou de poutre en caisson 

       Les sections en caisson sont utilisées lorsque la portée est supérieure à 40 m et les sections 

en caisson sont plus économiques pour la construction de tabliers dans cette gamme de portée.     

Les poutres en caisson peuvent également être construites en tant que section préfabriquée ou 

composite préfabriquée, une section en U précontrainte et une dalle en béton in situ. 

       Les poutres en caisson présentent de nombreux avantages comme une bonne résistance à 

la torsion, car le tablier est dans un plan courbe. De plus, la poutre peut être construite plus large 

en raison de la présence de deux âmes et de brides solides. L'intérieur des poutres caissons peut 

être utilisé pour des services tels que des conduites de gaz, des canalisations, des câbles, etc.  

 

Fig. II. 7. Poutre en caisson [201] 
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II.3.2. Tabliers de pont orthotropes en acier 

       Les tabliers orthotropes en acier sont désormais largement utilisés en Europe, en Amérique 

du Sud et en Asie. Les principaux avantages de ces tabliers sont les suivants : le poids de la 

structure peut être considérablement réduit (car les tabliers sont conçus pour être intégrés aux 

poutres comme une bride commune), ils ont une longue durée de vie et sont faciles à installer.  

       Une autre caractéristique des tabliers de pont orthotropes en acier est qu'ils peuvent être 

installés en une seule unité dans les ponts à courte portée. Un inconvénient majeur des ponts en 

acier est l'effet de la fatigue. Une conception détaillée est nécessaire pour surmonter les 

problèmes de fatigue des ponts en acier. 

  

Fig. II. 8. Tabliers de pont orthotropes en acier [201] 

II.3.3. Ponts mixtes 

       Les tabliers de pont mixtes font généralement référence à l'interaction d'éléments 

structurels en béton et en acier. Ils sont utilisés dans la construction de ponts principalement en 

raison de leur capacité à s'adapter à la géométrie et aux contraintes de conception, ainsi que de 

la fiabilité des éléments en acier. La transmission du cisaillement dans les tabliers mixtes se fait 

par l'intermédiaire de connecteurs de cisaillement qui sont noyés dans le béton et dont l'autre 

extrémité est soudée sur la poutre en acier. 

       Le béton a une bonne résistance à la  compression et l'acier est très résistant à la traction et 

la compression. La déflexion peut donc être contrôlée dans une large mesure. En outre, les 

éléments en acier peuvent être recyclés à l'avenir au moment de la démolition. L'acier comme 

élément principal est plus facile à monter que la poutre en béton. 
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Fig. II. 9. Tablier de pont mixte [204]  

II.3.4. Ponts en polymères renforcés de fibres 

       Les polymères renforcés par des fibres sont principalement utilisés dans l'industrie 

aérospatiale et maintenant dans la construction de ponts. Les matériaux composites FRP sont 

constitués de fibres alignées dans des matériaux en résine, ce qui rend les panneaux très solides, 

personnalisables et très légers. Les fibres de carbone et de verre sont le plus souvent adoptées 

pour les tabliers de pont. Ils sont installés sous forme de panneaux de pont à pleine profondeur 

après avoir été moulés en panneaux cellulaires [201]. 

 

Fig. II. 10. Tablier en polymères renforcés de fibres [201]. 
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       Les tabliers en polymère renforcé de fibres sont utilisés comme alternative aux tabliers de 

pont en béton coulé sur place. Ces panneaux sont conçus pour s'emboîter les uns dans les autres 

à l'aide de clés de cisaillement mâles et femelles. Pour les raccorder sur les cadres en acier, des 

poches sont formées sur la poutre, puis soudées par des connecteurs de cisaillement. 

       Les matériaux en FRP peuvent perdre de leur résistance lorsqu'ils sont exposés à une 

température élevée et provoquer des accidents de véhicule. L'asphalte, le béton ou les matériaux 

polymères sont donnés dans les surfaces d'usure comme revêtements. Le FRP est très utile pour 

les ponts mobiles, les tabliers ou les dalles soumis à un environnement hautement corrosif [201]. 

Les tabliers de pont en FRP offrent plusieurs avantages par rapport aux tabliers de pont en béton 

armé : 

       Ces matériaux présentent un rapport résistance/poids très élevé et une résistance extrême 

au gel et aux sels de déglaçage (donc réduction des coûts d’entretien), ces matériaux 

conviennent aux tabliers de pont, offrant ainsi une alternative plus durable et plus légère aux 

tabliers de pont en béton. 

       La nature simple et modulaire de la construction de tabliers de pont en FRP constitue un 

avantage supplémentaire. L’installation est plus rapide sur le chantier [205]. 

II.4. Conclusion 

       Dans ce chapitre, nous avons donné un aperçu sur les ponts, leur classification, leurs 

éléments constitutifs leurs principales méthodes de fabrication, et finalement nous avons cité 

les différents types de tabliers de pont et applications.



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHAPITRE III 



Chapitre III                                                                                            Théories des plaques 

 

 

 62 

III.1. Introduction  

      En général, le comportement des plaques sous charges mécaniques et thermiques peut être 

prédit en utilisant soit la théorie de l’élasticité tridimensionnelle (3D), soit des théories 

équivalentes d’élasticité monocouche « Equivalent single layer theory (ESL) ». Ces théories 

d’ESL peuvent tenir compte des effets de cisaillement et de déformation normale selon le 

niveau d’hypothèses. 

      Le modèle ESL le plus simple est la théorie classique des plaques (CPT), également connue 

sous le nom de Théorie de Love-Kirchoff [2], qui ignore les effets de cisaillement transversal. 

Il convient donc uniquement aux plaques minces. 

       La théorie suivante dans la hiérarchie des modèles ESL est la théorie de déformation de 

cisaillement du premier ordre (FSDT) connue sous le nom Reissner [8] et Mindlin [9]. La FSDT 

tient compte de l’effet de déformation de cisaillement par le biais d’une variation linéaire des 

déplacements à travers l’épaisseur de la plaque. Un facteur de correction de cisaillement est 

donc nécessaire.    

       Afin d’éviter l’utilisation du facteur de correction du cisaillement, des théories de 

déformation du cisaillement d’ordre supérieur (HSDT) ont été introduites.  

III.2. Généralités sur les théories d’élasticité 

III.2.1. Définition des plaques 

       Une plaque est par définition un corps solide délimité par deux plans parallèles appelés 

faces et dont une des dimensions (appelée épaisseur h) est petite par rapport aux deux autres 

dimensions (fig.III.1), Les éléments de plaques sont généralement utilisés pour modéliser des 

structures minces, car seule une dimension est faible par rapport aux deux autres [206]. 

On définit :  

 Le plan moyen est situé dans le plan (0, x, y) à équidistance entre les deux faces (Un 

plan passant au milieu de l’épaisseur de la plaque) 

 h est l’épaisseur de la plaque. 

 Les deux surfaces générées par les points supérieurs (z = h/2) et inférieurs (z = −h/2) de 

h sont les surfaces supérieures et inférieures (ou faces) de la plaque 

 Ω est appelée surface médiane, ou surface de référence de la plaque. 
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 le feuillet neutre (ou feuillet moyen) constitue un élément de matière d’épaisseur 

infinitésimale situé autour du plan moyen (O, x, y), où z = 0.  

 Une fibre normale est par définition l’ensemble des points situés sur une normale au 

plan médian (ayant ainsi pour direction z) à une position (x, y)  

Selon le mode de déformation, les plaques peuvent être classées en trois grandes catégories :  

 les plaques minces à petites déformations (Kirchhoff). 

 les plaques minces à grandes déformations (Karman). 

 les plaques épaisses (Mindlin-Reissner). 

 

 
Fig. III. 1. Exemple de plaque d’une géométrie quelconque [207]. 

III.2.2. Théorie Classique de Love-Kirchhoff (CPT, Classical plate theory) : 

       Le modèle le plus simple de Love -Kirchhoff est parfois appelé dans la littérature « la 

théorie Classique des plaques minces ». Ce modèle est basé sur une distribution linéaire des 

déplacements à travers l'épaisseur [208]. 

       Dans le cas d’une plaque homogène isotrope, la part de cisaillement dans la flèche est 

directement reliée à l’élancement (L/h). 

La théorie classique des plaques minces (CPT) se base sur les hypothèses de Love- Kirchhoff 

[209] : 

 Les sections perpendiculaires au plan moyen de la plaque restent normales lors de la 

déformation Donc la déformation de cisaillement transverse est supposée nulle 

(εz = γxz = γyz = 0)    et les effets dus à l’effort tranchant sont négligés.  
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 L'épaisseur de la plaque est faible, par conséquent les contraintes dans le sens de cette 

dernière sont supposées nulles (𝜎𝑧 = 0). 

 Les normales transversales ne subissent pas d'allongement (c'est-à-dire qu'elles sont non 

extensibles). 

Ces hypothèses sont clairement résumées dans la fig.III.2 : 

 

Fig. III. 2. Illustration de la plaque de Love-Kirchhoff avant et après déformation [209]. 

En se basant sur les hypothèses ci-dessus, le champ de déplacement s’écrit pour la théorie 

classique des plaques sous la forme [209] :  

u(x, y, z) = u0(x, y) − z
∂w0

𝜕𝑥
                             (III. 1. a) 

v(x, y, z) = v0(x, y) − z
∂w0

𝜕𝑦
                             (III. 1. b) 

w(x, y, z) = w0(x, y)                                            (III. 1. c) 

Où : 

u0 et v0 sont les déplacements de membrane dans les directions x et y respectivement. 

w0 est la flèche de la plaque. 

∂w0

𝜕𝑥
 et

∂w0

𝜕𝑦
  sont les rotations dues à la flexion (sans cisaillement). 

Cette théorie donne des résultats imprécis pour les plaques épaisses car elle ne tient pas en 

compte de l’effet de cisaillement. 

La CPT est le modèle ESL le plus simple et il convient seulement aux plaques/coques minces 

où les effets de cisaillement et de déformation normale sont négligeable. 

 Feldman et Aboudi [210] ont étudié le flambement élastique des plaques FG sous charge 

de compression uniaxiale en utilisant une combinaison d'approches micromécaniques et 

structurelles. Les équations directrices dérivées de la CPT ont été résolues 
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analytiquement pour la charge de flambement des plaques FG avec diverses conditions 

aux limites.  

 La CPT est utilisée par Javaheri et Eslami [211-212] pour étudier le comportement de 

flambement des plaques FG sous quatre types de chargements thermiques [211] et de 

chargement en compression [212].  

 Ghannadpour et al. [213] ont examiné le flambement thermique des plaques FG en 

utilisant la CPT. Cependant, la charge de flambement a été calculée en utilisant la 

méthode des éléments finis au lieu de Solution de Navier [211]. 

 Mahdavian [214] a examiné le gauchissement des plaques FG soumises à une 

compression non uniforme en utilisant la CPT et les solutions de Fourier.  

 Mohammadi et al. [215] ont dérivé les solutions analytiques pour la charge de flambage 

des plaques FG avec deux bords opposés simplement appuyés et les deux autres bords 

ayant des conditions limites arbitraires (c.-à-d. plaque de type Levy). Les équations 

gouvernantes dérivées de la CPT ont été résolues analytiquement en utilisant une 

approche de solution de type Levy. 

 Yanga et Shen [216] ont étudié les réponses non linéaires de flexion et de post-

flambement des plaques FG reposant sur des fondations élastiques sous des charges 

axiales et transversales en utilisant la CPT avec les hypothèses de Von Karman.  

 Alinia et Ghannadpour [217] ont également utilisé la CPT avec les hypothèses de Von-

Karman pour étudier les réponses non linéaires des plaques FG sous pression 

transversale. Cependant, ils ont utilisé le principe de l’énergie potentielle minimale pour 

obtenir les solutions analytiques de plaques simplement appuyées. 

 La CPT a également été utilisé pour analyser les plaques circulaires. Par exemple, les 

comportements de flexion non linéaire et de post-flambement thermique des plaques 

circulaires FG sous des charges mécaniques et thermiques ont été étudiés par Ma et 

Wang [218]. 

 Li et al. [219] ont également étudié le comportement de post-flambement non linéaire 

des plaques circulaires FG sous charge mécanique et thermique à l’aide de la CPT avec 

les hypothèses de Von Karman. 

 La CPT a également été utilisé pour les coques FG en raison de sa simplicité. Du et al. 

[220] ont étudié la vibration non linéaire des coques cylindriques FG sous excitation sur 

la base de la CPT avec les hypothèses de Von Karman en combinaison avec une 

méthode à échelles multiples.  
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 Du et Li [221] ont étudié la réponse aux vibrations non linéaires des coques cylindriques 

FG dans des environnements thermiques en suivant une approche similaire. 

 Shen [222-223] a étudié le comportement de post-flambement des coques cylindriques 

FG sous compression axiale [222] ou pression latérale [223] ou une augmentation de 

température uniforme [224] en utilisant la CPT avec les hypothèses de von Karman.  

 Woo et al. [225] ont étudié le comportement de post-flambement des plaques FG et des 

coques cylindriques peu profondes sous des charges mécaniques et thermiques en 

utilisant la CPT et les hypothèses de Von Karman.  

 Cheng et al. [226] ont adopté la CPT pour étudier le flambage des coques cylindriques 

FG soumis à une flexion pure. 

 Woo et Meguid [227] ont étudié la flexion non linéaire des coques peu profondes FG 

sous charges transversales et un champ de température. Les équations gouvernantes 

dérivées de la CPT avec les hypothèses de Von Karman ont été résolues analytiquement 

pour la déflexion, les contraintes et les moments de flexion d’une coque simplement 

appuyées en utilisant la méthode de la série de Fourier. 

III.2.3. Théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT First Order 

Shear Deformation Theory) : 

       La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre, également appelée « Théorie 

de Reissner-Mindlin ». Elle est considérée comme une amélioration de la théorie classique des 

plaques minces en prend en considération l’effet de cisaillement transverse. 

       Mindlin [9] et Reissner [8,228] ont proposé indépendamment une théorie des plaques qui 

incorpore l'effet de la déformation de cisaillement transversal pour l'analyse des plaques 

épaisses. 

       On peut souvent trouver des cas dans la littérature où les deux théories des plaques ont été 

associées ensemble sous le nom de théorie des plaques de Reissner-Mindlin ou classées dans la 

catégorie des théories des plaques dites déformation de cisaillement du premier ordre.  

Hypothèse de Reissner-Mindlin : 

       Les contraintes et les déformations sont constantes à travers l’épaisseur de la plaque, où 

après application des charges, les fibres normales au plan moyen restent droites mais pas 

nécessairement normales au plan moyen déformé, de plus la longueur d’une fibre transverse 

varie peu au cours de la déformation [8,9]. 



Chapitre III                                                                                            Théories des plaques 

 

 

 67 

       Dans ce cas la déformation de cisaillement transversale est différente de zéro, mais elle 

mène aussi à la violation statique de la contrainte de cisaillement qui est nulle sur les surfaces 

extérieures puisque la contrainte de cisaillement devient constante à travers l'épaisseur de la 

plaque. Cette divergence entre l'état de contrainte réel et l'état de contrainte constant prédit par 

la théorie du premier ordre est souvent corrigé en introduisant un facteur de correction de 

cisaillement K. [9] 

       La théorie du premier ordre est basée sur un champ des déplacements comportant cinq 

inconnues (il y en avait que trois dans le cas de la CPT) comme suivant [9] : 

u(x, y, z) = u0(x, y) − z∅x(x, y)                             (III. 2. a) 

v(x, y, z) = v0(x, y) − z∅y(x, y)                             (III. 2. b) 

w(x, y, z) = w0(x, y)                                                 (III. 2. c) 

Où : 

u0et v0 sont les déplacements de membrane dans les directions x et y respectivement. 

w0 est la flèche de la plaque. 

∅x, ∅y sont les rotations de la normale au plan moyen autour des axes x et y respectivement. 

Le champ de déplacement définis dans l’expression ci-dessus permet de reprendre la théorie 

classique des plaques décrite dans la dernière section par le remplacement : 

( ∅x = −
𝜕w0

𝜕𝑥
, ∅y = −

𝜕w0

𝜕𝑦
) 

 
Fig. III. 3. Illustration de la plaque de Reissner-Mindlin [209]. 
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La théorie FSDT est largement appliquée pour étudier le comportement des plaques FGM : 

 Praveen et Reddy [229] ont étudié les réponses transitoires non linéaires des plaques FG 

sous charges thermiques et mécaniques en utilisant la méthode des éléments finis et la 

FSDT avec les hypothèses de Von Karman.  

 Della Croce et Venini [230] ont présenté une famille hiérarchique d’éléments finis pour 

l’analyse de flexion des plaques FG sous charges mécaniques et thermiques à l’aide de 

la FSDT et d’une formulation variationnelle. Cependant, le couplage étirement-flexion 

a été ignoré dans leur travail.  

 Chen [231] a étudié les vibrations non linéaires des plaques FG soumises à une action 

combinée de contraintes de compression et de flexion initiales dans le plan à l’aide de 

la FSDT avec les hypothèses de Von Karman.  

 La FSDT avec les hypothèses de Von Karman a également été utilisée par Alijani et al. 

[232] pour étudier les vibrations non linéaires des plaques FG simplement appuyées 

dans les environnements thermiques.  

 Fallah et al. [233] ont étudié les vibrations libres des plaques FG reposant sur une 

fondation élastique à l’aide de la FSDT et d’une approche semi-analytique basée sur 

une combinaison de la série de puissance infinie et de la méthode de Kantorovich. 

 Lanhe [234] et Bouazza et al. [235] ont dérivé des solutions analytiques pour la 

température de flambage des plaques FG simplement appuyées sous deux types de 

charges thermiques en utilisant la FSDT et  solution de Navier.  

 Yaghoobi et Yaghoobi [236] ont étudié le flambage des plaques sandwich FG reposant 

sur une fondation élastique sous des charges thermiques et mécaniques.  

 Park et Kim [237] ont adopté la FSDT avec les hypothèses de Von Karman pour étudier 

le post-flambement et les vibrations des plaques FG sous charges thermiques en utilisant 

la méthode des éléments finis.  

 Kiani et Eslami [238] ont étudié le flambement et le post-flambement des plaques 

sandwich FG reposant sur une fondation élastique sous charge mécanique en utilisant 

la FSDT avec les hypothèses de Von Karman.  
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III.2.4. Théorie de déformation de cisaillement d'ordre élevé (HSDT Higher Shear 

Deformation Theory) : 

       Les limitations de la FSDT peuvent être surmontées en introduisant les théories de 

déformation de cisaillement d’ordre élevé des plaques. [239] 

       La théorie des plaques d’ordre élevée est basée sur les mêmes hypothèses que les théories 

classiques et du premier ordre des plaques, sauf que la section droite et perpendiculaire au plan 

moyen avant déformation, ne reste pas droite après déformation et peut présenter un 

gauchissement. Ce modèle n’exige aucun coefficient de correction du cisaillement et donne des 

contraintes de cisaillement transversales plus précises. 

 

Fig. III. 4. Illustration de la plaque d’ordre élevé [209]. 

Le champ de déplacement de cette théorie est généralement écrit comme suit : 

u(x, y, z) = u0(x, y) − z∅x + f(z)φx(x, y)                             (III. 3. a) 

v(x, y, z) = v0(x, y) − z∅y + f(z)φy(x, y)                             (III. 3. b) 

                                  w(x, y, z) = w0(x, y)                                                                  (III. 3. c) 

Où : u0, v0 et w0 sont les déplacements de membrane dans les directions x, y et z 

respectivement. 

∅x, ∅y  sont les rotations de la normale au plan moyen autour des axes x et y respectivement. 

On pose aussi   (φx =
∂w0

∂x
+ ∅x  ,  φy =

∂w0

∂y
+ ∅y). 

La fonction )(zf  représente la fonction de forme déterminant la distribution des déformations 

et des contraintes de cisaillement transversales sur l'épaisseur.  
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       En effet, les déplacements de la théorie de Love-Kirchhoff (CPT) sont obtenus facilement 

en mettant : 

0)( zf                                           (III. 4) 

       La théorie de Reisner-Mindlin (FSDT) peut être obtenue par : 

zzf )(                                          (III. 5) 

       On obtient aussi le déplacement de la théorie de la plaque de déformation de cisaillement 

parabolique  (Parabolic shear deformation plate theory (PSDPT)) de Reddy par : 

)
3

4
1()( 2

2
z

h
zzf                         (III. 6) 

       Reddy [16] a proposé une théorie modifiée qui prend en compte non seulement l’effet de 

déformations transversale de cisaillement mais aussi leur variation parabolique dans 

l’épaisseur. 

       La théorie sinusoïdale de plaque de déformation de cisaillement (sinusoidal shear 

deformation plate theory (SSDPT)) de Touratier [23] est obtenue comme suit : 











h

zh
zf




sin)(                              (III. 7) 

       Touratier a proposé le modèle "sinus" (SSDPT) en introduisant une fonction 

trigonométriques sinusoïdale pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement à 

travers l’épaisseur .Ce modèle est différent des autres modèles d’ordre élevé puisqu’il n’utilise 

pas de fonction polynomiale.  

       En outre, la théorie exponentielle de plaque de déformation de cisaillement (Exponential 

shear deformation plate theory (ESDPT)) de Karama et al [240] est obtenue par : 

 2/2)( hzzezf                                      (III. 8) 
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  Pour d’autres théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé, la fonction f (z) est 

montrée sur le tableau suivant : 

Tableau III. 1. Fonctions de cisaillement relatives aux différentes théories de plaque d'ordre élevé 
HSDT 

Théorie 
Fonction de cisaillement  zf  

 

Ambartsumyan [241]   









342

22 zhz
zf  

Reissner [242]  















2

2

3

4
1

4

5

h

z
zzf  

Soldatos et al. [243]   


















2

1
sinhsin z

h

z
hzf  

Aydogdu [244] 

    ln

2

2













h

z

zzf 0  

Ait Atmane et al [245]  
  

 

  12/cosh

sinh/

12/cosh

2/cosh
)(
























z

h
h

zzf  

El Meiche et al [246]  
))12/(cos(

)/sin()/(








 zzhh
zf  

Hebali et al. [247] 
 

  12/cosh

sinh/

)(















 zz

h
h

zf  

 

III.2.4.1. Modèles basés sur des fonctions polynomiales 

 Le comportement de flexion des plaques FG a été étudié par Roque et al. [248] à l’aide 

d’une méthode sans mailles avec des RBF multiquadriques. La formulation était basée 

sur la HSDT de Pandya et Kant [249] avec 7 inconnues et en tenant compte d’une 

variation cubique des déplacements axiaux et d’un déplacement transversal constant à 

travers l’épaisseur.  

 Matsunaga a encore étendu sa théorie aux problèmes de flambage thermique [250] et 

aux problèmes de flexion thermique [251] de plaques FG. 

 Chen et al. [252] ont étudié les vibrations libres et le flambage des plaques FG sous une 

combinaison d’une contrainte d’extension et d’une contrainte de flexion pure.  



Chapitre III                                                                                            Théories des plaques 

 

 

 72 

 Xiang et al. [253] ont proposé une théorie de déformation de cisaillement du nième 

ordre pour l'analyse des vibrations libres des plaques sandwich FG et composites. Le 

champ de déplacement de leur théorie a été obtenu en modifiant le champ de 

déplacement de la TSDT pour tenir en compte des termes polynomiaux d'ordre n. La 

TSDT est donc déduite en tant que cas spécifique. Cette théorie a été appliquée aux 

problèmes de flexion des plaques FG [254] et aux problèmes de vibration libre des 

plaques isotropes [255], des plaques sandwich FG [256] et des plaques FG reposant sur 

une fondation élastique [257].  

 Xiang et Kang [258] ont évalué diverses théories de déformation de cisaillement à cinq 

inconnus pour la flexion des plaques FG à l’aide d’une méthode sans mailles avec des 

FBR à cannelures, tandis que Sobhy [259] a évalué diverses théories de déformation de 

cisaillement à cinq inconnus pour le flambage et la vibration libre des plaques sandwich 

FG reposant sur une fondation élastique avec diverses conditions aux limites en utilisant 

une méthode en série. 

 Wattanasakulpong et al. [260] ont utilisé la théorie TSDT raffinée de Shi [261] et la 

méthode Ritz pour analyser les problèmes de vibration libre et forcée des plaques FG 

encastrées sous des charges thermiques. 

 Nguyen-Xuan et al. [262] ont présenté une formulation efficace pour les plaques 

sandwich composites en utilisant une théorie de déformation de cisaillement de 

cinquième ordre (FiSDT) en combinaison avec l’analyse isogéométrique par éléments 

finis (l’IGA). Les comportements de flexion statique, de flambage et de vibrations libres 

des plaques rectangulaires et circulaires dans différentes conditions limites ont été 

étudiés. 

III.2.4.2. Modèles basés sur des fonctions non-polynomiales 

 La fonction non-polynomiale a d’abord été utilisée par Levy [19] avec une fonction 

sinusoïdale pour développer une théorie raffinée pour les plaques isotropes épaisses.  

 La fonction sinusoïdale a ensuite été adoptée par Stein [20] et Touratier [23] pour 

élaborer une théorie de déformation de cisaillement sinusoïdale (SSDT) à cinq 

inconnues pour les plaques composites isotropes et stratifiées, respectivement. 

 La SSDT a été largement utilisé pour étudier la flexion thermique des plaques 

composites [263-264], le flambage des plaques composites [265], la flexion des plaques 

sandwich FG [266-267], le flambage et les vibrations des plaques sandwich FG [268-

269], les vibrations des plaques FG [270], la flexion des plaques FG [271],la flexion 
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thermique des plaques de FG reposant sur une fondation élastique [272], le flambage 

thermique des plaques FG reposant sur une fondation élastique [273], nanopoutres [274] 

et nanoplaques [275].  

 Soldatos [276] a d’abord utilisé une fonction hyperbolique pour développer une HSDT 

pour les plaques composites stratifiées.  

 Akavci [277-278] a proposé une nouvelle fonction hyperbolique pour développer une 

HSDT pour l’analyse de flexion des plaques composites [277] et l’analyse des vibrations 

libres des plaques FG reposant sur une fondation élastique [278].  

 Grover et al. [279] ont utilisé une fonction hyperbolique inverse pour développer une 

HSDT pour les plaques composites et les plaques sandwich.  

 Mahi [280] a récemment développé une HSDT pour les plaques sandwich et composites 

FG basé sur une nouvelle fonction hyperbolique. 

 La fonction exponentielle a d’abord été utilisée par Karama et al [238] pour développer 

une HSDT pour les poutres composites.  

 Aydogdu [242] a étendu le travail précédent [238] aux plaques composites.  

 Mantari et al. [281] ont également utilisé la fonction exponentielle pour développer une 

HSDT pour les coques sandwich et composite. Cette HSDT a été adoptée par Mantari 

et Guedes Soares [282] pour étudier le comportement de flexion des plaques FG.  

 Basé sur une nouvelle fonction exponentielle, Mantari et al. [283] ont proposé une 

HSDT pour l’analyse des vibrations des plaques FG reposant sur une fondation 

élastique. 

 Mantari et al. [284] et Mantari et Guedes Soares [285] ont utilisé une fonction 

tangentielle pour développer une HSDT pour les plaques isotropes, composites et 

sandwich [284] et les plaques FG [285].  

 Mantari et al. [286-288] ont combiné des fonctions exponentielles et trigonométriques 

pour développer une HSDT pour les plaques sandwich et composites [286], les plaques 

FG [287] et les coques doublement courbées FG [288].  

 Mantari et Guedes Soares [289-290] ont combiné des fonctions exponentielles et 

hyperboliques pour développer une HSDT pour les plaques/coques isotropes et 

multicouches [289] et les plaques FG [290].  

 Une combinaison de fonctions tangentielles et exponentielles a été proposée par Mantari 

et al. [291] pour développer une HSDT pour les plaques FG. 
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 Nguyen et al. [292] ont combiné des fonctions tangentielles et cubiques inverses pour 

les plaques sandwich FG, tandis que Thai et al. [293] ont combiné des fonctions 

tangentielles et linéaires inverses pour les plaques composites et sandwich.  

 Thai et al. [294] ont suivi leurs travaux antérieurs [293] pour développer une HSDT 

pour l'analyse Isogéométrique des plaques sandwich FG en utilisant deux nouvelles 

fonctions trigonométriques. 

III.3. Conclusion  

       Dans ce chapitre, on a présenté les différentes théories de déformation des plaques à savoir  

la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de déformation de cisaillement du premier 

ordre (FSDT) et la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (HSDT) pour prédire 

la réponse globale des plaques et des coques  sous chargement mécaniques et thermiques. 

       Un aperçu sur les divers modèles pour la modélisation et l’analyse des plaques et des 

coques FG a été aussi présenté.  

 Parmi les modèles ESL, la CPT est largement utilisé pour prédire Les réponses non 

linéaires de flexion et de post-flambement des plaques/coques minces FG. Tous les 

effets de la température, des imperfections géométriques initiales et de la non-linéarité 

géométrique peuvent être facilement inclus dans le modèle CPT car il est le plus simple 

parmi les modèles ESL. Bien que la CPT ignore les effets de cisaillement et de 

déformation normale, il peut fournir des prédictions acceptables pour les plaques 

minces/coques où les effets du cisaillement et des déformations normales sont 

insignifiants. 

 Parmi les théories de déformation de cisaillement, la FSDT et la TSDT ont été largement 

utilisés pour la modélisation et l’analyse des plaques/coques FG. Cela pourrait être dû 

au fait que la FSDT et la TSDT ont été développés il y a longtemps par rapport à d’autres 

HSDT ayant le même nombre d’inconnues.  

 Un grand nombre de HSDT basées sur des fonctions non polynomiales ont été 

développées récemment. Cependant, elles ne sont pas largement utilisées par rapport 

aux HSDT basées sur des fonctions polynomiales, sauf dans le cas de la SSDT.  
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IV.1. Introduction  

       Dans le cadre de l’analyse et de l’étude du comportement statique et dynamique des 

plaques, il est nécessaire d’opter pour les méthodes de résolution fiables, connaitre les théories 

qui gèrent ces types des plaques et faire un bon choix de la théorie selon le cas à étudier afin 

d’obtenir des résultats exacts. 

       Dans ce chapitre, on s’est intéressé à l’analyse de flexion et de vibration libre des plaques 

isotropes carrées et rectangulaires épaisses simplement appuyées (tablier de pont) à l’aide d’une 

nouvelle théorie de plaque raffinée à deux variables. La particularité de cette théorie est qu’elle 

utilise un nouveau champ de déplacement qui incorpore des termes d’intégrales indéterminées 

et n'implique que deux variables.  

       Les équations directrices de la théorie sont obtenues en utilisant le principe des travaux 

virtuels. Ces équations de mouvement sont ensuite résolues par la méthode de Navier .Ainsi, 

les fréquences fondamentales sont trouvées en résolvant une équation de valeur propre.   

       Les résultats des déplacements, des contraintes et des fréquences obtenus par la présente 

méthode sont comparés à ceux d'autres théories raffinées et à la théorie exacte connus dans la 

littérature pour montrer l'efficacité de la théorie proposée. 

IV.2. Formulations théoriques 

IV.2.1. Configuration géométrique  

       Considérons une plaque (de longueur a, de largeur b, et d’épaisseur h) constituée d’un 

matériau isotrope (homogène) comme le montre la fig.IV.1. La plaque occupe (dans le système 

de coordonnées cartésiennes droites O-x-y-z) une région : 

0 ≤ x ≤ a;             0 ≤ y ≤ b                  − h/2 ≤ z ≤ h/2 
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Fig. IV. 1. Géométrie des plaques et système de coordonnées 

IV.2.2. Champ de déplacement de la nouvelle théorie 

Le champ de déplacement du présent modèle est exprimé par la relation suivante : 

u(x, y, z, t) = −z
∂w0

∂x
+ K1f(z)∫ θ(x, y, t) dx                    

v(x, y, z, t) = −z
∂w0

∂y
+ K2f(z)∫ θ(x, y, t) dy                    

w(x, y, z, t) = w0(x, y, t)                                                           

 

 𝑢,𝑣, 𝑤 sont respectivement les déplacements dans les directions des coordonnées 

(𝑥, 𝑦, 𝑧).Ces déplacements sont très petits par rapport à l’épaisseur de la plaque, de ce 

fait, les déformations sont infiniment petites. 

 𝑤0 et 𝜃 sont respectivement les composantes de flexion et de cisaillement du déplacement 

transversal. 

 Le déplacement transversal 𝑤 dans la direction 𝑧 est supposé être une fonction des 

coordonnées  𝑥 , 𝑦 et le temps 𝑡 seulement. 

 La fonction de cisaillement utilisée dans ce travail est la suivante :  

𝑓(𝑧) = 𝑧 exp [−2 (
𝑧

ℎ
)
2

]   

 Les coefficients 1k  et 2k  dépendent de la géométrie.  

 La plaque est soumise à une charge transversale uniquement  𝑞(𝑥, 𝑦).  

On constate que la cinématique de l'équation (1) n'introduit que deux inconnues (𝑤0 et 𝜃). 

IV.2 

 

IV.1a 

 

IV.1b 

 

IV.1c 
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IV.2.3. Champs des déformations 

Les relations déformation-déplacement de la présente théorie peuvent être obtenues comme 

suit : 

{

휀𝑥
휀𝑦
𝛾𝑥𝑦
} = 𝑧 {

𝑘𝑥
𝑏

𝑘𝑦
𝑏

𝑘𝑥𝑦
𝑏

} + 𝑓(𝑧){

𝑘𝑥
𝑠

𝑘𝑦
𝑠

𝑘𝑥𝑦
𝑠
}  

{
𝛾𝑦𝑧
𝛾𝑥𝑧
} = 𝑔(𝑧) {

𝛾𝑦𝑧
0

𝛾𝑥𝑧
0
}   

Où les termes qui groupent le champ de déformation ont pour expressions :  

{

𝑘𝑥
𝑏

𝑘𝑦
𝑏

𝑘𝑥𝑦
𝑏

} =

{
  
 

  
 −

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2

−
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦}
  
 

  
 

   

{

𝑘𝑥
𝑠

𝑘𝑦
𝑠

𝑘𝑥𝑦
𝑠
} =

{
 

 
𝑘1𝜃
𝑘2𝜃

𝑘1
𝜕

𝜕𝑦
∫ 𝜃 𝑑𝑥 + 𝑘2

𝜕

𝜕𝑥
∫ 𝜃 𝑑𝑦

}
 

 
 

{
𝛾𝑦𝑧
0

𝛾𝑥𝑧
0
} = {

𝑘2∫𝜃 𝑑𝑦

𝑘1∫𝜃 𝑑𝑥
} 

𝑔(𝑧) =
𝑑𝑓(𝑧)

𝑑𝑧
 

Les intégrales utilisées dans la cinématique proposée doivent être déterminées par la solution 

de Navier et peuvent être exprimées par : 

∂

∂y
∫ θdx = Á

∂2θ

∂x ∂y
 ,
∂

∂x
∫θ dy = B́

∂2θ

∂x∂y
  , ∫ θ dx = Á

∂θ

∂x
 ,∫ θdy = B́

∂θ

∂y
 

Dans l'équation (IV.5), les coefficients 𝐴′ et 𝐵′ sont définis en fonction du type de solution 

utilisé, dans ce cas par Navier. Par conséquent, 𝐴′, 𝐵′, 𝑘1 et 𝑘2 sont exprimés comme suit:  

Á = −
1

λ2
 , B́ = −

1

μ2
 , k1 = λ2 , k2 = μ2 

IV.4a 

IV.5 

IV.6 

IV.3a 

 

IV.3b 

 

IV.4b 

IV.4c 

IV.4d 
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Où λ et μ sont définis dans l'expression (IV.25). 

IV.2.4. Champs des contraintes 

Pour une plaque élastique et isotrope, les relations contrainte-déformation peuvent être 

exprimées comme suit : 

{
 
 

 
 
σx
σy
τxy
τyz
τxz}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
C11 C12 0 0 0
C12 C22 0 0 0
0 0 C66 0 0
0 0 0 C44 0
0 0 0 0 C55]

 
 
 
 

{
 
 

 
 
εx
εy
γxy
γyz
γxz}
 
 

 
 

 

 Où : (𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦, 𝜏𝑦𝑧, 𝜏𝑥𝑧) et (휀𝑥 , 휀𝑦, 𝛾𝑥𝑦, 𝛾𝑦𝑧 , 𝛾𝑥𝑧) sont les composantes des contraintes et des 

déformations, respectivement.  

  𝐶𝑖𝑗, peut être donné comme suit : 

C11 = C22 =
E

1 − ν2
 , C12 =

νE

1 − ν2
 , C44 = C55 = C66 =

E

2(1 + ν)
 

IV.2.5. Equations de mouvement 

Le principe d’Hamilton est utilisé pour déterminer les équations du mouvement. Il peut être 

défini sous la forme analytique suivante : 

0 = ∫(δU + δV − δK)dt 

t

0

 

Où 𝛿𝑈  est la variation de l'énergie de déformation ; 𝛿𝑉 est la variation de l'énergie potentielle ; 

et  𝛿𝐾 est la variation de l'énergie cinétique. 

IV.2.5.1. Energie de déformation 

La variation de l'énergie de déformation de la plaque isotrope est exprimée comme suit : 

𝛿𝑈 = ∫[𝜎𝑥𝛿휀𝑥 + 𝜎𝑦𝛿휀𝑦 + 𝜏𝑥𝑦𝛿𝛾𝑥𝑦 + 𝜏𝑦𝑧𝛿𝛾𝑦𝑧 + 𝜏𝑥𝑧𝛿𝛾𝑥𝑧]𝑑𝑉

𝑉

 

= ∫[𝑀𝑥𝛿𝑘𝑥
𝑏 + 𝑀𝑦𝛿𝑘𝑦

𝑏 +𝑀𝑥𝑦𝛿𝑘𝑥𝑦
𝑏 + 𝑁𝑠𝑥𝛿𝑘𝑥

𝑠 + 𝑁𝑠𝑦𝛿𝑘𝑦
𝑠 + 𝑁𝑠𝑥𝑦𝛿𝑘𝑥𝑦

𝑠 + 𝑁𝑇𝑐𝑥𝛿𝛾𝑥𝑧
0

𝐴

+ 𝑁𝑇𝑐𝑦𝛿𝛾𝑦𝑧
0 ]𝑑𝑉 

IV.7 

IV.8 

IV.9 

IV.10 
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Où A est la surface supérieure de la plaque et les résultantes de contrainte N, M sont données 

par les expressions (IV.11) ci-après : 

(𝑀𝑥, 𝑀𝑦, 𝑀𝑥𝑦) = ∫ (𝜎𝑥, 𝜎𝑦 , 𝜏𝑥𝑦)𝑧𝑑𝑧

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

 

(𝑁𝑠𝑥, 𝑁𝑠𝑦, 𝑁𝑠𝑥𝑦) = ∫ (𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜏𝑥𝑦)𝑓(𝑧)𝑑𝑧

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

 

(𝑁𝑇𝑐𝑥, 𝑁𝑇𝑐𝑦 , ) = ∫ (𝜏𝑥𝑧 , 𝜏𝑦𝑧)𝑔(𝑧)𝑑𝑧   

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

 

IV.2.5.2. Energie potentielle 

La variation de l'énergie potentielle des charges appliquées peut être exprimée par : 

𝛿𝑉 = −∫ 𝑞(𝑥, 𝑦)𝛿𝑤0𝑑𝐴   

𝐴

 

IV.2.5.3. Energie cinétique 

La variation de l'énergie cinétique de la plaque est définie comme suit :  

𝛿𝐾 = ∫(�̈� 𝛿�̈� + �̈� 𝛿�̈� + �̈� 𝛿�̈�)

𝑉

𝜌𝑑𝑉 

= ∫ {𝐼1�̈�0𝜕�̈�0 + 𝐼2 (
𝜕�̈�0

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤0

𝜕𝑥
+
𝜕�̈�0

𝜕𝑦

𝜕𝛿𝑤0

𝜕𝑦
)

𝐴

− 𝐼3 (𝐾1�́�
𝜕�̈�0

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝜃

𝜕𝑥
+ 𝐾1�́�

𝜕�̈�

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝐾2�́�

𝜕�̈�0

𝜕𝑦

𝜕𝛿𝜃

𝜕𝑦
+ 𝐾2�́�

𝜕�̈�

𝜕𝑦

𝜕𝛿𝑤0

𝜕𝑦
)

+ 𝐼4 ((𝐾1�́�)
2 𝜕�̈�

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝜃

𝜕𝑥
+ (𝐾2�́�)

2 𝜕�̈�

𝜕𝑦

𝜕𝛿𝜃

𝜕𝑦
)} 𝑑𝐴 

Où le point «.» indique la dérivation par rapport à la variable de temps t ; 𝜌 est la masse volumique ;  

et 𝐼𝑖 sont des inerties de masse exprimées par : 

(𝐼1, 𝐼2, 𝐼3, 𝐼4) = ∫ (1, 𝑧2, 𝑧𝑓(𝑧), 𝑓(𝑧)2)𝜌𝑑𝑧

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

 

En substituant les expressions  𝛿𝑈 , 𝛿𝑉  et   𝛿𝐾 des équations (IV.10), (IV.12) et (IV.13) dans 

l’équation (IV.9) et en faisant l'intégration par parties, et en recueillant les coefficients 𝛿𝑤0 

et 𝛿𝜃.  

IV.11a 

IV.11b 

IV.11c 

IV.12 

IV.13 

IV.14 
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On obtient les équations d’équilibre suivantes :  

𝛿𝑤0: −
𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
−
𝜕2𝑀𝑦

𝜕𝑦2
− 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝑞

= −𝐼1
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
+ 𝐼2 (

𝜕4𝑤0

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+

𝜕4𝑤0

𝜕𝑦2𝜕𝑡2
) − 𝐼3 (𝐾1�́�

𝜕4𝜃

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+ 𝐾2�́�

𝜕4𝜃

𝜕𝑦2𝜕𝑡2
) 

𝛿𝜃:𝐾1�́�
𝜕2𝑁𝑠𝑥

𝜕𝑥2
+ 𝐾2�́�

𝜕2𝑁𝑠𝑦

𝜕𝑦2
+ (𝐾1�́� + 𝐾2�́�)

𝜕2𝑁𝑠𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝐾1�́�

𝜕𝑁𝑇𝑐𝑥

𝜕𝑥
− 𝐾2�́�

𝜕𝑁𝑇𝑐𝑦

𝜕𝑦

= −𝐼3 (𝐾1�́�
𝜕4𝑤0

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+       𝐾2�́�

𝜕4𝑤0

𝜕𝑦2𝜕𝑡2
)

+ 𝐼4 ((𝐾1�́�)
2 𝜕4𝜃

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+ (𝐾2�́�)

2 𝜕4𝜃

𝜕𝑦2𝜕𝑡2
) 

 

En substituant l'équation (IV.3) dans l'équation (IV.7) et les résultats suivants dans l'équation 

(IV.11), les équations du mouvement sont obtenues en termes de déplacements (𝑤0, 𝜃 ) sous la 

forme compacte suivante : 

{
𝑀
𝑁𝑆
} = {

𝐴 𝐵
𝐵 𝐴𝑠

} {𝑘
𝑏

𝑘𝑠
}  , 𝑁𝑇𝑐 = 𝐻𝛾 

Dans laquelle :   𝑀 = {𝑀𝑥 ,𝑀𝑦, 𝑀𝑥𝑦}
𝑡
 , 𝑁𝑠 = {𝑁𝑠𝑥 , 𝑁𝑠𝑦, 𝑁𝑠𝑥𝑦}

𝑡
 

 𝑘𝑏 = {𝑘𝑥
𝑏 , 𝑘𝑦

𝑏, 𝑘𝑥𝑦
𝑏 }

𝑡
 , 𝑘𝑠 = {𝑘𝑥

𝑠 , 𝑘𝑦
𝑠 , 𝑘𝑥𝑦

𝑠 }
𝑡
 

 

𝐴 = [
𝐴11 𝐴12 0
𝐴12 𝐴22 0
0 0 𝐴66

] , 𝐵 = [
𝐵11 𝐵12 0
𝐵12 𝐵22 0
0 0 𝐵66

], 𝐴𝑠 = [
𝐴𝑠11 𝐴𝑠12 0
𝐴𝑠12 𝐴𝑠22 0
0 0 𝐴𝑠66

] 

 

𝑁𝑇𝑐 = {𝑁𝑇𝑐𝑥 , 𝑁𝑇𝑐𝑦}
𝑡
, 𝛾 =  {𝛾𝑥𝑧

0  , 𝛾𝑦𝑧
0 }

𝑡
, 𝐻 = [

𝐻44 0
0 𝐻55

] 

 

 Les composantes de la rigidité sont données comme suit : 

(𝐴𝑖𝑗 , 𝐵𝑖𝑗, 𝐴𝑠𝑖𝑗) = ∫ (𝑧2, 𝑧𝑓(𝑧), 𝑓(𝑧)2)𝐶𝑖𝑗𝑑𝑧

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

 , ( 𝑖, 𝑗 = 1,2,6) 

𝐻𝑖𝑗 = ∫ �́�(𝑧)2𝐶𝑖𝑗𝑑𝑧

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

 , ( 𝑖, 𝑗 = 4,5) 

 

 

 

IV.15.a 

IV.16 

IV.17a 

IV.17b 

IV.18a 

IV.18b 

IV.19a 

IV.19b 

IV.15.b 
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En substituant l'équation (IV.16) dans l'équation (IV.15), les équations du mouvement peuvent 

être exprimées en termes de déplacements (𝑤0, 𝜃 ); et les équations appropriées prennent la 

forme : 

𝐴11𝑑1111𝑤0 − 𝐵11𝐾1�́�𝑑1111𝜃 + 2𝐴12𝑑1122𝑤0 − 𝐵12(𝐾1�́� + 𝐾2�́�)𝑑1122𝜃 + 𝐴22𝑑2222𝑤0

−   𝐵22𝐾2�́�𝑑2222𝜃 + 4𝐴66𝑑1122𝑤0 − 2𝐵66(𝐾1�́� + 𝐾2�́�)𝑑1122𝜃 − 𝑞

= −𝐼1𝑤0̈ + 𝐼2(𝑑11𝑤0̈ +  𝑑22𝑤0̈) − 𝐼3(𝐾1�́�𝑑11�̈� + 𝐾2�́�𝑑22�̈�) 

(−𝐵11𝑑1111𝑤0 + 𝐴𝑠11𝐾1�́�𝑑1111𝜃 − 𝐵12𝑑1122𝑤0 + 𝐴𝑠12𝐾2�́�𝑑1122𝜃)𝐾1�́� +

 (−𝐵12𝑑1122𝑤0 +   𝐴𝑠12𝐾1�́�𝑑1122𝜃 − 𝐵22𝑑2222𝑤0 + 𝐴𝑠22𝐾2�́�𝑑2222𝜃)𝐾2�́� +

(−2𝐵66𝑑1122𝑤0 + 𝐴𝑠66(𝐾1�́� +    𝐾2�́�)𝑑1122𝜃)(𝐾1�́� + 𝐾2�́�) − (𝐾1�́�)
2
𝐻55𝑑11𝜃 −

(𝐾2�́�)
2
𝐻44𝑑22𝜃 = −𝐼3(𝐾1�́�𝑑11𝑤0̈ +    𝐾2�́�𝑑22𝑤0̈) + 𝐼4 ((𝐾1�́�)

2
𝑑11�̈� + (𝐾2�́�)

2
𝑑22�̈�) 

Où  𝑑𝑖𝑗 , 𝑑𝑖𝑗𝑙  et 𝑑𝑖𝑗𝑙𝑚sont les opérateurs différentiels suivants : 

𝑑𝑖𝑗 =
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
 ,𝑑𝑖𝑗𝑙 =

𝜕3

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙
 ,𝑑𝑖𝑗𝑙𝑚 =

𝜕4

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙𝜕𝑥𝑚
,𝑑𝑖 =

𝜕

𝜕𝑥𝑖
   ,( 𝑖, 𝑗, 𝑙, 𝑚 = 1,2) 

Les contraintes de cisaillement (𝜏𝑥𝑧 , 𝜏𝑦𝑧) peuvent être exprimées par les relations constitutives 

l’équation (IV.7) ou par l'intégration des équations d'équilibre de l'élasticité 3D par rapport à la 

coordonnée d'épaisseur 

𝜕𝜎𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑥𝑧

𝜕𝑧
= 0   et  

𝜕𝜏𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝜏𝑦𝑧

𝜕𝑧
= 0 

En intégrant l'équation (IV.22) par rapport à la coordonnée d'épaisseur z et en appliquant les 

conditions aux limites suivantes aux surfaces supérieure et inférieure de la plaque :  

[𝜏𝑥𝑧]𝑧=±ℎ 2⁄ = 0      ,        [𝜏𝑦𝑧]𝑧=±ℎ 2⁄
= 0   

τxz
CR et τyz

CR  sont les contraintes obtenues par les relations constitutives et (τxz
EE , τyz

EE)  sont les 

contraintes calculées par les équations d'équilibre.  

IV.3. Solutions analytiques pour une plaque isotrope simplement appuyée 

       La procédure de solution de Navier est utilisée pour déterminer les solutions analytiques 

pour lesquelles les variables de déplacement sont exprimées comme produit de paramètres 

arbitraires et de fonctions trigonométriques connues pour respecter les équations de mouvement 

et les conditions aux limites. 

IV.20b 

IV.20a 

IV.21 

IV.22 

IV.23 
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{
𝑤0
𝜃
} = ∑ ∑{

𝑤𝑚𝑛𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑦)𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑚𝑛𝑡)

𝜃𝑚𝑛𝑠𝑖𝑛(𝜆𝑥)𝑠𝑖𝑛(𝜇𝑦)𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑚𝑛𝑡)
}

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

Où  𝑤𝑚𝑛 , 𝜃𝑚𝑛  sont des paramètres arbitraires à déterminer, m, n sont des nombres de mode et 

𝜔 est la fréquence de vibration libre de la plaque, √𝑖 = −1 l'unité imaginaire 

avec : 

𝜆 =
𝑚𝜋

𝑎
   , 𝜇 =

𝑛𝜋

𝑏
 

La charge transversale q est également développée dans la série sinusoïdale de double-Fourier 

comme suit : 

-Analyse de la flexion de plaques isotropes soumises à une charge uniformément répartie. 

𝑞(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑞𝑚𝑛𝑠𝑖𝑛 (
𝑚𝜋

𝑎
𝑥) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

Où :  

𝑞𝑚𝑛 =
16𝑞0

𝑚𝑛𝜋2
 𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑚 = 1,3,5, …… . . 𝑒𝑡  𝑛 = 1,3,5, …. 

𝑞𝑚𝑛 = 0  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑚 = 2,4, …… . . 𝑒𝑡  𝑛 = 2,4,… .. 

-Analyse de la flexion de plaques isotropes soumises à une charge sinusoïdale. 

𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑞0𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

𝑎
𝑥)𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦) 

-Analyse de la flexion de plaques isotropes soumises à une charge variant linéairement.  

𝑞(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝑞𝑚𝑛𝑠𝑖𝑛 (
𝑚𝜋

𝑎
𝑥) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦)

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

Où : 

𝑞𝑚𝑛 = −(8𝑞0 𝑚𝑛𝜋2⁄ )𝑐𝑜𝑠(𝑚𝜋) pour 𝑚 = 1,3,5, …… . . et  𝑛 = 1,3,5,…. 

En substituant l'équation (IV.24) dans l'équation (IV.20), on obtient le problème suivant :    

 

([
𝐾11 𝐾12
𝐾12 𝐾22

] − 𝜔2 [
𝑚11 𝑚12

𝑚12 𝑚22
]) {

𝑤𝑚𝑛
𝜃𝑚𝑛

} = {
𝑞𝑚𝑛
0
} 

 

IV.26a 

IV.27 

IV.28a 

IV.29 

IV.24 

IV.25 

IV.26b 

IV.26c 

IV.28b 
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Avec :  

[𝐾] = [
𝐾11 𝐾12
𝐾12 𝐾22

] est la matrice de régidité.  

[𝑀] = [
𝑚11 𝑚12

𝑚12 𝑚22
] est la matrice de masse. 

Où  

𝐾11 = 2(2𝐴66 + 𝐴12)𝜆
2𝜇2 + 𝐴22𝜇

4 + 𝐴11𝜆
4 

𝐾12 = −2(𝐾1�́� + 𝐾2�́�)𝐵66𝜆
2𝜇2 − (𝐾1�́� + 𝐾2�́�)𝐵12𝜆

2𝜇2 − 𝐾1�́�𝐵11𝜆
4− 𝐾2�́�𝐵22𝜇

4  

𝐾22 = (𝐾1�́�𝜆
4𝐴𝑠11 + 𝐾2�́�𝜆

2𝜇2𝐴𝑠12)𝐾1�́� + (𝐾1�́�)
2
𝜆2𝐻55 + (𝐾1�́�𝜆

2𝜇2𝐴𝑠12 +

𝐾2�́�𝜇
4𝐴𝑠22)𝐾2�́� + (𝐾2�́�)

2
𝜇2𝐻44 + (𝐾1�́�𝜆

2𝜇2𝐴𝑠66+ 𝐾2�́�𝜆
2𝜇2𝐴𝑠66)(𝐾1�́� + 𝐾2�́�)  

𝑚11 = −𝐼1 − 𝐼2(𝜆
2 + 𝜇2) 

𝑚12 = 𝐼3(𝐾1�́�𝜆
2 + 𝐾2�́�𝜇

2) 

𝑚22 = −𝐼4 ((𝐾1�́�)
2
𝜆2 + (𝐾2�́�)

2
𝜇2) 

IV.4. Conclusion 

       Dans le présent travail, une théorie exponentielle efficace et simple de déformation de 

cisaillement (ESDT) est présentée pour l’analyse de flexion et de vibration libre des plaques 

isotropes simplement appuyées.  Contrairement aux théories de déformation de cisaillement 

d'ordre élevé (HSDT) et à la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT) 

existantes, le modèle proposé utilise un nouveau champ de déplacement qui incorpore des 

termes d’intégrales indéterminées et n'implique que deux variables.  

       Les équations gouvernantes dans la plaque sont dérivées en utilisant le principe 

d’Hamilton, Les solutions et les relations analytiques sont obtenues en résolvant un problème 

de valeur propre en utilisant la solution Navier. 

IV.30a 

IV.30b 
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V.1.Introduction 

       Dans ce chapitre, nous allons présenter un ensemble de résultats numériques issus de 

l’analyse de flexion et de vibration libre des plaques isotropes carrées et rectangulaires épaisses 

simplement appuyées obtenus suite à l’exécution du programme de calcul Maple. 

       Pour montrer la précision et l’efficacité de la présente théorie de déformation de 

cisaillement d'ordre élevé (ESDT), les résultats obtenus  sont comparés à ceux obtenus par les 

autres théories de déformation de cisaillement d'ordre élevé de Reddy  [16], Ghugal et Sayyad  

[25], Ghugal et Pawar [26], Sayyad et Ghugal  [27], et aux résultats déterminés par la théorie 

de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT) de Mindlin [9], la théorie classique 

des plaques (CPT) de Kirchhoff  [2,295] et la solution d'élasticité exacte de Pagano [296]. 

V.2. Les résultats numériques 

       Les résultats numériques pour la flexion et la vibration sont présentés sous forme 

adimensionnelle par les relations suivantes : 

Où  S = (a/h)  est le rapport d'épaisseur. 

Les propriétés du matériau de la plaque isotrope sont utilisées : 

𝐄 = 𝟐𝟏𝟎𝐆𝐏𝐚 𝛎 = 𝟎. 𝟑 𝐆 =
𝐄

𝟐(𝟏 + 𝛎)
 𝛒 = 𝟕𝟖𝟎𝟎𝐊𝐠 𝐦𝟑⁄  

 

Où E est le module d'Young, ν est le coefficient de Poisson, G est le module de cisaillement, et 

ρ est la densité du matériau. 

 

 

 

�̅� =
𝐄𝟐𝐮

𝐪𝐡𝐒𝟑
(𝟎,

𝐛

𝟐
,±
𝐡

𝟐
) �̅� =

𝟏𝟎𝟎𝐄𝐰

𝐪𝐡𝐒𝟒
(
𝐚

𝟐
,
𝐛

𝟐
, 𝟎) �̅�𝐱 =
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) �̅�𝒛𝒙 =

𝝉𝒛𝒙
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𝐛
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V.1.1.Analyse de flexion 

Exemple 1 : Le tableau 1 montre la comparaison du déplacement adimensionnel, du 

déplacement transversal, de la contrainte normale, de la contrainte de cisaillement et de la 

contrainte de cisaillement transversal pour la plaque carrée isotrope soumise à une charge 

uniformément répartie pour les différents rapports d'épaisseur.  

Tableau. V. 1. Comparaison du déplacement adimensionnel (�̅�), du déplacement transversal  (�̅�), de 

la contrainte normale (𝜎𝑥), de la contrainte de cisaillement  (�̅�𝑥𝑦)  et de la contrainte de cisaillement 

transversal(�̅�𝑧𝑥) dans une plaque carrée isotrope soumis à une charge uniformément répartie 

 

       A partir de cette comparaison, un bon accord est observé entre les résultats de déplacement 

transversal(�̅�), déplacement axial(�̅�), contrainte normale(�̅�𝑥), contrainte de cisaillement (𝜏�̅�𝑦)  

et contrainte de cisaillement transversal (τ̅zx) calculés par la présente théorie (ESDT), et ceux 

trouvées dans la littérature. On peut voir à partir de ces résultats que la théorie proposée et les 

théories d'ordre élevé surestiment les valeurs du déplacement axial par rapport à celles de la 

solution exacte. La variation du déplacement axial (u̅) à travers l'épaisseur pour une plaque 

isotrope soumise à une charge uniformément répartie est montrée dans la fig.V.1. On peut 

remarquer sur cette figure que le déplacement axial (u̅) augmente avec la diminution du rapport 

z/h. 

       La fig.V.2 illustre la variation du déplacement transversal  (�̅�) à travers l’épaisseur, on 

constate une bonne corrélation entre les résultats déterminés par notre modèle et ceux de Pagano 

S Théorie  Modèle   �̅�  �̅�  𝜎𝑥   �̅�𝑥𝑦  �̅�𝑧𝑥
𝐶𝑅   �̅�𝑧𝑥

𝐸𝐸 

4 

A.S.Sayyad [27]   ESDT   0.079   5.816   0.300   0.223   0.481   0.472 

Reddy [16]  HSDT  0.079  5.869  0.299  0.218  0.482  0.452 

Ghugal et Sayyad [25]  TSDT  0.074  5.680  0.318  0.208  0.483  0.420 

Ghugal et Pawar [26]  HPSDT   0.079  5.858  0.297  0.185  0.477  0.451 

Mindlin [9]  FSDT  0.074  5.633  0.287  0.195  0.330  0.495 

Kirchhoff [2, 295]  CPT  0.074  4.436  0.287  0.195  –  0.495 

Pagano [296]  Elasticity  0.072  5.694  0.307   –  0.460   – 

Présente  ESDT  0.079  5.858  0.300  0.223  0.483  0.451 

10 

A.S.Sayyad [27]   ESDT   0.075   4.658   0.289   0.204   0.494   0.490 

Reddy [16]  HSDT  0.075  4.666  0.289  0.203  0.492  0.486 

Ghugal et Sayyad [25]  TSDT  0.073  4.625  0.307  0.195  0.504  0.481 

Ghugal et  Pawar [26]   HPSDT   0.074  4.665  0.289  0.193  0.489  0.486 

Mindlin [9]  FSDT  0.074  4.670  0.287  0.195  0.330  0.495 

Kirchhoff [2, 295]  CPT  0.074  4.436  0.287  0.195  –  0.495 

Pagano [296]  Elasticity  0.073  4.639  0.289  –  0.487   – 

Présente   ESDT   0.075   4.664   0.289   0.200   0.506   0.484 
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[296], ce qui confirme l’efficacité de la théorie proposée. Il est évident que �̅� diminue à mesure 

que le rapport d’épaisseur (a/h) augmente. 

       Le tableau montre également que les valeurs maximales de la contrainte normale obtenues 

par la théorie actuelle, la théorie de Sayyad et Ghugal [27], et la théorie de Reddy [16] sont très 

proches de celles de la solution de pagano [296] pour le rapport d’épaisseur 4, alors que ces 

théories d’ordre élevé donnent la valeur exacte pour le rapport d’épaisseur 10. La Variation de 

la contrainte normale �̅�𝑥 à travers l'épaisseur d'une plaque isotrope soumise à une charge 

uniformément répartie pour un rapport d’épaisseur (a/h= 4) est présentée à la fig.V.3. A partir 

de cette figure, on observe une bonne concordance entre les valeurs de �̅�𝑥 obtenues par la théorie 

actuelle et celles de Pagano [296]. On peut remarquer que la diminution de l’épaisseur mène à une 

augmentation de la contrainte normale.   

       Les solutions d'élasticité exactes pour la contrainte de cisaillement ne sont pas disponibles, 

donc on compare nos résultats avec les autres théories d'ordre élevé, et les valeurs 

correspondantes de la FSDT et la CPT. Les résultats obtenus sont en bon accord avec les 

résultats disponibles dans la littérature. La fig.V.4 présente la variation de la contrainte de 

cisaillement transversal  à travers l'épaisseur d'une plaque isotrope soumise à une charge 

uniformément répartie pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Fig. V. 1. La Variation du déplacement  (�̅�)  à travers l'épaisseur d'une plaque isotrope soumise à une 

charge uniformément répartie pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4). 
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Fig. V. 2. La Variation du déplacement transversal (�̅�)à travers l'épaisseur d'une plaque isotrope 

soumise à une charge uniformément répartie pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4). 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Fig. V. 3. La Variation de la contrainte normale 𝜎𝑥 à travers l'épaisseur d'une plaque isotrope soumise 

à une charge uniformément répartie pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4) 
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Fig. V. 4. La Variation de la contrainte de cisaillement transversal à travers l'épaisseur d'une plaque 

isotrope soumise à une charge uniformément répartie pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4) 

Exemple2 : Le tableau V.2 illustre les déplacements et les contraintes pour la plaque carrée 

isotrope sous une charge sinusoïdale. Une autre fois, une bonne corrélation est observée entre 

les présents résultats et ceux publiés précédemment. 

Tableau. V. 2. Comparaison du déplacement adimensionnel (�̅�), du déplacement transversal (�̅�), de la 

contrainte normale (𝜎𝑥), de la contrainte de cisaillement  (�̅�𝑥𝑦)et de la contrainte de cisaillement 

transversal  (�̅�𝑧𝑥) dans une plaque carrée isotrope soumise à une charge sinusoïdale 

S Théorie  Modèle  �̅�  �̅�  𝜎𝑥  �̅�𝑥𝑦  �̅�𝑧𝑥
𝐶𝑅   �̅�𝑧𝑥

𝐸𝐸 

4 

A.S.Sayyad [27]   ESDT   0.046   3.748   0.213   0.114   0.238   0.236 

Reddy [16]  HSDT  0.046  3.787  0.209  0.112  0.237  0.226 

Ghugal et Sayyad [25]  TSDT  0.044  3.653  0.226  0.133  0.244  0.232 

Ghugal et Pawar [26]   HPSDT   0.047  3.779  0.209  0.112  0.236  0.235 

Mindlin [9]  FSDT  0.044  3.626  0.197  0.106  0.159  0.239 

Kirchhoff [2, 295]  CPT  0.044  2.803  0.197  0.106   –  0.238 

Pagano [296]  Elasticity  0.049  3.662  0.217  –  0.236   – 

Présente  ESDT  0.046  3.778  0.210  0.113  0.252  0.234 

10 

A.S.Sayyad [27]   ESDT   0.044   2.954   0.200   0.108   0.239   0.238 

Reddy [16]  HSDT  0.044  2.961  0.199  0.107  0.238  0.229 

Ghugal et Sayyad [25]  TSDT  0.044  2.933  0.212  0.110  0.245  0.235 

Ghugal et Pawar [26]   HPSDT   0.044  2.959  0.199  0.107  0.237  0.238 

Mindlin [9]  FSDT  0.044  2.934  0.197  0.106  0.169  0.239 

Kirchhoff [2, 295]  CPT  0.044  2.802  0.197  0.106  –  0.238 

Pagano [296]  Elasticity  0.044  2.942  0.200  –  0.238  – 

Présente   ESDT   0.044   2.959   0.200   0.108   0.254   0.238 
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      A partir du tableau V.2, On peut voir que les résultats du déplacement (u̅) prédits par la 

théorie actuelle et les autres théories d'ordre élevé et la solution exacte sont identiques pour le 

rapport d'épaisseur 10. La variation du déplacement axial à travers l'épaisseur de la plaque est 

présentée dans la Fig. V.5. 

      En outre, on peut observer aussi d'après ce tableau que les valeurs de la contrainte 

normale(�̅�𝑥) obtenue par la théorie actuelle ESDT sont très proches de celles déterminées par 

la HSDT et la HPSDT pour les rapports d'épaisseur 4 et 10 et sont identiques par rapport à la 

théorie de Sayyad et Ghugal [27] et la solution de Pagano [296] pour le rapport d'épaisseur 10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. V. 5. La Variation du déplacement 𝑢 ̅à travers l'épaisseur d'une plaque isotrope soumise à une 

charge sinusoïdale pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4). 
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Fig. V. 6. La Variation du déplacement transversal (�̅�) à travers l'épaisseur d'une plaque isotrope 

soumise à une charge sinusoïdale pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. V. 7. La Variation de la contrainte normale 𝜎𝑥 à travers l'épaisseur d'une plaque isotrope soumise 

à une charge sinusoïdale pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4). 
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Fig. V. 8. La Variation de la contrainte de cisaillement transversal à travers l'épaisseur d'une plaque 

isotrope soumise à une charge sinusoïdale pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4) 
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Exemple 3 : Les déplacements et les contraintes d'une plaque carrée simplement appuyées sous 

une charge variant linéairement sont présentés dans le tableau V.3. On peut conclure du tableau 

qu’un très bon accord est démontré entre les résultats de la théorie actuelle et ceux de la solution 

exacte pour le rapport d'épaisseur 10. Les variations des déplacements et des contraintes à 

travers l'épaisseur sont représentées sur les fig.V.9-12. 

Tableau. V. 3. Comparaison du déplacement adimensionnels (�̅�), du déplacement transversal (�̅�), de 

la contrainte normale  (𝜎𝑥), de la contrainte de cisaillement  (�̅�𝑥𝑦)    et de la contrainte de cisaillement 

transversal   (�̅�𝑧𝑥)dans une plaque carrée isotrope soumise à une charge variant linéairement. 

 

S Théorie  Modèle   �̅�  �̅�  𝜎𝑥   �̅�𝑥𝑦  �̅�𝑧𝑥
𝐶𝑅   �̅�𝑧𝑥

𝐸𝐸 

4 

A.S.Sayyad [27]   ESDT   0.0396   2.908   0.150   0.111   0.240   0.236 

Reddy [16]  HSDT  0.0395  2.935  0.150  0.109  0.241  0.226 

Ghugal et Sayyad [25]  TSDT  0.0370  2.840  0.159  0.104  0.241  0.210 

Ghugal et Pawar [26] HPSDT   0.0395  2.929  0.148  0.092  0.239  0.225 

Mindlin [9]  FSDT  0.0370  2.817  0.144  0.097  0.165  0.247 

Kirchhoff [2, 295]  CPT  0.0370  2.218  0.144  0.097  –  0.247 

Pagano [296]  Elasticity  0.0360  2.847  0.153  –  0.230  – 

Présente  ESDT  0.0397  2.929  0.151  0.108  0.240  0.225 

10 

A.S.Sayyad [27]   ESDT   0.0375   2.329   0.144   0.102   0.247   0.245 

Reddy [16]  HSDT  0.0375  2.333  0.144  0.101  0.246  0.243 

Ghugal et Sayyad [25]  TSDT  0.0365  2.313  0.153  0.097  0.252  0.241 

Ghugal et Pawar [26]  HPSDT   0.0370  2.332  0.144  0.096  0.245  0.243 

Mindlin [9]  FSDT  0.0370  2.335  0.143  0.097  0.165  0.248 

Kirchhoff [2, 295]  CPT  0.0370  2.213  0.143  0.097  –  0.248 

Pagano [296]  Elasticity  0.0365  2.320  0.144   –  0.244  – 

Présente   ESDT   0.0373   2.332   0.145   0.099   0.253   0.243 
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Fig. V. 9. La Variation du déplacement (�̅�)  à travers l'épaisseur d'une plaque isotrope soumise à une 

charge linéaire pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4). 

 

 

 

 

 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. V. 10. La Variation du déplacement transversal (�̅�) à travers l'épaisseur d'une plaque isotrope 

soumise à une charge linéaire pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4). 
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Fig. V. 11. La Variation de la contrainte normale 𝜎𝑥  à travers l'épaisseur à travers l'épaisseur d'une 

plaque isotrope soumise à une charge linéaire pour un rapport d'épaisseur (a/h=4)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Fig. V. 12. La Variation de la contrainte de cisaillement transversal à travers l'épaisseur d'une plaque 

isotrope soumise à une charge linéaire pour un rapport d'épaisseur (a/h= 4)  
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V.2.2.Analyse de la vibration libre 

Exemple 4 : Dans cette vérification, nous essayons de démontrer l'exactitude de la théorie 

actuelle en comparant les résultats des fréquences adimensionnelles obtenues avec ceux trouvés 

dans la littérature. La comparaison des fréquences adimensionnelles de flexion (�̅�𝑤) et de 

cisaillement (�̅�𝜃) pour des plaques carrées isotropes simplement appuyées est présentée dans 

le tableau V.4. 

Dans le tableau V.5, les résultats de la fréquence adimensionnelle de flexion (�̅�𝑤) pour des 

plaques rectangulaires isotropes reposant sur des appuis simples ont été présentés. 

Tableau. V. 4. Comparaison des fréquences adimensionnelles de flexion (�̅�𝑤) et de cisaillement (�̅�𝜃) 

des plaques carrées isotropes simplement appuyées (𝑆=10).  

 

      A partir du tableau V.4, on peut confirmer que la théorie actuelle présente un excellent 

accord des fréquences adimensionnelles pour les différents modes de vibration avec celles de 

Reddy [16] et donne des valeurs proches de celles de Pagano [296] et l’ESDT de Sayyad [27].  

      Il est bien clair que la FSDT donne les valeurs les plus basses de la fréquence de flexion 

pour tous les modes de vibration par rapport à celles des théories d’ordre élevé et de solution 

exacte, alors que la CPT donne les valeurs les plus élevées pour cette fréquence. 

a/b �̅� (m,n) 
Pagano 
[296] 

 

Présente A.S.Sayyad 

[ESDT][27] 

Ghugal et 

Sayyad [25] 

Reddy 

[16] 

Mindlin 

[9] 

CPT 

[2, 295] 
 

1 

�̅�𝑤 

(1,1) 0.0932 0.0930 0.0931 0.0933 0.0931 0.0930 0.0955 

(1,2) 0.2226 0.2220 0.2223 0.2231 0.2219 0.2219 0.236 

(1,3) 0.4171 0.4153 0.4163 0.4184 0.4150 0.4149 0.4629 

(2,2) 0.3421 0.3408 0.3415 0.3431 0.3406 0.3406 0.3732 

(2,3) 0.5239 0.5213 0.5228 0.5258 0.5208 0.5206 0.5951 

(2,4) 0.7511 0.7464 0.7499 0.7542 0.7453 0.7446 0.8926 

(3,3) 0.6889 0.6848 0.6874 0.6917 0.6839 0.6834 0.809 

(4,4) 1.0889 1.0807 1.0872 1.0945 1.0785 1.0764 1.3716 

�̅�𝜃 

(1,1) 3.2465 3.2555 3.2428 3.2469 3.2555 3.2538 – 

(1,2) 3.3933 3.4123 3.3994 3.394 3.4125 3.4112 – 

(1,3) 3.6160 3.6513 3.6381 3.6178 3.6517 3.6510 – 

(2,2) 3.5298 3.5586 3.5455 3.5312 3.5589 3.558 – 

(2,3) 3.7393 3.7842 3.7709 3.7414 3.7848 3.7842 – 

(2,4) 4.0037 4.0712 4.0576 4.0082 4.072 4.072 – 

(3,3) 3.9310 3.9921 3.9786 3.9351 3.9928 3.9926 – 

(4,4) 4.4013 4.5082 4.4944 4.4102 4.5092 4.5098 – 
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Tableau. V. 5. Comparaison des fréquences adimensionnelles de flexion (�̅�𝑤) des plaques 

rectangulaires isotropes simplement appuyées (𝑆=10). 

 

      On peut constater sur le tableau V.5 que les résultats déterminés par l’ESDT proposée 

présentent une bonne concordance avec ceux obtenus par les théories d’ordres élevé et la 

solution exacte de Pagano [296]. On remarque aussi que la CPT surestime les fréquences de 

flexion en raison de la négligence des effets de la déformation de cisaillement transversal. 

V.3. Conclusion 

       Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats numériques de l’analyse de flexion et 

de vibration libre d’un tablier de pont isotrope épais simplement appuyé. 

       L’ESDT développée, produit des résultats avec une bonne précision en comparaison avec 

la solution exacte et aux autres HSDT avec un nombre plus élevé d'inconnues. 

       Les résultats des déplacements et des contraintes obtenus par le présent modèle pour les 

plaques isotropes soumises à des charges différentes sont en bon accord avec ceux de la solution 

exacte. 

       Toutes les études comparatives ont démontrées que les fréquences adimensionnelles de 

flexion et de cisaillement obtenues en utilisant la présente théorie pour tous les modes de 

vibration sont en excellent accord avec celles obtenues par les autres théories de déformation de 

cisaillement d'ordre élevé et la solution exacte. 

a/b 𝜔 (m,n) 
Exact 

[296] 

 

Présente A.S.Sayyad 

[ESDT][27] 

Ghugal et 

Sayyad [25] 

Reddy 

[16] 

Mindlin 

[9] 

CPT 

[2, 295] 
 

√2    �̅�𝑤 

(1,1) 0.0704 0.0703 0.0704 0.0705 0.0704 0.0703 0.0718 

(1,2) 0.1376 0.1373 0.1376 0.1393 0.1374 0.1373 0.1427 

(1,3) 0.2431 0.2425 0.2433 0.2438 0.2426 0.2424 0.2591 

(1,4) 0.3800 0.3785 0.3803 0.3811 0.3789 0.3782 0.4182 

(2,1) 0.2018 0.2013 0.2017 0.2023 0.2041 0.2012 0.2128 

(2,2) 0.2634 0.2627 0.2639 0.2642 0.2628 0.2625 0.2821 

(2,3) 0.3612 0.3598 0.3639 0.3623 0.3601 0.3595 0.3958 

(2,4) 0.4890 0.4867 0.4928 0.4906 0.4874 0.4861 0.5513 

(3,1) 0.3987 0.3971 0.3985 0.3999 0.3975 0.3967 0.4406 

(3,2) 0.4535 0.4514 0.4552 0.4550 0.4520 0.4509 0.5073 

(3,3) 0.5411 0.5383 0.5465 0.5431 0.5392 0.5375 0.6168 
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       Par conséquent, on peut dire que la théorie proposée avec seulement deux inconnues est 

précise et simple pour résoudre les réponses en flexion et en vibration libre d'un tablier de pont 

épais. 

       Ce travail peut donc être utilisé comme référence pour vérifier l'efficacité de diverses 

théories approximatives. 
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Conclusion générale 

       Dans le cadre de ce travail de thèse, un modèle a été proposé pour l’analyse du 

comportement en flexion et en vibration libre d’un tablier de pont isotrope épais reposant sur 

des appuis simples à l’aide d’une nouvelle théorie de plaque raffinée à deux variables. 

       L’avantage principal de la théorie proposée par rapport aux théories de déformation de 

cisaillement d'ordre élevé existant est que, la présente théorie n'implique que deux variables et 

incorpore des termes d’intégrales indéterminées dans laquelle les effets de la déformation de 

cisaillement transversal sont pris en compte. Elle satisfait les conditions aux limites en assurant 

la nullité des contraintes tangentielles dans les bords supérieur et inférieur de la plaque et cela 

sans faire intervenir de facteur de correction de cisaillement.  

       Plusieurs exemples ont été illustrés pour montrer l’efficacité de la présente théorie avec 

différentes cas de chargement.   

       Ce modèle offre des solutions précises et fiables par comparaison avec les autres théories 

de déformation de cisaillement. Un très bon accord a été observé dans tous les exemples 

considérés. 

       L’interprétation des résultats et graphes obtenu permet de conclure que :  

- Les valeurs des déplacements et des contraintes calculées par la théorie actuelle pour 

différentes charges considérées sont en bon accord avec celles de la solution exacte. 

- Les fréquences adimensionnelles de flexion et de cisaillement obtenues par la présente 

théorie pour tous les modes de vibration sont en excellent accord avec les valeurs des 

fréquences disponible dans la littérature pour une plaque carrée simplement appuyées. 

- Les fréquences adimensionnelles de flexion prédites par le modèle proposé sont en accord 

étroit avec celles obtenues par les autres modèles d'ordre élevé et la solution exacte pour 

une plaque rectangulaire simplement appuyées.  

       Dans ce travail, il peut être conclu que la théorie des plaques raffinées proposée est efficace 

et simple pour la résolution des réponses en flexion et en vibration libre d'un tablier de pont 

épais simplement appuyé. 
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       En perspective, 

-Nous pouvons considérer les résultats obtenus par le présent modèle comme une référence à 

titre de comparaisons avec les autres solutions analytiques ou numériques pour les cas des 

plaques isotropes épaisses. 

-Nous comptons améliorer la formulation actuelle envisagée dans les travaux futurs pour 

prendre en compte d'autres types de matériaux. 

-Il est prévu d’appliquer le modèle d’ordre élevé proposé à deux variables pour l’étude des 

plaques en FGM / matériau composite. 

 

-L'extension de cette étude est également envisagée pour prédire le comportement de flexion, 

de vibration libre et de flambement des plaques fonctionnellement graduées simplement 

appuyées  reposant sur des fondations élastiques ou viscoélastiques. 
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