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Préface

Ceci est un avant projet d’'un manuel de la partie Analyse du cours de Mathématiques de
premiere année LMD Sciences et techniques. Il peut aussi étre utilement utilisé par les étudiants
d’autres paliers aussi bien en sciences et sciences et techniques que ceux de Biologie, Sciences
économiques ou autre. Il sera composé de six chapitres.

Chaque chapitre comprend des énoncés clairs de définitions de principe et de résultats sous
formes de théoremes ou de propositions, suivies parfois, de corollaires. Les différentes illustra-
tions insérées entre les textes, aideront le lecteur a mieux saisir le concept ou la notion dont il
est question.

Les éfforts que vous devrez fournir sont importants : tout d’abord comprendre le cours, ensuite
connaitre par coeur les définitions, les théoréemes, les propositions sans oublier de travailler
les exemples, qui permettent de bien assimiler les notions nouvelles et les mécanismes de rai-
sonnement. Enfin, vous devrez passer autant de temps a pratiquer les mathématiques : il est
indispensable de résoudre activement par vous-méme des exercices, sans regarder les solutions.
Nous invitons notre aimable lecteur a nous envoyer leurs remarques et critiques afin de pouvoir

enrichir ce document : Email : a.beniani@Qyahoo.fr

Dr. Abderrahmane Beniani
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Chapitre 1

Continuité et dérivabilité des fonctions réelles

1 Notion de fonction

1.1 Définition
DEFINITION 1.1
Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une application f : 2 C R — R. On

appelle Z le domaine de définition de la fonction f .

EXEMPLE 1.2
La fonction inverse :
[ :] — 00, 0[U]0, +00] R

N
x —

8 =

Fonctions majorées, minorées et bornées
DEFINITION 1.3
Soit f : 2 — R une fonction. On dit que :
e [ est majorée sur Z si AM e RVz € 2 f(x) < M.
e f est minorée sur & si Am € RVe € 7 f(x) > m.
e f est bornée sur Z si f est a la fois majorée et minorée sur 7,
c’est-a~dire si IM € Ry Ve € 7 |f(z)] < M.
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Voici le graphe d’une fonction bornée

Fonctions croissantes, décroissantes

DEFINITION 1.4
Soit f: Y — R une fonction. On dit que :
e f estcroissante sur Z siVe,y € 7 = <y= f(z) < f(y).
e | est strictement croissante sur Z siVo,y € 2 = <y = f(z) < f(y).
e f est décroissante sur Z siVe,y € 7 x <y = f(z) > f(y).
f est strictement décroissante sur Z si Vo,y € 7 x <y = f(z) > f(y).

f est monotone (resp. strictement monotone) sur & si f est croissante ou décroissante

(resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur 2.

EXEMPLE 1.5
e La fonction exponentielle exp : R — R™ est strictement croissante.

e La fonction valeur absolue x +— |z| définie sur R n’est ni croissante, ni décroissante.

Parité et périodicité
DEFINITION 1.6
Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0.
Soit f : I — R une fonction. On dit que :
e f est paire si Vo € I f(—z) = f(x),
e f est impaire si Vo € I f(—z) = —f(x).

EXEMPLE 1.7

e La fonction définie sur R par z — 2" (n € N*) est paire.

2n+1

e La fonction définie sur R par x — x (n € N) est impaire.



1.2 Limites

DEFINITION 1.8

Soit f : R — R une fonction et T un nombre réel, T' > 0. La fonction f est dite périodique de
période T'siVx € R f(x +T) = f(x).

EXEMPLE 1.9

Les fonctions sinus et cosinus sont 2m-périodiques. La fonction tangente est w-périodique.

2 Limites

Définitions
Limite en un point

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R. Soit 2y € R un point de
I

DEFINITION 2.1
Soit [ € R. On dit que f a pour limite [ en xq si

Ve>0 F30>0Ve el 0<|z—xo| <0=|f(x)—1I <e.
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On note alors mll}rgo f(z) =1

EXEMPLE 2.2

Calculer la limite de la fonction f définie par f(x) = ta:f_ixgl enz =7
4

Si l'on pose g(z) = tanx, la limite cherchée est celle du taux de variation de g entre 0 et z.

tanx — 1 s T
1m p- q 1 4+ tan 1

Donc

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme ]a, zo[U]zo, b

DEFINITION 2.3

e On dit que f a pour limite 400 en xq si
VA>0 d30>0Veel 0<|z—x| <0= f(x)> A

On note alors lim f(z) =+o0
T—xo

e On dit que f a pour limite —oo en z( si
VA>0 39>0Veel 0<|z—xo <)== f(z) < —A.

On note alors Ill}rgo f(z) = —o0

Limite en ’infini

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =|a, +o0].

DEFINITION 2.4

e On dit que f a pour limite [ en 400 si
Ve>03dB>0Veel v>B=|f(z)-I <e.

On note alors xgrfoo flz)=1

e On dit que f a pour limite +00 en 400 si
VA>03B>0Vxel v>B= f(x)> A.

On note alors lim f(x) = 400
T—+00



1.2 Limites

EXEMPLE 2.5
Calculer la limite de la fonction f définie par f(z) =z (1 — CoS %) en +0o.

En posant u = %, et g(u) = cosu, on peut écrire
1 —g(0
flz)==x (1 — cos ) = —M.
T

Lorsque x tend vers 400, u tend vers zero et I'expression precedente tend vers —g’(0) = 0, donc

. 1 o . g(“) B g(O) . ! .
Jim o (1= cos ) = —liy EE=F = ~10) =
PROPOSITION 2.6

Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

PROPOSITION 2.7
Si lim f(x) =1let lim g(x) =1, alors :
o lim \- f= )\l pour tout A € R.

T—xQ

o 11m(f+g)—l+l/
. /
o wll}rgo(fxg) [ x1

.11
Sil# 0, alors wll}rgo F=7

1
De plus, si hm f =400 ou —c alors $lg£1 ? =0.
0
PROPOSITION 2.8
. g
Si 2?lgnof =let hmg =1, alors : lggogof =1
PROPOSITION 2.9
e Si f<getsi ILm f=leRet Ing:l'ER,alorS:lgl’
T—T0 T—x0
e Si f<getsi li_>m f = 400 alors li_}mg:—l—oo.
T—T0 T—T0

e Théoreme des gendarmes

S@f<g<hetszhm f=1lm h=1€eR, alorshmg—lER

T—T0 T—rT0 T—rT0

Voici une liste de formes indéterminées

00
400 —00; Oxo0; —; —=; 1% o0
0.9)
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3 Continuité en un point

Soit [ un intervalle de R et f : I — R une fonction

DEFINITION 3.1

e On dit que f est continue en un point zy € I si
Ve>0 30>0 Ve el |z —xo] <d=|f(x)— f(zo)| <e.

On note alors lim f(x) = f(zo).

e On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de I.

EXEMPLE 3.2

Soit la fonction f définie sur R par

f@):{ VZ—1 siz>2,

— si0<x < 2.

Montrer que f est continue en 2.
4
Ona lim f(z)= lim vz —1=1et lim f(z) = lim — =1.
z—2+ z—2+ T2~ z—2- 12
Ainsi, lim f(x) = lim f(z) = f(2) = 1 donc la fonction f est continue en 2.
x—27F T—27
PROPOSITION 3.3
Soient f,g: I — R deux fonctions continues en un point xy € I. Alors
e )\ - f est continue en xy (pour tout A € R),
e f + g est continue en z,
e [ X g est continue en x,

e Si f(xg) # 0, alors % est continue en xg.

3.1 Prolongement par continuité
DEFINITION 3.4
Soit I un intervalle, zo un point de I et f : I — {x¢o} — R une fonction.
e On dit que f est prolongeable par continuité en xy si f admet une limite finie en xy.
Notons alors xlgl;o flz)=1

e On définit alors la fonction f : I — R en posant pour tout x € [

f(a:):{ f(z) six# o,

l St x = Xg.



1.4 Dérivée

Alors f est continue en x( et on 'appelle le prolongement par continuité de f en z.

EXEMPLE 3.5

Montrer que la fonction f définie sur R — {1} par f(x) = 22:11 est prolongeable par continuité
sur R.

La fonction f est une fonction rationnelle donc elle est continue sur son ensemble de définition
R — {1}.

Pour tout z € R—{1}, f(z) = &=L = E=DE+) — 441 comme linq f(z) =2, f est prolongeable
r—r

r—1 r—1

par continuité en 1.
Le prolongement par continuité en 1 de la fonction f est la fonction f définie et continue sur

R par

2_1 .
~ = sixeR-—{1},
fla)=9 2

2 st x=1.

4 Dérivée
4.1 Dérivée en un point

Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction. Soit zy € I.

DEFINITION 4.1

f est dérivable en xg si le taux d’accroissement %ﬁéxo) a une limite finie lorsque x tend vers
xg. La limite s’appelle alors le nombre dérivé de f en zq et est noté f'(xp). Ainsi
f(@) — f(zo)

= ['(20)

lim
Tr—T0 xr — 3:0

DEFINITION 4.2
f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point xy € I. La fonction z — f'(z) est la

fonction dérivée de f , elle se note f'.

EXEMPLE 4.3

Etudier la dérivabilité de la fonction f définie par

f(a:):{ er stx <0,

0 six>0.

f est dérivable sur R, en tant que composée de fonctions dérivables, et sur R} car elle est
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nulle sur cet intervalle ; étudions donc la dérivabilité en 0.

1
HOEFIUN I
z—0 z
0 siz > 0.

el/z

x

a droite en 0 et ces dérivées sont identiques, donc f est dérivable et f'(0) = 0.

or

tend vers 0 quand x tend vers 0 par valeurs négatives. Donc f est dérivable a gauche et

EXEMPLE 4.4
Etudier la dérivabilité de la fonction f(x) = sin 2. sin (1> siz#0et f(0)=0.

T

La fonction f est dérivable en dehors de 0. Le taux d’accroissement en x = 0

f(x)— f(0) _ sin:rsin <1>

x—0 T x

1

x

Nous savons que ** — 1 et que sin (

) n’a pas de limite quand x — 0. Donc le taux

d’accroissement n’a pas de limite, donc f n’est pas dérivable en 0.

PROPOSITION 4.5

Soit I un intervalle ouvert, xy € I et soit f : I — R une fonction.

e Si [ est dérivable en xy alors f est continue en x.

e Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

4.2 Opérations de dérivation

Soient f,g: I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors pour tout x € I :

e Somme : La fonction somme f + g est dérivable sur [ et on a

(f+9)(x) = fl(z)+d(x),

e Produit : La fonction produit fg est dérivable sur I et on a

(f x g)(x) = f(x)g(x) + [(2)g'(x)
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e Quotient : si g(z) # 0, la fonction f/g est dérivable sur [ et on a
f@)\  (f9—df
<g($)> - < 9’ ) )
LYo (¢
(9(%)) N (92> )

Dérivée de la composée de deux fonctions

En particulier

PROPOSITION 4.6

Si f est dérivable en x et g est dérivable en f(z) alors g o f est dérivable en x de dérivée :

(gof) (z)=f(z) g (f(z))

EXEMPLE 4.7
Calculons la dérivée de e'***. Nous avons g(x) = e avec ¢'(z) = e etf(x) = 1 + 22 avec
f'(x) = 2x. Alors la dérivée de go f(z) = e est

(g0 f) (@) = f'(2)- g (f(x) = 20.9' (14 2°) = 2we™+"".

4.3 Dérivée de la fonction réciproque

COROLLAIRE 4.8
Soit I un intervalle ouvert. Soit f : I — J dérivable et bijective dont on note f~':J — I
la bijection réciproque. Si f’ ne s’annule pas sur I alors f~! est dérivable et on a pour tout

€ J:

Exercice Soit la fonction f définie par : f(z) = 23 — 222

1. Monter que : f : |3, +0o[—] — 22, +o0[ posséde une fonction réciproque.

2. Caculer (f~1)(=1) avec f(1) = —1.
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4.4 Dérivées de fonctions usuelles

Fonction f | Dérivée [’ | Fonction f | Dérivée [’
" nz" ! u" nu'u™ !
1 1 1 u
x 2 1 1/12
1 U
NG — Vu —
2y/x 2y/u
1 u
Inx - Inu el
T U
e e” e u'e?
CoST —sinzx cosu —u' sinu
sinx CcOS T sinu u cosu

4.5 Regle de "Hospital

COROLLAIRE 4.9

Soient f,g: 1 — R deux fonctions dérivables et soit xq € I. On suppose que
e f(zo) = g(zo) =0,
o Ve el—{xy} ¢'(x)#0.

EXEMPLE 4.10

Calculer la limite en 1 de

S% lim

1n(a:2 +z—1
In(z)

f'(z)

5 (@)

=leR

x’

alors

) On vérifie que :
o f(x)=In(2® +a—1), f(1) =0et f'(z) =

2x+1
Tzt

e Prenons I =0, 1], zo = 1, alors ¢’ ne s’annule pas sur I — {z}.

Donc

Exercice

lim fz)
z—1 g’(q;)

2¢ + 1

m-———.
=12+ —1

.
251 g(x)

(=)
g

Exercice 1 Soit la fonction f définie sur R par

10

202 + x

xr =

=3

1m ———¥ =
=12 4+ —1
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lz]+2z+1 siz <1,
fx) = ) .
Va(r?4+2) six > 1.

1. Montrer que f est continue sur R — {1}.
2. Etudier la continuité de f en 1.

3. En déduire la continuité de la fonction f sur son ensemble de définition.
Solution

1. Pour tout = €] — 00, 1|, f(x) = |z| + = + 1. Sur cet intervalle, f est la somme de la
fonction valeur absolue continue sur R D] — oo, 1], et de la fonction affine z — x + 1
continue sur R D] — oo, 1[. Par conséquent, f est continue sur | — oo, 1[.

Pour tout x €]1, +oo[, f(x) = /z(2* + 2). Sur cet intervalle, f est le produit de la
fonction racine carrée, continue sur Rt DJ]1, 00|, par la fonction polyndéme continue sur

R DJ]1, +o00[. Par conséquent, f est continue sur |1, +o0].
2. Etudions la continuité de f en 1
D’une part, hI%_ fl)=|1]|+1+1=3¢et lir{l f(x) =v2(12+1) = 3.
T— rz— 17
Ainsi, lim f(z) = lim f(z) = f(1) = 3. Alors f est continue en 1.
z—1t z—1—
3. Montrons que la fonction f est continue sur R

D’apres la premiere question, f est continue sur R — {1} et d’apres la question

précédente, f est également continue en 1. On en déduit que f est continue sur R.

Exercice 2 Soit la fonction f définie sur R par

2?sin (1) siz #0,
-] ()

0 siz = 0.
Montrer que f continue sur R.

Solution

1. Montrons tout d’abord que f est continue sur R* .
Pour tout x non nul, f est le produit de la fonction carré par la composée de la fonction
inverse par la fonction sinus d’autre part, toutes continues sur R* . Par consequent, f

est continue sur R*.

2. Montrons enfin que f est continue en 0.
Pour tout x # 0, | sin (%) | < 1. D’ou, en multipliant par 2 > 0, z?| sin (%) | <22 11

vient alors que 0 < |z%sin (%) | <22, clest-a-dire 0 < |f(x)] < 22

11
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Or, lig(l) 22 = 0 donc, d’apres le théoréme des gendarmes en 0, il résulte que

hIT(l) |f(z)] = 0. Par conséquent, hH(l] f(z) = 0. On a bien, hH[l) f(z) = f(0) =0, donc la
T—r T— T—

fonction f est continue en 0.

Il résulte que f est continue sur R .

Exercice 3 Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :

1. f(x) = Va? — a3 2. g(x) = (x* — 1) arccos (z?)

Solution

1. f(x) =+Va? — 23 = |z|y/1 — z est définie et continue sur | — oo, 1].

Il est clair que f est dérivable sur | — oo, 0[U]0, 1[. Montrons que f est dérivable en 0

J) = JO) oy WA T

hllg)lJr h h—0+ h h—0+
et
lim M — lim L V1—h — lim -1 —h=—1
h—0~ h h—0~ h h—0~

f n’est pas dérivable en 0 mais y admet un nombre dérivée a droite et a gauche.

2. g(x) = (z% — 1) arccos (2?) est définie et continue sur [—1,1]. Par opération f est

dérivable sur | — 1, 1[. Montrons que f est dérivable en let-1

1) — f(1
lim fh+1) = /(1) = lim (2 + h)arccos(1 + h)? = 0
h—0~ h—0~

f est dérivable en 1 et f'(1) = 0.
Par parité, f est aussi dérivable en -1 et f'(—1) = 0.

Exercice 4 On considere f: R — R telle que

f<x>:{e"” six <0,

ar? + bx + ¢ sinon.

Calculer a, b et ¢ pour que f soit de classe G2 sur R.
Solution
f est C? sur R™, car & — e est €7°, de méme un polyndme est €=, donc f est €2 sur R™
e f doit étre continue en 0
C’est le cas si lim f(z) = lim f(z), or lim f(z)=cet lim f(z)=1.
z—0t+ z—0~

. ) z—0t z—0~
DOHC on dOlt avoir ¢ = 1.

12
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e f doit étre dérivable sur R

Avec le méme raisonnement que pour la continuité, il est clair que f est dérivable sur R ssi

f(x) = (0)

elle est dérivable en 0.

C’est le cas si lim M = lim

z—0t z—0 z—0~ z—0
Or lim M: lim ax+b="bet lim f(z)=1.
z—0t T — z—0+ z—0~

Donc on doit avoir b = 1.
e f doit étre C! sur R
C’est le cas si f/ est continue sur R. Ainsi f’ continue < f’ continue en 0. c’est-a-dire
lim f(z) = lim f'(z). Or lim f'(z)= lim 2az+b=b=1et lim f'(z) = lim " = 1.
z—07F x—0~ z—0t z—07F x—0~ x—0~
Donc f est Gl
o f doit &tre C% en 0.
f est G2 ssi f” contonue sur R, ce qui revient ‘a prouver que f” contonue en 0.
Ona lim f’(z) = lim 2a =2a et lim f"(z)= lim e = 1.
z—07F z—07+

r—0~ x—0~

On doit donc avoir a = %

Conclusion

Ainsi, pour que f soit €2 sur R, il faut avoir : a =, b=1¢t c =

N | =

13
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Chapitre 11

Fonctions usuelles

1 Logarithme et exponentielle

1.1 Logarithme

DEFINITION 1.1
On appelle logarithme népérien et on note In I'unique primitive s’annulant en 1 de la fonction
x > i définie sur RY.
In:0,+o00[] — R
/‘x dt
xr — —.
1t

PrRoOPOSITION 1.2
Pour tout a,b > 0 :

L In(axb)=Ina+mnb 2 In(4)=Ina—Inb
3. In %) =—lIna 4. In(a") =nlna. (pour toutn € N)
PROPOSITION 1.3
. ) . Inx
1. lim Inz = +o0, 2. lim lInz=—-00 3. lim — =0
T—>+00 I_>0+1 1) ac—>+ool €T
4. lim zlnz =0 5t B g gy By
z—0+ z—0 T z—=1p — 1

15



Chapitre II. Fonctions usuelles

1.2 Exponentielle

DEFINITION 1.4
L’unique fonction f définie et dérivable sur R et telle que : f' = f et f(0) = 1 est appelée

fonction exponentielle. On la note exp.

PROPOSITION 1.5

La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes :
e expl0=1 et expl=e

e cxp(x +y) =expx X expy Vr,y € R,
exp &

o exp(r —y) = Vr,y € R,
pry

e exp(—x) = xpa Vx € R,

e exp(nx) =nexpx VreR, VneN,

e exp(lnz) =2 Ve e RS etln(expz)=a VreR.

PROPOSITION 1.6
e cxp : R —]0, +00] est une fonction continue, strictement croissante.

e La fonction exponentielle est dérivable et (expz) =expz, Vz e€R.

PROPOSITION 1.7

1. lim expz = +o0, 2. lim expx =0 3. lim = 400
T—r+00 T——00 1 T—+00 x

4. lim zexpx =0 D. limexLzl
T——00 z—0 €T

16
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2 Fonctions circulaires inverses

2.1 Arccosinus

La fonction cosinus a une fonction dérivée et strictement négative sur |0, 7[. Elle définit donc
une bijection de [0, 7] sur [—1, 1]. La bijection réciproque est appelée fonction arccosinus et est

notée arccos :
arccos : [—1,1] — [0,7]

Y > arccosy.

B e R e e i

|
it
=
[

On a donc, par définition de la bijection réciproque :

cos (arccos(x)) =z Vo € [—1,1]

arccos (cos(z)) =z Va € [0,7]

Autrement dit :

17



Chapitre II. Fonctions usuelles

Siz € [0,7] cos(z) =y <= x = arccos(y)
La dérivée de arccos :

—1
arccos' (1) = ————= Vz €] —1,1]

V1— 22

PREUVE 2.1

On a cos(arccos x) = x que 'on dérive :

' = —arccos/(z) x sin(arccos(z)) = 1
-1

sin(arccos(x))

(cos(arccosx)) =

= arccos’(x) =

Ainsi : on a I'égalité cos?y + sin?y = 1, en substituant y = arccos x on obtient
cos? (arccos ) + sin?(arccos x) = 1 donc z? + sin?(arccos x) = 1. Comme en déduit :

sin(arccosz) = /1 — 22 Alors

—1 —1

arccos' () = ——~ == arccos'(x) =
sin(arccos(z)) \/1 — cos?(arccos(x))
—1

-2

— arccos’(x) =

2.2 Arcsinus

La fonction sinus a une fonction dérivée strictement positive sur | — 7, 7{. Elle définit donc
une bijection de [—7, 7] sur [—1, 1]. La bijection réciproque est appelée fonction arcsinus et

est notée arcsin :

arcsin : [~1,1] — [~7,7]
Y — arcsiny.

18



I1.2 Fonctions circulaires inverses

arcsin x

IEE]

&

o i e e e e e ey

sin (arcsin(x)) =z Vo € [—1,1]

1
arcsin (sin(z)) =z Vz € [-3, 3]

Size[-3,5] sin(z) =y <= = arcsin(y)
) 1
arcsin’(z) = ——— Vo €] —1,1]

V1—22?
2.3 Arctangente

La fonction arctangente a une fonction dérivée et strictement positive sur | — 7, 7[. Elle définit

T, 2] sur R. La bijection réciproque est appelée fonction arctangente

donc une bijection de [—7, 7

et est notée Arctan :
s T

arctan: R — | -7, 7]

Yy > arctany.

tanx
I

19
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On a
tan (arctan(z)) =z Ve € R
arctan (tan(z)) = Vz €] — 7, 7]
De plus,
e arctan est continue, dérivable sur R et arctan’(z) = 22 Ve e R
x
2.4 Formulaire de trigonométriques
Propriétés
1+ cos2a 1 — cos2a
1. cos’a +sin*a =1 2. cos%zzi .sin2a:f
2tga
4. cos2a = cos’a —sin?a 5. sin2a = 2sinacosa 6. tg2a = J
1 —tg%a

Formules d’addition

—sin(a)sin(b) 2. sin(a + b) = sin(a) cos(b

+sin(a)sin(b) 4. sin(a —b) = SiI(l(()Z) COS((E;)
tgla) — tg

S D = g a)ia0)

+ cos(a) sin(b

Formules de transformation de produits en sommes et de sommes en produits :

1
1. cosacosb = = [cos(a + b) + cos(a — b)] 2. cosa+ cosb = 2 cos 2 cos %2
3. sinasinb = = [cos(a — b) — cos(a + b)] 4. cosa — cosb = —2sin “2 sin 20
5. sinacosb = — [sin(a + b) + sin(a — b)] 6. sina + sinb = 2sin %t cos %3
7. cosasinb = 5 [sin(a + b) — sin(a — b)] 8. sina — sinb = 2 cos %1’ sin 45°

20
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I1.3 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

3 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

3.1 Cosinus hyperbolique et son inverse

DEFINITION 3.1

On définit la fonction cosinus hyperbolique ch sur R par :

ch:R — R
ef +e*

H
v 2

PROPOSITION 3.2
La fonction cosinus hyperbolique est de dérivée strictement positive sur R7. Elle définie donc
une bijection de R* sur son image [1, +oc[. L’application réciproque est appelée argument

cosinus hyperbolique et est notée Argch.

Argch : [1,400] — [0,400]

Y —  Argchy
On a
ch (argch(x)) =2 Vz € [1,4+00]
argch (ch(z)) =z Va € [0, 00|
De plus,

e argch est continue sur [1, +o00]

e argch est dérivable sur |1, +o0[ et : argch’z = \/% Vo €)1, 00|
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3.2 Sinus hyperbolique et son inverse

DEFINITION 3.3
On définit la fonction sinus hyperbolique sh sur R par :

sh:R — R
et — o=

H
v 2

PROPOSITION 3.4
La fonction sinus hyperbolique est de dérivée strictement positive sur R. Elle définie donc une
bijection de R sur son image R. L’application réciproque est appelée argument sinus

hyperbolique et est notée Argsh.

Argsh: R — R

Y —  Argshy
On a
sh (Argsh(z)) =2 VreR
Argsh (sh(z)) =2z VzreR
De plus,
e argsh est continue, dérivable sur R et : argsh’'s = —- Vr e R

241

Argshx

Argchx

3.3 Tangente hyperbolique et son inverse

DEFINITION 3.5

On définit la fonction tangente hyperbolique, notée th sur R par :

th: R — R

xr — th(z) =

22



I1.3 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

PROPOSITION 3.6
th est de classe C*° sur R et :

1
th'zr =1—-th’z = —— VzeR
ch”x
PROPOSITION 3.7
La fonction tangente hyperbolique est de dérivée strictement positive sur R. Elle définie donc
une bijection de R sur son image | — 1, 1[. L’application réciproque est appelée argument

tangente hyperbolique et est notée Argth.

Argth:]—-1,1] — R

Y — Argth y
On a
th (Argth(z)) =2 Vz €] —1,1]
Argth (th(z)) =2 VzeR
De plus,
e argsh est continue, dérivable sur | — 1,1[ et : argth’z = 1f12 Ve e R

X Argthx

3.4 Formulaire de trigonométrie hyperbolique

Propriétés

1. ch®z —sh®z =1 2. the = ezjrz — = ;2:;2 3. cothe = Zziﬂ
4. ch(—z) = ch(x) 5. sh(—z) = —sh(z) 6. th(—z) = —th(x)

7. ch(xz) 4+ sh(z) = e® 8.ch(z) —sh(x) =e™* 9. coth(—z) = —coth(x)
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Formules d’addition

1. ch(a 4 b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b 2. sh(a + b) = sh(a)ch(b) + ch(a)sh(b
3. ch(a — b) = ch(a)ch(b) — sh(a)sh(b) 4. sh(a — b) = sh(a)ch(b) — ch(a)sh(b)
5. ch(2a) = ch?(a) + sh?(a) 6. sh(2a) = 2.sh(a).ch(a)

th(a) + th(b) th(a) — th(b)
7 th(a+b) = T ) 8- th(a = b) = T @)

Exercice

Exercice 5 Vérifier que

T 1
arcsin x + arccos x = 5 et arctanz + arctan — = sgn(x)§
x

Solution

1. Soit f la fonction définie sur [—1, 1] par f(z) = arcsinz + arccosz, f est continue sur

[—1,1] et dérivable sur | — 1, 1].

1 -1

fie) = \/1—x2+\/1—:102

=0 Vrel—-1,1]

. Donc f est constante sur [—1,1]. Or f(0) = arcsin 0 + arccos 0 = g donc pour tout

xEL&JLﬂ@:;

™

2. Soit g la fonction définie sur | — oo, 0[U]0, +-00[ par g(x) = arctan z + arctan 1. On a

R
1422 x21+xi2

g9'(x) =0,

donc g est constante sur | — oo, 0[U]0, +-00[. Sachant arctan1 = 7, on
g(—1) = =%. Alors pour tout x €] — oo, 0[U]0, +o00, g(z) = sgn(x)g
Exercice 6 Ecrire sous forme d’expression algébrique
1. sin(arccosz) 2. cos(arcsinz) 3. cos(2arcsinx)

Solution

calcule g(1) =

2

T et

1. On utilise I'identité sin?y = 1 — cos? y, alors siny = 4+/1 — cos?y. On pose y = arccos ,
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I1.3 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

ce qui donne sin(arccosx) = ++v/1 — z2. Avec arccosx € [0, 7], donc sin(arccos x) est

positif et finalement sin(arccosz) = ++/1 — 22.

2. De la méme maniére on trouve cos(arcsinz) = +v/1 — 2. Avec arcsinz € [—7, 5], donc

cos(arcsin x) est positif et finalement cos(arcsinz) = ++/1 — 22,

3. Puisque
cos(arcsin x) = sin(arccos ) = +v'1 — 22

On utilise I'identité cos(2y) = sin? y — cos? y, on obtient avec y = arcsin ,

2
cos(2arcsinz) = (\/1 - xQ) — 2t =1-22%
Exercice 7 Résoudre I'équation suivante
chx + 2shx =3

Solution
Par définition de ch et sh I’équation s’écrit
et + e % et — et

2 =3
2 * 2

ou encore 9 1 % 1
‘ ; +2° T =3e" = 3(e") —6e" —1=0

En posant X =¢e* >0, dou X =e* = %

L’équation proposée admet une solution unique In (1 + %)

Exercice 8 Soient a et o deux réels.

Résoudre le systeme suivant :
chx + chy = 2acha

shx 4 shy = 2asha

Solution

— Sia <1 alors 8§ = 0.

— Sia=1alors 8§ = {(a,)}.
— Sia>1 alors

S={(ln(a—va*—1)4+a,In(a+vVa®>—1)+a),(In(a+Va? —1)+a,In(a—Va*—1)+a)}.
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Chapitre 111

Développements limités

1 Formules de Taylor

1.1 Formule de Taylor avec reste intégral

THEOREME 1.1
Soit f: I — R une fonction de classe €"*! (n € N) et soit a,z € I. Alors

"(a (n)a z f£(n 1)a
f(a:):f(a)+f'(a)(as—a)+f2(!)(aj—a)2+---+f (>(az—a)"+/a ‘]H!()(x—t)”dt.

n! n

EXEMPLE 1.2

La fonction f(z) = expz est de classe C"! sur I = R pour tout n. Fixons a € R. Comme

f'(x) =expzx, f"(z) =expx,--- alors pour tout x € R :

z t
expr = expa+expa.(r —a)+ ex;a(x_ a)?+ -+ expa(m —a)”+/ exl? (x —t)"dt.
. a n:

Si en remplace a = 0 alors on retrouve
2 .8

T
exple%—x—l—i—i—a—i—---

1.2 Formule de Taylor-Young

THEOREME 1.3
Soit f: I — R une fonction de classe €"*! (n € N) et soit a,z € I. Alors

f™(a)

n!

f"(a)

f(@) = f@)+ fla)(w —a) + 5= (v —a)’ + -+ (r —a)" + (z - a)¢(2).

ou ¢ est une fonction définie sur I telle que (), —> 0
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Notation. Le terme (x — a)"e(x) ou &(x),—, — 0 est souvent abrégé en < petit o > de

(x —a)"™ et est noté o(x — a)™. Donc o(x — a)™ est une fonction telle que lim,_,, o((;:?))n" =0.1
faut s’habituer a cette notation qui simplifie les écritures, mais il faut toujours garder a

Iesprit ce qu’elle signifie.

2 Développements limités au voisinage d’un point

2.1 Définition et existence

DEFINITION 2.1

Pour a € I et n € N, on dit que f admet un développement limité (DL) au point a et a 'ordre
n, s'il existe des réels ¢y, cq,...,c, et une fonction € : I — R telle que ill)l{lz e(z) = 0 de sorte

que pour tout x € I :
fl)=co+ca(x—a)+--+c(z—a)" + (z—a)s(z).

o [’égalité précédente s’appelle un DL de f au voisinage de a a I'ordre n.
e Le terme f(x) =co+c1(x —a)+---+cp(xr —a)” est appelé la partie polynomiale du DL.
e Le terme (z — a)"e(x) est appelé le reste du DL.

2.2 Unicité
PROPOSITION 2.2

Si f admet un DL alors ce DL est unique.

COROLLAIRE 2.3
Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son DL en 0 ne contient que des

monodmes de degrés pairs (resp. impairs).

EXEMPLE 2.4

f(x) = cosz est paire et nous verrons que son DL en 0 commence par :

x? 2t af

cosx:1—§+ﬂ—a+---

2.3 DL des fonctions usuelles

a 'origine Les DL suivants en 0 proviennent de la formule de Taylor-Young
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Fonction f | Développement limité
exp T l+z+2 42 4o 204 ghe(x)
che |1+ 5+ 5+ + Gy + 07 e()
shx x+§+§+...+%+x2n+2€(‘r)
cosw 1_%7"‘%_“‘+(—1)"%+x2”+15(x)
. CC3 15 n $2”+1 o
Sin x x—§+§_...+<_1)m+x2+2€(x)
2 3 n
In(x + 1) x_%+%_"'+(—1)"_1%—1—:17"5@)
(1+2)* |1+az+eeDy2 .. yolDelanilon | gng(y)
T L—a+a® —a® 4 4 (=1)"a" 4 a"e(2)
i l+z4+22+a 4+ + 2"+ a"(x)
Vit 1""%_%x2+"'+(—1)n_1%(j?_3)x"+x”g(x)

3 DL des fonctions en un point quelconque

PRoOPOSITION 3.1

f admet un DL a l'ordre n en a si et seulement si la fonction f(x 4 a) admet un DL a l'ordre

n en 0.

Plus précésiment, on pose h = x — a, si ag + arh + agh? + - -+ 4+ a,h™ est le DL de f en 0, alors
ap+ ar(x —a)+ -+ a,(r —a)” est le DL de f en a.

EXEMPLE 3.2
Calculons le DL de la fonction f(z) = expx en 1.

On pose h = x — 1. Si = est proche de 1 alors h est proche de 0. Nous allons nous ramener a
un DL de exph en h = 0. On note e = expl.

expr = exp(l+z—1)=expl-exp(z—1)=ceexph
= e(1+h+5+5% 4+ 15 4+ hne(h))
= e(l—l—(m—1)+%+%+-~+%+(w—1)”5(m—1))

ou }:gn%g(x —1)=0.
EXEMPLE 3.3

Calculons le DL de la fonction f(z) = cosz en 7.

On sait que cos (g +x— g) = —sin (x — g) on se ramene au DL de sin h quand
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h:x—g—ﬂ).Onadonc
cosr = cos(%—i—x—g):—sin(x—g = —sinh
3 n 2n+1 n
= _(h_%+...+(_1) (gn+1)!+h2 He(h))
3

- )2n+1

= — ((x — g) _ (x;'%) S (—1)"% 4+ p2ntlg (:U . 72r>)

z—1

m
i li ~Z)=o.
ou 1m€(x 2)

4 Opérations sur les développements limités

4.1 Somme et produit

On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent des DL en 0 a l'ordre n :

flx)=cotcax+- -+ +a"e(r) gx)=a+az+- -+ az" + 2 es(x).

PROPOSITION 4.1
o f+ gadmet un DL en 0 'ordre n qui est :

(f+9)(x) = flx) + g(x) = (co+ ao) + (c1 + ar)x + - - - + (¢n + ap)z" + 2"e(x)

e fx gadmet un DL en 0 l'ordre n qui est : (f x g)(x) = f(x) x g(x) = T,,(x) + 2™e(x) ou
T, (z) est le polyndéme

T.(z) = (co+crx + -+ cpa”™) X (ag + a1z + - - - + aya™)

On conserve seulement les mondmes de degré < n.

EXEMPLE 4.2
Calculer le DL de 1= — €” en 0 a l'ordre 3. On sait que
1 2?2 28

=1+a+a*+2°+o(x®) et el“:1+a:+?+§+o(x3)

1—=z

et de faire la différence :
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EXEMPLE 4.3

Calculons le DL de la fonction f(z) = cosx.sinz a l'ordre 5 au point 0. On a :

$3 33'5 1.2 4

sine =x — 5 + 190 + 2% (x), coswx=1-— 5 + ;—4 + 2°ey(7).

2P 2 2t
ST I S i
(x 6+120> < 2+24>’

en ne gardant que les monomes de degré < 5. Donc on a

On calcule le produit

B 211 1
f(z) =cosz.sinz = x 5% +(24+12+120>x5(x)

EXEMPLE 4.4
Calculer le DL de cosz x /1 4+ x en 0 a I'ordre 2. On sait que

1 1 1
cosx:1—§x2+o(x2) et \/1+x:1+§$—§x2+0(3c2)
cost X J/1+z = (1 — 1a? +0(x2)) 1+ 30 — z2% 4 o(a? )

_ 1. 1,2 1.2 1.3, 1 _4 2
= l+30— 35 x? — 32° + 51" + o(z?)

2
= 1+ 32— 2% + o(a?)

4.2 Composition

On écrit encore :

=
&
I

C(x) + a"e1(x) = co+ 1o + - -+ + ¢z + a1 (x)
A(x) + 2"eq(z) = ag + a1z + - -+ + 4™ + 2" (2)

Q
—
8
S~—
|

PROPOSITION 4.5
Si g(0) = 0 (c’est-a-dire ag = 0) alors la fonction f o g admet un DL en 0 a 'ordre n dont la

partie polynomiale est le polyndme a l'ordre n de la composition C(A(z)).

EXEMPLE 4.6
Calculer le DL de exp(sinz) en 0 a 'ordre 4.

. 3 . , .
On pose u =sinr =z — % + o(u?). u tend vers 0 lorsque x tend vers 0, et on peut bien écrire

que
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2 8 A
exp(u) = 1—|—u+?+g+ﬂ+o(u4)
Mais,
:x—%+0(:c4), uQZxQ—L;—l—o(x‘l),
8 =12+ o(z?), ut = 2t + o(z?).
En remplacant, on trouve
2 4
exp(sinz) =1+ x + ERY + o(z?)

4.3 Division

Voici comment calculer le DL d’un quotient f/g. Soient
fl@)=cotcax+- -+ +a"e(x) gxr)=ao+ax+ -+ az” + 2 es(x).

Nous allons utiliser le DL de p%u =l—-u4+uw?—-u+---.

1. Siag=1on pose u= a1z + - -+ apz” + x"e5(x) et le quotient s’écrit f/g = f X .

2. Si ag # 0 alors on se ramene au cas précédent en écrivant

1 1 1 an, x"eq(x
[ - +...+7x”_|_¢
g(x) apl+ Sx ao ao

3. Si ag = 0 alors on factorise par ¥ (pour un certain k) afin de se ramener aux cas

précédents.

EXEMPLE 4.7
Calculer le DL de tanz en 0 & 'ordre 4.

On commence par calculer le DL de ﬁ Pour cela, On remarque que

1 1 1

COS$:1_%+%+O@4>:1+U

avec

{L‘2 ZE4 4

u:—?—%ﬂ—l—o(:ﬁl) et u2:%+0(1’4)

Ainsi
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1 1
= =1—u+u®+u’+o(u?)
COS & 1+u
2 4 4 .
S T I
+22 244+4+0(x)
— 1+£+5i+0(m4)
N 2 24
Finalement
) 1
tanx = sinx X
CcoS T
T o)) x (14D 5 o
= |z—— 4oz — + — 4+ o(z
2 24
3 bt A

4.4 Intégration

Soit f : I — R une fonction de classe €™ dont le DL en a € I a I'ordre n est

fx)=co+ci(r—a)+te(r—a)l+- - +cp(r—a)+ (z—a)s(z).
THEOREME 4.8
Notons F' une primitive de f . Alors F' admet un DL en a a 'ordre n + 1 qui s’écrit :
(r—a)? (z—a)

F(x):F(a)—Fco(x—a)—i—cl 5 + ¢y 3 + 4,

(x —a)" !

n+1

+ (2 —a)" ().

ou lim n(z) = 0.

T—a

Cela signifie que 'on intégre la partie polynomiale terme & terme pour obtenir le DL de F(z)

a la constante F'(a) pres

EXEMPLE 4.9
Calcul du DL de arctan z

On sait que (arctanz) = —1

1422°

1
1422

En posant f(z) =

et F'(x) = arctan x, on écrit

1

=1z

Et comme arctan(0) = 0 alors

—1— .1'2 _{_$4 N (_1)n$2n + O(:L‘2n)

3 5 2n+1

Fla)=z— "+ g (-1

2n+1
35 o1 o)
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Chapitre III. Développements limités

EXEMPLE 4.10
Calcul du DL de arccos x
On sait que (arccosz) = —ﬁ. En posant f(x) = —ﬁ et F(z) = arccos z, on

commence par écrire que

1
1 — 22

Posons u = 22 + 2% + o(z*) et u? = 2* + o(x*). On déduit que

=1+2> +2* + o(z").

2

Vitu=1+2—" 4ou?)

2 8
Donc . 2 g
x x
)= = —1—— — = 4 o(z*
=== 7 g Tl
On integre ce développement limité et comme arccos(0) = 7, il vient
m x> 3z° + of 5)
arccost = — —x — — — — + o(x”).
2 6 40

4.5 Développement limité en +oo

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =]zq, +00[. On dit que f admet un DL en 400

a l'ordre n s’il existe des réels cg, c1, -+ , ¢, tels que

c Ch, 1 1
f($)200+1+"'+n+n8<)
x X xr xr

ot £(1) tend vers 0 quand z — +o0.

EXEMPLE 4.11

TS SIS S SN S ST 11)
fla)=e e < < + 212 + 3la3 Tt nlxm + ZU"€<:B)

ot £(1) tend vers 0 quand z — +o0.

Exercice

Exercice 9 Déterminer le développement limité en 0 des fonctions suivantes :

L. f(z) = ﬁ a l'ordre 2.
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II1.4 Opérations sur les développements limités

2. g(x) = (In(1 + z))* a Vordre 4.

3. h(z) = 2= 3 Tordre 6.

4. i(z) = (cos )™ & lordre 3.
Solution

1.
fa)=e"(l+2)? = (1+2+% +0(?). (1-3z+ E%Ya? 4 o(a?))
(1+m+ﬁ+o( %)) (1 - 32 + 62° o)
= 1—2z+4 L2+ o(z?)

2. g(z) = (In(1+ x))* 1l s’agit juste de multiplier le DL de In(1 + z) par lui-méme. Tout
d’abord

2 1,3

_ . ¥ T 3
In(l+z)==x 2+3+0(x)

g()=In(l+z)xIn(1+2z) = (x—ﬁ+£+o( 3)) ( —%+L;+O(I3)>

= 2 —2® + Zat + o(z?).

3. Pour le DL de h(z) = #224=% on commence par faire un DL du numérateur. Tout d’abord

¥ b 2T 2

inhz — L L 9
sinh = x+3!+5+7‘+9+(x)

alors R
smhx—x—§+§—l—ﬁ+a+o( %

Il ne reste plus qu’a diviser par z*

L _sinhx—x_l 2 ozt 1S

4. Pour le DL de i(z) = (cos )" on exprime i de la facon suivante :

i(x) = exp(sin(x) In(cos(z)))

2 3 2 g3
cosz =1— =+ o(z?), smx—x—§+o( %) et ln(l—l—x):x—l—?—l—?—i-o(x?’)
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Chapitre III. Développements limités

Donc ) )
In(cos(x)) = 1In (1 — % + 0(:U3)> = —% + o(z?)
sm@mmm@»—<x—;+4f0.(§fwmﬂ>——;+dﬁ)
D’ou

i(r) = exp <—:; + 0(x3)>

et comme e* = 1+ 5 + 3—? + %? + o(x?) Ainsi

Exercice 10

1. Ecrire le développement limité de au voisinage de 0, a I'ordre 3.

+x

2. En déduire le développement limité de au voisinage de 0, a 'ordre 3.

e$

Solution

1. Le DL de h%x a l'ordre 3 est

1
_1_ 2 .3 3.
T T+ x°—z° +o(z”)
2.
I 1 B 1
1+er x®  af N A
‘ 14142+ =+ +0(@%) 242+—+— +o0(ab)
2 6 2 6
_ 1 1
N 5 T I’Q CL’S
1+ >+ =+ +o(z”)
1 RS
= - x = - (1-X+X>—X’+0(X?)).
5 X TE X 2( + + o ))
avec
2 3 2 3 3
X:g+%+%+o(az3)> XQ:X-X:%+%+o(x3)etX3=%+0(933)-

Il ne reste plus qu’a rassembler :
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II1.4 Opérations sur les développements limités

@fnx+x2 X3 4 0(X?)

)
<§+ZQ++0 >+< +—+o( )>—<§+0(x3)>+0(x3)>

T ZES

Lmgtgptol )>:2_4+48+0( )

1+ e®

N = NN =
—
|

Exercice 11 Soit f la fonction définie par :
f(x) = arctan(x arctan +1)

1. Calculer le developpement limité a 'ordre 3 de la fonction derivée f’ au voisinage de 0.

2. En déduire le développement limité a 'ordre 4 de f au voisinage de 0.

Solution
L 1 1
/ — oy
f(m)*1+(1+a:)2 2+ 2z + 2?
1 1 1 1
flz) = +(1+2)2 — 2+42zfa? §1+x+§
= X g =31 -X+X>— X3+ 0(X?)

Donc en posant X = x + ‘%2, X? = 22 + 22 et ensuite X? = 23

Par conséquent

file) = 3(1-X+X° = X?+0(X?))
= 31— (e+%5) + @ +2%) -+ o(a?)
= -5+ to(d).

2. On en déduit le développement de f & l'ordre 4 en déterminant une primitive de f’

X CE2 x3
f(x) = f0)+£—% + 2% +o(z?)
= arctan(l) + 2 — 2 4 & 4 o(zh)
s x z2 z3 4
= 1t3— T+t
Exercice 12

1. Déterminer le développement limité en % a l'ordre 4 de f(x) = cos(z).

2. Déterminer le développement limité en 1 a l'ordre 3 de f(z) = /.
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Solution

38

1. On applique la formule de Taylor au point x =

s
3

"nemw B)(x 4)(r
1) = 1P i o T 8 o Ty B Ty o0 Ty
Comme f(x) = cos(z) alors f'(z) = —sin(xz) et donc f'(§) = —?. Ensuite on calcule
f'(@), fO(x) et fO ().
On trouve le DL de f(x) = cos(z) au voisinage de = % :
1 3 1 3 1
f@= - LD ta-Tr e P Ty L T o= Ty

. On applique la formule de Taylor au point x = 1

o)
31

S"(1)
2!

fl@)=f1)+ f 1) —1)+ (—1)"+ (= 1)" +o(z — 1)
Comme f(z) = \/z = 22 alors f'(z) = %x_% et donc f'(1) = 3. Ensuite on calcule f”()
et fO)(z).
On trouve le DL de f(z) = y/z au voisinage de x =1 :

1

\/E:1+;(x—1)—8(x—1)2+116(x—1)3—|—0(:p—1)3.



Chapitre IV

Primitives et Intégrales

1 Primitives des fonctions

DEFINITION 1.1
Soit f une fonction définie sur Uintervalle I = [a, b].
On appelle primitive de f sur I toute fonction F' dérivable sur I telle que F' = f sur I et on

note

/f(:z:)dx =F(x)+C

THEOREME 1.2

Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. Alors

b
/ F'()da = F(b) — F(a).
Ou F est une primitive quelconque de f sur [a, b].

REMARQUE 1.3
La valeur de F'(b) — F(a) ne dépend donc pas du choix d’une primitive de f. Si on change de

primitive, le résultat ne change pas.

EXEMPLE 1.4
Soit I =R et f: R — R définie par f(x) = 2. Alors F : R — R définie par F(z) = ‘%4 est

une primitive de f.

2 Propriétés de ’intégrale

2.1 Relation de Chasles
PROPOSITION 2.1
Soient a < ¢ < b. Si f est intégrable sur [a, c] et [c,b], alors f est intégrable sur [a,b]. Et on a
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Chapitre IV. Primitives et Intégrales

/nbf(x)da: = /ncf(as)dx + /pbf(g;)dgg_

2.2 Positivité de l’'intégrale

PROPOSITION 2.2

Soit a < b deux réels et f et g deux fonctions intégrables sur [a, b].

b b

f(z)d:zg/ g(x)dz

a

Si f < g alors /

a
En particulier I'intégrale d’une fonction positive est positive :

b
Si f > 0 alors / f(z)dz >0

a

2.3 Linéarité de l’intégrale
PROPOSITION 2.3

Soient f, g deux fonctions intégrables sur [a, b].

b b b
1. f+ g est une fonction intégrable et / (f+9)(x)dx = / f(x)dx +/ g(x)dx

2. Pour tous réels A,

/ab(Af + ug)(z)dr = )\/ab flx)dz + u/abg(x)dx

3. f x g est une fonction intégrable sur [a, b] mais en général

UKMMMM#(LUWMQ<KA@M>

4. | f] est une fonction intégrable sur [a, b] et

b b
[ f@ydal < [5Gl
2.4 Intégration par parties

THEOREME 2.4

Soient f, ¢ : [a,b] — R deux fonctions contintiment dérivables. Alors

[ 1@ @) = f@@)ls - [ F@glads
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IV.2 Propriétés de l’'intégrale

PREUVE 2.5

La dérivation du produit s ’écrit

= (f@)gla)) = I @le) + ) (@)
donc
f@)g@) = [ f@g)da+ [ fa)g (@)
Ainsi

EXEMPLE 2.6
Calculer une primitive de / retdr

Considérons 'intégration par parties avec u = x et v = e*. On a donc v’ = 1 et v = e”. Alors

/xe"”dx = ze¥ — /e“d:c

EXEMPLE 2.7
Calculer une primitive de / In(z?® + 2)dx

Considérons l'intégration par parties avec u = In(z? + 2) et v/ = 1. On a donc v’ = xgiQ et

v = z. Alors

2 2
/1H($2—|—2)d1' = xln(x2+2)—/ 291: dx
T2+ 2 4
= g:ln(x2+2)—/<2— 5 dx
T+ 2 4
= zln(a®+2 —/de—{—
( ) 22 + (V2)?
= zln(2? +2) — 2z + 2y/2arctan 5t

EXEMPLE 2.8

Calculer une primitive H = / e’ cos xdx

Regardons 'intégration par parties avec u = e® et v/ = cosx. Alors v’ = e et v = sinx. Donc

H:exsinx—/exsinqrdx
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Chapitre IV. Primitives et Intégrales

Si 'on note J = /ew sin zdz, alors on a obtenu

H=¢"sine —J (IV.1)

Pour calculer J on refait une deuxiéme intégration par parties avec u = e® et v’ = sinx. Ce
qui donne

J =—e"cosx — / —e"cosxdr = —e“cosx + H
on remplace J par la formule obtenue dans ’équation (IV.1).
H=¢e"sine — (—€e"cosx + H)
D’ou
2H = e*sinz + e*cosw

Donc

H = —(e"sinx + ¢” cos x)

N —

2.5 Changement de variable

THEOREME 2.9
Soit g : [¢,d] — R une fonction contintiment dérivable et strictement monotone. Supposons

que g vérifie g[e, d] = [a, b]. Pour tout fonction f : [a,b] — R, on a

[ fwyar= [ pto(e)g

PREUVE 2.10
Si F est une primitive de f alors F(g(t)) = F'(g(t)) - ¢'(t) = f(g(t)) - ¢'(t). Alors

Flot) = [(Floe))dt = [ flot) - o' ().

Si g est croissante, c’est -a-dire ¢’ > 0, alors

[ 7(o(0) - o ()it = Flg(e))lt = Flo(a)) ~ Flo(e)) = F(®) ~ Fla) = [ fa)ar

[ $9(6) - (=g 0t = ~Flg(0)) = Flo(d)) ~ Flo()) = F) ~ Fla) = [ f(z)dr
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IV.2 Propriétés de l’'intégrale

ExXeEMPLE 2.11

Calculer une primitive de / 5 dx. Soit le changement de variable u = e* = r =Inwu et

du = e*dx,

+e*

1 1 du 1 1 1
d:/——:/id — CBut 1 fe=-In(3e" +1
/3+emx 3+1u Sl = ghButlf+e=gh@+1)+e

EXEMPLE 2.12
Calculer une primitive de / (x +2) v + 1. En posant le changement de variable
u=+vr+1=u>=1z+1 et 2udu = dz on écrit :

/(x+2)\/a:—+1dx = /(u2+1)xux2udu
= /<2u4—|—2u2>du

2 5 2,
= —u +zu” +c
= C(Var D) 4 (VET) +e

2.6 Formulaire de primitives usuelles

On connait déja un formulaire de dérivées usuelles. On obtient un formulaire de primitives par

lecture inverse :

Fonction f | Fonction primitive F | Intervalle I
k (constante) kx +c R
L o
— R
T 12x +c
" — "ty Retn>1
. n+ 11
? —% +c R\{O}
— - R\{O} et n > 1
xm (n —1)xn! te \{0} et m
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= 2y/x +c R*%
cos(z) sin(x) + ¢ R
sin(x) —cos(x) + ¢ R

e’ e’ +c¢ R
i In(x) + ¢ R

shx chr +¢ R

chz shx + ¢ R

il 4_11,2 arctanz + ¢ R

117:;:2 arcsinz + ¢ | —1,1]

x;q argchz + ¢ |1, +o00]

33;—&-1 argshz 4 ¢ R

Enfin, la formule donnant la dérivée d’une fonction composée fournit un certain nombre de

formules de dérivation. Par lecture inverse, on obtient un formulaire de primitives.

Fonction f | Fonction primitive F | Intervalle I

n 1 n+1
u'u n—Hul e R
U
u'e e +c
u/
— In|ul + ¢ u#0
1
/
cos(ax + b) Lsin(az +b) + ¢ R
sin(ax + b) —Lcos(az +b) + ¢ R
uQU—Jr/kQ Tarctan ¥ + ¢
Jk;’_iu? arcsin ¢ + ¢
W;’W argshy + ¢
\/u;“‘,fkg argchy + ¢
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IV.3 Intégration des fonctions rationnelles

3 Intégration des fonctions rationnelles

3.1 Décomposition en éléments simples

On appelle fonction ou fraction rationnelle le quotient de deux polyndmes algébriques :

f(x) Pu(z) | Pu(z) =bpa™+ -+ bz +by, by #0,m e N*
x) = ou
Qn(x) Qn(m) = apx" + -+ + a1 + ay, an#()?n € N~
ler cas : si degP(z) > deg@ (m > n), on effectue la division euclidienne
P(x) R(x)
flx) = = N(x)+
=0~V )

ou N est un polynome de degré n —m et R un polyndéme de degré au plus n — 1.

On en déduit que

/f(m)dx:/g:bg;dx:/]\f(a:)dx—l—/C];((Z))dx

2éme cas : si degP(z) < deg@ (m < n) et si Q,(x) possede k racines réelles a; chacune de

multiplicité my, alors Q(x) s’écrit

Qx) = c(x — ar))™ (¥ — ag)™ - - (x — ax)™

P (z)

et 0n ()

se décompose en fractions simples sous la forme

P A A A,
(r) A n 2L 1,

Q(z) r—a (x—a)? (x —ap)m™
n Asq n Az o 2,m
r—ay (x—a)? (x — ag)™
A A A m
L Ak 2L kymy,
r—ar (r—ag)? (x — ag)m*

ou les A, ; sont des constantes.

ExEMPLE 3.1
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Chapitre IV. Primitives et Intégrales

3.2 Intégration d’éléments simples

D’éléments simples d’une des formes suivantes :

ou «, 3,v,a,b,c e Ret k € N*

Intégration de I’élément simple (m—lo)k

1. Sik;:lalors/i:71n|x—x0|+c(:v7éxo)
r — T

. Y -
2. Sik>2al / _
= 2 R0ls (x —zo)k  (k—1)(x — zo)F!
ar+f
(az2+bx+c)k

On écrit cette fraction sous la forme

Intégration de I’élment simple

ax + 8 2ax +b 1

= )
(ax? +bx +c)*  (ax?®+ bx + c)* * (az? + bx + ¢)*

2ax + b dx:/u’(x)

1. Si k=1 calcul d /—
5t A ® ) Tt e u(z)

2. Si k> 2 alors

dr =In|u(x)| = Injax® + bz +c| +c

[ 2ar + b _/ -1 1
(ax? + bx + c)k — Du(z)*=1  (k —1)(ax? + bx + c)+1

3. Si k=1 calcul de / dx. On écrit le trinome sous forme canonique

ax2+bx+c
2
ax2+bx+c:a[(x+2z) —ﬁg}

EXEMPLE 3.2

/ dx / dr tan(z + 2) +
—_—_— = —————— = arctan{(x C
22 44z 45 (x4+2)2+1
EXEMPLE 3.3
z+1 d 1 4x+4

7‘% —

212 1 4222+ o+ 1

T4+ T+ T +xit 3 1

- —d
4/2x2+x+1x él 2x2+x1—l—1x

4/2m2+x+1 4 2[(x+i)2+1]

3
= 11n|2x2+x+1| + —= arctan

7 retan 7
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4 Intégration des fonctions irrationnelles

Intégration de la forme [ = ﬁ

1. Si a = 0, le changement de variable u = bx + ¢ = du = bdz. On obtient

1
1:/ dz Ute=2(bs+
Vax? +bx + ¢ b \/_ b\/_ ‘- (x )

2. Si a # 0, on écrit le trindme ax? + bx + ¢ sous forme canonique :

ar’+br+c=a .CE—l—b : A
- 2a 4q2

EXEMPLE 4.1
T
Ny
VL
2/ du b sz 2
. ——— —arg ch— Slx
V2 —4

. X
= arcsin —

2

x
= arg sh—

dx
vaz+4 2

EXEMPLE 4.2
dx

Va2 + 12z + 48

Calculer une primitive de /

<x+6>
= argsh 73 +c

/\/:v2—|—12x+4 /,/x—l—G 2+12

EXEMPLE 4.3
dx

VaZ+x—2

Calculer une primitive de /

/% /m

5 Intégrales trigonométriques

P(cosx,sinx
On peut aussi calculer les primitives de la forme / P(cos z,sin x)dz ou g
Q(cos x,sin x)

quand P et () sont des polyndémes, en se ramenant aintégrer une fraction rationnelle.

Il existe deux méthodes :

dx
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— les regles de Bioche sont assez efficaces mais ne fonctionnent pas toujours

— le changement de variable ¢ = tan 7 fonctionne tout le temps mais conduit a davantage de

calculs.
Les régles de Bioche On note w(x) = f(z)dz. On a alors
w(—z) = f(—x)d(—z) = —f(—z)dr et w(m — ) = f(m — z)d(m — z) = — f(7 — z)dx.
— Si w(—z) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = cos x.
— Si w(m — z) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = sin x.

— Siw(m + x) = w(x) alors on effectue le changement de variable u = tan x.

EXEMPLE 5.1

cos T
2—cos? x

On note w(r) = 72%—dr. Comme w(T — x) = %d(ﬂ' — 1) = 5ot d(—x) = w(z)

alors le changement de variable qui convient est u = sinx = du = cosdx. Ainsi :

Calcul de la primitive [

CoS T J / coS T / . N fan(sin z) +
—dr = = arctanu + ¢ = arctan(sinz) + ¢
2 —cos?x 2 — l—smx 1+

Le changement de variable ¢ = tan §

Avec t = tang On a cosx = 1;? sinx = 1—2:252 et dr= 12_r_ittgdt

EXEMPLE 5.2

Calcul de I’ 1ntegral€ |

On a sinx = 1+t2 et do = l%ffgdt

2dt
[ =[S = [ at=ml =]t g+
sin e t 2

EXEMPLE 5.3

Calcul de I’ 1ntegrale J Cfif z

On a cosz = Htg et do = 2% dt

dx 1
[z =2/
CoS T 1—152 )
- 2/( 2 )dt
1—t 1+t

= —In|l—¢t +In|l+¢
= —In|l —tan 3| +In|l+tan 3| +c
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6 Intégration des fonctions hyperboliques

EXEMPLE 6.1
Calcul de la primitive / ch3zdz

I = /Ch3xdm = /ch%chxdw
= /(1 + sh?z)chadz

Posons © = she = du = chaxdx. Donc

US
I = /(1—|—u2)du:u—|—§—|—c
3

= sh:c—l—sngtc

EXEMPLE 6.2
Calcul de la primitive / shxdx

et —e T 1 " . _1 - ﬁ B
/shxdx:/de:2</e —e )—2(6 +e )+c-chx+c

Intégration de la forme [ = /F (shz, chz) dx

Méthode générale

2dt
1—¢2

2t
1—t2>

142

chr = 3,

Posons t = th = dr = sachant que shx =

EXEMPLE 6.3

1
Calculer une primitive de / de Posons t = th = dz = 24 et chr = Lt

cha 1—t2 1—t2
1 1—t? 2dt dt
[t - 2
chz 1427 1 —1¢2 142

= 2arctant 4+ ¢ = 2arctan (th%) +c
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Exercice

Exercice 13 Calculer les primitives des fonctions suivantes :

L) =28 2 @)= B 8 f(x) = 5
1 f(2) = * 5. (@) = 25

Solution

1. Par la dévition euclidienne, on a

C
Cor+2 x4+ 2 x4+ 2

Et finalement :

/f /x+21d /:c— da:—l—/

2. Commencons par décomposer la fraction en éléments simples

da:—fx —2rx+5ln|r+2|+c¢

fx) =

3z +2 _1( 8 3 )
(x—2)B3zx+1) 7\z—-2 3z+1

D’ou

vtz L (8 3 8 1
d:/< - )d =-Injz -2/ - -1 1
/(x—Q)(?)x—i-l)x 7 r—92 3r+1 x 7n|x ’ 7n|3x—i— |+ ¢

3. On remarque d’abord que

393+1 3z n 1
241 x2+1 22 +1

fz) =

En effet,

1 2z 3 9
/xz—i—ldm arctan(x et/x2+1 r== /x2+1d27—21n(x +1)

Donc
/f In(2? + 1) + arctan(z) + ¢

4. Le dénominateur v = 2% 4+ z + 1 est irréductible. On cherche une primitive de la forme
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1

m arctan en utilisant la formule 1 arctan Y On trouve

2+ +1 :c+)

= \/garctan( 3 +c
= 2v/3arcta n( 31)+c

dx

\./»Jk\o::

+

5. Le dénominateur v = 22 + x + 1 est irréductible. On a

2043 _ 24l 2
24+r+1 224zx+1 224z+1

fx) =

. . \ N\ / . . .
Chacune de ces fractions s’integre, la premiere est du type *- dont une primitive sera

dont une primitive est %arctan 2

RN !
In |ulf, la deuxieme sera du type 5%z .

En détails cela donne :

2 3 2 1 2
/x—i— dr = /23:—{— dx+/72 dx
e | 24+x+1 x—l—x1+1

= ln|x2+m+1|+2/—dx
(z+3)? —l—f
1
= ln|x2+x+1]+2/ sd Enposantv:x—i-i
2+(2)
z+1
= In|2? +z+ 1]+ % arctan(ﬁ)—l—c
2;1—1

= In|2? +x+1|+\[arctan<\/§)+c

Exercice 14 Calculer les primitives des fonctions suivantes :

2 /eﬁd 5. [ L
2x2+1 )V v " sina "
4. /Sm (z) cos®(x)dx 5.

Solution

1. On cherche a se ramener au cas connu de la primitive de w%&-l
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Chapitre IV. Primitives et Intégrales

On effectue le changement de variable u = V2x avec du = v/2dx. On obtient

3 , 2
/23:2—0—1dx - 7/ fx Pt

‘[ u2—1—1 du
= \[arctanu—i-c

= %arctan(\/_a:)

2. On effectue le changement de variable u = \/z avec du = ﬁdw et on obtient

ef ef

Vil it

= 2/“du

= 2" +c
= 2eV? tc
3. Comme w(—2x) = sin(—x)d<_37) = ﬁ = w(x) la regle de Bioche nous indique le
changement de variable u = cos(z) = du = — sin(z)dx.
Donc
1 —1
dr = /7 —sin(z)d
/ sin(z) ‘ sing(a:)( sin(z)d)
— - (—i d
/ 1- COSQ(IE)( sin(z)dz)

du 1 du
= -1 / - - (décomposition en éléments simples)

l—uw 2/ 1+u
= —ilnjl—ul—ilnl+ul+ec

= —1In|l —cos(z)| — $In |1+ cos(z)| + ¢

4. / sin®(z) cos® (x)dx

Comme
w(m—z) = sin®(7 — ) cos®*(m — z)d(m — ) = sin®(x)(— cos®(z))(—dxr) = sin®(z) cos®(z)dx

la régle de Bioche nous indique le changement de variable v = sin(z) = du = cos(z)dzx.
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IV.6 Intégration des fonctions hyperboliques

Donc
in® () cos?(z)(cos(x)dx)

sin®(z)(1 — sin?(x))(cos(x)dx)
5(1 — u?)du = /(u8 —u'%)du

— %u“ +c

sin? as+ sm Le4c

w0

/ sin®(z) cos®(z)dx =

I
——
IS

IS
©

O~ O~

Exercice 15 Calculer les intégrales suivantes :

™ 1
L. / yeldr 2. / (2x — 1) cos(3z)dx 3. / e dx
0 0
Solution

1. En intégrant par parties on obtient :

1 1 1
/0 (4r —1)e*dr = [%(43: — 1)e3~”"}0 — %/0 e* dx
a1l

2. En intégrant par parties on obtient :

/OW(Z'L‘ —1)cos(3x)dx = [%(Qx 1) sm(?)x)]o — g/oﬂ sin(3x)dx

= — [_M]”
0

3. En intégrant par parties on obtient :

1
/$26_$d£B = |—x%e” —2/ ze *d
0

En intégrant par parties a nouveau intégrale nous avons

1 1
/ xe fdr = [a:e*"”](l) +2 [ e %dx
0 0
= —e [
= -2 '+1

Donc .
/ 22e %dr = —he ' 4+ 2
0
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Chapitre V

Les Equations Différentielles

1 Géneralités

DEFINITION 1.1

e Une équation différentielle d’ordre n est une équation de la forme
F(.Z’,y,y/,"' ’y(n)) =0 (Vl)

ou F est une fonction de (n + 2) variables.
e Une solution d’une telle équation sur un intervalle I C R est une fonction y : I — R qui

est n fois dérivable et qui vérifie I’équation (V.1).

2 Equations différentielles du premier ordre

2.1 Equations différentielles du premier ordre a variables séparables
Une équation différentielle a variables séparées est une équation du type :

. 9(@) ou "= g(x
=) fWy =g(x)

ou f et g sont des fonctions données dont on connait des primitives F' et GG, on a

fW)y = (F(y) = g(x) (V.2)

On integre des deux cotés :
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Chapitre V. Les Equations Différentielles

et si I posséde une fonction réciproque F~!, on en déduit
y=F(G(x)+0)

EXEMPLE 2.1

On veut résoudre I'équation différentielle 3/ — zy = 0.
On commence par séparer les variables x d’un c6té et y de 'autre

/

d 1
y’—xy:O:>y—:x:>/—y:/xdx:>1n|y|:§$2+c
Y )

Ainsi, toute solution non nulle est

22

y=ke?z aveck €R.

EXEMPLE 2.2

On veut résoudre 1'équation différentielle 2%y’ = e~
2,/ - ’ 1 1 1
Yy =e y:>yey:—2:>/eydy=/*2dl”:>€y=—*+c
x x x

Ce qui permet d’obtenir y

2.2 Equations homogenes

DEFINITION 2.3

Soit I'équation différentielle
y' = fw,y) (E)
On dit que 'équation différentielle (E) est homogenes si

[tz ty) = f(x,y), VteR"

EXEMPLE 2.4

Soit I'équation différentielle

,:y—a:
y+x

y—x
Yy+x

y , avec f(z,y) =
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V.2 Equations différentielles du premier ordre

On sait que

Donc c’est une équation différentielle homogene.

Résolution de I’équation différentielle homogéne

Ce sont les équations de la forme ¢/ = f (%)

On pose z = ===y = z.v et 3y = 2’.x + 2. On obtient

y=2zx+z = fz)=2ax+z
= fle)-2=§

dx.x
—— d)z_ =

f(z

sl |l

EXEMPLE 2.5
On veut résoudre I'équation différentielle xy’ —y = /22 4 y? pour z € R%.

Pour résoudre cette équation, on divise I’équation fifférentielle par x, on peut poser
z=Y% == y=2zxety =22+ 2 On obtient

=\ (y)

/

y_

dax4+z—z2=+14+22
Zr=+v1+22

dz __ __ dz
14-22 T

1n<z+\/1+22) =lnz+c
z+V1+22=kx
14 22 = ((kx — 2)°
1+ 22 = k2% + 22 — 2kaz
—1 4 k%a?
227
2kx

8 <

i

[ A A

Ce qui permet d’obtenir y

—1 + k222 —1+ k%22
y=x|(—F—— @y(f):T
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Chapitre V. Les Equations Différentielles

2.3 Equation différentielle linéaire du premier ordre

DEFINITION 2.6

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation du type :

y = a(x)y + b(x) (E)

ou a et b sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert I de R.

Equation différentielle linéaire sans second membre (SSM)
THEOREME 2.7

Soit a : I — R une fonction continue. Soit A : I — R une primitive de a. Soit I’équation

différentielle :

y =a(r)y (E)

Les solutions sur I de (E) sont les fonctions y définies par :
y(w) = ke (E)

ou k£ € R est une constante quelconque.

EXEMPLE 2.8

On veut résoudre ’équation différentielle y' + e*y = 0

y+ety=0 & %:—yez
dy

<y

& lny=—-e"+c

& y(z)=Ke ™

= —e%dx

Equation différentielle linéaire avec second membre (ASM)

Il nous reste le cas général de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second membre

y = a(z)y + b(x) (E)

ou a et b sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert I de R.

L’équation homogene associée est :
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V.2 Equations différentielles du premier ordre

PROPOSITION 2.9
Si y, est une solution de (E), alors les solutions de (E) sont les fonctions y : I — R définies

par :
y(z) = y(x) + ke™ kR (V.3)

ou x — A(x) est une primitive z — a(x).

Méthode de variation de la constante

On utilise cette technique lorsqu’on ne peut pas trouver de solution particuliere de I’équation

avec second membre

La solution générale de (FEy) y, = a(x)y est donnée par y(z) = ke avec k € R une
constante. La méthode de la variation de la constante consiste a chercher une solution
particuliére sous la forme y,(z) = k(x)eA® ol k est maintenant une fonction a déterminer

pour que ¥, soit une solution de (E) y' = a(z)y + b(x). On obtient :

K (2)er® + k(z)a(x)e™ = a(z)k(z)e™® + b(x)

Donc
K (2)eA® = b(z) <= K(z) = b(z)e 4@ = k(z) = / b(z)e~A@ dg

Ce qui donne une solution particuliere y, = k(x)ed® = (/ b(m)e‘A(x)da:> eA®) de (E) sur I.

La solution générale de (E) est donnée par
y(x) =y, + keA® ke R.

EXEMPLE 2.10

Soit I’équation 3y’ — zy = x. L’équation homogene est 4’ — zy dont les solutions sont les

y(zr) = ke keR.

Cherchons une solution particuliere avec la méthode de variation de la constante : on note
m?
yp = k(z)e.

On doit trouver k(z) afin que y, vérifie 'équation différentielle y' — zy = x.
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Yp — TYp =T

(k’(x)ex; + xk(m)ez> —zk(z)eT =2

k’(az)eé =z

rrr

Donc

yp(z) =k(z)eT = —e"7e7 = —1

Les solutions générales de ’équation 3’ — xy = x s’obtiennent en additionnant cette solution

particuliere aux solutions de I’équation homogene :

22
y(x) =kez —1, keR.

2.4 Les équations de Bernoulli

Elles sont du premier ordre et de la forme
Y +a(z)y=>blz)y* aeR (V.4)

ou a et b sont des fonctions données, continues sur un intervalle I C R.
Méthode de résolution

En divisant les deux membres de 1’équation par y®
Yy~ +ale)y' ™ =b(z)

En effectuant le changement de fonction z = y'=® = 2/ = (1 — a)y'y~* I’équation (V.4)

devient

1
l—«

2+ a(z)z = b(x)

qui est une équation linéaire du premier ordre.

EXEMPLE 2.11
On veut résoudre 'équation différentielle zy/ +y = y? Inx

En divisant par y? et en posant z =y~ ! = 2/ = —y/y 2
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V.3 Equations différentielles linéaires du second ordre

On obtient une équation linéaire d’ordre 1

, 1 Inx
2 ——z=—-——
x x
¢ Résolution de I'équation homogene associée 2’ — iz =0
, 1 21 dz dx
z:—z:>—:—:>/—: — = In|z|=ln|z|+¢
x z x z x
Ce qui permet d’obtenir z
z=kx

¢ Résolution de I'équation avec second membre (la variation de la constante)
On pose
z=k(z)x =2 =K(z).x+ k()

On obtient

K@)+ k(@) - L (b(a)a) = —28 = (@) = 2 = [W@)de = - [2aa

T T 2

et donc . .
k(x)=—lnzx+ —+c¢
x x

La solution générale est donc

1

3 Equations différentielles linéaires du second ordre

3.1 Définitions

Une équation différentielle linéaire du second ordre, a coefficients constants, est une équation
de la forme
ay” + by’ +cy = g() (E)

ou a,b,c € Ra # 0 et g est une fonction continue sur un intervalle ouvert I.

L’équation

ay” + by +cy=0 (E)
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est appelée ’équation homogene associée a (E).

3.2 Equation homogéne

On cherche une solution de (E’) sous la forme y(z) = €™ ou r € C est une constante a

déterminer. On trouve

ay’ +by +cy=0<= (ar? +br+c)e” =0<=ar’ +br +c=0

DEFINITION 3.1

L’équation ar? + br + ¢ = 0 est appelée 1'équation caractéristique associée a (E’).
Soit A = b? — 4ac, le discriminant de I'équation caractéristique associée a (E0).

THEOREME 3.2
1. Si A > 0, ’équation caractéristique posseéde deux racines réelles distinctes r; # ry et les

solutions de (E’) sont les
y(x) = Xe™® + pe™® ou A\ pu€eR

2. Si A =0, I'équation caractéristique possede une racine double 7 et les solutions de (E’)
sont le
y(x) = (A + px)e™ oupelR

3. Si A < 0, I’équation caractéristique posseéde deux racines complexes conjuguées r; =

a+if, 1y = a —if et les solutions de (E’) sont les

y(xr) = e (Acos(Bz) + psin(fx)) ou A, pu€R

EXEMPLE 3.3

Résoudre I'équation différentielle :
yv' -3y +2y=0 (V.5)

L’équation caractéristique associée est r? — 3r + 2 = 0 de racines 1 et 2.

La solution générale est donc

y(x) = Ne” + pe*, o\ pu€R.
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EXEMPLE 3.4

Résoudre I’équation différentielle :
' — 4y +4y =0 (V.6)

L’équation caractéristique associée est r? — 4r + 4 = 0 a une racines double ry = 2.

La solution générale est donc

y(xz) = Mo+ p)e*, ou A\ pueR.

EXEMPLE 3.5

Résoudre I'équation différentielle :
49 +4y' +5=0 (V.7)

L’équation caractéristique associée est 72 — 3r 4+ 2 = 0 de racines complexes r; = —% +1 et

TQI—%—i.

La solution générale est donc

y(x) = e_%x()\ cosz + psinz), ou\ pu€R.

3.3 Equation avec second membre

Nous passons au cas général d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients
constants, mais avec un second membre g qui est une fonction continue sur un intervalle

ouvert I C R :

ay” +by' 4+ cy = g(x) (E)

Pour résoudre une équation différentielle linéaire avec second membre, on cherche d’abord une
solution de I’équation homogene, puis une solution particuliere de I’équation avec second

membre

PROPOSITION 3.6
Les solutions générales de 1’équation (E) s’obtiennent en ajoutant les solutions générales de

'équation homogene (E’) a une solution particuliere de (E).
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3.4 Recherche d’une solution particuliere
Second membre du type polynéme de degrés n
EXEMPLE 3.7
Résoudre I'équation différentielle :
y' =3y +2y=22"+1 (V.8)

Etape 1. L’équation homogene correspondante est
y' =3y +2y=0

Le polynome caractéristique P(r) = 72 — 3r + 2, donc les racines sont r; = 1 et 75 = 2. La

solution de I’équation homogene est donc de la forme
y(z) = Xe” + pe*™ ou A\ p R

Etape 2. On cherche une solution particuliére sous la forme Yp = ar® +br +c

Lorsque I'on injecte y,, dans I’équation (V.8), on obtient :

2a — 3(2ax +b) + 2(ax? + bxr +¢) = 222 + 1
< 2ax®+ (2b—6a)x + 2a + 2c — 3b =227 + 1
< 2a=2, (2b—6a=0et2a+2c—3b=1
<~ a=1,b=3etc=—-4

Donc y, = 2* + 3z — 4.

Second membre du type e** P(x)

On cherche une solution particuliere sous la forme y, = e**2"Q(x), ot ) est un polyndéme de
méme degré que P avec :

— yp =€e**Q(z) (n=0), si o n'est pas une racine de I’équation caractéristique,

— yp =e*xQ(x) (n=1), sl a est une racine simple de 'équation caractéristique,

— yp = e22Q(x) (n=2), si a est une racine double de 1'équation caractéristique.

EXEMPLE 3.8

Résoudre I’équation différentielle :

y' + 2y +y=2e" (V.9)
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Etape 1. L’équation homogene correspondante est
y'+2 +y=0

Le polynome caractéristique P(r) = r? + 2r + 1, donc ro = —11 racines double . La solution de

I’équation homogene est donc de la forme
y(x) = A+ px)e™ ouluelR
Etape 2. On cherche une solution particuliére sous la forme yp, = Ax?e™" Alors
y, = 2Aze" — Ax’e " =y = A(2® — 4w 4+ 2)e”
On remplace cela dans (V.9)

Yy + 2y, +yp = 2e7°
— A(r? —4dr+2)e " + 2A(—122 4+ 2x)e " + Ax’e " = 2e7
—= 2A=2<=A=1
Donc

Yp = €

Et la solution générale de (V.9) est

y(x) = A+ px)e ™ + 2% ou A\ pueR

Second membre du type e**(acos(fx) + bsin(fx))

On cherche une solution particuliere sous la forme :

o y, = e (M cos(fx) + Nsin(fSz)) , si o + i n'est pas une racine de I’équation
caractéristique,

o y, = xe™ (M cos(fz) + Nsin(fx)) , si a+if est une racine de I’équation caractéristique.

EXEMPLE 3.9
Résoudre I'équation différentielle :
y' +y=sinz (V.10)

On cherche une solution particuliere sous la forme y, = M cosz + N sinz
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Etape 1. L’équation homogene correspondante est
y// + y — 0

Le polynome caractéristique P(r) = r% + 1, donc les racines sont r; =i et r, = —i. La

solution de I’équation homogene est donc de la forme
y(x) = Acosx + usinz ou A\, pu€R
Etape 2. On cherche une solution particuliére sous la forme y, = z(a cos = + bsinz) Alors
y, = (a+bx)cosz + (b — ax)sinw =y, = (2b — ax) cosx — (2a + br)sinx
Lorsque 'on injecte y, dans I’équation (V.10), on obtient :

Y, +yp =sinx
<= (2b—ax)cosx — (2a + bx)sinz + xz(acosz + bsinx) = sinz
<= 2bcosz —2asinz =sinx
= a=—3ctb=0
Donc

Yp = — = COST

la solution générale de (V.10) est

y(xr) = Acosx + psinx — gcosx ou\,pneR

Exercice

Exercice 16 Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
1. Y +y=cosx+sinx
20 -y = 1w
3. 2% +y=1
Ly+ 5= ﬁ
Solution

1. Etape 1. (SSM) L’équation homogene associée est 3/ 4+ y = 0
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V.3 Equations différentielles linéaires du second ordre

y+y=0 = F=-y

Donc

y(x) =ke™™, keR
Etape 2. (ASM) On cherche une solution particulicre de la forme

Yp = €1 COST + cysinx, alors y; = —cy8sinx + ¢y cos x.

En remplagant, on obtient que

Y, + Yp = cosx +sinx
< (c1+e)cosz+ (ca—cp)sine = coszx +sinz

<— —ct+c=letcg+c=1

On en déduit que ¢; =0 et ¢; = 1. On obtient y,(z) = sinz
La solution générale est alors

y(z) = ke +sinz, keR.

. Etape 1.(SSM) L’équation homogene associée est 3’ — %y =0

y-y=0 = g="
e —_— =
— Inly|=In|z|+¢

Donc
y(x) =kx, keR

Etape 2.(ASM) Cherchons une solution particulicre avec la méthode de variation de la

constante : on note y,(z) = k(x).x

On doit trouver k(z) afin que y, vérifie 'équation différentielle y' — %y =
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68

/ _ oz
yp 29p = 1422

k’(aﬁ)x + k() — k(z)r =

_ 1
I T 1422

/k’xdx—

(x) = arctanx

_Z
142

IIIIM

Donc

Yp(z) = z.arctan x

La solution générale est alors

y(xr) = kx + x.arctanz, k€ R.

. Etape 1.(SSM) L’équation homogene associée est 222y +y = 0

20% +y=0 = y—:—Q
dy _

= [ =gt

= In |y| =5 fc
Donc

y(x) = ke, keER

Etape 2.(ASM) Cherchons une solution particuliere avec la méthode de variation de la
constante : on note y,(x) = k(z)es

On doit trouver k(z) afin que y, vérifie I'équation différentielle 222y’ +y = 1

2$2y;) + yp =1
= 227 (K(x)er — Hoes) + k(a)em =1

1

— K(x) = ﬁe‘zx
D’ou

1

k(x) = —e2
On en déduit que y,(z) = —er
La solution générale est alors

1

y(x) = ke —es, keR.
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4. Etape 1.(SSM) L’équation homogene associée est 3 + % =0

Y+ = i
N /dy __ [
y Ve
= Inly|=-2yzr+c
Donc
y(z)=ke " LkeR
Etape 2.(ASM) Cherchons une solution particuliére de la forme y,(z) = a
En remplacant, on obtient que
! Yp __ 1
yp + % - Vz
a 1
= G=7
On en déduit que a = 1. On obtient y,(z) =1

La solution générale est alors
y(x) =ke 2" +1, keR.

Exercice 17 Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1.y — 3y +2y =22> —6x +4

2.y 4+ 2y +y=2e"
3. y" + 2y + by = 5cos(2x) — 3sin(2z)

Solution
1. Etape 1.(SSM) L’équation homogene associée a pour équation caractéristique

r? —3r +2 = 0 de racines 1 et 2

La solution générale homogene est donc

(&) = A" + pe*
Etape 2.(ASM) On cherche une solution particuliere de la forme y,(z) = az® + bz + ¢

Alors
yy(x) = 2ax +bet y, (z) = 2a

En remplagant, on trouve
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70

Yo — 3y, + 2y, = 22 — 62 + 4
< 2a—3(2ax + b) + 2(ax® + bx + ¢) = 22* — 6z + 4
< 2az’+ (—6a + 2b)x + 2a — 3b+ 2c = 22* — 62 + 4

On en déduit que a =1, b =0 et ¢ = 1. On obtient y,(z) = 2? + 1

La solution générale est alors

y(x) = X" +pe* +2* +1 N peR.

. Etape 1.(SSM) L’équation homogene associée a pour équation caractéristique

r2 4+ 2r + 1 = 0 de racine double -1.

La solution générale homogene est donc
y(z) = Az + p)e™
Etape 2.(ASM) On cherche une solution particuliere de la forme y,(x) = az®e=*. Alors
yr(z) = a(—a® + 22)e " et ) (2) = a(a® — 4z + 2)e™"
En remplacant, on obtient que

Y, + 2y, +yp = 2e"
< a(2? — 4z +2)e " + 2a(—2? 4+ 2x)e " + ax’e " = 27"
= 2ae " =277

T

On en déduit que a = 1. On obtient y,(z) = 2%~

La solution générale est alors

y(z) = Mz + ple ™ +2’e™™ avec A\, € R,

. Etape 1.(SSM) L’équation homogene associée a pour équation caractéristique

r>+2r+5=0 de racines r = —1 4+ 2i

La solution générale homogene est donc
y(r) = e *(Acos(2x) + psin(2x)).

Etape 2.(ASM) On cherche une solution particuliere de la forme



V.3 Equations différentielles linéaires du second ordre

Yp(z) = acos(2z) + bsin(2x). Alors
y,(r) = —2asin(2x) + 2bcos(2x) et y, (v) = —4a cos(2x) — 4bsin(2z)
En remplagant, on obtient que

Y, + 2y, + 5y, = 5 cos(2x) — 3sin(2x)
< (a+4b)cos(2z) + (—4a + b) sin(2z) = 5 cos(2z) — 3sin(2z)

On en déduit que a = let b = 1. On obtient y,(z) = cos(2x) + sin(2x).

La solution générale est alors

y(r) = e *(Acos(2x) + psin(2x)) + cos(2x) + sin(2z) avec A\, u € R.
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Chapitre VI

Fonctions de plusieurs variables

1 Généralités sur les fonctions de plusieurs variables

1.1 Définitions
DEFINITION 1.1
Une application de R", ou d'une partie D C R", dans R est appelée fonction réelle de n variables

réelles. i.e de la forme suivante :

f:DCR* — R

(x17x27”' 7xn) — f<x17x27”' 7xn)

ou D est le domaine de définition de f.

EXEMPLE 1.2

Les fonctions f et g définies par

f:R? — R
(z,y) — flz,y)=2+y,

et
g:R? — R

(x,y) — g(z,y) = 2>+,
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ExXEMPLE 1.3

Les fonctions f et g définies par

f:R2 — R?
(z,y) — flz,y) = (x+y* 3z +y)

et
g:R? — R?

; (2 22 2 2
(l‘,y) g(x,y)—(x,y,:c _y)a

sont des fonctions réelles a plusieurs variables.

On s’intéressera aussi parfois aux fonctions de n variables et a valeurs vectorielles

f:R*" — R™.

1.2 Représentation graphique

Une fonction d’une variable définie sur un domaine D C R et a valeurs réelles est décrite par

son graphe, qui est le sous-ensemble de R? définie par
Gy = {(x. f(z)) € R% z € D},

et que 'on représente par la courbe du plan d’équation y = f(z).
Dans le cas d’'une fonction de deux variables définie sur un domaine D C R? et a valeurs

réelles, on définie de méme graphe
Gy ={(z,y, f(z,y)) € R* (2,y) € D},
et que 'on représente comme une suface d’équation z = f(z,y) dans l'espace a 3 dimensions.

EXEMPLE 1.4

La représentation géométrique de la fonction
fla,y) =a® +y*
La notion de graphe s’étend de maniere évidente au cas des fonctions de n variables.

DEFINITION 1.5 (GRAPHE D’UNE FONCTION)

On appelle graphe d’'une fonction fde n variables définie sur un domaine D C R" et a valeurs
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réelles, ensembles des points (z, f(x)) C R™™ ot x parcours D. Le graphe de f est noté

Gr={(x, f(x)) e R"; 2z € D CR"}.

2 Limites des fonctions de plusieurs variables

Soit f une fonction d’une partie de R™ a valeurs dans R, définie au voisinage d’un point a,

sauf peut-étre en a, et soit [ € R.

DEFINITION 2.1

On dit que la fonction f admet [ pour limite au point a si
Ve>0,30>0:0< ||z —a| <d=|f(x) =] <e,
et on écrit lim f(z) = I.

DEFINITION 2.2

On dit que la fonction f tend vers 400 (resp. —oo) au point a si
VA>0,30>0:0< ||z —a|]| <0 = f(z) > A(resp.f(x) < —A).
et on écrit lim f(x) = doo.

THEOREME 2.3

Si une fonction admet une limite en un point alors cette limite est unique.

3 Continuité d’ une fonction de R" dans R

DEFINITION 3.1
Une fonction f définie au voisinage d'un point a € R™ a valeurs dans R est dite continue au

point a si lim f(z) = f(a), c’est-a-dire si

Ve>0,30>0: ||z —al| <0 = |f(x) — f(a)| <e.

DEFINITION 3.2

Une fonction f est continue sur un ensemble D si elle est continue en tout point de cet ensemble.
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EXEMPLE 3.3
1. f(x,y) = 2 +y* — 2y + y est continue dans R? (polyndéme du second degré a deux

variables).

2. f(z,y,2) = €Y + zy* — 2 est continue dans R? (somme d’une exponentielle et d’un
polynéme)

Exercice Soit f la fonction définie sur R? par

f(x y) = { iﬁxii/lﬂ (fL’,y) i (0,0),

0 (z,y) = (0,0). (VL1)

La fonction f est-elle continue en (0,0) ?
On pose x = y = t, et on fait tendre ¢ vers 0. On a alors f(¢,t) = %
En faisant tendre t vers 0, on voit que ceci tend vers %, qui n’est pas 0. La fonction f n’est

pas continue en (0, 0).

4 Fonctions différentiables

4.1 Dérivée partielles, gradient et matrice jacobienne

DEFINITION 4.1 (DERIVEE PARTIELLE)
On dit que la fonction f : D — R admet une dérivée partielle par rapport a la i-ieme variable
au point a. On appelle alors dérivée partielle de f par rapport a la i-ieme variable, au point a

le nombre noté g—a{i(a) défini par

8f (a) — lim f(a1,-.. ’ai_l,ai+h,ai+1’... ’an) _ f(a)
Ox; h—0 A
EXEMPLE 4.2
On considere la fonction f(z,y,z) = xy? 4+ y® + x2. Alors la dérivée partielles par rapport a y
vaut :
of

gy(l’, y,z) = 2xy + 3y

EXEMPLE 4.3
La fonction f: R? — R définie par f(x,y) = sin(xy) admet des dérivées partielles par
rapport aux variables z et y en tout (x,y) de R? et on a

of of

vJ _ YJ _ 2
5y (@) = yeos(ay). S (ay) = wcos(ay), V(ay) € R
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Différentielles Totale
DEFINITION 4.4
Soit la fonction f : R? — R admettant des dérivées partielles par rapport aux variables z et

y. On appelle différentielle totale de f :

f of ,

o+ dy

df = By

REMARQUE 4.5

Evidemment si f est une fonction de trois variables (z,y, z) alors on a :

gy Oy O

df = Oz oy 0z

Dérivée de fonctions composées

Soit f une fonction de deux variables u et v elles-méme fonctions des deux variables x et y.

f:R? —» R? u:RZ—= R v:R? =R
(u,v) = f(u,v) () = u(z, y) (z,y) = v(z,y)

On peut définir la fonction composée F(x,y) = f(u,v) = f(u(z,y), v(x,y)) Lorsque les

dérivées partielles premieres qui interviennent sont définies, on a

0 n 0 v
IE (2, y) = S (u(z, y),v(z,y)) x 2(z,y) + L (u(z,y), v(z,y)) x 2(z,y)
% (w,y) = SL(ule,y), v(x,y)) x $4(x,y) + G (ulz,y), v(z,y)) x Gz, y

DEFINITION 4.6 (GRADIENT)

Si f est une fonction de I dans R admettant des dérivées partielles en a, on appelle gradient
de f en a noté gradf(a) ou V f(a) défini par

wdso) = (5L0) = (G gl 5lw)
EXEMPLE 4.7

Calculer le gradient de f(x,y, z) = 2% + 2y* + 322

of Of 0
Vf(z,y,z2)= (8;: 675 (3];) = (22,4y,62)
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DEFINITION 4.8 (MATRICE JACOBIENNE)
Si f est une fonction de I dans R™ admettant des dérivées partielles en a, on appelle matrice jacobienne

de f en a la matrice a m lignes et n colonnes notée Jacy(a) défini par

@) - 2@ - B
@) e @ o P
Fl@) o Ga) e G
EXEMPLE 4.9
1. f:R? —R 2.g:R? — R?
(z,y) — flz,y) =2* —ay (z,y) = g(z,y) = (=* + y,y*)
1.
Jac(f):(% %)Z(Q:C—y —x)
2.

gL on 20 1
Jac(g) = 92 9% | =
8%2 %—];2 0 2y
4.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

DEFINITION 4.10
Soit f : D C R™ — R une fonction admettant sur D une dérivée partielle %. Si la fonction

572 : D — R admet une dérivée partielle 667’; (z%) par rapport a la j-ieme variable au point

a, on dit que % (%) (a) est une dérivée partielle d’ordre 2 au point a par rapport a la i-iéme
J i

et j-iéme variables pries dans cet ordre.

NotTATION 4.11

of

ax,) (a) est généralement noté 0% f (a).

La dérivée partielle 9e; ( a0,

EXEMPLE 4.12
Cherchons les dérivées partielles d’ordre 3 de la fonction f : R? — R définie par

flz,y) =z +y— a2y
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1. Les dérivées partielles d’ordre 1 sont

of s Of 9 9
ZL =1-2 -~ =1- .
ém«(ﬂc,y) xy°, 8y(ﬂf,y) 3x%y

2. Les dérivées partielles d’ordre 2 sont

82f B 5 82f B ) a2f B 82f B )
@(%y) = -2y, @(w,y) = —6z7y, &Cay(x,y) = 8y8x<x’y) = —6xy”.

3. Les dérivées partielles d’ordre 3 sont

’r T ) S | S
%("L‘ay) - Oa Ty:g(xvy) = —6z ) axayz (xay) - ayQam(xvy) - _12$y7
>’f >’f 2

B —— = — 2 _— = —
0220y (z,y) = —6y7, g0 (z,y) = —6y".

DEFINITION 4.13
Soit f une fonction de D C R™ dans R, k € N*. On dit que f est de classe CF sur D et on écrit

f € C¥(D) si toutes ses dérivées partielles jusqu’a 'ordre k existant et sont continues sur D.

Théoreme de Schwarz
THEOREME 4.14

Soit f: D C R? — R une fonction telle que 1 ot 21 oxistent sur D et sont continues au

92 9? o o
point a. Alors Bmgy<a> = 8yaf;(a).

COROLLAIRE 4.15
Si f est de classe €2 sur D C R", on a alors en tout point de D

o’f 9*f
39@8@ B 8@83@-’

1<i4,j<n.

Exercice

Exercice 18 Dans chaque cas, déterminez et représentez le domaine de définition des

fonctions données.
N
L flz,y) = —F——,
VY
2. f(z,y) =In(z +y).
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3. fla,y) = =T
4. f(x,y) = QJQ/EZQ
5. f(z,y) = W
1
6. f(r,y) = W
Solution

L flz,y) = NG
D= {(z,y) e R?/y < a* et y >0},

%
r
1-
®

2. fz,y) = In(z +y)
On doit avoir = +y > 0 pour que In(z + y) existe. Dot D = {(z,y) € R*/y > —z}.

}_r k

W

X
3 _ InQy)
D={(z,y) ER*/y>0etx>y}.
f
Va
X

4. D ={(z,y) € R¥/x >0, (x,y) # (0,0)},

80
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5. foy) = YT

r—1

Pour que le numérateur existe, nous devons avoir x +y + 1 > 0
D={(z,y) eR*/y > —x —1, x # 1},
R

6. fz,y) = 7
On doit avoir zy > 0, donc = et y ont le méme signe. D = {(x,y) € R?/zy > 0},

B
y

Dy

7. flz,y) = xln(y* —2)
On doit avoir y*> — 2 > 0 pour que In(y* — z) existe. D’ou D = {(z,y) € R*/y* > z},

3
Y

Exercice 19 Calculez les dérivées partielles des fonctions suivantes :
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L. f(z,y) = cos(z)sin(y), V(z,y) € R?,
2. f(z,y) =V1+aZ+y? VY(zy) R
3. flzy) =14, V(z,y) € R
4. f(z,y,2) =exp (z®> +y?) In(1 + 2*), V(z,y,2) € R3.
flay) =a¥, V(z,y) € R
Solution

1. Pour tous réels z et y,

gi(x, y) = —sin(z)sin(y) et gg(x,y) = cos(z) cos(y).

2. Pour tous réels x et vy,

g(x " g(x A
R e E N T N

3. Pour tous réels x et vy,

af<x>y):; et 7('%7?/):7

4. Pour tous réels z, y et z

g‘;(x, y,z) = 2z exp (z° + y*) In(1 + 2*) gg(x, y,z) = 2yexp (z° + y*) In(1 + 2*)
of B 5 o 42°
et &(x,y,z)—Zmexp(a; +y)1+z4.

5. Pour tous réels x et y,

0 0
a‘;(:v,y) =yt et a]yt(:z,y) = In(x)xY.

Exercice 20 Calculer la différentielle des fonctions suivantes :

L. f(z,y) = 2*sin(y)
2. f(z,y,2) = 22327 + x +sin(z) + V2

Solution
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1. Pour tous réels z et y,

gi(% y) = 2zsin(y) et g”;(x, y) = 2% cos(y).

D’ou

df (z,y) = (2zsin(y))dz + (2* cos(y))dy.

2. Pour tous réels x, y et z

0
gf(ac, y,z) = 2xy°2" +1 (z););(x, y,2) = 32%y*2" et aﬁ(x,y, z) = T2%y*2% + cos(z2).
x
D’ou

df (z,y,2) = (22y*2" + 1)dx + (32°y*2")dy + (T2*y*2° + cos(2))dz.
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