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Introduction générale

La théorie des échelle de temps a été introduite par le mathématicien Allemand

STEFAN HILGER en 1988 dans sa thèse de doctorat, il a des applications dans

tous les domaines nécessitant la modélisation simultanée de données discrètes et

continues, où une échelle de temps T est un sous-ensemble non vide fermé de l’en-

semble des nombres réels R.

La dérivée fractionnaire est un dérivée d’un ordre arbitraire,réel ou complexe,

la première apparition du concept d’un dérivée fractionnaire se trouve à la fin de

17emesiècle, elle commence par une lettre écrite qui découle d’une question posée

en 1695 par M. Hôpital (1661− 1704) à G. Leibniz (1646− 1716), qui cherchait

le sens de celui de Leibniz actuellement populaire notation dny

dxn
= Dny pour la

dérivée d’ordre n ∈ N sur la possibilité que n soit une fraction (Et si n = 1
2 ?). Dans

sa réponse en 1695, Leibniz écrit à L’Hôpital comme suit : "Cela conduira à un

paradoxe".

En suite, plusieurs mathématiciens ont contribué à son développement : Laplace

(1812), Fourier (1822), Abel (1823−1826), Liouville(1832−1873), Riemann (1847),

Grunwald (1867− 1872), Letnikov (1868− 1872), Laurent(1884), Nekrassov (1888),

Krug (1890) et Hadamard (1892).

Au cours des dernières années un intérêt considérable est attribué aux applica-

tions des dérivées fractionnaire(d’ordre non-entier)dans plusieurs domaines.Il a été

trouvé que dans le champ des interdisciplinaires,beaucoup des systèmes peuvent être

décrits par des équations différentielles d’ordre fractionnaire, par exemple :

• Les dérivée fractionnaire ont été utilisées largement dans le modelé mathéma-
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tique de la visco-élasticité des matières.

• Les problèmes électromagnétiques peuvent être décrits en utilisant les équa-

tions intégro-différentiels fractionnaires.

• En biologie,il a été déduit que les membranes de cellules d’organisme biologi-

quement la conductance électrique d’ordre fractionnaire, et alors est classé en

groupe de modelés d’ordre non-entier.

Ce mémoire se compose de trois chapitre.

Le premier chapitre : on a étudier les calculs sur les échelles de temps et on

a présenter des résultat principaux sur la différentiabilité et l’intégration : défini-

tion,lemme et théorème.

Dans le deuxième chapitre : on a donner quelques résultats utile concernant

l’intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville sur une

échelles de temps T, et identifier la relation entre les deux, ce chapitre est partagé

en deux sections :

La première section,on a définir la dérivée fractionnaire et on a utilisé la définition

de l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville sur une échelles de tempsT.

La deuxième section, contient les démonstration des propriété fondamentales des

opérateur fractionnaire sur les échelle de temps.

Le troisième chapitre : on s’intéresse à l’existence et l’unicité des solutions

pour les équations différentielles du premier d’ordre sur un intervalle borné dans

l’échelle de temps et une équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Riemann-

Liouville sur un intervalle borné R.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les échelles de temps et nous présentons

également des résultats principaux sur la différentiabilité et l’intégration,en fin rap-

pelons quelques théorèmes et définitions.

Démonstrations peuvent être consultées dans les livres [3, 4]

1.1 La Théorie des échelles de temps

1.1.1 Calculs sur les échelles de temps

Définition 1.1.1. [3, 4]Une échelle de temps T est un ensemble non vide fermé de

l’ensemble des nombres réels R.

Exemple 1.1.1. Les ensembles R, Z et N sont des exemples des échelles de temps.

Exemple 1.1.2. Soit h un nombre réel positif fixé, on définit l’échelle de temps par

hZ :

hZ := {hz : z ∈ Z} = {...,−3h,−2h,−h, 0, h, 2h, 3h...}.

Exemple 1.1.3. Soit q un nombre réel positif fixé. On définit l’échelle de temps qZ

par :

qZ = {qz : z ∈ Z} ∪ {0} = {...q−3, q−2, q−1, 1, q, q2, q3, ...} ∪ {0}.

Définition 1.1.2. [3, 4] Soit T une échelle de temps. Pour t ∈ T, on définit l’opé-

rateur de saut-avant σ : T→ T par

σ(t) := inf{s ∈ T : s > t}.
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et l’opérateur de saut-arrière ρ : T→ T par

ρ(t) := sup{s ∈ T : s < t}.

Par convention, on suppose : inf ∅ = supT, i.e σ(t) = t si T admet un maximum t,

sup ∅ = inf T, i.e ρ(t) = t si T admet un minimum t.

Définition 1.1.3. [3, 4]La fonction de granulation µ : T→ [0,∞) par

µ(t) := σ(t)− t.

Les définitions ci-dessus pour l’opérateur de saut avant et l’opérateur de saut

arrière prêtent à la classifications des points dans une échelle de temps.

Définition 1.1.4. [3, 4]Soit T échelle de temps, t ∈ T :

1. Si σ(t) > t, on dit que t est un point dispersé à droite.

2. Si σ(t) = t et t < supT, on dit que t est un point dense à droite.

3. Si ρ(t) < t, on dit que t est un point dispersé à gauche.

4. Si ρ(t) = t et t > inf T, on dit que t est un point dense à gauche.

5. Si un point est dispersé à droite et à gauche,(i.e ρ(t) < t < σ(t)), on dit qu’il

est isolé.

6. Si un point est dense à droite et à gauche (i.e t = σ(t) = ρ(t)), on dit qu’il est

dense.

Exemple 1.1.4. Soit T une échelle de temps, t ∈ T.

· Si T = R, on a σ(t) = ρ (t) = t et µ (t) = 0, donc, chaque point de R est dense..

· Si T = hZ, avec h > 0, alors

σ(t) = t+ h, ρ(t) = t− h, µ (t) = h.

Donc, chaque point de hZ est isolé.

Définition 1.1.5. [3, 4]Soit T une échelle de temps.

· Si T admet un maximum M dispersé à gauche on pose Tk := T − {M}, si non
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Tk := T.

Tk :=

 T\ (ρ (supT) , supT] , si supT <∞

T, si supT =∞

· Si T admet un minimum m dispersé à droit on pose Tk := T−{m}, si nom Tk = T.

Définition 1.1.6. [3, 4]Soit f : T → R une fonction, on définit la fonction fσ :

T→ R par :

fσ(t) := (f ◦ σ)(t) = f(σ(t)), pour tout t ∈ T.

1.1.2 Différentiabilité

Maintenant nous considérons une fonction f : T → R et on définit la delta

dérivée de f en un point t ∈ Tk de la façon suivante.

Définition 1.1.7. [3, 4]Soit f : T→ R une fonction et soit t ∈ Tk. On dit que f et

∆-différentiable en t s’il existe un nombre réel f∆(t) ∈ R tel que pour tout ε > 0, il

existe un voisinage U de t (i.e, U = (t− δ, t+ δ)⋂T pour certain δ > 0) tel que

|fσ(t)− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)| ≤ ε|σ(t)− s|, pour tout s ∈ U .

On appelle f∆(t) la ∆-dérivée de f en t.

Si f est ∆-différentiable en tout t ∈ Tk, alors f∆ : Tk → R est appelée la delta

dérivée de fsur Tk.

Rappelons quelques propriétés de la delta dérivée qui sont utilisées dans ce tra-

vail.

Théorème 1.1.1. [3, 4]Soit f :T→ R une fonction et soit t ∈ Tk.

1. Si f est ∆-différentiable en t, alors f est continue en t.

2. Si t est dispersé à droite et f est une fonction continue en t, alors f est

différentiable en t et

f∆(t) = f(σ(t))− f(t)
µ(t) .

3. Si t est dense à droite alors f est ∆-différentiable en t, si seulement si lim
s→t

f(t)− f(s)
t− s
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existe et finie. Dans ce cas on a

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)
t− s

.

4. Si f est différentiable en t, alors

fσ(t) = f(t) + µ(t)f∆(t).

Théorème 1.1.2. [3, 4]Soient f ,g :T → R deux fonction ∆-différentiables en t ∈

Tk. Alors on a les propriétés suivantes :

1. f + g : T→ R est ∆-différentiable en t et

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t).

2. Pour tout constante α ∈ R, αf : T→ R est ∆-différentiable en t et

(αf)∆(t) = αf∆(t).

3. f, g : T→ R est ∆-différentiable en t et

(fg)∆(t) = f∆(t)g(t) + f(σ(t))g∆(t)

= f(t)g∆(t) + f∆(t)g(σ(t)).

4. Si f(t)fσ(t) 6= 0, alors 1
f

est ∆-différentiable en t et

(
1
f

)∆

(t) = − f∆(t)
f(t)f(σ(t)) .

5. Si g(t)gσ(t) 6= 0, alors f
g
est ∆-différentiable en t et

(
f

g

)∆

(t) = f∆(t)g(t)− f(t)g∆(t)
g(t)g(σ(t)) .

Enfin, nous présentons la propriété de la composée (f ◦ g)∆, pour f : R→ R et

g : T→ R. Elle a été démontrée par Christian Pötzsche en 1988.
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Théorème 1.1.3. [3, 4]Soient f : R → R une fonction continûment différentiable

et g : T→ R une fonction ∆-différentiable.

Alors f ◦ g est ∆-différentiable et on a la formule suivante :

[f ◦ g]∆ (t) = g∆(t)
[∫ 1

0
f

′ [hg (t) + (1− h) gσ (t)] dh
]
.

1.1.3 Intégration

Pour introduire la notion de la ∆-intégrabilité sur les échelles de temps, nous

avons besoin tout d’abord de décrire les fonctions qui sont intégrables et pour cela

nous présentons les concepts suivants :

Définition 1.1.8. [3, 4]Nous dirons qu’une fonction f : T→ R est régulière si sa

limite à droite existe en tout point dense à droite de T et sa limite à gauche existe

en tout point dense à gauche de T.

Théorème 1.1.4. [3, 4]Soit f : T → R une fonction régulière, alors il existe une

fonction F qui est pré-différentiable avec une région de différentiation D tel que :

F∆(t) = f(t), pour tout t ∈ D.

Définition 1.1.9. [3, 4]Soit f : T→ R une fonction régulière, on définit l’intégrale

indéfinie par : ∫
f(t)∆t := F (t) + C,

où C est une constante arbitraire et F est la primitive de f.

Définition 1.1.10. [3, 4]Soit f : T→ R une fonction régulière, on définit l’intégrale

de Cauchy par

∫ b

a
f(t)∆t := F (b)− F (a), pour tout a, b ∈ T.

Définition 1.1.11. [3, 4]La fonction F : T→ R est appelée la primitive de f : T→

R, telle que

F∆(t) = f(t), pour tout t ∈ Tk.
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Définition 1.1.12. [3, 4]Une fonction f : T → R est dite rd-continue si elle est

continue en tout point dense à droite de T et si sa limite à gauche existe et finie en

tout point dense à gauche de T.

On note l’ensemble des fonctions f : T→ R rd-continue sur T par :

Crd = Crd(T) = Crd(T,R),

et l’ensemble des fonctions f : T→ R est ∆-différentiable et ses dérivées rd-continue

sur Tk par :

C1
rd = C1

rd(T) = C1
rd(T,R).

Théorème 1.1.5 (Existence d’Antidérivées). [3, 4] Chaque fonction rd-continue a

une antidérivée. En particulier si t0 ∈ T, alors F défini par :

F (t) :=
∫ t

t0
f(τ)∆τ, pour tout t ∈ T.

est une antidérivée de f.

Théorème 1.1.6. [3, 4]Soient f, g : T→ R deux fonctions, on a :

1. Si f est continue, alors f est rd-continue.

2. Si f est rd-continue, alors f est régulière.

3. L’opérateur de saut avant σ est rd-continue.

4. Si f est rd-continue ou régulière, alors f ◦ σ c’est ainsi.

5. Si f est continue et g est rd-continue ou régulière, alors f ◦ g est également

rd-continue ou régulière respectivement.

Le théorème suivant fournit plusieurs propriétés élémentaires de la delta inté-

grale.

Théorème 1.1.7. [3, 4]Si a, b, c ∈ T, α ∈ R et f, g ∈ Crd(T,R), alors

1.
∫ b

a
[αf(t) + g(t)]∆t = α

∫ b

a
f(t)∆t+

∫ b

a
g(t)∆t.

2.
∫ b

a
f(t)∆t = −

∫ a

b
f(t)∆t.

3.
∫ b

a
f(t)∆t =

∫ c

a
f(t)∆t+

∫ b

c
f(t)∆t.
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4.
∫ b

a
f(t)g∆(t)∆t = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b

a
f∆(t)g(σ(t))∆t.

5.
∫ a

a
f(t)∆t = 0.

6. Si |f(t)| ≤ g(t) sur [a, b) ∩ T, alors

∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(t)∆t

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
g(t)∆t.

7. Si f(t) ≥ 0, pour tout a ≤ t ≤ b, alors
∫ b

a
f(t)∆t ≥ 0.

8. Pour tout t ∈ T, alors
∫ σ(t)

t
f(τ)∆(τ) = µ(t)f(t).

1.1.4 L’intégrale de Lebesgue sur les échelles de temps

dans cette partie, nous définissons une théorie de la mesure et l’intégration pour

les échelles de temps T bornées où a := minT et b := maxT.

Définition 1.1.13. [5]Soit F1 une famille d’intervalles fermés à gauche et ouverts

à droite de T de la forme

[c, d) = {t ∈ T : c ≤ t < d}.

où c, d ∈ T et c ≤ d.

Définition 1.1.14. [5]On définit une mesure additive m1 : F1 → R par

m1 ([c, d)) = d− c.

Une mesure extérieure m∗1 : P (T)→ R est définie par :

pour un ensemble arbitraire E ⊂ T

m∗1 (E) =


inf

{∑k=n
k=1 m (Ak) : E ⊂

k=m⋃
k=1

Ak avec Ak ∈ F1

}
si b /∈ E,

+∞ si b ∈ E.

Définition 1.1.15. [5]Un ensemble A ⊂ T est ∆-mesurable si la relation

m∗1 (E) = m∗1 (E ∩ A) +m∗1 (E ∩ (T\A)) ,
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est vérifiée pour tout ensemble E ⊂ T.

Maintenant, on considère la famille

M (m∗1) = {A ⊂ T : A est ∆−mesurable} ,

et la mesure µ∆ comme étant la restriction de m∗1 sur l’ensembleM (m∗1) .

Nous présentons plusieurs concepts de la mesure générale et de l’intégration,

appliqués à l’espace mesurable complet avec le triplet (T,M (m∗1) , µ∆). Cet espace

mesuré est utilisé pour définir la ∆-mesurabilité et la ∆-intégrabilité des fonctions

f : T→ R.

Lemme 1.1.1. [5]L’ensemble de tous les points dispersés à droit de T est dénom-

brable, c’est-à-dire, il existe I ⊂ N et {ti}i∈I ⊂ T tels que

R := {t ∈ T : σ (t) > t} = {ti}i∈I . (1.1)

Pour E ⊂ T, nous définissons

IE := {i ∈ I : ti ∈ E ∩R} ,

avec I ⊂ N et {ti}i∈I ⊂ T.

Voici une correspondance intéressante qui existe entre la mesure µ∆ sur T et la

mesure de Lebesgue µL sur R.

Théorème 1.1.8. [5]Soit A ⊂ T. Alors A est ∆-mesurable si et seulement si A

est mesurable pour la mesure de Lebesgue. Dans ce cas, si b /∈ A, nous avons la

propriété suivante

µ∆(A) =
∑
i∈IE

(σ(ti)− ti) + µ(A).

Soit une fonction f : T → R, nous avons besoin d’une fonction auxiliaire qui

prolonge f̃ à l’intervalle [a, b] , f̃ : [a, b]→ R définie par :

f̃ (t) :=

 f (t) si t ∈ T,

f (ti) si t ∈ (ti, σ (ti)) , pour i ∈ I.
(1.2)
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Proposition 1.1.1. [5]Soient f : T→ R et f̃ son extention sur [a, b]. Alors, f est

∆−mesurable si et seulement si, f̃ est mesurable au sens de Lebesgue.

Le théorème suivant donne une formule pour calculer Lebesgue ∆−intégrale.

Théorème 1.1.9. [5]Soient E ⊂ T un ensemble ∆−mesurable tel que b /∈ E et

Ẽ = E ∪ (∪i∈IE(ti, σ(ti))). Si f : T→ R une fonction ∆−intégrable, alors

∫
E

f(s)∆s =
∫
E

f(s)ds+
∑
i∈IE

µ (ti) f (ti) .

Définition 1.1.16 (Espace de Lebesgue sur les échelles de temps). [14]Soit p ∈ R

avec 1 ≤ p <∞ et soit E ⊆ T un ensemble ∆-mesurable ; on pose

Lp∆ (E,R) :=
{
f : E −→ R; f est ∆−mesurable et

∫
E
|f |p ∆t <∞

}
.

On note la norme sur Lp∆ (E,R)

‖f‖Lp∆(E,R) :=
(∫

E
|f (t)|p ∆t

) 1
p

.

1.2 Définitions et Théorèmes d’analyses Fonction-

nelles

Cette section est consacrée à quelques définitions de l’analyse fonctionnelle et

Théorèmes du point fixe

1.2.1 Espace vectoriel normé

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle une norme sur E

toute application ‖.‖ : E → R+ telle que

(i) ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

(ii) ∀x ∈ E,∀λ ∈ K : ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ .

(iii) ∀x, y ∈ E : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (Inégalité triangulaire).

Une norme est généralement notée ‖.‖ et la couple (E, ‖.‖) est dit espace vectoriel

normé.
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Exemple 1.2.1. On définit une norme sur l’espace vectoriel C ([a, b] ,R) de la ma-

niére suivantes

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f (x)| .

Définition 1.2.2. On dit qu’un espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est complet si toute

suite de Cauchy de E est convergente. Un espace vectoriel normé qui est complet

s’appelle espace de Banach noté (E, ‖.‖) .

Dans la suite (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) désignent des espaces de Banach.

Définition 1.2.3. On dit qu’une partie A de (E, ‖.‖E) est bornée s’il existe une

boule fermée B (a, r) telle que A ⊂ B (a, r) i.e.

∃r > 0, ∃a ∈ E, A ⊂ B(a, r).

Où

∃r > 0, A ⊂ B(0, r).

Définition 1.2.4. Soit F : (E, ‖.‖E) → (F, ‖.‖F ) une application. On dit que F

est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F i.e.

F (bornée) est bornée.

Remarque 1.2.1. Soit F : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ) une application bornée, i.e, pour

tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que

pour tout x ∈ E : ‖x‖E ≤ ε implique ‖F (x)‖F ≤ δ.

Définition 1.2.5. Soient a ∈ E et F : (E, ‖.‖E) → (F, ‖.‖F ). On dit que F est

continue au point a si et seulement si, pour tout ε > 0, il existe δ > 0, pour x ∈ E,

on a

‖x− a‖E < δ implique ‖F (x)−F (a)‖ < ε.

Définition 1.2.6. On dit que F : (E, ‖.‖E) → (F, ‖.‖F ) est k−lipschitzienne si,

pour tout x, y ∈ E, on a

‖F (x)−F (y)‖ ≤ k ‖x− y‖E .

Lorsque k < 1, on dira que F est contractante.
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Proposition 1.2.1. Une application F : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ) est continue au point

x, si et seulement si pour tout suite (xn)n converge vers x dans E, alors (F (xn))n
converge vers F (x) dans F.

Définition 1.2.7. Soit E un espace vectoriel sur R. Un ensemble M ⊂ E est dit

convexe si

∀u, v ∈M, ∀λ ∈ [0, 1] , on a λu+ (1− λ)v ∈M.

Définition 1.2.8. Un ensemble M est relativement compact si M est compact.

Définition 1.2.9. Soient (E, ‖.‖E) , (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach. L’application

F : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ) est dite compacte si :

i) F est continue sur E.

ii) F(E) est relativement compact dans F .

Définition 1.2.10. Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach. L’appli-

cation F : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ) est dite complètement continue si :

i) F est continue sur E.

ii) Pour tout sous-ensemble borné A de E, implique que F(A) est relativement com-

pacte dans F.

Définition 1.2.11. Soit F : (E, ‖.‖E) → (E, ‖.‖E) une application. Un élément

x0 de E est dit point fixe de F si :

F (x0) = x0.

1.2.2 Théorème d’Arzéla-Ascoli

Définition 1.2.12 (Equicontinuité). Soit (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖E) espaces normés et H

une partie de C (E,F ). On dira que H est équicontinue en x0 si pour tout ε > 0, il

existe η > 0, tel que

∀x ∈ E, ‖x− x0‖E < η implique ‖f (x)− f (x0)‖F < ε, ∀f ∈ H.

On dira que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de E.
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Remarque 1.2.2. Le point important, η ne dépend pas de f .

Théorème 1.2.1 (Arzéla-Ascoli). Soit K un sous-ensemble compact dans E et

(F, ‖.‖F ) un espace de Banach. Soit H une partie de C (K,F ) . Alors, H est rela-

tivement compacte dans C (K,F ) si et seulement si les conditions suivantes sont

vérifiées :

i) H est équicontinue

ii) ∀x ∈ K, Hx = {f (x) : f ∈ H} est relativement compacte dans F .

1.2.3 Théorème du point fixe de type Leray Schauder

Le théorème du point fixe de Schauder affirme qu’une application continue sur

un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théorème 1.2.2 (Schauder). [1] Soit M un sous-ensemble de E fermé et convexe

et F : M → M une application continue telle que F (M) est relativement compact.

Alors F possède un point fixe.

Plus généralement, si M est un compact convexe alors toute fonction continue de

M sur M possède un point fixe.

1.2.4 Théorème du point fixe de Banach

Théorème 1.2.3. [1] Soit (E, ‖ . ‖E) un espace de Banach et F : E → E une

contraction, s’il existe 0 < k < 1, tel que :

∀y1, y2 ∈ E, ‖F(y1)−F(y2)‖E ≤ k ‖y1 − y2‖E ,

alors l’opérateur F admet un point fixe unique x ∈ E.

1.3 Fonctions spéciales

Définition 1.3.1 (Fonction Gamma). On appelle fonction Gamma d’Euler noté

Γ(z) avec z est un nombre complexe, la fonction

Γ(z) =
∫ ∞

0
tz−1e−tdt, Re(z) > 0.
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Définition 1.3.2 (Fonction Béta). La fonction Béta ou fonction de Bessel du second

espèce est définie par :

β(z, w) =
∫ 1

0
tz−1(1− t)w−1dt, z, w ∈ C avec Re(z) > 0, Re(w) > 0.

Lemme 1.3.1. La fonction gamma satisfait les la formules suivantes

(i) Pour tout z ∈ C tel que Re(z) > 0 : Γ(z + 1) = zΓ(z),

(ii) Pour tout n ∈ N∗ : Γ(n) = (n− 1)!,

(iii) Pour tout n ∈ N∗ : Γ(n+ 1
2) = (2n)!

√
π

4nn! .

Lemme 1.3.2. La fonction Béta satisfait les la formules suivantes

(i) Pour tout z, w ∈ C, tel que Re(z) > 0, Re(w) > 0 : β(z, w) = Γ(z)Γ(w)
Γ(z+w) .

(ii) Pour tout z, w ∈ C, tel que Re(z) > 0, Re(w) > 0 : β(z, w) = β(w, z).

(ii) Pour tout z, w ∈ C, tel que Re(z) > 0, Re(w) > 0 : β(z, w+1) = w
z
β(z+1, w) =

w
z+wβ(z, w).
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Chapitre 2

Calcul fractionnaire aux sens de

Riemann-Liouville sur les échelles

de temps

Dans ce chapitre on va donner clairement quelques résultats utiles concernant

l’intégrale et la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville sur une

échelle de temps T et on va identifer la relation entre les deux.

La notion de différenciation fractionnelle sur les échelles de temps est introduite

et ensuite seulement à l’aide d’un tel concept, l’intégrale de fraction est définie.

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

sur les échelles de temps

Définition 2.1.1 (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville sur les échelles de

temps). [2]Supposons que T est une échelle de temps, [a, b] est un intervalle de T

et h est une fonction intégrable sur [a, b], soit α un nombre réel, tel que α > 0,

l’intégrale fractionnaire d’ordre α de h est définie par :

T
aI

α
t h(t) :=

∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α) h(s)∆s, (2.1)

où Γ est la fonction gamma.
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Exemple 2.1.1. Si T = R. Soit la fonction puissance suivante :

h(t) = (t− a)α, pour tout t > a, avec a ∈ R.

Dans ce cas on a

T
aI

α
t h(t) = Iαa h(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1(s− a)αds

On change de variable en posant s = a+ (t−a)v, ce qui donne ds = (t−a)dv, alors

Iαa h(t) = 1
Γ(α)

∫ 1

0
(t− a)α−1(1− v)α−1(t− a)αvα(t− a)dv

= (t− a)2α

Γ(α)

∫ 1

0
(1− v)α−1vαdv.

En utilisant la d´efinition de Béta, on trouve

Iαa h(t) = β(α + 1, α)
Γ(α) (t− a)2α = Γ(α + 1)

Γ(2α + 1)(t− a)2α.

Remarque 2.1.1. Si T = R, soit h une fonction constante sur R, c’est-à-dire

h (x) = C ∈ R, l’intégrale d’une fonction constante de Riemann-Liouville est donnée

par :

Iαa (h) = C

Γ (α)

∫ x

a
(x− t)α−1 dt

= C

Γ (α + 1) (x− a)α . (2.2)

Exemple 2.1.2. Si T = N. Soit h une fonction constante sur N, c’est-à-dire h(t) =

c, avec c ∈ R. Nous prenons a = 1, alors

N
1 I

α
t h(t) = c

Γ(α)

∫ t

1
(t− s)α−1∆s.

Nous rappelons que l’intégrale sur N est défini par

∫ b

a
f (t) ∆s =

∑t=b−1
t=a f (t) , avec a, b ∈ N. (2.3)
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Donc

N
1 I

α
t h(t) = c

Γ(α)
∑s=t−1

s=1 (t− s)α−1

= c

Γ(α)
[
(t− 1)α−1 + (t− 2)α−1 + ...+ 1α−1

]
= c

Γ(α)
∑τ=t−1

τ=1 τα−1, pour tout t ≥ 2.

Remarque 2.1.2. Si T = R, on peut écrire R
a I

α
t = Iαa sous la forme suivante :

Iαa h(t) = 1
Γ(α)

∫ t−a

0
sα−1f(t− s)ds.

Proposition 2.1.1. Supposons que T est une échelle de temps, [a, b] est un intervalle

de T. Soient h ∈ L1
∆ ([a, b] ,R) et α ∈ (0, 1). Alors,

i) l’intégrale T
aI

α
t h existe pour presque tout t dans [a, b],

ii) la fonction T
aI

α
t h est un élément de L1

∆ ([a, b] ,R) .

Démonstration.

Par l’équation (2.1), nous avons

∣∣∣TaIαt h(t)
∣∣∣ ≤ 1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1 |h(s)|∆s,

Par le Théorème de Fubini, nous obtenons

∫ b

a

∣∣∣TaIαt h(t)
∣∣∣∆t ≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

(∫ t

a
(t− s)α−1 |h(s)|∆s

)
∆t

= 1
Γ(α)

∫ b

a

∫ t

a
(t− s)α−1 |h(s)|∆s∆t

= 1
Γ(α)

∫ b

a
|h(s)|

∫ b

s
(t− s)α−1∆t∆s.

Par le Théoréme 1.1.9, on obtient

∫ b

s
(t− s)α−1∆t =

∫
[s,b)∩T

(t− s)α−1dt+
∑

τ∈[s,b)∩R
µ (τ) (τ − s)α−1

=
∫ b

s
(t− s)α−1dt−

∑
τ∈[s,b)∩R

∫ σ(τ)

τ
(t− s)α−1dt

+
∑

τ∈[s,b)∩R
µ (τ) (τ − s)α−1
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D’autre part, on a

µ (τ) (τ − s)α−1 −
∫ σ(t)

τ
(τ − s)α−1dt ≤ 0, pour tout τ ∈ [s, b) ∩R,

ce qui implique

∫ b

s
(t− s)α−1∆t ≤

∫ b

s
(t− s)α−1dt = (b− s)α

α
,

donc

∫ b

a

∣∣∣TaIαt h(t)
∣∣∣∆t ≤ 1

αΓ(α)

∫ b

a
(b− s)α |h(s)|∆s

≤ (b− a)α

Γ(α + 1)

∫ b

a
|h(s)|∆s

= (b− a)α

Γ(α + 1) ‖h‖L1
∆
<∞,

Nous concluons que T
aI

α
t h ∈ L1

∆ ([a, b] ,R) et

∥∥∥TaIαt h∥∥∥L1
∆
≤ (b− a)α

Γ(α + 1) ‖h‖L1
∆
,

cela signifie T
aI

α
t h existe pour presque tout t dans [a, b].

Proposition 2.1.2 (Composition de l’intégrale fractionnaire). Si T = R, Soit h une

fonction intégrable et bornée sur [a, b] ⊂ R, α et β deux nombres réels strictement

positifs. Alors [
Iβa ◦ Iαa

]
h(t) = Iα+β

a h(t). (2.4)

Démonstration.

Soient h est une fonction intégrable et bornée, et α, β deux nombres réels strictement

positifs, alors

Iβa [Iαa h(t)] = 1
Γ(β)

∫ t−a

0
sβ−1Iαa f(t− s)ds

= 1
Γ(β)Γ(α)

∫ t−a

0
sβ−1

(∫ t−s

a
(t− s− u)α−1h(u)du

)
dt

En utilisant le théorème de Fubini nous pouvons échangés l’ordre de l’intégrale et
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obtenant :

Iβa [Iαa h(t)] = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
h(u)du

∫ t−u

0
tβ−1(t− u− s)α−1dt

On change de variable en posant τ = v(t− u) ce qui donne dτ = (t− u)dv, alors :

Iβa [Iαa h(t)] = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
h(u)du

∫ 1

0
(v(t− u))β−1(t− u− v(t− u))α−1(t− u)dv

= 1
Γ(α)Γ(β)

(∫ t

a
(t− u)α+β−1h(u)du

) ∫ 1

0
vβ−1(1− v)α−1dv

En utilisant la d´éfinition de Béta, on trouve

Iβa [Iαa h(t)] = B(β, α)
Γ(α)(Γ(β))

∫ t

a
(t− u)α+β−1h(u)du

= 1
Γ(α + β)

∫ t

a
(t− u)α+β−1h(u)du

= Iα+βh(t).

Remarque 2.1.3. L’égalité 2.4 dans la proposition 2.1.2 n’est pas vrais quelle que

soit échelle de temps.

Exemple 2.1.3. Pour T = N, soit h : N→ R une fonction est définit par h(t) = 1,

si a = 1, par l’exemple 2.1.2, on a

T
1 I

α
t h(t) = 1

Γ(α)
∑s=t−1

s=1 sα−1, pour tout t ≥ 2,

: = g (t)

T
1 I

α+β
t h(t) = 1

Γ(α)
∑s=t−1

s=1 sα+β−1, pour tout t ≥ 2.

D’autre part,

T
1 I

β
t

[
T
1 I

α
t h(t)

]
=T

1 I
β
t [g (t)] = 1

Γ(β)

∫ t

1
(t− s)β−1g(s)∆s

Par (2.3), on obtient

T
1 I

β
t

[
T
1 I

α
t h(t)

]
= 1

Γ(β)

s=t−1∑
s=1

(t− s)β−1f(s).
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Ainsi, nous concluons

T
1 I

β
t

[
T
1 I

α
t h(2)

]
= 1

Γ(α).Γ(β) et T
1 I

α+β
t h(2) = 2α+β−1 + 1

Γ(α + β) ,

Par conséquent
T
1 I

β
t

[
T
1 I

α
t h(2)

]
6=T

1 I
α+β
t h(2),

d’où l’égalité 2.4 n’est pas vrais sur N.

Proposition 2.1.3. Supposons que T est une échelle de temps, [a, b] est un intervalle

de T, Soit h ∈ C ([a, b],R), alors

lim
α→0+

[
T
aI

α
t h(t)

]
= h (t) .

Démonstration.

Par le Théoréme 1.1.9, on a

T
aI

α
t (1) =

∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α) ∆s ≤ (t− a)α
Γ(α + 1) ,

et nous aussi

T
aI

α
t (1) ≥

∑
s∈[a,t)∩R

(t− s)α−1

Γ(α)

≥ (t− a)α−1

Γ(α)
∑

s∈[a,t)∩R
1 = (t− a)α

Γ(α) ,

On pose ϕ (t) =
[
T
aI

α
t (1)

]
, par les dérniére inégalites, on obtient

lim
α→0+

ϕ (t) = lim
α→0+

[
T
aI

α
t (1)

]
= 1.

On pose

m = sup {|h (t)| : t ∈ [a, b]} <∞

D’une part, on a la fonction f est uniformément continue sur [a, b], alors

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que ∀t, x ∈ [a, b], |t− s| < δ ⇒ |f (t)− f (s)| < ε.
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Et comme

∣∣∣TaIαt h (t)− ϕα (t)h (t)
∣∣∣ =

∣∣∣TaIαt h (t)− ϕ (t)
[
T
aI

α
t (1)

]∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α) h(s)∆s−
∫ t

a

(t− s)α−1

Γ(α) h(t)∆s
∣∣∣∣∣

≤ 1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1 |h(s)− h (t)|∆s

≤ 1
Γ(α)

∫ t−δ

a
(t− s)α−1 |h(s)− h (t)|∆s

+ 1
Γ(α)

∫ t

t−δ
(t− s)α−1 |h(s)− h (t)|∆s

On conclut

∫ t

t−δ
(t− s)α−1 |h(s)− h (t)|∆s ≤ ε

∫ t

t−δ
(t− s)α−1∆s ≤ εδα

α
(2.5)

D’autre part, on a

∫ t−δ

a
(t− s)α−1 |h(s)− h (t)|∆s ≤

∫ t−δ

a
(t− s)α−1 [|h(s)|+ |h (t)|] ∆s

≤ 2 sup
t∈[a,b]

|h (t)|
∫ t−δ

a
(t− s)α−1∆s

≤ 2 sup
t∈[a,b]

|h (t)|
∫ t−δ

a
(t− s)α−1ds

= 2m
α

[(t− a)α − δα] , (2.6)

d’après les inégalités (2.5) et (2.6), en déduire

∣∣∣TaIαt h (t)− ϕα (t)h (t)
∣∣∣ ≤ 1

Γ(α + 1) [(ε− 2m) δα + 2m (t− a)α] .

Par conséquent

0 ≤ lim
α→0+

∣∣∣TaIαt h (t)− ϕα (t)h (t)
∣∣∣ ≤ lim

α→0+

ε

Γ(α + 1) , pour tout ε > 0,

Lorsque ε→ 0, on obtient

lim
α→0+

∣∣∣TaIαt h (t)− ϕα (t)h (t)
∣∣∣ = 0,
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ce qui implique

lim
α→0+

[
T
aI

α
t h (t)

]
= lim

α→0+
ϕα (t)h (t) = h (t) .

2.2 Dérivée fractionnaire de Riemman-Liouville

sur les échelles de temps

Dans cette section, on introduit la notion de dérivation fractionnaire sur les

échelles de temps. L’idée est de définir la dérivée fractionnaire en utilisant la défnition

de l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville sur les échelles de temps.

Définition 2.2.1 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville sur les échelles de

temps). [2]Soit T une échelle de temps, [a, b] ⊂ T et α ∈ (0, 1). Soit h une fonction

intégrable sur [a, b]. On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

sur les échelles de temps de h ’ordre α et on la note T
aD

α
t h la fonction définie par

T
aD

α
t h (t) :=

[
1

Γ (1− α)

∫ t

a
(t− s)−αh(s)∆s

]∆

. (2.7)

Exemple 2.2.1. Si T = N. Soit h une fonction constante sur N, c’est-à-dire h(t) =

c, avec c ∈ R. Par l’exemple 2.1.2, on a

N
1D

α
t h(t) := c

Γ(1− α)
(∑s=t−1

s=1 (t− s)−α
)∆

Nous rappelons que ∆-différentiable sur N est défini par

f∆ (t) = f (t+ 1)− f (t) , pour tout t ∈ N (2.8)

Donc

N
1D

α
t h(t) = c

Γ(1− α)
[∑s=t

s=1(t+ 1− s)−α −
∑s=t−1

s=1 (t− s)−α
]

= c

Γ(1− α)
[∑s=t−1

s=0 (t− s)−α −
∑s=t−1

s=1 (t− s)−α
]

= ct−α

Γ(1− α) , pour tout t ∈ N.
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Nous pouvons ,cependant facilement généraliser la défnition de dérivée fraction-

naire a tout α réel positif , En effet

Définition 2.2.2 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville sur les échelles de

temps). [2]Soit T une échelle de temps, [a, b] ⊂ T et α ∈ R+\N. Soit h une fonction

intégrable sur [a, b]. On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

sur les échelles de temps de h ’ordre α et on la note T
aD

α
t h la fonction définie par

T
aD

α
t h (t) =T

a D
β
t h

∆[α] (t) .

Avec [α] est la partie entière de α et β = α− [α] ∈ (0, 1) .

Remarque 2.2.1. Si T = Z. Soit α ∈ (0, 1) et h une fonction intégrable sur [a, b] ⊂

Z. Par (2.8), on obtient

Z
aD

α
t h(t) =

[
1

Γ(1− α)

∫ t

a
(t− s)−αh(s)∆s

]∆

= 1
Γ(1− α)

[∫ t+1

a
(t+ 1− s)−αh(s)∆s−

∫ t

a
(t− s)−αh(s)∆s

]
= 1

Γ(1− α)

∫ t

a

[
(t+ 1− s)−α − (t− s)−α

]
h(s)∆s

+ 1
Γ(1− α)

∫ t+1

t
(t+ 1− s)−αh(s)∆s

Par la propriété (8) dans le Théoréme 1.1.7, nous avons

Z
aD

α
t h(t) = 1

Γ(1− α)
∑s=t−1

s=a

[
(t+ 1− s)−α − (t− s)−α

]
h(s) + µ (t)h (t)

Γ(1− α)

= 1
Γ(1− α)

∑s=t−1
s=a

[
(t+ 1− s)−α − (t− s)−α

]
h(s) + h(t)

Γ(1− α) .

Exemple 2.2.2. Si T = R, on note R
aD

α
t := Dα

ah, soit la fonction suivante :

t→ (t− a)β , pour tout t ≥ a.

Soit α ∈ [0,∞), avec β ≤ α, on a

Dα (t− a)β =
[
Dn ◦ In−αa

]
(t− a)β .
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Par (2.2) , on a

Dα (t− a)β = Γ (β + 1)
[
Dn ◦ In−αa ◦ Iβa (1)

]
= Γ (β + 1)

[
Dn ◦ In+β−α

a (1)
]

= Γ (β + 1)
Γ (n+ β − α + 1)D

n (t− a)n+β−α

= Γ (β + 1)
Γ (β − α + 1) (t− a)β−α . (2.9)

Si on pose β = 0 dans l’égalité précédent, on obtient

Dα (1) = (x− a)−α

Γ (1− α) , avec α ∈ (0, 1) .

2.3 Propriétés des opérateurs fractionnaire sur les

échelles de temps

Dans cette section, nous prouvons quelques propriétés fondamentales des opéra-

teurs fractionnaire sur les échelles de temps.

Proposition 2.3.1. Soit T une échelle de temps, a ∈ T et α ∈ (0, 1), alors

T
aD

α
t = ∆ ◦Ta I1−α

t .

Avec ∆ l’opérateur de différentiabilité sur T.

Démonstration.

Soit h est une fonction intégrable sur [a, b] ⊂ T, par (2.1) et (2.7), on a

T
aD

α
t h(t) = 1

Γ(1− α)

(∫ t

a
(t− s)−αh(s)∆s

)∆

=
[
T
aI

1−α
t h(t)

]∆
=
[
∆ ◦Ta I1−α

t

]
h(t).

Proposition 2.3.2. Si T = R, soient h une fonction intégrable, bornée, α et β deux
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nombres réels strictement positif. Alors on a

[
Dα
a ◦ Iβa

]
h (t) = Iβ−αa h (t) , pour tout t ≥ a. (2.10)

Avec β ≥ α.

Démonstration.

Soit n entier naturel supérieure strictement à α, on a

[
Dα
a ◦ Iβa

]
h (x) =

[[
Dn
a ◦ In−αa

]
◦ Iβa

]
h (t)

=
[
Dn
a ◦

(
In−αa ◦ Iβa

)]
h (t)

=
[
Dn
a ◦ In+β−α

a

]
h (t)

=
[
(Dn

a ◦ Ina ) ◦ Iβ−αa

]
h (t) .

Comme Dn
a ◦ Ina = Id, alors, il résulte que

[
Dα
a ◦ Iβa

]
h (t) =

[
Id ◦ Iβ−αa

]
h (t)

= Iβ−αa h (t) .

Remarque 2.3.1. Si T = R, par (2.10), on déduit que Iβa h (t) admet toutes les

dérivées d’ordre entier inférieur à β.

Corollaire 2.3.1. Soient h une fonction intégrable sur [a, b] ⊂ R, α ∈ R+. Alors

on a

[Dα
a ◦ Iαa ]h (t) = h (t) , pour tout t ≥ a. (2.11)

Démonstration.

Par proposition 2.3.2, nous avons

[Dα
a ◦ Iαa ]h(t) = D1

a ◦
[
I1−α
a ◦ Iαa

]
h(t)

=
[
D1
a ◦ I1

a

]
h (t)

= h(t).
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Remarque 2.3.2. L’égalité 2.11 n’est pas vrais quelle que soit échelle de temps.

Exemple 2.3.1. Pour T = N, soit h : N→ R une foncction est définit par h(t) = 1,

si a = 1, par l’exemple 2.1.3, on a

N
1 I

1−α
t

[
N
1 I

α
t h(t)

]
= 1

Γ(1− α)Γ(α)
∑s=t−1

s=1

∑τ=s−1
τ=1 (t− s)−ατα−1.

donc
T
aD

α
t ◦Ta Iαt h (t) 6= h (t) .

Lemme 2.3.1. Soit r un entier naturel et supposons que h(r) est intégrable sur [a, b].

Alors

h(r−1) (x) = I1
ah

(r) (x) + h(r−1) (a) , pour tout x ≥ a. (2.12)

Démonstration.

Par définition de I1
ah

(r), on a

I(1)
a h(r) (x) = 1

Γ (1)

∫ x

a
(x− t)0 h(r) (t) dt

=
∫ x

a
h(r) (t) dt

= h(r−1) (x)− h(r−1) (a) ,

d’où

h(r−1) (x) = I1
ah

(r) (x) + h(r−1) (a) , pour tout x ≥ a.

Lemme 2.3.2. Soit r un entier naturel et supposons que h(r) est intégrable sur [a, b].

Alors

h (t) = I(r)
a h(r) (x) +

r−1∑
i=0

(x− a)i

i! h(i) (a) , pour tout x ≥ a. (2.13)

Démonstration.

En appliquant l’opérateur I1
a sur les deux membres de (2.12),

I1
ah

(r−1) (x) = I2
ah

(r) (x) + I1
ah

(r−1) (a) .
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Par (2.2), on obtient

h(r−2) (x) = I2
ah

(r) (x) + (x− a)h(r−1) (a) + h(r−2) (a) . (2.14)

En appliquant l’opérateur I1
a sur les deux membres de (2.14), on trouve

I1
ah

(r−2) (x) = I3
ah

(r) (x) + I1
a (x− a)h(r−1) (a) + I1

ah
(r−2) (a) .

Par (2.2), on obtient

h(r−3) (x) = I3
ah

(r) (x) + h(r−1) (a) (x− a)2

2 + (x− a)h(r−2) (a) + h(r−3) (a) .

Par suite, on obtient

h (t) = Irah
(r) (x) + h(r−1) (a) (x− a)r−1

(r − 1)! + h(r−2) (a) (x− a)
(r − 2)!

r−2

+ ..

+h(1) (a) (t− a) + h (a)

= Irah
(r) (t) +

r−1∑
i=0

(t− a)i

i! h(i) (a) .

Théorème 2.3.1. Soit α ∈ R+ et r = [α] + 1. Supposons que Ira est intégrable sur

[a, b]. Alors

Dα
ah (t) = Ir−αa h(r) (t) +

r−1∑
i=0

(t− a)i−α

Γ (i+ 1− α)h
(i) (a) , pour tout t ≥ a. (2.15)

Démonstration.

En appliquant l’opérateur Dα
a sur les deux membres de (2.13), on trouver

Dα
ah (t) = (Dα

a ◦ Ira)h(r) (t) +Dα
a

(
r−1∑
i=0

(t− a)i

i! h(i) (a)
)

= (Dα
a ◦ Ira)h(r) (t) +

r−1∑
i=0

Dα
a

(
(t− a)i

i! h(i) (a)
)
.

Par (2.9) , on a

Dα
a

[
(t− a)i

i! h(i) (a)
]

= (t− a)i−α

Γ (i+ 1− α)h
(i) (a) , pour tout 0 ≤ i ≤ r − 1.
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D’autre part, on a

(Dα
a ◦ Ira)h(r) =

(
Dr
a ◦ Ir−αa ◦ Ira

)
h(r)

=
(
Dr
a ◦ Ira ◦ Ir−αa

)
h(r)

=
(
Id ◦ Ir−αa

)
h(r)

= Ir−αa h(r),

d’où

Dα
ah (t) = Ir−αa h(r) (t) +

r−1∑
i=0

(t− a)i−α

Γ (i+ 1− α)h
(i) (a) .
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Chapitre 3

Théorèmes d’existence pour

d’équations différentielles aux

échelles de temps

Dans ce chapitre, nous intéressons a l’étude de l’existence et l’unicité de la so-

lution d’un équation différentielle du premier ordre sur un intervalle borné dans

l’échelle de temps et un équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Riemann-

Liouville sur un intervalle borné R.

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence et l’unicité de solutions du pro-

blème aux limite suivant :

λx∆ (t) +T
a D

α
t (p (t)x (t)) = f (t, x (t)) , t ∈ [a, b] (3.1)

avec la condition intégrale

λxσ (a) +
[
T
aI

1−α
t

]σ
(p (a)x (a)) = 0. (3.2)

Avec T
aD

α
t est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α sur l’échelles

de temps. Ici, [a, b] est un intervalle de T et α ∈ (0, 1). De plus, f : [a, b] × R→ R

est une fonction non linéaire donnée, p : [a, b]× R→ R est une fonction donnée, et
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λ ∈ R−{0}.

Pour le problèmes nous présenterons un résultat d’existence basé sur le théorème de

point fixe de Schauder et le théorème de point fixe de Banach.

3.2 Équations différentielles du premier ordre sur

les échelles de temps

Dans cette section, on s’intéresse à montrer l’existence et l’unicité de d’une solu-

tion d’un problème (3.1) , (3.2) défini sur [σ (a) , b] ⊂ T, où x est une fonction dans

C ([σ (a) , b] ,R).

Lemme 3.2.1. [14]Les espaces C ([a, b] ,R) est un espace de Banach pour la norme

‖x‖∞ = sup {|x (t)| : t ∈ [a, b]} .

Définition 3.2.1. Une fonction x ∈ C ([a, b] ,R) est dite solution du problème

(3.1) , (3.2) si elle satisfait l’équation (3.1) , (3.2) sur [a, b] et vérifie la condition

(3.2) .

Lemme 3.2.2. Soient α ∈ (0, 1), λ ∈ R− {0}, [a, b] ⊂ T et f, p des fonctions, tels

que f : [a, b]× R→ R, p : [a, b]× R→ R.

Une fonction x dans C ([a, b] ,R) est une solution du probléme (3.1) , (3.2) si et seule-

ment si elle est une solution de l’équation intégrale suivante

x (t) = 1
λ

∫ t

σ(a)
f (s, x (s)) ∆s− 1

λΓ (1− α)

∫ t

a
(t− s)−α p (s)x (s) ∆s. (3.3)

Démonstration.

⇒D’abord nous prouvons la condition nécessaire :

Par la corollaire 2.3.1 et (3.1), nous avons

[
λx (t) +T

a I
1−α
t (p (t)x (t))

]∆
= f (t, x (t)) ,

Par intégration la dernier égalité, on obtient

λx (t) +T
a I

1−α
t (p (t)x (t)) =

∫ t

σ(a)
f (s, x (s)) ∆s,
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donc

λx (t) =
∫ t

σ(a)
f (s, x (s)) ∆s− 1

Γ (1− α)

∫ t

a
(t− s)−α p (s)x (s) ∆s.

⇐Maintenant nous montrons la condition suffisante :

Nous appliquons l’opérateur ∆ aux deux membres de l’équation (3.3), nous trou-

vons :

λx∆ (t) = f (t, x (t))− 1
Γ (1− α)

(∫ t

a
(t− s)−α p (s)x (s) ∆s

)∆

= f (t, x (t))−
(
T
aI

1−α
t p (t)x (t)

)∆

= f (t, x (t))−T
a D

α
t (p (t)x (t)) .

Si t→ σ (a), nous obtenons la relation

λxσ (a) = − lim
t→σ(a)

1
Γ (1− α)

∫ t

a
(t− s)−α p (s)x (s) ∆s

= −
[
T
aI

1−α
t p (a)x (a)

]σ
.

Ainsi la condition suffisante est satisfaite.

3.2.1 Théorème d’existence

Notre première résultat concernant d’existence de la solution du problème (3.1) , (3.2),

est basé sur le Théorème de point fixe de Schauder 1.2.2.

Théorème 3.2.1. Supposons que

(C1) La fonction f : [a, b]× R→ R est continue.

(C2) Il existe deux fonction r ∈ C ([a, b] ,R) et ϕ ∈ C (R, [0,∞)), tel que

|f (t, x)| ≤ r (t)ϕ (x) , pour tout x ∈ R et t ∈ [a, b] .

D’où le problème (3.1) , (3.2) à une solution sur l’intervalle [a, b].

Démonstration.

Nous transformons le problème (3.1) , (3.2) en problème à point fixe.
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Considérez l’opérateur suivant :

Lλ : C ([a, b] ,R)→ C ([a, b] ,R)

défini par

Lλx (t) := 1
λ

∫ t

σ(a)
f (s, x (s))− 1

λΓ (1− α)

∫ t

a
(t− s)−α p (s)x (s) ∆s. (3.4)

Nous utilisons le théorème du point fixe de Schauder pour prouver que Lλ a un point

fixe.

La démonstration se fait en plusieurs étapes :

•Etape 1 : Lλ est continue.

Soit (xn)n une suite dans C ([a, b] ,R) qui converge vers x. Alors, il existe q > 0, tel

que

‖xn‖ ≤ q, pour tout n ∈ N.

Montrons que lim
n→∞

‖Lλxn−Lλx‖= 0. En effet, pour tout t ∈ [σ (a) , b], on a

|Lλxn (t)− Lλx (t)| ≤ 1
|λ|

∫ t

σ(a)
|f (s, xn (s))− f (s, x (s))|∆s

+ 1
Γ (1− α)

∫ t

a
(t− s)−α |p (s)| |xn (s)− x (s)|∆s

≤ 1
|λ|

∫ t

a
|f (s, xn (s))− f (s, x (s))|∆s

+ 1
|λ|

sup
t∈[a,b]

(
T
aI

1−α
t |p (t)|

)
‖xn − x‖ . (3.5)

Ainsi, f est uniformément continue sur [a, b] × [−q, q]. Soit ε > 0, on pose ε∗ =

ε
[
λ−1 (b− a) +

∥∥∥TaI1−α
t |p|

∥∥∥
∞

]−1
, alors il existe une δ ∈ (0, ε∗), pour tous x, y ∈ R,

on a

|x− y| < δ ⇒ |f (s, x)− f (s, y)| ≤ ε∗, pour tout s ∈ [a, b] . (3.6)

Puisque (xn)n convergeant vers x dans C ([a, b] ,R). Alors, il exsite n0 ∈ N,

n ≥ n0 : ‖xn − x‖ < δ < ε∗, (3.7)
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Substitution (3.7) et (3.6) dans (3.5), on obtient

|Lλxn (t)− Lλx (t)| ≤ (b− a)
|λ|

ε∗ + sup
t∈[a,b]

(
T
aI

1−α
t |p (t)|

)
ε∗

= ε

Ce qui nous convainc de la continuité de Lλ.

•Etape : 2

Montrons que Lλ envoie touts ensembles bornés en ensemble borné dans C ([a, b] ,R).

En effet, il suffit de montrer pour tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que

pour tout x ∈ C ([a, b] ,R) : ‖x‖∞ ≤ ε implique ‖Lλx‖∞ ≤ δ.

Par l’hypothèse (C2), pour tout t ∈ [a, b] , on a

|Lλx (t)| ≤ 1
|λ|

∫ t

a
r (s)ϕ (x (s)) ∆s+ 1

|λ|Γ (1− α)

∫ t

a
(t− s)−α |p (s)| |x (s)|∆s.

Ainsi, ϕ est continue sur [−ε, ε], alors

Mε := max
s∈[a,b]

ϕ (x (s)) ≤ max
x∈[−ε,ε]

ϕ (x) <∞,

Donc

‖Lλx‖∞ ≤ Mε

|λ|

∫ b

a
r (s) ∆s+ ε

|λ|
∥∥∥TaI1−α

t |p|
∥∥∥

= 1
|λ|

[
Mε (b− a) ‖r‖∞ + ε

∥∥∥TaI1−α
t |p|

∥∥∥] = δ <∞.

• Etape :3

Montrons que l’opérateur Lλ envoie tout ensembles bornés en ensemble équicontinue

de C ([a, b] ,R).

Soit B (0, ε) la boule fermée dans C ([a, b] ,R). On pose

H =
{
Lλ (x) : x ∈ B (0, ε)

}
= {Lλ (x) : ‖x‖∞ ≤ ε} .

Montrons que H est équicontinue dans C ([a, b] ,R). En effet
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Soient t1, t2 ∈ [σ (a) , b] , tel que t1 ≤ t2 et soit x ∈ B (0, ε) , alors

|Lλx (t2)− Lλx (t1)| ≤ 1
|λ|

∫ t2

t1
r (s)ϕ (x (s)) ∆s

+ 1
|λ|Γ (1− α)

∫ t2

a
(t2 − s)−α |p (s)| |x (s)|∆s

− 1
|λ|Γ (1− α)

∫ t1

a
(t1 − s)−α |p (s)| |x (s)|∆s.

On pose

C := 1
|λ|

max
{

max
x∈[−ε,ε]

ϕ (x) , ε ‖p‖∞
Γ (1− α)

}
<∞,

Dans ce cas,

|Lλx (t2)− Lλx (t1)| ≤ 1
|λ|

max
x∈[−ε,ε]

ϕ (x)
∫ t2

t1
r (s) ∆s+ ε ‖p‖

|λ|Γ (1− α)

∫ t2

t1
(t2 − s)−α ∆s

+ ε ‖p‖
|λ|Γ (1− α)

∫ t1

a

∣∣∣(t2 − s)−α − (t1 − s)−α
∣∣∣∆s

≤ C
∫ t2

t1
r (s) ∆s+ C

∫ t2

t1
(t2 − s)−α ∆s

+C
∫ t1

a

∣∣∣(t2 − s)−α − (t1 − s)−α
∣∣∣∆s.

Quand t1 → t2 le membre de droit de l’intégrale tend vers 0.

d’où H est équicontinue dans C ([a, b],R).

En conséquent des étapes 2 et 3 et le Théorème d’Arzéla-Ascoli 1.2.1 on a Lλ(B (0, ε))

est relativement compact pour tout B (0, ε) borné.

Par conséquent

Lλ est continue et complètement continue.

En conséquent du Théorème du point fixe de Leray Schauder 1.2.2, nous concluons

que Lλ a un point fixe, ce qui est la solution du problème (3.1) , (3.2).

Remarque 3.2.1. Il est claire que les points fixes de l’opérateur Lλ sont les solutions

de l’équation (3.1) , (3.2).

3.2.2 Théorème d’unicité

Notre deuxième résultat concernant l’unicité de la solution du problème (3.1) , (3.2),

est basé sur le Théorème de point fixe de Banach 1.2.3.

Théorème 3.2.2. Supposons que

35



(c1) La fonction f : [a, b]× R→ R est continue.

(C2) Il existe une fonction r ∈ C ([a, b] ,R), tel que

|f (t, x)− f (t, y)| ≤ r (t) |x− y| , pour tout x, y ∈ R et t ∈ [a, b] . (3.8)

Avec ∥∥∥TaI1
t |r|+T

a I
1−α
t |p|

∥∥∥
∞
< |λ| . (3.9)

Alors, le problème (3.1) , (3.2) admet une solution unique sur [a, b].

Démonstration.

Il est clair que les points fixes de l’opérateur Lλ sont les solutions du problème

(3.1) , (3.2).

Pour montrer que Lλ admet un point fixe unique, il suffit de prouver que Lλ est une

contraction.

En effet, soient x, y ∈ C ([a, b] ,R), on a pour tout t ∈ [a, b], nous avons

|Lλx (t)− Lλy (t)| ≤ 1
|λ|

∫ t

σ(a)
|f (s, x (s))− f (s, y (s))|∆s

+ 1
Γ (1− α)

∫ t

a
(t− s)−α |p (s)| |x (s)− y (s)|∆s

≤ 1
|λ|

(
T
aI

1
t |r (t)|+T

a I
1−α
t |p (t)|

)
‖x− y‖

≤ 1
|λ|

∥∥∥TaI1
t |r|+T

a I
1−α
t |p|

∥∥∥
∞
‖x− y‖ .

Et par suite

‖Lλx− Lλy‖ ≤ k ‖x− y‖ ,

avec

k = 1
|λ|

∥∥∥TaI1
t |r|+T

a I
1−α
t |p|

∥∥∥ < 1.

Donc de (3.9) on peut déduire que Lλ est une contraction et d’après le Théorème

de Banach 1.2.3 le problème (3.1) , (3.2) à une seule solution qui est le point fixe de

Lλ.

Remarque 3.2.2. Supposons que T est une échelle de temps, [a, b] est un intervalle

de T. Soit f : [a, b]→ R, tel que a est point dispersé à droite, c’est-à-dire σ (a) > a.
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Par le Théorème 1.1.7, on a

(
T
aI

α
t h
)σ

(a) =
∫ σ(a)

a

(σ (a)− s)α−1

Γ (α) h (s) ∆s

= µα (a)h (a)
Γ (α) .

Exemple 3.2.1. Considérons le problem de l’équation différentielle suivant :


λx∆ (t) +hZ

h D
1
2
t x (t) = t2x (t) , t ∈ [h,mh]hZ ,

λx (2h) = −
√
h

π
x (h) .

(3.10)

Avec h > 1, λ > 0 et m ∈ N, ici,T = hZ, a = h, et b = mh, α =1
2 , p (t) = 1 et

f (t, x) = t2x.

Par la remarque 3.2.2, nous trouvons que le problème (3.10) est l’application du

problème (3.1) , (3.2) dans l’échelle de temps T = hZ.

Il est claire que f est continue sur [h,mh]×R. Si r (t) = t2, l’égalité (3.8) est vérifié.

D’autre part, on a

hZ
h I

1
t |p (t)|+hZ

h I
1
2
t |p (t)| ≤ 3m

2 (h− 1) .

Si 3m (h− 1) < 2λ, alors (3.9) est vérifié.

Du Théorème 3.2.2, on déduit alors que le problème (3.10) possède une solution

unique dans C ([h,mh]hZ ,R).

3.3 Équations différentielles d’ordres fractionnaire

de Types Riemann-Liouville

Dans cette section, nous considérons le problème non linéaire d’équation diffé-

rentielle fractionnaire d’ordre α sur un intervalle borné [a, b] ⊂ R s’écrit sous la

forme :

Dα
a [p (t)x (t)] = f (t, x (t)) , pour t ∈ [a, b] , (3.11)

avec la condition intégrale

I1−α
a [p (a)x (a)] = 0. (3.12)
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3.3.1 Existence de solution

Lemme 3.3.1. Soient α ∈ (0, 1), [a, b] ⊂ R et f, p des fonctions, tels que f :

[a, b]× R→ R, p : [a, b]× R→ R.

Une fonction x dans C ([a, b] ,R) est une solution du probléme (3.11) , (3.12) si et

seulement si elle est une solution de l’équation intégrale suivante

x (t) = 1
Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1

p (t) f(s, x(s))dt. (3.13)

Démonstration.

D’abord nous prouvons la condition nécessaire :

En appliquant l’opérateur Iαa sur les deux membres de (3.11),

Iαa ◦Dα
a [p (t)x (t)] = Iαa f (t, x (t))

= 1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1f(s, x(s))dt. (3.14)

Comme,

Dα
a (t− a)α−1 = 0, pour tout t ∈ [a, b] .

Alors

Dα
a [p (t)x (t)] = Dα

a [p (t)x (t)] + λDα
a (t− a)α−1,

donc

(Iαa ◦Dα
a ) [p (t)x (t)] = (Iαa ◦Dα

a ) [p (t)x (t)] + λ (Iαa ◦Dα
a ) (t− a)α−1

= (Iαa ◦Dα
a ) [p (t)x (t)] + λ(t− a)α−1

= p (t)x (t) + λ(t− a)α−1. (3.15)

De l’équation (3.14) et (3.15), nous obtenons :

p (t)x (t) = −λ(t− a)α−1 + 1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1f(s, x(s))dt.

D’autre part, on a I1−α
a [p (a)x (a)] = 0, alors λ = 0, donc

x(t) = 1
Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1

p (t) f(s, x(s))dt.

38



Avec, 0 < α < 1, d’où la condition nécessaire est satisfaite.

⇐ Maintenant nous montrons la condition suffisante :

Nous appliquons l’opérateur Dα
a aux deux membres de l’équation (3.13), nous trou-

vons :

Dα
a [x (t) p (t)] = (Dα

a ◦ Iαa ) f(t, x(t)).

D’après la Proposition 2.1.2, on obtient

(Dα
a ◦ Iαa ) f(t, x(t)) = Iα−αf(t, x(t)) = f(t, y(t)).

Par conséquent

Dα
a [x (t) p (t)] = f (t, x (t)) , pour tout t ∈ [a, b] ,

donc nous arrivons à l’équation (3.11).

Montrons que x vérifie (3.12) :

Nous appliquons l’opérateur I1−α
a aux deux membres de (3.11) , c’est-à-dire

I1−α
a [x (t) p (t)] =

[
I1−α
a ◦ Iαa

]
f(t, y(t)). (3.16)

La proposition 2.1.2, nous donnons

(
I1−α
a ◦ Iαa

)
f(t, y(t)) = I1−α+α

a f(t, x(t)) = I1
af(t, x(t)). (3.17)

D’où (3.16) et (3.17), nous arrivons

I1−α
a [x (t) p (t)] =

∫ t

a
f(s, x(s))ds.

et quand t→ a, nous obtenons I1−α
a [x (a) p (a)] = 0.

Ainsi la condition suffisante est satisfaite.

Notre résultat est basé sur le Théorème de point fixe de Schauder 1.2.2.

Théorème 3.3.1. Supposons que

(H1) La fonction f : [a, b] × R → R est continue et il existe deux fonction r ∈
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C ([a, b] ,R) et ϕ ∈ C (R, [0,∞)), tel que

|f (t, x)| ≤ r (t)ϕ (x) , pour tout x ∈ R et t ∈ [a, b] .

(H2) La fonction p : [a, b]→ R est continue, tel que

|p (t)| > 0, pour tout t ∈ [a, b] .

D’où le problème (3.11) , (3.12) à une solution sur l’intervalle [a, b].

Démonstration.

Transformons l’équation (3.11) , (3.12) en un problème de point fixe.

On considère l’opérateur suivant :

T : C([a, b],R)→ C([a, b],R)

défini par

T (x) (t) = 1
Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1

p (t) f(s, x(s))dt.

La preuve suit le même raisonnement que dans le Théoréme 3.2.1.

3.3.2 Unicité de solution

Notre résultat est basé sur le Théorème de point fixe de Banach 1.2.3.

Théorème 3.3.2. Supposons que

(H1) La fonction f : [a, b] × R → R est continue et il existe deux fonction r ∈

C ([a, b] ,R), tel que

|f (t, x)− f (t, y)| ≤ r (t) |x− y| , pour tout x, y ∈ R et t ∈ [a, b] .

(3.18)

(H2) La fonction p : [a, b]→ R est continue, tel que

|p (t)| > 0, pour tout t ∈ [a, b] .
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Avec

Iαa |r (t)| < |p (t)| , pour tout t ∈ [a, b] . (3.19)

Alors, le problème (3.11) , (3.12) admet une solution unique sur [a, b].

Démonstration.

Pour montrer que T admet un point fixe unique, il suffit de prouver que T est une

contraction.

En effet, soient x, y ∈ C ([a, b] ,R), on a pour tout t ∈ [a, b], nous avons

|Tx (t)− Ty (t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1

|p (t)| |f(s, x(s))− f (s, y (s))| dt

≤ ‖x− y‖
Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1

|p (t)| r (s) dt

= Iαa |r (t)|
|p (t)| ‖x− y‖

≤ k ‖x− y‖ .

Avec

k = sup
{
Iαa |r (t)|
|p (t)| : t ∈ [a, b]

}
< 1.

Donc T est une contraction et d’après le Théorème de Banach 1.2.3 le problème

(3.11) , (3.12) à une seule solution qui est le point fixe de T .

Exemple 3.3.1. Considérons le problem de l’équation différentielle d’ordre frac-

tionnaire suivant :
 Dα

0 [(t+ 1)x(t)] = λtx (t) , t ∈ [0, 1],

([I1−αtx] (0) = 0.
(3.20)

Avec λ une constante, α ∈ (0, 1) .

Ici, a = 0, b = 1, p (t) = t+ 1 et f (t, x) = λx.

Il est claire que f continue sur [0, 1]× R, si r (t) = λ, l’égalité (3.18) est vérifié.

Du Théorème 3.3.1, on déduit alors que le problème (3.20) possède une solution sur

[0, 1].

D’autre part, on a

Iαa |r (t)| = Iαa |λ| =
|λ|

Γ (α + 1)t
α, pour tout t ∈ [0, 1] ,
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donc
Iαa |r (t)|
|p (t)| <

|λ|
Γ (α + 1) , pour tout t ∈ [0, 1] .

Si |λ| < Γ (α + 1), alors (3.19) est vérifié.

Du Théorème 3.3.2, on déduit alors que le problème (3.20) possède une solution

unique sur [0, 1].
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Conclusion

Notre but principal dans ce mémoire est de présenter plusieurs résultats d’exis-

tence pour certaines classes d’équation différentielles d’ordre fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville sur l’échelle de temps ,ces résultats ont été obtenus par l’uti-

lisation du théorème de point fixe de Schauder et Banach.

Nous espérons, dans l’avenir l’étudie qualitative de ces problème et développer

d’autres méthode de résolution les dérivé d’ordre fractionnaire sur une échelle de

temps T.
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