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Notations

R Ensemble des nombres réels.

R+ Ensemble des nombres réels positifs.

R∗ Ensemble des nombres réels non nuls.

R+
∗ Ensemble des nombres réels strictement positifs .

N Ensemble des entiers naturels.

N∗ Ensemble des entiers naturels non nuls.

C Ensemble des nombres complexes.

Z Ensemble des entiers relatifs.

f̄ Le conjugué de f .

C1(R, X) Espace des fonctions continûement dérivables de R dans X.

|·| Valeur absolue d’un nombre réel ou module d’un nombre complexe.

Imf {f(x), x ∈ R}

τaf f(x+ a), a ∈ R.

δaf af(x), a ∈ C.

f̌(x) f(−x)

A Adhérence de l’ensemble A.

f ′ Dérivée de f .

B(0, r) {x ∈ R, |x| ≤ r}.
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Chapitre 1

Introduction et préliminaires

1.1 Introduction

La théorie des fonctions presque périodiques est une branche des mathématiques

lancée par le mathématicien Danois Harald Bohr au début du 20ème siècle. Il a écrit

une série de documents dans les années 1923− 1925 où se trouve les fondements de

cette théorie. La presque périodicité, comme propriété structurelle, est une généra-

lisation de la périodicité pure.

Les articles de Bohr ont rapidement attiré l’intérêt d’un certain nombres de cher-

cheurs qui ont apporté de nombreuses contributions importantes au développement

de la théorie des fonctions presque périodiques, parmi lesquels V. V. Stepanov, H.

Weyl, N. Wiener, A. Besicovitch et J. Von Neumann. En 1933, Bochner définit et

étudie les fonctions presque périodique à valeurs dans les espaces de Banach.

Ces dernières années, la théorie des fonctions presque périodiques a été déve-

loppée en relation avec des problèmes d’équations différentielles, la théorie de la

stabilité, les systèmes dynamiques,... etc. Le cercle de la théorie a été sensible-

ment élargi, et comprend non seulement les équations différentielles ordinaires et

les systèmes dynamiques classiques, mais de larges classes d’équations aux dérivées

partielles et d’équations dans les espaces de Banach.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est introductif. Il a pour objectif de présenter la notion

des fonctions périodiques, ses principales propriétés et de donner certains résultats

sur ce type de fonctions. On rappelle, en outre, quelques définitions et théorèmes

nécessaires pour le développement de notre travail.
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Dans le deuxième chapitre nous présentons les différents définitions des fonctions

presque périodiques et nous prouvons les théorèmes fondamentaux de la théorie des

fonctions presque périodiques.

Dans le troisième chapitre nous présentons des résultat sur l’existance et l’unicité

des solutions presque périodiques de l’équation déffirentielle non homogène

u′ = Au+ f

où A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi groupe et f est une fonction presque

périodiqe.

1.2 Les fonctions périodiques

Définition 1.2.1. [2] Soit T un nombre réel strictement positif. Une fonction f

définie sur R est dite périodique de période T si l’on a

f(x+ T ) = f(x), ∀x ∈ R.

Remarque 1.2.1. 1. Si f est périodique de période T , alors elle l’est aussi de

période nT où n ∈ Z∗ .

2. Une fonction de période T est entièrement déterminée par sa restriction à un

intervalle de la forme [a, a+ T ] , a ∈ R.

Proposition 1.2.1. [2] Soit f une fonction périodique de période T continue sur

R,

1. Pour tous a, b ∈ R,
∫ b

a
f(t)dt =

∫ b+T

a+T
f(u)du.

2. Pour tout a ∈ R,
∫ T

0
f(t)dt =

∫ a+T

a
f(t)dt.

Preuve.

1. On effectue le changement de variables u = t+ T et on trouve

∫ b+T

a+T
f(u)du =

∫ b

a
f(t+ T )dt =

∫ b

a
f(t)dt

2. On a

∫ a+T

a
f(t)dt =

∫ 0

a
f(t)dt+

∫ T

0
f(t)dt+

∫ a+T

T
f(t)dt
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et d’aprés 1.

∫ 0

a
f(t)dt =

∫ T

a+T
f(t)dt = −

∫ a+T

T
f(t)dt

d’où le résultat.

Exemple 1.2.1. • La fonction créneau, par exemple de période 2π, qui vaut

1 sur [0, π] et 0 sur ]π, 2π[.

• La fonction dent de scie f , paire, périodique de période 2π, définie sur [0, π]

par f(x) = π − x.
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Définition 1.2.2. [1]

On appelle polynôme trigonométrique complexe toute fonction de la forme suivante

T (x) =
n∑
k=1

Cke
iλkx, x ∈ R.

où Ck ∈ C et λk ∈ R.

Théorème 1.2.1. [1] Si S et T sont deux polynômes trigonométriques, alors pour

tous c ∈ C et a ∈ R, on a

i) cT , τaT , δaT et T sont des polynômes trigonométriques.

ii) T est uniformément continue sur R.

iii) T est borné sur R.

iv) T + S est un polynôme trigonométrique.

v) TS est un polynôme trigonométrique.

Preuve. Soient T et S deux polynômes trigonométriques tels que pour tout x ∈ R,

T (x) =
n∑
k=1

Cke
iλkx et S(x) =

m∑
k=1

Dke
iµkx, avec Ck, Dk ∈ C et λk, µk ∈ R.

i) (a) Pour x ∈ R, on a

cT (x) =
n∑
k=1

cCke
iλkx =

n∑
k=1

dke
iλkx.

Par conséquent, cT est un polynôme trigonométrique.

(b) Pour x ∈ R, on a

τaT (x) = T (x+ a)

=
n∑
k=1

Cke
iλk(x+a)

=
n∑
k=1

Cke
iλkaeiλkx.

Par conséquent, τaT est un polynôme trigonométrique.

6



(c) Pour x ∈ R, on a

δaT = T (ax)

=
n∑
k=1

Cke
iλk(ax)

=
n∑
k=1

Cke
i(λka)x.

Par conséquent, δaT est un polynôme trigonométrique.

(d) Pour x ∈ R, on a

T (x) =
n∑
k=1

Ckeiλkx

=
n∑
k=1

Ckeiλkx

=
n∑
k=1

Cke
i(−λk)x

Par conséquent, T est un polynôme trigonométrique.

ii) Puisque eiλkx est uniformément continue sur R, i.e.

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ R, |x− y| ≤ δ ⇒
∣∣∣eiλkx − eiλky

∣∣∣ ≤ ε.

Donc, pour tous x, y ∈ R, tels que |x− y| ≤ δ

|T (x)− T (y)| ≤
n∑
k=1

∣∣∣Ck(eiλkx − eiλky)
∣∣∣

≤
n∑
k=1
|Ck|

∣∣∣eiλkx − eiλky
∣∣∣

≤
n∑
k=1
|Ck| ε

d’où la continuité uniforme de T .

iii) Pour x ∈ R, on a

|T (x)| ≤
n∑
k=1

∣∣∣Ckeiλkx
∣∣∣

≤
n∑
k=1
|Ck|

∣∣∣eiλkx
∣∣∣

≤
n∑
k=1
|Ck|
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d’où T est borné sur R.

iv) Supposons m ≥ n. Pour x ∈ R, on a

(T + S)(x) =
n∑
k=1

Cke
iλkx +

m∑
k=1

Dke
iµkx

=
n∑
k=1

(Ckeiλkx +Dke
iµkx) +

m∑
k=n

Dke
iµkx

Donc T + S est un polynôme trigonométrique.

v) Pour x ∈ R, on a

(TS)(x) =
n∑
k=1

Cke
iλkx

m∑
j=1

Dje
iµjx

=
n∑
k=1

m∑
j=1

(CkDj)ei(µj+λk)x

Donc TS est un polynôme trigonométrique.

Dans la littérature des séries de Fourier, on retrouve un cas particulier de po-

lynômes trigonométriques qui est défini comme combinaison linéaire des vecteurs

(en)−N≤n≤N définis par en : x 7→ einx.

Proposition 1.2.2. [2] Si f est un polynôme trigonométrique défini par f(x) =
n=N∑
n=−N

cne
inwx, x ∈ R, on a alors

cn = 1
T

∫ T

0
f(x)e−inwxdx, n ∈ N, w ∈ R.

Si f est T -périodique, on définit la pulsation associée à T par le nombre w = 2π
T
.

Proposition 1.2.3. [2] Soit f : R → C une fonction périodique de période T ,

continue. On définit les coefficients de Fourier de f par le formule suivante

cn = 1
T

∫ T

0
f(t)e−inwtdt, n ∈ Z.

On associe à f , la série de Fourier définie par
∑
n∈Z

cne
inwx, x ∈ R.

Proposition 1.2.4. (Inégalité de Bessel)[2]

Si f est T -périodique et continue, on a alors
+∞∑
−∞
|cn|2 ≤

1
T

∫ T

0
|f(t)|2 dt.
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Théorème 1.2.2. (Formule de Parseval)[2]

Soit f : R→ C une fonction continue, de période T et cn ses coefficients de Fourier.

On a

1
T

∫ T

0
|f(t)|2 dt =

∑
n∈Z
|cn|2 .

Corollaire 1.2.1. [2] Soit f une fonction périodique de période T , si f est continue,

et de classe C1 par morceaux, alors la série de Fourier de f converge uniformément

vers f sur R.

Rappelons le théorème d’approximation de Weierstrass.

Théorème 1.2.3. [1] Si f est une fonction à valeur réelle continue sur M un sous

ensemble fermé borné de R, alors pour tout ε > 0, il existe un polynôme Pε tel que

|f(x)− Pε(x)| < ε, ∀x ∈M.

Rappelons aussi un cas particulier de ce théorème pour les fonctions périodiques.

Théorème 1.2.4. [1]Si f est une fonction continue et périodique de période T , alors

pour tout ε > o, il existe un polynôme trigonométrique

Tε(x) =
n∑

k=−n
Cke

iwkx

avec wk = 2kπ
T

et Ck ∈ C, tel que :

|f(x)− Tε(x)| < ε, ∀x ∈ R.
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Chapitre 2

Les fonctions presque périodiques

2.1 Définitions et propriétés fondamentales

Définition 2.1.1. [1] On dit qu’une fonction f : R → C est presque périodique

si pour tout ε > 0, il existe un polynôme trigonométrique Tε défini par Tε(x) =
Nε∑
k=1

Ck,εe
iλk,εx, x ∈ R tel que

|f(x)− Tε(x)| < ε, ∀x ∈ R.

i.e.

sup
x∈R
|f(x)− Tε(x)| < ε.

On note par Cpp l’espace des fonctions presque périodiques sur R.

Exemple 2.1.1. 1. Les polynômes trigonométriques sont des fonctions presque

périodiques, ceci découle de la définition.

2. Toute fonction périodique et continue est presque périodique, ceci découle du

théorème 1.2.4.

Théorème 2.1.1. [1] Il existe des fonctions presque périodiques qui ne sont pas

périodiques.

Preuve. Il suffit de trouver un polynôme trigonométrique qui ne soit pas une fonc-

tion périodique. En effet, soit

f(x) = eix + eiπx, x ∈ R.
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et supposons qu’il existe w ∈ R∗ tel que f(x+ w) = f(x), ∀x ∈ R, on a alors

eiπ(x+w)ei(x+w) = eix + eiπx ⇒ eix(eiw − 1) + eiπx(eiπw − 1) = 0.

Vérifions que eix et eiπx sont linéairement indépendants, en effet, si pour tout α, β ∈

C, on suppose que

αeix + βeiπx = 0 (2.1)

alors, si on dérive par rapport à x, on obtient

iαeix + iπβeiπx = 0⇒ αeix + πβeiπx = 0 (2.2)

(2.1)− (2.2)⇒ βeiπx − πβeiπx = 0

⇒ βeiπx (1− π) = 0

⇒ β = 0.

On remplace β = 0 dans (2.1), on trouve

αeix = 0⇒ α = 0

d’où

αeix + βeiπx = 0⇒ α = β = 0

Ce qui implique que eix et eiπx sont linéairement indépendants. Revenons à nos

calculs
 eiw − 1 = 0

eiπw − 1 = 0
⇒

 eiw = 1

eiπw = 1

⇒

 w = 2hπ

πw = 2kπ

⇒

 w = 2hπ

w = 2k
avec h, k ∈ N

⇒ π = k

h

Ce qui contredit le fait que π soit irrationnel, donc f n’est pas périodique.
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Théorème 2.1.2. [1] Une fonction presque périodique est bornée et uniformément

continue sur R.

Preuve.

i) La bornitude

Si f est une fonction presque périodique, alors pour tout n ∈ N, il existe un

polynôme trigonométrique Tn tel que :

|f(x)− Tn(x)| < 1
n
, ∀x ∈ R. (2.3)

Pour n = 1, on sait que T1 est borné donc, il existeM > 0 tel que , |T1(x)| ≤M ,

∀x ∈ R, on obtient alors

|f(x)| = |f(x)− T1(x) + T1(x)|

≤ |f(x)− T1(x)|+ |T1(x)|

≤ 1 +M

D’où f est bornée sur R.

ii) La continuité uniforme

Si f est une fonction presque périodique, alors pour tout ε > 0, il existe un

polynôme trigonométrique Tε tel que

|f(x)− Tε(x)| < ε

3 , ∀x ∈ R. (2.4)

Puisque Tε est uniformément continue, alors ∀ε > 0, ∃ δ > 0 tel que ∀ x1, x2 ∈

R.

|x1 − x2| < δ ⇒ |Tε(x1)− Tε(x2)| < ε

3 . (2.5)

Or

|f(x1)− f(x2)| = |f(x1)− Tε(x1) + Tε(x1)− Tε(x2) + Tε(x2)− f(x2)|

≤ |f(x1)− Tε(x1)|+ |Tε(x1)− Tε(x2)|+ |Tε(x2)− f(x2)|

d’après (2.4) et (2.5), il s’en suit que pour tout x1, x2 tel que |x1 − x2| < δ, on
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aura

|f(x1)− f(x2)| ≤ ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε

D’où la continuité uniforme de f .

Théorème 2.1.3. [1] Si f est une fonction presque périodique, c ∈ C et a ∈ R alors

les fonctions cf , τaf , δaf et f sont des fonctions presque périodiques.

Preuve. Si f est presque périodique, alors pour tout ε > 0, il existe Tε un polynôme

trigonométrique tel que ∀x ∈ R,

|f(x)− Tε(x)| < ε.

i) Montrons que f est presque périodique. Pour x ∈ R, on a

∣∣∣f(x)− Tε(x)
∣∣∣ =

∣∣∣f(x)− Tε(x)
∣∣∣

= |f(x)− Tε(x)| < ε

et puisque Tε est un polynôme trigonométrique, alors f est presque périodique.

ii) Montrons que cf est presque périodique. Prenons ε = ε′

|c|
, ou ε′ > 0 on aura

alors pour tout x ∈ R,

|cf(x)− cTε′(x)| = |c(f(x)− Tε′(x))|

= |c| |f(x)− Tε′(x)|

< |c| ε
′

|c|

= ε′

et puisque cTε′ est un polynôme trigonométrique, alors cf est presque pério-

dique.

iii) Pour a ∈ R, montrons que τaf est presque périodique. Pour x ∈ R, on a

|τaf(x)− τaTε(x)| = |f(x+ a)− Tε(x+ a)|

≤ sup
x∈R
|f(x)− Tε(x)| ≤ ε

13



et puisque τaTε est un polynôme trigonométrique, alors τaf est presque pério-

dique.

iv) Pour a ∈ R, montrons que δaf est presque périodique. Pour x ∈ R, on a

|δaf(x)− δaTε(x)| = |f(ax)− Tε(ax)|

≤ sup
x∈R
|f(x)− Tε(x)|

≤ ε

et puisque δaTε est un polynôme trigonométrique, alors δaf est presque pério-

dique.

Théorème 2.1.4. [1] Si f ,g sont des fonctions presque périodiques, alors les fonc-

tions f + g et fg sont presque périodiques aussi.

Preuve.

i) Montrons que f + g est presque périodique.

Soient f et g deux fonctions presque périodiques, alors pour tout ε > 0, ils

existent deux polynômes trigonométriques Sε et Tε de f et g respectivement

tels que pour tout x ∈ R,

|f(x)− Sε(x)| < ε

2 et |g(x)− Tε(x)| < ε

2 (2.6)

On sait que Sε + Tε est un polynôme trigonométrique, donc

|(f + g)(x)− (Sε + Tε)(x)| = |f(x)− Sε(x) + g(x)− Tε(x)|

< |f(x)− Sε(x)|+ |g(x)− Tε(x)|

<
ε

2 + ε

2 = ε

donc f + g est presque périodique.

ii) Montrons que fg est presque périodique.

Puisque f et g sont des fonctions presque périodiques, alors elles sont bornées

i.e. ∃M > 0, tel que |f(x)| ≤ M et |g(x)| ≤ M , ∀x ∈ R. De plus, pour tout
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ε > 0, ils existent Sε et Tε tels que,

|f(x)− Sε(x)| < ε

2M et |g(x)− Tε(x)| < ε

2(M + ε

2M )
, ∀x ∈ R.

Donc pour tout x ∈ R,

|Sε(x)| = |Sε(x)− f(x) + f(x)|

< |Sε(x)− f(x)|+ |f(x)|

<
ε

2M +M.

et

|(fg)(x)− (SεTε)(x)| = |(fg)(x)− g(x)Sε(x) + g(x)Sε(x)− (SεTε)(x)|

= |g(x)(f(x)− Sε(x)) + Sε(x)(g(x)− Tε(x))|

≤ |g(x)| |f(x)− Sε(x)|+ |Sε(x)| |g(x)− Tε(x)|

≤M
ε

2M + ( ε

2M +M) ε

2(M + ε

2M )

= ε

et puisque (SεTε) est un polynôme trigonométrique, alors fg est presque pé-

riodique.

Corollaire 2.1.1. [1] Soient P : C → C un polynôme et f une fonction presque

périodique, alors F = P (f) est une fonction presque périodique.

Preuve. Si P est un polynôme, alors P (f) est la somme et le produit de fonctions

presque périodiques, donc d’après le théorème précédent F est presque périodique.

Théorème 2.1.5. [1] Soit (fn)n∈N une suite de fonctions presque périodique qui

converge uniformément vers une fonction f , alors f est presque périodique.

Preuve. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions qui converge uniformément sur R vers

f i.e.

∀ε > 0, ∃N(ε) ∈ N tel que ∀x ∈ R, n ≥ N(ε)⇒ |f(x)− fn(x)| < ε

2 .
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Or fN est presque périodique, donc pour ε > 0, il existe un polynôme trigonomé-

trique Tε tel que

|fN(x)− Tε(x)| < ε

2 , ∀x ∈ R. (2.7)

Par conséquent, pour tout x ∈ R, on obtient

|f(x)− Tε(x)| = |f(x)− fN(x)− Tε(x) + fN(x)|

≤ |f(x)− fN(x)|+ |fN(x)− Tε(x)|

<
ε

2 + ε

2
< ε

i.e. f est presque périodique.

Corollaire 2.1.2. [1] L’espace Cpp, muni de la norme du sup est un sous espace de

Banach de l’espace C0 des fonctions bornées sur R.

Preuve. Les théorèmes 2.1.4 et 2.1.3 affirment que l’espace Cpp des fonctions presque

périodiques est un espace vectoriel sur C par rapport aux opérations usuelles d’ad-

dition de fonctions et de multiplication par des scalaires. Il reste à montrer que Cpp
est un espace complet, pour cela on va montrer que l’espace Cpp est fermé, alors

soit (fn)n∈N une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformément

vers une fonction f , par le théorème précédent f ∈ Cpp, i.e. il est fermé dans C0, et

puisque C0 muni de la norme du sup est complet, alors Cpp muni de cette norme est

aussi complet, donc c’est un espace de Banach.

Théorème 2.1.6. [1] Si f est une fonction presque périodique et φ est continue sur

Imf , alors φ ◦ f est presque périodique.

Preuve. Puisque f est bornée, alors l’ensemble Imf est borné et fermé, en effet,

puisque Imf est borné alors il existe une boule fermée B(0, r) tel que Imf ⊂ B(0, r),

mais Imf est le plus petit fermé contenant Imf , donc Imf ⊂ Imf ⊂ B(0, r) par

conséquent Imf est borné.

En appliquant le théorème d’approximation de Weierstrass à la fonction φ, on aura

que pour tout n ∈ N, il existe un polynôme Pn tel que

|φ(y)− Pn(y)| < 1
n
, ∀y ∈ Imf.
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En particulier, pour y = f(x) ∈ Imf, ∀x ∈ R, ie.

|φ(f(x))− Pn(f(x))| < 1
n
, ∀x ∈ R.

Par passage à la limite quand n → ∞, on obtient que Pn(f), qui est une fonction

presque périodique par le corollaire 2.1.1, converge uniformément vers φ(f), donc le

théorème 2.1.5, affirme que φ(f) est presque périodique.

Corollaire 2.1.3. [1] Soient f et g deux fonctions presque périodiques telles que

0 < m 6 |g(x)|, alors f
g
est une fonction presque périodique.

Preuve. On regarde f
g

comme le produit de la fonction f par la fonction 1
g
, donc

par le théorème 2.1.4, il suffit de montrer que 1
g
est presque périodique.

En effet, g est bornée, d’après le théorème ??, donc il existe M > 0, tel que pour

tout x ∈ R, m 6 |g(x)| 6 M i.e. Img ⊂ {z ∈ C,m 6 |z| 6M} . D’autre part,

on considère la fonction φ continue sur l’ensemble {z ∈ C,m 6 |z| 6M}, alors en

utilisant le théorème 2.1.6, on conclue que φ(g) = 1
g
est presque périodique.

Théorème 2.1.7. [1] Si f est une fonction presque périodique et f ′ est uniformé-

ment continue sur R, alors f ′ est presque périodique.

Preuve. Soit f = f1 + if2, où f1 et f2 sont deux fonctions à valeurs réelles. Puisque

f ′ = f ′1 + if ′2, alors f ′1 et f ′2 sont uniformément continues sur R.

Considérons la fonction φn définie sur R par

φn(x) = n
[
f(x+ 1

n
)− f(x)

]
, n ∈ N∗

Or

φn(x) = n
[
f1(x+ 1

n
) + if2(x+ 1

n
)− f1(x)− if2(x)

]
= n

[
f1(x+ 1

n
)− f1(x)

]
+ ni

[
f2(x+ 1

n
)− f2(x)

]

Alors,

lim
n→∞

φn(x) = f ′1(x) + if ′2(x) = f ′(x)

D’autre part, puisque f est une fonction presque périodique, alors par les théorèmes
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2.1.3 et 2.1.4, la fonction φn est aussi presque périodique. Ce qui implique que f ′

est presque périodique d’après le théorème 2.1.5.

2.2 Fonction presque périodique au sens de Bohr

Définition 2.2.1. [3] Un ensemble E ⊂ R est appelé relativement dense, s’il existe

un nombre strictement positif l > 0 tel que tout intervalle de R de longueur l ren-

contre E, i.e.

∃ l > 0, [a, a+ l] ∩ E 6= ∅, ∀a ∈ R.

Exemple 2.2.1. .

1. L’ensemble Z est relativement dense dans R, en effet, ]a, a+ 2[∩Z 6= ∅, ∀a ∈

R.

2. Pour tout réel T , l’ensemble {nT, n ∈ Z} est relativement dense dans R, en

effet ∃ l = 2T tel que, ]a, a+ 2T [ ∩ {nT, n ∈ Z} 6= ∅, ∀a ∈ R.

Proposition 2.2.1. Tout ensemble qui contient un ensemble relativement dense est

relativement dense.

Preuve. Soient E1 et E2 deux ensembles tels que E1 est relativement dense et

E1 ⊂ E2 ⊂ R.

E1 est relativement dense dans R, donc il existe l > 0 tel que

[a, a+ l] ∩ E1 6= ∅, ∀a ∈ R,

Comme E1 ⊂ E2, alors

[a, a+ l] ∩ E2 6= ∅, ∀a ∈ R.

i.e. E2 est relativement dense dans R.

Dans ce qui suit, on considère une fonction continue f définie sur R à valeur

complexe.

Définition 2.2.2. [3] Un nombre τ est appelé ε-presque période de la fonction f :

R→ C si :

sup
x∈R
|f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε.
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On note par

E(f, ε) :=
{
τ ∈ R, sup

x∈R
|f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε

}

l’ensemble des ε-presque périodes de f .

Définition 2.2.3. [3] Une fonction continue f : R→ C, est dite presque périodique

au sens de Bohr si pour tout ε > 0, l’ensemble E(f, ε) est relativement dense dans

R, i.e.

∀ ε > 0, ∃ lε > 0, [a, a+ l] ∩ E(f, ε) 6= ∅, ∀a ∈ R.

Exemple 2.2.2. Soit la fonction définie sur R par

f(x) = sin(2πx) + sin(
√

2πx).

La fonction f ainsi introduite est presque périodique au sens de Bohr. D’un point

de vu géométrique, on observe l’existence de presque périodes à partir de l’allure de

sa courbe
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Théorème 2.2.1. [6]

1. Si ε < ε′, alors E(f, ε) ⊂ E(f, ε′).

2. Si τ ∈ E(f, ε), alors (−τ) ∈ E(f, ε).

3. Si τ1 ∈ E(f, ε1) et τ2 ∈ E(f, ε2), alors (τ1 + τ2) ∈ E(f, ε1 + ε2).

Preuve.

1. Soit ε < ε′ et τ ∈ E(f, ε), on a alors

sup
x∈R
|f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε < ε′

i.e τ ∈ E(f, ε′).

2. Si τ ∈ E(f, ε), alors |f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε, ∀x ∈ R. Pour x = s− τ , où s ∈ R,

on a

|f(s− τ + τ)− f(s− τ)| ≤ ε⇒ |f(s)− f(s− τ)| ≤ ε

donc −τ ∈ E(f, ε).

3. Si

τ1 ∈ E(f, ε1), alors |f(x+ τ1)− f(x)| ≤ ε1,∀x ∈ R.

et

τ2 ∈ E(f, ε2), alors |f(x+ τ2)− f(x)| ≤ ε2,∀x ∈ R.

Donc pour x ∈ R, on a

|f (x+ (τ1 + τ2))− f(x)| = |f(x+ (τ1 + τ2))− f(x+ τ1) + f(x+ τ1)− f(x)|

≤ |f((x+ τ1) + τ2)− f(x+ τ1)|+ |f(x+ τ1)− f(x)|

≤ sup
y∈R
|f(y + τ2)− f(y)|+ sup

x∈R
|f(x+ τ1)− f(x)|

≤ ε1 + ε2

Donc (τ1 + τ2) ∈ E(f, ε1 + ε2).

Dans ce qui suit, on va présenter quelques propriétés des fonctions presque pé-

riodiques de Bohr et qui découlent directement de la définition.

Proposition 2.2.2. [6] Si f est une fonction presque périodique et ε ∈ R, alors
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1. E(f, ε) = E(τaf, ε), ∀a ∈ R.

2. E(f, ε) = E(f̌ , ε).

Preuve.

1. Si τ ∈ E(f, ε), alors |f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε, ∀x ∈ R. Donc pour x = a + s où

s ∈ R, on obtient

|f(a+ s+ τ)− f(a+ s)| ≤ ε, ∀s ∈ R.

i.e. sup
s∈R
|τaf(s+ τ)− τaf(s)| ≤ ε, d’où τ ∈ E(τaf, ε). A présent si τ ∈ E(τaf, ε),

alors |τaf(x+ τ)− τaf(x)| ≤ ε, ∀x ∈ R. Prenons x = s− a où s ∈ R, on aura

alors

|f(s+ τ)− f(s)| ≤ ε,∀s ∈ R.

i.e. τ ∈ E(f, ε). Finalement, E(f, ε) = E(τaf, ε).

2. Si τ ∈ E(f, ε), alors |f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε, ∀x ∈ R. Donc

∣∣∣f̌(x− τ)− f̌(x)
∣∣∣ = |f(−x+ τ)− f(−x)| ≤ ε.

i.e. (−τ) ∈ E(f̌ , ε) et d’aprés théorème 2.2.1, τ ∈ E(f̌ , ε). Ainsi

E(f, ε) ⊂ E(f̌ , ε).

D’autre part, ˇ̌
f = f donc

E(f̌ , ε) ⊂ E( ˇ̌
f, ε) = E(f, ε).

Finalement, E(f, ε) = E(f̌ , ε).

Théorème 2.2.2. [6] Si f est une fonction presque périodique, alors f est bornée

et uniformément continue sur R.

Preuve. Commençons par montrer que f est bornée. Si f est une fonction presque

périodique, alors pour tout ε > 0, il existe lε > 0 tel que tout intervalle [α, α + lε]

contient un nombre τ vérifiant |f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε, ∀x ∈ R.

Prenons ε = 1, alors ∀x ∈ R, ∃τ ∈ [−x,−x+ l1], |f(x+ τ)− f(x)| ≤ 1. Comme f
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est continue sur R, alors elle atteint ses bornes sur tout compact de R. i.e. il existe

M > 0, tel que |f(x)| ≤M , ∀x ∈ [0, l1]. Il vient que pour tout x ∈ R, (x+τ) ∈ [0, l1]

et donc

|f(x)| = |f(x)− f(x+ τ) + f(x+ τ)|

≤ |f(x)− f(x+ τ)|+ |f(x+ τ)|

≤ 1 +M

i.e. f est bornée sur R.

Montrons ensuite que f est uniformément continue. Si f est une fonction presque

périodique, alors E(f, ε3) est relativement dense pour tout ε > 0,i.e. il existe lε > 0

tel que tout intervalle de longueur lε contient un nombre τ vérifiant

|f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε

3 , ∀x ∈ R.

Or f est continue sur R donc elle est uniformément continue sur [0, 2 + lε] i.e

pour tout ε > 0, il existe 0 < δ (sans perdre de généralité, on peut supposer δ<1)

tel que

∀x, y ∈ [0, 2 + lε] , |x− y| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε

3 .

Soient x, y ∈ R tels que |x− y| < δ et prenons τ ∈ [−x+ 1,−x+ 1 + lε], on aura

alors

0 < 1 ≤ x+ τ ≤ 1 + lε ≤ 2 + lε,

ainsi

(x+ τ) ∈ [0, 2 + lε] .

Ensuite,

−x+ y + 1 ≤ y + τ ≤ −x+ y + 1 + lε

comme |x− y| ≤ δ, on aura alors −δ+1 ≤ y+τ ≤ δ+1+ lε. D’autre part 0 < δ < 1,

d’où 0 < y + τ < 2 + lε ainsi

(y + τ) ∈ [0, 2 + lε] .
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Finalement,

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− f(x+ τ)|+ |f(x+ τ)− f(y + τ)|+ |f(y)− f(y + τ)|

≤ ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε

i.e. f est uniformément continue sur R.

Théorème 2.2.3. [6] Si (fn)n∈N est une suite de fonctions presque périodiques qui

converge uniformément sur R vers une fonction f , alors f est presque périodique.

Preuve. Si (fn)n∈N converge uniformément sur R vers f , alors

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, |fn(x)− f(x)| ≤ ε

3 , ∀x ∈ R.

Si τ ∈ E(fn0 ,
ε

3), alors |fn0(x+ τ)− fn0(x)| ≤ ε

3 , ∀x ∈ R, et

|f(x+ τ)− f(x)| ≤ |f(x+ τ)− fn0(x+ τ)|+ |fn0(x+ τ)− fn0(x)|+ |fn0(x)− f(x)|

≤ ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε

i.e. τ ∈ E(f, ε) ce qui implique que E(fn0 ,
ε

3) ⊂ E(f, ε). Comme E(fn0 ,
ε

3) est

relativement dense, par la proposition 2.2.1, E(f, ε) est relativement dense aussi.

i.e. f est presque périodique.

Théorème 2.2.4. [6] Si f est une fonction presque périodique, alors

1. αf est presque périodique, pour tout α ∈ C.

2. τaf est presque périodique, pour tout a ∈ R.

3. f̌ est presque périodique.

Preuve.

1. Si τ ∈ E(f, ε), alors sup
x∈R
|f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε. Ainsi,

sup
x∈R
|(αf)(x+ τ)− αf(x)| = sup

x∈R
(|α| |f(x+ τ)− f(x)|)

= |α| sup
x∈R
|f(x+ τ)− f(x)| ≤ |a| ε.

D’où τ ∈ E(αf, |α| ε), i.e. E(f, ε) ⊂ E(αf, |α| ε). Or E(f, ε) est relativement

dense, et d’aprés proposition 2.2.1, E(αf, |α| ε) est relativement dense aussi.

i.e. αf est presque périodique.
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2. Si f est presque périodique, alors pour tout ε > 0, E(f, ε) est relativement

dense. Par la proposition 2.2.2, E(τaf, ε) = E(f, ε) donc E(τaf, ε) est relati-

vement dense pour tout ε > 0 i.e. τaf est presque périodique.

3. Si f est presque périodique, alors pour tout ε > 0, E(f, ε) est relativement

dense. Par la proposition 2.2.2, E(f̌ , ε) = E(f, ε) donc E(f̌ , ε) est relativement

dense pour tout ε > 0 i.e. f̌ est presque périodique.

Proposition 2.2.3. [6] Si f est une fonction presque périodique, alors

1. Si f 6= 0 et inf
x∈R
|f(x)| = m > 0, alors la fonction g = 1

f
est presque périodique.

2. g = f 2 est presque périodique.

3. |f | est presque périodique.

Preuve.

1. Soit ε > 0, si τ ∈ E(f,m2ε), alors sup
x∈R
|f(x+ τ)− f(x)| ≤ m2ε, ∀x ∈ R.

Donc pour tout x ∈ R, on a

|g(x+ τ)− g(x)| =
∣∣∣∣∣ 1
f(x+ τ) −

1
f(x)

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣f(x)− f(x+ τ)
f(x+ τ)f(x)

∣∣∣∣∣
≤ 1
m2 |f(x)− f(x+ τ)|

≤ ε

Par conséquent τ ∈ E(g, ε), ce qui implique que E(f,m2ε) ⊂ E(g, ε), par

la proposition 2.2.1, E(g, ε) est relativement dense. i.e. g = 1
f

est presque

périodique.

2. Soit ε > 0, si τ ∈ E(f, ε

2M ), alors |f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε

2M , x ∈ R. Donc

g(x+ τ)− g(x) = f 2(x+ τ)− f 2(x)

= (f(x+ τ)− f(x)) (f(x+ τ) + f(x))

Puisque f est presque périodique, alors elle est bornée, i.e. ∃M > 0 tel que

|f(x)| ≤M, ∀x ∈ R. Donc

|g(x+ τ)− g(x)| ≤ 2M |f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε
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Ainsi τ ∈ E(g, ε) i.e. E(f, ε

2M ) ⊂ E(g, ε).

Or E(f, ε

2M ) est relativement dense, alors d’aprés proposition 2.2.1, E(g, ε)

est relativement dense. i.e g = f 2 est presque périodique.

3. Si f est presque périodique, alors pour tout ε > 0 et τ ∈ E(f, ε), on a

|f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε, ∀x ∈ R.

En utilisant une inégalité avec valeur absolue, on obtient

||f(x+ τ)| − |f(x)|| ≤ |f(x+ τ)− f(x)| ≤ ε

i.e. τ ∈ E(|f | , ε) et E(f, ε) ⊂ E(|f | , ε). Par la proposition 2.2.1 x 7−→ |f(x)|

est presque périodique.

Théorème 2.2.5. [3] Soit f : R → C une fonction presque périodique, et g une

fonction continue sur Imf à valeur dans C, alors g ◦ f est presque périodique.

Preuve. Puisque f est bornée, alors on avait déja montré dans le théorème 2.1.6

que Imf est bornée, donc g est uniformément continue sur le compact Imf , i.e

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀y, z ∈ Imf, |y − z| ≤ δ ⇒ |g(y)− g(z)| ≤ ε,

Puisque f est presque périodique, alors pour tout τ ∈ E(f, δ), on a

|f(x+ τ)− f(x)| ≤ δ, ∀x ∈ R.

Donc, ∀x ∈ R, on a

|g(f(x+ τ))− g(f(x))| ≤ ε

Ce qui implique que

E(f, δ) ⊂ E(g, ε)

Et d’après proposition 2.2.1, E(g, ε) est relativement dense. i.e. g ◦ f est presque

périodique.

Théorème 2.2.6. [6] Soit f une fonction presque périodique et dérivable, si la

dérivée f ′ est uniformément continue sur R, alors elle est presque périodique.
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Preuve. Si f ′ est uniformément continue, alors

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ R, |x− y| < δ ⇒ |f ′(x)− f ′(y)| ≤ ε.

Soit la suite de fonctions (φn)n définie sur R par :

φn(x) = n
(
f(x+ 1

n
)− f(x)

)
, x ∈ R.

Pour tout a ∈ R, la fonction g = τaf − f est presque périodique. En effet, puisque

f est presque périodique on sait que ∀ε > 0, E(τaf, ε) = E(f, ε) est relativement

dense. Prenons τ ∈ E(f, ε2), alors pour tout x ∈ R on a

|g(x+ τ)− g(x)| = |f(a+ x+ τ)− f(x+ τ)− f(a+ x) + f(x)|

≤ |f(a+ x+ τ)− f(a+ x)|+ |f(x+ τ)− f(x)|

≤ ε

2 + ε

2 = ε

Donc E(f, ε2) ⊂ E(g, ε), par la proposition 2.2.1, E(g, ε) est relativement dense. i.e.

g = τaf − f est presque périodique. Par le théorème 2.2.4, la fonction 1
a

[τaf − f ]

est presque périodique. Ainsi, si on prend n ≥ 1
δ
, alors pour tout x ∈ R, on obtient

|φn(x)− f ′(x)| =
∣∣∣∣∣n
∫ 1

n

0
f ′(x+ s)ds− f ′(x)

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣n
∫ 1

n

0
[f ′(x+ s)− f ′(x)] ds

∣∣∣∣∣
≤ n

∫ 1
n

0
|f ′(x+ s)− f ′(x)| ds ≤ ε

i.e. (φn)n converge uniformément vers f ′ sur R. Par le théorème 2.2.3, on conclut

que f ′ est presque périodique.

Théorème 2.2.7. [1] Soit f une fonction presque périodique et F une primitive de

f . F est presque périodique si et seulement si elle est bornée sur R.

Preuve. Si F est une primitive presque périodique de f , alors F est bornée d’après

le théorème ??.

Inversemment, soit f une fonction presque périodique et F est une primitive bornée

de f , montrons que F est presque périodique.

26



Notons qu’on peut restreindre la preuve au cas où f est à valeurs réelles car si

f = f1 + if2 où f1 et f2 sont à valeurs réelles, alors

F (x) =
∫ x

0
f(t)dt

=
∫ x

0
f1(t)dt+ i

∫ x

0
f2(t)dt

= F1(x) + iF2(x)

Par conséquent, F est bornée si et seulement si F1 et F2 sont bornées sur R. Si F

est bornée, alors il existe m,M ∈ R tels que

m ≤ F (x) ≤M, ∀x ∈ R.

Par la caractérisation de la borne supérieure et la borne inférieure, pour tout ε > 0,

il existe deux réels x1 et x2 tels que

F (x1) < m+ ε

6 et F (x2) > M − ε

6 .

Posons d = |x1 − x2|. Par la presque périodicité de f , ∀ε > 0, ∃l1 > 0 tel que tout

intervalle de longueur l1 contient un ε

6d -presque période pour f . Pour montrer que

F est presque périodique, on montre que pour tout ε > 0, on a E(f, ε2l ) ⊂ E(F, ε)

où l = l1 + d.

Tout d’abord, on montre que tout intervalle de longueur l de R contient deux réels

z1, z2 tels que F (z1) < m+ ε

2 et F (z2) > M − ε

2 .

En effet, soient ξ = min {x1, x2} et τ ∈ T (f, ε6d) ∩ [β − ξ, β − ξ + l1], ∀ε > 0,

∀β ∈ R. Puisque ξ ≤ x1, ξ ≤ x2 et β − ξ ≤ τ ≤ β − ξ + l1, alors

β ≤ x1 + τ , β ≤ x2 + τ

et

τ + x1 ≤ β + l1 + x1 − ξ, τ + x2 ≤ β + l1 + x2 − ξ

Or il est facile de voir que −ξ + x1 ≤ d et −ξ + x2 ≤ d

Ainsi, si on pose z1 = x1 + τ et z2 = x2 + τ , alors z1 ∈ [β, β + l] et z2 ∈ [β, β + l]
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D’autre part, on a

F (z2)− F (z1) =
∫ z2

z1
f(t)dt+ F (x2)− F (x1)−

∫ x2

x1
f(t)dt

=
∫ x2

x1
(f(t+ τ)− f(t))dt+ F (x2)− F (x1)

≥ − ε

6d(x2 − x1) + F (x2)− F (x1)

≥ − ε

6dd+M − ε

6 −m−
ε

6
≥M −m− ε

2

Comme

F (z2)−M ≤ 0 et F (z1)−m ≥ 0

alors

F (z2) ≥M − ε

2 et F (z1) ≤ m+ ε

2 (2.8)

Ensuite considérons τ ∈ E(f, ε2l ), x ∈ R et z1, z2 ∈ [x, x+ l] tel que (2.8) soit

vérifiées.

Ainsi,

F (x+ τ)− F (x) =
∫ x+τ

0
f(t)dt−

∫ x

0
f(t)dt

= F (z1 + τ) +
∫ x+τ

z1+τ
f(t)dt− F (z1)−

∫ x

z1
f(t)dt

= F (z1 + τ)− F (z1) +
∫ z1

x
f(t)dt−

∫ z1

x
f(t+ τ)dt

= F (z1 + τ)− F (z1) +
∫ z1

x
(f(t)− f(t+ τ))dt

≥ m− (m+ ε

2)− ε

2l (z1 − x)

> −ε2 − l
ε

2l = −ε

De même pour z2, on obtient

F (x+ τ)− F (x) = F (z2 + τ)− F (z2) +
∫ z2

x
(f(t)− f(t+ τ))dt

≤M − (M − ε

2) + ε

2l (z2 − x)

≤ ε

2 + l
ε

2l = ε

D’où

|F (x+ τ)− F (x)| ≤ ε, ∀x ∈ R.
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i.e.

E(f, ε2l ) ⊂ E(F, ε), ∀ε > 0.

Finalement, par la proposition 2.2.1, E(F, ε) est relativement dense ∀ε > 0, i.e. F

est presque périodique.

Définition 2.2.4. (Bochner)[6]

Soit f : R→ C une fonction continue. f est dite normale ou presque périodique

au sens de Bochner si et seulement si, pour toute suite de réels (αn)n∈N, il existe

une sous suite (αnk
)k telle que la suite (f(x+ αnk

))k∈N converge uniformément sur

R.

L’un des résultats importants de cette théorie des fonctions presque périodique

est l’équivalence des trois définitions citées plus haut, donc on peut utiliser celle qui

nous arrange et travailler avec. Ceci est présenté dans le théorème suivant, pour la

preuve voir [1].

Théorème 2.2.8. [1] Soit f : R → C une fonction continue. Les propriétés sui-

vantes sont équivalentes

1. f est presque périodique au sens de Bohr.

2. f est limite uniforme d’un polynôme trigonométrique.

3. f est presque périodique au sens de Bochner.

2.3 Analyse de Fourier des fonctions presque pé-

riodiques

2.3.1 La valeur moyenne d’une fonction presque périodique

Pour introduire la série de Fourier d’une fonction presque périodique, il est né-

cessaire de définir la valeur moyenne de cette fonction.

Théorème 2.3.1. (Théorème de la valeur moyenne)[1]

Si fest une fonction presque périodique, alors

lim
T→∞

1
T

∫ a+T

a
f(x)dx = M {f}
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existe uniformément par rapport à a. M {f} est indépendante de a et s’appelle la

valeur moyenne de la fonction presque périodique f .

Preuve. On démontre d’abord que cette limite existe si f est un polynôme trigo-

nométrique, en effet, si

f(x) = c0 +
n∑
k=1

cke
iλkx, x ∈ R.

avec λk 6= 0 et k ∈ N, on a alors pour T > 0

1
T

∫ a+T

a
f(x)dx = 1

T

∫ a+T

a
(c0 +

n∑
k=1

cke
iλkx)dx

= 1
T

∫ a+T

a
c0dx+ 1

T

n∑
k=1

ck

∫ a+T

a
eiλkxdx

= c0 +
n∑
k=1

ck
eiλk(a+T ) − eiλka

iλkT

donc

∣∣∣∣∣ 1T
∫ a+T

a
f(x)dx− c0

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

∣∣∣∣∣ck eiλk(a+T ) − eiλka

iλkT

∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=1

|ck|
∣∣∣eiλka

∣∣∣ ∣∣∣eiλkT − 1
∣∣∣

|iλkT |

≤ 2
T

n∑
k=1

∣∣∣∣ ckλk
∣∣∣∣

Passons à la limite quand T tend vers l’infini, on trouve

lim
T→∞

∣∣∣∣∣ 1T
∫ a+T

a
f(x)dx− c0

∣∣∣∣∣ ≤ lim
T→∞

2
T

n∑
k=1

∣∣∣∣ ckλk
∣∣∣∣ = 0

donc M {f} = c0 existe et elle est indépendante de a.

Maintenant, si f est une fonction presque périodique quelconque, alors pour tout

ε > 0, il existe Sε un polynôme trigonométrique tel que

|f(x)− Sε(x)| < ε

3 , ∀x ∈ R. (2.9)

Puisque la valeur moyenne de Sε existe, i.e. lim
T→∞

1
T

∫ a+T

a
Sε(x)dx existe, alors la
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fonction T 7→ 1
T

∫ a+T

a
Sε(x)dx vérifie le critère de Cauchy, i.e

∀ε > 0, ∃A(ε), ∀T1, T2 ≥ A(ε)⇒
∣∣∣∣∣ 1
T1

∫ a+T1

a
Sε(x)dx− 1

T2

∫ a+T2

a
Sε(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

3
(2.10)

or

∣∣∣∣∣ 1
T1

∫ a+T1

a
f(x)dx− 1

T2

∫ a+T2

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ 1
T1

∫ a+T1

a
|f(x)− Sε(x)| dx+ 1

T2

∫ a+T2

a
|Sε(x)− f(x)| dx

+
∣∣∣∣∣ 1
T1

∫ a+T1

a
Sε(x)dx− 1

T2

∫ a+T2

a
Sε(x)dx

∣∣∣∣∣

et d’aprés (2.9) et (2.10) on trouve pour tout T1, T2 ≥ A(ε),

∣∣∣∣∣ 1
T1

∫ a+T1

a
f(x)dx− 1

T2

∫ a+T2

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

3 + ε

3 + ε

3

< ε

i.e. que la fonction T 7→ 1
T

∫ a+T

a
f(x)dx vérifie le critère de Cauchy ce qui implique

que lim
T→∞

1
T

∫ a+T

a
f(x)dx existe.

Il reste à montrer que la limite est indépendante de a, c’est-à-dire

lim
T→∞

1
T

∫ a+T

a
f(x)dx = lim

T→∞

1
T

∫ T

0
f(x)dx

1) Supposons que a > 0 et T > a

Comme f est presque périodique, alors elle est bornée, i.e. il existe M > 0

telle que pour tout x ∈ R, |f(x)| ≤M .

1
T

∣∣∣∣∣
∫ a+T

a
f(x)dx−

∫ T

0
f(x)dx

∣∣∣∣∣ = 1
T

∣∣∣∣∣
∫ a+T

0
f(x)dx−

∫ a

0
f(x)dx−

∫ T

0
f(x)dx

∣∣∣∣∣
= 1
T

∣∣∣∣∣
∫ a+T

T
f(x)dx−

∫ a

0
f(x)dx

∣∣∣∣∣
≤ 1
T

(∫ a+T

T
|f(x)| dx+

∫ a

0
|f(x)| dx

)

≤ 1
T

(∫ a+T

T
Mdx+

∫ a

0
Mdx

)

≤ 2Ma

T
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2) Supposons que a < 0, T > 0

1
T

∣∣∣∣∣
∫ a+T

a
f(x)dx−

∫ T

0
f(x)dx

∣∣∣∣∣ = 1
T

∣∣∣∣∣
∫ a+T

0
f(x)dx+

∫ 0

a
f(x)dx−

∫ T

0
f(x)dx

∣∣∣∣∣
= 1
T

∣∣∣∣∣−
∫ T

a+T
f(x)dx+

∫ 0

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣
≤ 1
T

(∫ T

a+T
|f(x)| dx+

∫ 0

a
|f(x)| dx

)

≤ −2Ma

T

Passons à la limite quand T →∞, on trouve alors

lim
T→∞

1
T

∣∣∣∣∣
∫ a+T

a
f(x)dx−

∫ T

0
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ 0, ∀a ∈ R.

i.e.

lim
T→∞

1
T

∫ a+T

a
f(x)dx = lim

T→∞

1
T

∫ T

0
f(x)dx

Par conséquent, la valeur moyenne existe pour n’importe quelle fonction presque

périodique et cette valeur est indépendante de a.

Proposition 2.3.1. [1] La valeur moyenne d’une fonction presque périodique coin-

cide avec la moyenne usuelle d’une fonction périodique.

Preuve. Si f est une fonction périodique de période w alors pour tout T ∈ R, on

peut écrire T = nw + αn avec αn ∈ R , tel que 0 ≤ αn < w et n ∈ Z, en effet,

prenons la partie entière n de T
w
, T ∈ R, on aura alors

n ≤ T

w
< n+ 1 (2.11)

donc 0 ≤ T − nw < w, posons αn = T − nw, alors on peut ecrire T = nw + αn où

0 ≤ αn < w.
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et par l’inégalité (2.11), si T →∞⇔ n→∞.

M {f} = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
f(x)dx

= lim
n→∞

1
nw + αn

∫ nw+αn

0
f(x)dx

= lim
n→∞

1
nw + αn

[∫ nw

0
f(x)dx+

∫ nw+αn

nw
f(x)dx

]
= lim

n→∞

1
nw + αn

[∫ nw

0
f(x)dx+

∫ αn

0
f(y + nw)dy

]

or f est une fonction périodique, donc f(y + nw) = f(y) et

M {f} = lim
n→∞

1
nw + αn

[∫ nw

0
f(x)dx+

∫ αn

0
f(x)dx

]
.

On va montrer maintenant que

∫ nw

0
f(x)dx = n

∫ w

0
f(x)dx. (2.12)

Faisons cela par récurrence, pour n = 1, l’égalité est vraie.

Supposons ensuite que (2.12) est vrai pour n et montrons qu’elle est vraie pour

(n+ 1).

∫ (n+1)w

0
f(x)dx =

∫ nw+w

0
f(x)dx

=
∫ nw

0
f(x)dx+

∫ nw+w

nw
f(x)dx

=
∫ nw

0
f(x)dx+

∫ w

0
f(y + nw)dy

=
∫ nw

0
f(x)dx+

∫ w

0
f(y)dy

= n
∫ w

0
f(x)dx+

∫ w

0
f(x)dx

= (n+ 1)
∫ w

0
f(x)dx

donc

M {f} = lim
n→∞

1
nw + αn

[∫ nw

0
f(x)dx+

∫ αn

0
f(x)dx

]
= lim

n→∞

n

nw + αn

∫ w

0
f(x)dx+ lim

n→∞

1
nw + αn

∫ αn

0
f(x)dx

= 1
w

∫ w

0
f(x)dx
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Voici quelques propriétés dont bénéficie la valeur moyenne.

Théorème 2.3.2. (Les propriétés de la valeur moyenne)[1]

Soient f et g deux fonctions presque périodiques et c ∈ C on a :

1. M
{_
f
}

= M {f}.

2. M {cf} = cM {f}.

3. M {f} ≥ 0 si f ≥ 0.

4. M {f + g} = M {f}+M {g}.

5. Si (fn)n est une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformé-

ment vers f , alors

lim
n→∞

M {fn} = M {f} .

Preuve.

1. Soit f ∈ Cpp, alors f = f1 + if2, où f1 et f2 sont des fonctions à valeurs réelles.

On a

lim
T→∞

1
T

∫ T

0
f(x)dx = lim

T→∞

1
T

∫ T

0
[f1(x) + if2(x)] dx

= lim
T→∞

1
T

∫ T

0
f1(x)dx+ i lim

T→∞

1
T

∫ T

0
f2(x)dx

= lim
T→∞

1
T

∫ T

0
f1(x)dx− i lim

T→∞

1
T

∫ T

0
f2(x)dx

= lim
T→∞

1
T

∫ T

0
[f1(x)− if2(x)] dx

= lim
T→∞

1
T

∫ T

0
f(x)dx

donc

M {f} = M
{
f
}
.

2.

M {cf} = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
cf(x)dx

= c lim
T→∞

1
T

∫ T

0
f(x)dx

= cM {f}
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3. Si f ∈ Cpp, telle que f(x) ≥ 0, ∀x ∈ R, alors

∫ T

0
f(x)dx ≥ 0⇒ 1

T

∫ T

0
f(x)dx ≥ 0

ce qui implique que

M {f} = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
f(x)dx ≥ 0.

4. Si f et g ∈ Cpp, alors on a

M {f + g} = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
[f(x) + g(x)] dx

= lim
T→∞

1
T

∫ T

0
f(x)dx+ lim

T→∞

1
T

∫ T

0
g(x)dx

= M {f}+M {g}

5.

|M {fn} −M {f}| =
∣∣∣∣∣ lim
T→∞

1
T

∫ T

0
fn(x)dx− lim

T→∞

1
T

∫ T

0
f(x)dx

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣ lim
T→∞

1
T

∫ T

0
[fn(x)− f(x)] dx

∣∣∣∣∣
≤ lim

T→∞

1
T

∫ T

0
|fn(x)− f(x)| dx

≤ sup
x∈R
|fn(x)− f(x)| lim

T→∞

1
T

∫ T

0
dx

≤ sup
x∈R
|fn(x)− f(x)|

Par passage à la limite quand n→∞, on obtient

lim
n→∞

M {fn} = M {f} .

Soient f une fonction presque périodique et λ ∈ R, on sait que fe−iλ· est une

fonction presque périodique, alors d’après le théorème 2.1.4 , M
{
fe−iλ·

}
existe.

On note a(λ) = M
{
fe−iλ·

}
et φ la fonction définie par φ(c1, · · · , cn) = M


∣∣∣∣∣f −

n∑
k=1

cke
iµk·
∣∣∣∣∣
2


où µ1, · · · , µn ∈ R et c1, · · · , cn ∈ C.
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Lemme 2.3.1. [1]

M
{
eiµk·e−iµh·

}
=

 1 si h = k

0 si h 6= k
(2.13)

Preuve. Si k = h, alors, ∀x ∈ R, eiµkxe−iµkx = 1, donc

M {1} = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
dx = 1

et si k 6= h, alors, ∀x ∈ R, eiµkxe−iµhx = e−i(µh−µk)x, donc

M
{
e−i(µh−µk)·

}
= lim

T→∞

1
T

∫ T

0
e−i(µh−µk)xdx

= lim
T→∞

1
T

[
e−i(µh−µk)x

−i(µh − µk)

]T
0

= lim
T→∞

e−i(µh−µk)T

−i(µh − µk)T
+ lim

T→∞

1
i(µh − µk)T

= 0

Théorème 2.3.3. (Inégalité de Bessel)[1]

La fonction φ atteint son minimum aux points (a(µ1), ..., a(µk)), et

n∑
k=1
|a(µk)|2 ≤M

{
|f |2

}
(2.14)

Preuve. On a

φ(c1, ..., cn) = M


∣∣∣∣∣f −

n∑
k=1

cke
iµk·
∣∣∣∣∣
2


= M

{
ff +

n∑
k=1

cke
iµk·

n∑
k=1

c̄ke
−iµk· − f

n∑
k=1

cke
−iµk· − f

n∑
k=1

cke
iµk·
}

= M

{
|f |2 +

n∑
k=1

n∑
h=1

ckc̄h(eiµk·e−iµh·)−
n∑
k=1

c̄kfe
−iµk· −

n∑
k=1

ckfe
iµk·
}

36



d’après 2 et 4 du théorème 2.3.2 et (2.13), on trouve

φ(c1, ..., cn) = M
{
|f |2

}
+

n∑
k=1

n∑
h=1

ckc̄hM
{
eiµk·e−iµh·

}
−

n∑
k=1

ckM
{
fe−iµk·

}
−

n∑
k=1

ckM
{
feiµk·

}
= M

{
|f |2

}
+

n∑
k=1
|ck|2 −

n∑
k=1

cka(µk)−
n∑
k=1

cka(µk)

= M
{
|f |2

}
−

n∑
k=1

ckā(µk)−
n∑
k=1

c̄ka(µk) +
n∑
k=1
|ck|2 +

n∑
k=1
|a(µk)|2

−
n∑
k=1
|a(µk)|2

= M
{
|f |2

}
+

n∑
k=1
|ck − a(µk)|2 −

n∑
k=1
|a(µk)|2 .

Puisque
n∑
k=1
|ck − a(µk)|2 ≥ 0, ∀ck ∈ C, alors

M
{
|f |2

}
+

n∑
k=1
|ck − a(µk)|2 −

n∑
k=1
|a(µk)| ≥M

{
|f |2

}
−

n∑
k=1
|a(µk)|2

et par suite

φ(c1, ..., cn) ≥M
{
|f |2

}
−

n∑
k=1
|a(µk)|2 , ∀ck ∈ C.

i.e. M
{
|f |2

}
−

n∑
k=1
|a(µk)|2 est un minimum pour la fonction φ qui est atteint au

points ck = a(µk), k = 1 · · ·n. Donc pour (c1, ..., cn) = (a(µ1), ..., a(µn)), on obtient

M


∣∣∣∣∣f −

n∑
k=1

a(µk)eiµk.

∣∣∣∣∣
2
 = M

{
|f |2

}
−

n∑
k=1
|a(µk)|2 . (2.15)

et par le théorème 2.3.2-(3), on a M


∣∣∣∣∣f −

n∑
k=1

a(µk)eiµk.

∣∣∣∣∣
2
 ≥ 0, i.e

M
{
|f |2

}
−

n∑
k=1
|a(µk)|2 ≥ 0⇒

n∑
k=1
|a(µk)|2 ≤M

{
|f |2

}
.
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2.3.2 Série de Fourier associée à une fonction presque pé-

riodique

Théorème 2.3.4. [6] Il existe un ensemble fini où dénombrable de λ pour lesquels

a(λ) 6= 0.

Preuve. Par (2.14), on trouve que, pour tout ρ > 0, l’ensemble {λ ∈ R, |a(λ)| > ρ}

est fini. Ainsi siAn =
{
λ ∈ R, |a(λ)| > 1

n

}
, alorsAn est fini. De plus {λ ∈ R, |a(λ)| > 0} =

∪∞n=1An, et par conséquent il est au plus dénombrable.

Définition 2.3.1. [1] On définit le spectre de la fonction f comme l’ensemble

σ(f) := {λ ∈ R, a(λ) 6= 0}

qui est au plus dénombrable.

Définition 2.3.2. [1] Soit f une fonction presque périodique. Les nombres λk, k ∈

N tels que a(λk) 6= 0 sont appelés les exposants de Fourier de f et les nombres

Ak = a(λk), k ∈ N, sont appelés les coefficients de Fourier de f .

Définition 2.3.3. [1] Si f est une fonction presque périodique, alors la série for-

melle
∞∑
k=1

Ake
iλkx, x ∈ R est appelée la série de Fourier associée à f et on note

f(x) ∼
∞∑
k=1

Ake
iλkx.

Théorème 2.3.5. [1] Si f est une fonction presque périodique telle que f(x) ∼
∞∑
k=1

Ake
iλkx, alors pour a, λ0 ∈ R, on a

a) f̄(x) ∼
∞∑
k=1

Āke
−iλkx

b) τaf(x) ∼
∞∑
k=1

Ake
iλkaeiλkx

c) eiλ0xf(x) ∼
∞∑
k=1

Ake
i(λk+λ0)x

Preuve.
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a) f̄ e−iλk· est presque périodique d’aprés les théorèmes 2.1.3 et 2.1.4, donc

M
{
f̄ eiλk·

}
= M

{
fe−iλk·

}
= M {fe−iλk·}

= Āk

i.e. Ak est le coefficient de Fourier de f̄ associé à (−λk)

b) τafe−iλk· est presque périodique d’aprés les théorèmes 2.1.3 et 2.1.4, donc

M
{
τafe

−iλk·
}

= lim
T→+∞

1
T

∫ T

0
f(x+ a)e−iλkxdx,

posons u = x+ a, alors

M
{
τafe

−iλk·
}

= lim
T→+∞

1
T

∫ a+T

a
f(u)e−iλk(u−a)du

= eiλka lim
T→+∞

1
T

∫ a+T

a
f(u)e−iλkudu

= eiλkaM
{
fe−iλk·

}
= eiλkaAk

i.e. τaf(x) ∼
∞∑
k=1

Ake
iλkaeiλkx.

c) On va chercher les coefficients et les exposants de Fourier de la fonction

x 7−→ eiλ0xf(x). Par le théorème 2.1.4, cette fonction est presque périodique

et M
{
eiλ0·fe−iλ·

}
existe pour tout λ ∈ R, donc cherchons λ ∈ R telle que

M
{
eiλ0·fe−iλ·

}
6= 0.

M
{
eiλ0·fe−iλ·

}
= lim

T→∞

1
T

∫ T

0
f(x)e−i(λ−λ0)dx 6= 0

seulement si (λ − λ0) ∈ σ(f) i.e. λ ∈ σ(f) + λ0. Aussi, si λ = λk + λ0 où

λk ∈ σ(f), alors

M
{
eiλ0·fe−iλ·

}
= M

{
fe−iλk·

}
= Ak 6= 0

Finalement, M
{
eiλ0·fe−iλ·

}
= Ak 6= 0 si et seulement si λ = λk + λ0 où
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λk ∈ σ(f). i.e.

eiλ0xf(x) ∼
∞∑
k=1

Ake
i(λk+λ0)x.

Théorème 2.3.6. [1] Si la dérivée (primitive) d’une fonction presque périodique est

presque périodique, alors sa série de Fourier peut être obtenue par différenciation

formelle (intégration).

Preuve. Considérons une fonction presque périodique f avec une dérivée presque

périodique, alors la valeur moyenne M
{
f ′e−iλ·

}
existe et on a

1
T

∫ a+T

a
f ′(x)e−iλxdx = 1

T

[
f(x)e−iλx

]a+T

a
+ iλ

1
T

∫ a+T

a
f(x)e−iλxdx,

passons à la limite lorsque T →∞, on trouve

lim
T→∞

1
T

∫ a+T

a
f ′(x)e−iλx = lim

T→∞

1
T

[
f(a+ T )e−iλ(a+T ) − f(a)e−iλa

]
+ iλ lim

T→∞

1
T

∫ a+T

a
f(x)e−iλxdx

= lim
T→∞

f(a+ T )e−iλ(a+T )

T
− lim

T→∞

f(a)e−iλa
T

+ iλ lim
T→∞

1
T

∫ a+T

a
f(x)e−iλxdx.

Comme f est une fonction presque périodique, alors elle est bornée sur R, et puis

∣∣∣∣∣f(a+ T )e−iλ(a+T )

T

∣∣∣∣∣ ≤ M

T
.

Par passage à la limite lorsque T →∞, on trouve

lim
T→∞

f(a+ T )e−iλ(a+T )

T
= 0.

Par conséquent

M
{
f ′e−iλ·

}
= iλM

{
fe−iλ·

}
. (2.16)

Il s’ensuit que f ′ a les mêmes exposants de Fourier que f , sauf pour λ = 0, s’il

apparaît parmi les exposants de Fourier de f .

C’est -à-dire

σ(f ′) = σ(f) \ {0} . (2.17)

Si on note A′k les coefficients de Fourier de f ′, nous obtenons de (2.16) que

A′k = iλkAk. (2.18)
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et

f ′(x) ∼
∞∑
k=1

iλkAke
iλkx.

Maintenant, si F est une primitive presque périodique de f , i.e. F ′ = f , par (2.17)

on devrait avoir que

σ(f) = σ(F ) \ {0}

et si on note Ak, Ãk les coefficients de Fourier de f et F respectivement, alors

Ak = iλkÃk.

et puisque λk 6= 0, alors Ak = A′k
iλk

.

Toutefois 0 peut appartenir à σ(F ), et a(0) = M {F}

d’où

F (x) ∼M {F}+
∞∑
k=1

Ak
iλk

eiλkx.

Si P est un polynôme trigonométrique défini par P (x) =
n∑
k=1

ake
iλkx, alors d’aprés

proposition 1.2.2, les exposants de Fourier de P sont les (λk)k≤n et les coefficients

de Fourier sont les (ak)k≤n.

Le théorème suivant affirme qu’une fonction presque périodique peut être approchée

par un polynôme trigonométrique construit à partir de sa série de Fourier, pour la

preuve voir [1].

Théorème 2.3.7. [1] Soit f une fonction presque périodique, on lui associe sa série

de Fourier
∞∑
k=1

Ake
iλkx, alors il existe une suite de polynôme trigonométrique (Tn)n

définie par

Tn(x) =
m∑
k=1

rk,nAke
iλkx, ∀x ∈ R

qui converge uniformément sur R vers f . Les nombres rk,n dépendent de λk et n et

non pas de Ak, k ∈ N et m dépend de n.

Théorème 2.3.8. (Egalité de Parseval)[1]

Soit f une fonction presque périodique tel que f(x) ∼
∞∑
k=1

Ake
iλkx, alors

∞∑
k=1
|Ak|2 = M

{
|f |2

}
.
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Preuve. Par l’inégalité de Bessel on a

n∑
k=1
|Ak|2 ≤M

{
|f |2

}

donc
∞∑
k=1
|Ak|2 ≤M

{
|f |2

}
Il reste à montrer que

∞∑
k=1
|Ak|2 ≥M

{
|f |2

}
Puisque f est presque périodique, alors d’après le théorème 2.3.7, il existe un poly-

nôme trigonométrique (Tn)n défini par Tn(x) =
m∑
k=1

rkAke
iλkx, x ∈ R tel que

|f(x)− Tn(x)| ≤ 1√
n
, ∀x ∈ R.

d’où

|f(x)− Tn(x)|2 ≤ 1
n
.

et
1
T

∫ T

0
|f(x)− Tn(x)|2 dx ≤ 1

n

Par passage à la limite quand T →∞, on trouve

M
{
|f − Tn|2

}
≤ 1
n
.

Considérons à présent la fonction φ, définie par

φ(b1, b2, · · · , bm) = M


∣∣∣∣∣f −

m∑
k=1

bke
iλk·
∣∣∣∣∣
2
 ,

où bk = rkAk alors par le théorème 2.3.3, on obtient

φ(A1, A2, · · · , Am) ≤ φ(b1, b2, · · · , bm)

i.e

M


∣∣∣∣∣f −

m∑
k=1

Ake
iλk·
∣∣∣∣∣
2
 ≤M


∣∣∣∣∣f −

m∑
k=1

rkAke
iλk·
∣∣∣∣∣
2
 ≤ 1

n
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En combinant cela avec l’équation (2.15), on obtient que

M
{
|f |2

}
−

m∑
k=1
|Ak|2 ≤

1
n

On tend m→∞ pour obtenir

M
{
|f |2

}
≤
∞∑
k=1
|Ak|2 + 1

n

et enfin, on fait tendre n vers l’infini

M
{
|f |2

}
≤
∞∑
k=1
|Ak|2 . (2.19)

Finalement,
∞∑
k=1
|Ak|2 = M

{
|f |2

}
.

Lemme 2.3.2. [6] Si f : R → R+ une fonction presque périodique et M {f} = 0,

alors f(x) = 0, ∀x ∈ R.

Théorème 2.3.9. (Théorème d’unicité)[1]

Soient f et g deux fonctions presque périodiques, si f(x) ∼
∑
k≥1

Ake
iλkx et g(x) ∼∑

k≥1
Ake

iλkx, alors f ≡ g.

Preuve. Posons

φ(x) = f(x)− g(x), x ∈ R.

φ est presque périodique, donc M
{
φe−iλk·

}
existe et vaut

M
{
φe−iλk·

}
= M

{
(f − g)e−iλk·

}
= M

{
fe−iλk·

}
−M

{
ge−iλk·

}
= 0

Par l’égalité de Parseval

M
{
|φ|2

}
=
∑
k≥1

M
{
φe−iλk·

}

i.e.

M
{
|φ|2

}
= 0,
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et par le lemme 2.3.2 φ(x) = 0, ∀x ∈ R. i.e.

f(x) = g(x), ∀x ∈ R.

Théorème 2.3.10. [1] Soit f une fonction presque périodique, si la série de Fourier

associée à cette fonction converge uniformément sur R, alors elle converge vers f .

Preuve. Soit f(x) ∼
∞∑
k=1

Ake
iλkx. Pour x ∈ R, si on pose

S(x) =
∞∑
k=1

Ake
iλkx et Sn(x) =

n∑
k=1

Ake
iλkx,

alors (Sn)n est une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformément

sur R vers S. Le théorème 2.3.2 affirme que

lim
n→+∞

M {Sn} = M {S}

Donc pour λ ∈ R.

M
{
Se−iλ·

}
= lim

n→+∞
M
{
Sne

−iλ·
}

= lim
n→+∞

n∑
k=1

AkM
{
e−iλ·eiλk·

}

et on obtient

M
{
Se−iλ·

}
=

 Ak si λ = λk

0 si λ 6= λk

Ainsi f et S ont la même série de Fourier, d’après le théorème d’unicité, on a f = S.
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Chapitre 3

Solution presque périodique d’une

équation différentielle non

homogène

3.1 C0 semi-groupe

Tout au long de cette section X sera un espace de Banach muni de la norme ‖.‖.

Définition 3.1.1. [4] Une famille (T (t))t≥0, d’opérateurs linéaires bornés de X à

X est dite un semi-groupe sur X si :

1. T (0) = I.

2. T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t, s ≥ 0.

Définition 3.1.2. [4] Un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés (T (t))t≥0, est

uniformément continue si

lim
t→0
‖T (t)− I‖ = 0.

Définition 3.1.3. [4] Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe sur X. L’opérateur linéaire A

défini par

D(A) =
{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe
}

et

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

, ∀x ∈ D(A).

est le générateur infinitésimal du semi groupe (T (t))t≥0, D(A) est le domaine de A.
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Définition 3.1.4. [4] Un semi-groupe (T (t))t≥0, des opérateurs linéaires bornés sur

X est un semi-groupe fortement continu si

lim
t→0

T (t)x = x, pour tout x ∈ X.

Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés fortement continu est dit un C0 semi-

groupe.

Théorème 3.1.1. [4] Soit (T (t))t≥0 un C0 semi-groupe, alors ils existent deux

constantes w ≥ 0 et M ≥ 1 telles que

‖T (t)‖ ≤Mewt, pour tout t ∈ R+.

Corollaire 3.1.1. [4] Si (T (t))t≥0 est un C0 semi-groupe, alors pour tout x ∈ X,

t 7−→ T (t)x est une fonction continue de R+ dans X.

Théorème 3.1.2. [4] Soit (T (t))t≥0 un C0 semi-groupe et A son générateur infini-

tésimal. Alors on a les propriétés suivantes :

1. Pour tout x ∈ X,

lim
h→0

1
h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x.

2. Pour tout x ∈ X et t ≥ 0,
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) et

A(
∫ t

0
T (s)xds) = T (t)x− x.

3. Si x ∈ D(A), alors T (t)x ∈ D(A) pour tout t ≥ 0, et

d

dt
T (t)x = AT (t)x

= T (t)Ax.

4. Pour tout x ∈ D(A) et t > s ≥ 0

T (t)x− T (s)x =
∫ t

s
T (τ)Axdτ

=
∫ t

s
AT (τ)xdτ
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Définition 3.1.5. [4] Un opérateur A est fermé, si et seulement si pour toute suite

(xn)n≥0 d’éléments de D(A) telle que :

lim
n→∞

xn = x ∈ X

et

lim
n→∞

Axn = y ∈ X

On a alors

x ∈ D(A) et Ax = y

Corollaire 3.1.2. [4] Si A est le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe

(T (t))t≥0, alors

• Le domaine D(A) est dense dans X.

• A est un opérateur linéaire fermé.

3.2 Fonctions presque périodiques à valeur dans

un espace de Banach

Dans cette section, on considère les fonctions définies sur R à valeur dans l’espace

de Banach X.

Si nous voulons définir des fonctions presque périodiques à valeurs dans un es-

pace de Banach, alors trois possibilités sont à portée de main, puisque les trois

propriétés mentionnées dans le chapitre 2 pour les fonctions à valeur complexes (dé-

finition de Bohr, définition de Bochner, définition d’approximation par polynôme

trigonométrique) peuvent être formulées en termes d’espaces de Banach. Et peu im-

porte laquelle de ces propriétés est choisie comme définition, car, ces propriétés sont

également équivalentes dans les espaces de Banach.

Définition 3.2.1. [1] Une fonction continue f est dite presque périodique, si pour

tout ε > 0, il existe l(ε) > 0 tel que tout intervalle de longueur l(ε) contient un

nombre τ vérifiant :

‖f(t+ τ)− f(t)‖ < ε, t ∈ R. (3.1)

Remarque 3.2.1. Un nombre τ pour lequel l’inégalité (3.1) est vraie est appelé ε-

presque période de la fonction f . La définition ci-dessus dit que pour chaque ε > 0,
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la fonction f a un ensemble de ε-presque période qui est relativement dense dans R.

Définition 3.2.2. [1] Une fonction continue f est dite normale où presque pério-

dique au sens de Bochner si pour toute suite de nombres réels (hn)n∈N, on peut

extraire une sous suite (hnk
)k∈N telle que la suite de fonctions (f(x + hnk

))k∈N soit

uniformément convergente.

Définition 3.2.3. [1] On appelle polynôme trigonométrique à valeur dans X toute

fonction de la forme suivante

T (x) =
n∑
k=1

Cke
iλkx, x ∈ R.

où Ck ∈ X et λk ∈ R.

Définition 3.2.4. [1] Une fonction f est appelée une fonction presque périodique si

pour tout ε > 0, on peut déterminer un polynôme trigonométrique Tε à valeurs dans

X, tel que

‖f(t)− Tε(t)‖ < ε, t ∈ R.

Les fonctions presque périodiques à valeur dans un espace de Banach ont presque

les mêmes propriétés que les fonctions à valeurs scalaires, on va citer quelques une.

Pour les preuves, voir [1].

Définition 3.2.5. [1] Un ensemble A ⊂ X est dit relativement compact si son

adhérence est compact dans X.

Théorème 3.2.1. [1]

1. Une fonction presque périodique à valeur dans X est bornée sur X.

2. Une fonction presque périodique est uniformément continue sur R.

3. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions presque périodiques à valeur dans l’espace

de Banach X qui converge uniformément vers une fonction f , alors f est

presque périodique.

4. L’ensemble des valeurs d’une fonction presque périodique à valeur dans X est

relativement compact en X.
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3.3 Solutions presque périodiques

Dans cette section nous expliquerons certains résultats concernant les solutions

presque périodiques de l’équation différentielle non homogène : u′ = Au+ f .

A étant un opérateur linéaire non borné dans un espace de Banach tandis que f est

une fonction presque périodique.

Définition 3.3.1. [4] Une fonction u : R 7−→ X est appelée une solution classique

de l’équation

u′(t) = Au(t) + f(t), t ∈ R (3.2)

si u est continûment dérivable sur R, u(t) ∈ D(A) pour tout t ∈ R et l’équation

(3.2) est vérifiée.

Avant de donner le théorème principal de cette section, on donne un résultat qui

concerne les solutions de l’équation homogène u′(t) = Au(t) qui sont définies sur R.

Mais avant, on va présenter un lemme qui sera utile pour la preuve du théorème

principal.

Lemme 3.3.1. [5] Soit (S(t))t≥0 un C0 semi-groupe et A son générateur infinitési-

mal. Supposons que u : R→ D(A) est une solution de l’équation

u′ = Au (3.3)

alors, pour tout nombre réel fixé α et pour tous t ≥ α on a :

u(t) = S(t− α)u(α).

Théorème 3.3.1. [5] Soit X un espace de Banach et (S(t))t≥0 est un C0 semi-

groupe vérifiant l’inégalité ‖S(t)‖L(X,X) ≤ Meβt, pour tout t ≥ 0, où M > 0 et

β < 0.

Soit A le générateur infinitésimal de (S(t))t≥0, et u : R → D(A) une solution de

l’équation u′(t) = Au(t), t ∈ R. Si on a

sup
t∈R

∫ t+1

t
‖U(σ)‖2 dσ <∞
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il en résulte que

u(t) = 0, ∀t ∈ R.

Remarque 3.3.1. Si f : R→ X, telle que sup
t∈R
‖f(t)‖ < +∞, alors sup

t∈R

∫ t+1

t
‖f(x)‖2 dx <

+∞.

En effet, si sup
t∈R
‖f(t)‖ < +∞, alors il existe C > 0 tel que pour tout t ∈ R,

‖f(t)‖ ≤ C ⇒ ‖f(t)‖2 ≤ C2

donc

∫ x+1

x
‖f(t)‖2 dt ≤

∫ x+1

x
C2dt ≤ C2

d’où

sup
t∈R

∫ t+1

t
‖f(x)‖2 dx < +∞.

A présent considérons, (S(t))t≥0 un C0 semi-groupe sur X qui vérifie l’estimation

‖S(t)‖ ≤Meβt, t ≥ 0, β < 0, et soit A son générateur infinitésimal. Avant d’énoncer

le théorème, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.2. [5] Si la fonction continue h : R+ → X, admet une dérivée droite

continue h′+(t) = k(t), alors elle est dérivable et h′(t) = k(t), t ∈ R+
∗ .

Théorème 3.3.2. [5] Soit f : R→ X une fonction presque périodique, telle que f ∈

C1(R, X) et sup
t∈R
‖f ′(t)‖ <∞, alors il existe une solution unique presque périodique

u de l’équation :

u′(t) = Au(t) + f(t), ∀t ∈ R. (3.4)

Preuve.

1. Unicité

Supposons qu’ils existent deux solutions presque périodiques u1 et u1 de l’équa-

tion (3.4) telles que u1 6= u2 et

u′1 = Au1 + f et u′2 = Au2 + f.
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On a

(u1 − u2)′ = u′1 − u′2

= Au1 + f − Au2 − f

= Au1 − Au2

= A(u1 − u2).

Par conséquent (u1−u2) vérifie l’équation homogène u′ = Au. D’autre part u1

et u2 sont presque périodiques, alors V = (u1−u2) est aussi presque périodique

d’après le théorème 2.1.4, d’où V est bornée d’après le théorème ??.

En utilisant le théorème 3.3.1, on déduit que pour tout t ∈ R, V (t) = 0 donc

u1(t)− u2(t) = 0⇒ u1(t) = u2(t), ∀t ∈ R.

2. Existence

Considérons la fonction u définie par l’intégrale suivante :

u(t) =
∫ t

−∞
S(t− σ)f(σ)dσ = lim

R→−∞

∫ t

R
S(t− σ)f(σ)dσ, t ∈ R.

Commençons par montrer que u est bien définie, pour cela, montrons d’abord

que S(t − ·)f(·) est continue sur [R, t]. Soit (σn)n ⊂ [R, t] tel que lim
n→∞

σn =

σ0. Comme f est une fonction continue, alors lim
n→∞

f(σn) = f(σ0), et comme

(S(t))t≥0 est un C0 semi-groupe, alors lim
n→∞

S(t− σn)f(σ0) = S(t− σ0)f(σ0).

D’autre part,

‖S(t− σn)f(σn)− S(t− σ0)f(σ0)‖ ≤ ‖S(t− σn)f(σn)− S(t− σn)f(σ0)‖

+ ‖S(t− σn)f(σ0)− S(t− σ0)f(σ0)‖

≤ ‖S(t− σn)‖ ‖f(σn)− f(σ0)‖

+ ‖S(t− σn)f(σ0)− S(t− σ0)f(σ0)‖

≤Meβ(t−σn) ‖f(σn)− f(σ0)‖

+ ‖S(t− σn)f(σ0)− S(t− σ0)f(σ0)‖

≤Meβ(t−R) ‖f(σn)− f(σ0)‖

+ ‖S(t− σn)f(σ0)− S(t− σ0)f(σ0)‖
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Par passage à la limite quand n→∞ on trouve

lim
n→∞

S(t− σn)f(σn) = S(t− σ0)f(σ0)

i.e. S(t− ·)f(·) est continue sur [R, t], et par conséquent elle est intégrable au

sens de Riemann.

Montrons ensuite que
∫ t

−∞
S(t−σ)f(σ)dσ converge, pour cela, montrons qu’elle

est absolument convergente,

‖S(t− σ)f(σ)‖ ≤ ‖S(t− σ)‖ ‖f(σ)‖

≤Meβ(t−σ) sup
σ∈R
‖f(σ)‖

et puisque
∫ t

−∞
e−βσdσ = −1

β
e−βt est convergente, alors

∫ t

−∞
‖S(t− σ)f(σ)‖ dσ

est convergente, i.e.
∫ t

−∞
S(t−σ)f(σ)dσ est absolument convergent. Par consé-

quent
∫ t

−∞
S(t−σ)f(σ)dσ converge. De plus

∥∥∥∥∫ t

−∞
S(t− σ)f(σ)dσ

∥∥∥∥ ≤ M

|β|
sup
σ∈R
‖f(σ)‖

.

A présent montrons que u est presque périodique. Puisque f est une fonction

presque périodique, alors pour tout ε > 0, il existe l = l(−εβ
M

), tel que tout

intervalle de longueur l contient un nombre τ vérifiant

sup
t∈R
‖f(t+ τ)− f(t)‖ ≤ −εβ

M
.

Alors, on peut écrire

u(t+ τ)− u(t) =
∫ t+τ

−∞
S(t+ τ − σ)f(σ)dσ −

∫ t

−∞
S(t− σ)f(σ)dσ

En utilisant le changement de variables ξ = σ − τ , on obtient

u(t+ τ)− u(t) =
∫ t

−∞
S(t− ξ)f(ξ + τ)dξ −

∫ t

−∞
S(t− σ)f(σ)dσ

=
∫ t

−∞
S(t− ξ) [f(ξ + τ)− f(ξ)] dξ
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et par conséquent

‖u(t+ τ)− u(t)‖ ≤
∫ t

−∞
‖S(t− ξ)‖ ‖f(ξ + τ)− f(ξ)‖ dξ

≤ −εβ
M

∫ t

−∞
Meβ(t−ξ)dξ

≤ −εβ
M

Meβt
∫ t

−∞
e−βξdξ

≤ −εβ
M

Meβt
e−βt

−β

≤ ε.

i.e. u est presque périodique au sens de Bohr.

Pour finir montrons que u est une solution classique sur R i.e. u ∈ C1(R, X)

et que u vérifie l’équation (3.4). On peut écrire u(t) = lim
n→+∞

un(t) où

un(t) =
∫ t

−n
S(t− σ)f(σ)dσ, t > −n.

Etabilissons la dérivabilité de un. Si t−σ = s, alors un(t) =
∫ t+n

0
S(s)f(t−s)ds

et si on pose t+ n = x et gn(x) = f(x− n) ∈ C1(R, X), alors

un(t) =
∫ x

0
S(s)gn(x− s)ds = vn(x).

On peut affirmer que la dérivée à droite de vn, v+
n (x) = lim

h→0+

1
h

[vn(x+ h)− vn(x)]

existe pour tout x > 0.

En effet,

vn(x+ h) =
∫ x+h

0
S(s)gn(x+ h− s)ds

=
∫ x

0
S(s)gn(x+ h− s)ds+

∫ x+h

x
S(s)gn(x+ h− s)ds,

donc

1
h

[vn(x+ h)− vn(x)] = 1
h

∫ x+h

x
S(s)gn(x+ h− s)ds+ 1

h

[∫ x

0
S(s)(gn(x+ h− s)− gn(x− s))ds

]

D’une part, posons

I =
∫ x

0
S(s)gn(x+ h− s)− gn(x− s)

h
ds−

∫ x

0
S(s)g′n(x− s)ds

53



alors

‖I‖ ≤
∫ x

0

∥∥∥∥∥S(s)
[
gn(x+ h− s)− gn(x− s)

h
− g′n(x− s)

]∥∥∥∥∥ ds
≤
∫ x

0
‖S(s)‖

∥∥∥∥∥gn(x+ h− s)− gn(x− s)
h

− g′n(x− s)
∥∥∥∥∥ ds

≤M
∫ x

0
eβsds sup

s∈[0,x]

∥∥∥∥∥gn(x+ h− s)− gn(x− s)
h

− g′n(x− s)
∥∥∥∥∥

D’autre part, Posons s = hθ + x, alors

1
h

∫ x+h

x
S(s)gn(x+ h− s)ds =

∫ 1

0
S(hθ + x)gn((1− θ)h)dθ.

Donc

∥∥∥∥∫ 1

0
S(hθ + x)gn((1− θ)h)dθ − S(x)gn(0)

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∫ 1

0
S(hθ + x)gn((1− θ)h)dθ −

∫ 1

0
S(x)gn(0)dθ

∥∥∥∥
≤
∫ 1

0
‖S(hθ + x) [gn((1− θ)h)− gn(0)]‖ dθ

+
∫ 1

0
‖[S(hθ + x)− S(x)] gn(0)‖ dθ

≤
∫ 1

0
Meβ(hθ+x) ‖gn((1− θ)h)− gn(0)‖ dθ

+
∫ 1

0
‖[S(hθ + x)− S(x)] gn(0)‖ dθ

≤M sup
θ∈[0,1]

‖gn((1− θ)h)− gn(0)‖
∫ 1

0
eβ(hθ+x)dθ

+
∫ 1

0
‖[S(hθ + x)− S(x)] gn(0)‖ dθ

≤Meβx sup
θ∈[0,1]

‖gn((1− θ)h)− gn(0)‖ 1
β

(e
βh − 1
h

)

+
∫ 1

0
‖[S(hθ + x)− S(s)] gn(0)‖ dθ

i.e. lim
h→0

1
h

∫ x+h

x
S(s)gn(x+h−s)ds = S(x)gn(0) et lim

h→0

∫ x

0
S(s)gn(x+ h− s)− gn(x− s)

h
ds =∫ x

0
s(s)g′n(x− s)ds

Finalement, la dérivée à droite de vn existe, et

v+
n (x) = S(x)gn(0) +

∫ x

0
s(s)g′n(x− s)ds, x > 0.

et puisque S(x) ∈ L(X) et g′n est continue alors v+
n est continue. D’aprés le
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lemme 3.3.2, la dérivée v′n existe sur ]0,+∞[ et v+
n (x) = v′n(x), x > 0.

De plus, vn(x) =
∫ x

0
S(x− s)gn(s)ds et pour tout h > 0

1
h

[vn(x+ h)− vn(x)] = 1
h

[∫ x+h

0
S(x+ h− s)gn(s)ds−

∫ x

0
S(x− s)gn(s)ds

]

= 1
h

∫ x

0
S(h)S(x− s)gn(s)ds+ 1

h

∫ x+h

x
S(x+ h− s)gn(s)ds

− 1
h

∫ x

0
S(x− s)gn(s)ds

= 1
h

∫ x+h

x
S(x+ h− s)gn(s)ds+ S(h)− I

h

∫ x

0
S(x− s)gn(s)ds

On pose s = hθ + x, alors

1
h

∫ x+h

x
S(x+ h− s)gn(s)ds =

∫ 1

0
S((1− θ)h)gn(hθ + x)dθ.

Donc

∥∥∥∥∫ 1

0
S((1− θ)h)gn(hθ + x)dθ − gn(x)dθ

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∫ 1

0
S((1− θ)h)gn(hθ + x)dθ −

∫ 1

0
gn(x)dθ

∥∥∥∥
≤
∫ 1

0
‖S((1− θ)h)‖ ‖gn(hθ + x)− gn(x)‖ dθ

+
∫ 1

0
‖(S((1− θ)h)− I)gn(x)‖ dθ

≤M sup
θ∈[0,1]

‖gn(hθ + x)− gn(x)‖
∫ 1

0
eβ(hθ+x)dθ

+
∫ 1

0
‖(S((1− θ)h)− I)gn(x)‖ dθ

≤M sup
θ∈[0,1]

‖gn(hθ + x)− gn(x)‖ eβx 1
β

eβh − 1
h

+
∫ 1

0
‖(S((1− θ)h)− I)gn(x)‖ dθ

i.e.

lim
h→0

1
h

∫ x+h

x
S(x+ h− s)gn(s)ds = gn(x).

Donc

lim
h→0

S(h)− I
h

∫ x

0
S(x− s)gn(s)ds = v′n − gn(x)

Par le théorème 3.1.2 vn(x) =
∫ x

0
S(x− s)gn(s)ds ∈ D(A), et par la définition
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du générateur infinitésimal de S, on obtient que

lim
h→0

S(h)− I
h

∫ x

0
S(x− s)gn(s)ds = A(

∫ x

0
S(x− s)gn(s)ds) = v′n − gn(x).

i.e.

v′n(x) = Avn(x) + gn(x), x > 0.

Revenons à un(t) = vn(x) où x = t+ n, on aura alors

u′n(t) = dun(t)
dt

= dvn(x)
dx

dx

dt
= v′n(t+ n)

et

u′n(t) = Aun(t) + f(t), t > −n. (3.5)

D’autre part,

u′n(t) = v′n(t+ n) = S(t+ n)f(−n) +
∫ t+n

0
S(s)f ′(t− s)ds.

donc

∥∥∥∥u′n(t)−
∫ +∞

0
S(s)f ′(t− s)ds

∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥∫ t+n

0
S(s)f ′(t− s)ds−

∫ +∞

0
S(s)f ′(t− s)ds

∥∥∥∥
+ ‖S(t+ n)f(−n)‖

≤
∫ +∞

t+n
‖S(s)f ′(t− s)‖ ds+ ‖S(t+ n)f(−n)‖

≤M sup
ξ∈R
‖f ′(ξ)‖

∫ +∞

t+n
eβsds+M sup

t∈R
‖f(t)‖ eβteβn

≤ (−M sup
ξ∈R
‖f ′(ξ)‖ e

βt

β
)eβn +M sup

t∈R
‖f(t)‖ eβteβn

≤ Ceβn

i.e.

lim
n→∞

u′n(t) =
∫ +∞

0
S(s)f ′(t− s)ds, ∀t ∈ R.

Prenons maintenant a ∈ R et choisissons n tel que −n < a. Puisque u′n existe

alors on peut écrire

un(t) = un(a) +
∫ t

a
u′n(s)ds, t > a. (3.6)
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et on peut même montrer que u′n converge vers v(t) =
∫ +∞

0
S(s)f ′(t − s)ds

uniformément sur [a,+∞[, en effet,

‖u′n(t)− v(t)‖ =
∥∥∥∥∫ t+n

0
S(s)f ′(t− s)ds+ S(t+ n)f(−n)−

∫ +∞

0
S(s)f ′(t− s)ds

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥∫ t+n

0
S(s)f ′(t− s)ds−

∫ +∞

0
S(s)f ′(t− s)ds

∥∥∥∥+ ‖S(t+ n)f(−n)‖

≤
∥∥∥∥∫ t+n

0
S(s)f ′(t− s)ds−

∫ t+n

0
S(s)f ′(t− s)ds−

∫ +∞

t+n
S(s)f ′(t− s)ds

∥∥∥∥
+ ‖S(t+ n)f(−n)‖

≤
∫ +∞

t+n
‖S(s)f ′(t− s)‖ ds+ ‖S(t+ n)f(−n)‖

≤M sup
ξ∈R
‖f ′(ξ)‖

∫ +∞

t+n
eβsds+M sup

t∈R
‖f(t)‖ eβaeβn

≤ (−M sup
ξ∈R
‖f ′(ξ)‖ e

βa

β
)eβn +M sup

t∈R
‖f(t)‖ eβaeβn

≤ Ceβn

par passage à la limite quand n→ +∞ on trouve que

‖u′n(t)− v(t)‖ ≤ 0

Donc u′n(t) converge uniformément vers v(t) sur [a,+∞[.

Notons aussi que u′n est continue, et puisque la convergence de u′n vers v est

uniforme sur [a,+∞[, alors v est continue sur [a,+∞[ et par passage à la limite

dans (3.6) on obtient

u(t) = u(a) +
∫ t

a
v(s)ds, t > a.

De cette écriture, on déduit que

v(t) = u′(t), t > a. (3.7)

où a est quelconque i.e. u ∈ C1(R, X). Revenons à (3.5), Aun(t) = u′n(t) −

f(t), t > −n, et par passage à la limite,

lim
n→+∞

Aun(t) = v(t)− f(t), t ∈ R

= u′(t)− f(t)
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De plus on a

lim
n→+∞

un(t) = u(t)

Puisque A est un operateur fermé alors, pour tout t ∈ R,

u(t) ∈ D(A)

et

Au(t) = u′(t)− f(t)

D’où u vérifie (3.4).

Corollaire 3.3.1. [5] Sous l’hypothèse du théorème précédent, toute solution bornée

sur R d’équation u′ = Au+ f est presque périodique.

Preuve. Nous avons prouvé que cette équation a exactement une solution, donc elle

doit coincider avec
∫ t

−∞
S(t− σ)f(σ)dσ et elle est presque périodique.
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