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Notations générales

[a, b]T [a, b] ∩ T .

T0 T\{a} avec a = minT .

p.p. Presque partout .

(., .) Produit scalaire .

f (α)(t) La dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α en t ≥ 0 .

f
(α)
∆ (t) La ∆−dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α en t ∈ Tk .

f
(α)
∇ (t) La ∇−dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α en t ∈ Tk .

‖.‖X Norme dans l’espace X .

µL Mesure de Lebesgue sur R .

µ∇ ∇−mesure de Lebesgue .

|x| Valeur absolue de x .

Lp([a, b],R)
{
f : [a, b]→ R : f est mesurable ,

∫ b
a
|f(t)|pdt <∞

}
, 1 ≤ p <∞ .

Cn([a, b],R) Espace des fonctions n-fois continûment diUérentiables .

Cα([a, b]T,R)
{
f : [a, b]T → R , f est∇−fractionnaire conformable diUérentiable

d’ordre α sur [a, b]T et f (α)
∇ (t) ∈ C([a, b]T)

}
.

Cαld([a, b]T,R)
{
f : [a, b]T → R , f est∇−fractionnaire conformable diUérentiable

d’ordre α sur [a, b]T et f (α)
∇ (t) ∈ Cld([a, b]T)

}
.

iv



Introduction générale

Historique

Le calcul fractionnaire est la branche d’analyse mathématique qui étudie la généralisa-

tion des notions de dérivation et d’intégration à des ordres non entiers (réels ou complexes).

Son histoire remonte à L’Hôpital (1693) qui se pose la question d’interpréter la dérivée

d’ordre 1
2
.

Ensuite , Fourier , Abel , Liouville , Riemann , Weyl , Riez , Marchaud et Caputo , entre

autres , ont contribué au développement du calcul fractionnaire dans lequel on définit les

dérivées et les intégrales non entières .

Récemment , Khalil et al. [41] ont introduit une nouvelle dérivée fractionnaire qui s’ap-

pelle « la dérivée fractionnaire conformable » . Cette nouvelle notion est très intéressant ,

voir [32, 54] . Pour les résultats récents sur les dérivées fractionnaires conformables, nous

renvoyons aux [50, 22, 23, 29, 40, 35, 6, 54, 53, 41, 8, 34, 16, 51, 20] .

Plus tard , cette théorie est développée par T. Abdeljawad dans [50] , qui a donné les

définitions des dérivées conformables à gauche et à droite d’ordre supérieur , les fonctions

exponentielles , l’inégalité de Gronwall , transformation de Laplace pour le calcul frac-

tionnaire conformable , etc...

En particulier , Benkhettou et al. [32] ont introduit un calcul fractionnaire conformable

sur une échelle de temps arbitraire , qui est une extension naturelle du calcul fractionnaire

conformable . La théorie d’échelle de temps a été développé en 1988 par S. Hilger [48]

dans sa thèse de doctorat et dirigé par B. Auldbach afin d’unifier l’analyse continue et

discrète .

De plus , dans [18] , l’auteur a prouvé le théorème de la moyenne pour le calcul

fractionnaire conformable sur des échelles de temps arbitraires . Dans [55] , les auteurs ont

v



Introduction générale vi

développé les espaces de Sobolev fractionnaires par des calculs fractionnaires conformables

sur les échelles de temps . Dans [52] , les auteurs ont prouvé certains théorèmes de base

pour le système fractionnaire conformable de Dirac sur les échelles de temps .

Organisation du mémoire

Ce mémoire se décompose de trois chapitres :

• Premier chapitre :

Dans ce chapitre , nous présentons quelques préliminaires sur le calcul des échelles de

temps utilisées dans ce mémoire , puis nous introduisons la ∆−dérivée , ∇−dérivée et

la relation entres les deux , quelques définitions et propriétés sur l’échelle de temps . Et

nous rappelons aussi quelques notions fondamentales de la théorie de la ∇−mesure et

∇−intégration de Lebesgue où nous donnons une relation entres la mesure µ∇ sur T et

la mesure de Lebesgue µL sur R .

• Deuxième chapitre :

Dans ce chapitre , nous introduisons tout d’abord la notion de calcul fractionnaire , ensuite

on donne une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire :

Tα(f)(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
, pour tout t > 0. (1)

Elle est définie en t = 0 par :

Tα(f)(0) = lim
t→0
Tα(f)(t).

On définit aussi l’intégrale fractionnaire conformable et leurs propriétés . Enfin , on géné-

ralise cette nouvelle dérivée sur l’échelle de temps .

• Troisième chapitre :

Dans dernière chapitre , on définit la ∇−dérivée fractionnaire conformable d’ordre α

α ∈]0, 1] et ∇−intégrale fractionnaire conformable sur les échelles de temps , et nous

étudions leurs propriétés . On démontre le théorème de la moyenne et théorème de la

moyenne généralisé , et nous définissons la fonction absolument continue , et on introduit

les espaces de Lebesgue Lp∇(T,R) et Lpα,∇(T,R) , et on adapte cela à des fonctions à

valeurs vectorielles .



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous introduisons quelques définitions et propriétés sur les échelles

de temps que nous utiliserons dans ce mémoire et nous présentons également des résultats

principaux sur la différentiabilité et l’intégration sur les échelles de temps .

La plupart de ces résultats seront énoncées sans preuve . Pour plus de détails , on peut

consulter [26] , [25] et [46] .

1.1 Calculs sur les échelles de temps

Une échelle de temps T est un sous-ensemble fermé non vide de l’ensemble des nombres

réels R . Ainsi Z,N , i.e. les nombres entiers relatifs , les entiers naturels sont des exemples

d’échelles de temps .

DéVnition 1.1.1. [26, 25] Soit T une échelle de temps . Pour t ∈ T , on déVnit l’opérateur de

saut avant σ : T→ T par :

σ(t) := inf{s ∈ T : s > t},

et l’opérateur de saut arrière ρ : T→ T par :

ρ(t) := sup{s ∈ T : s < t}.

Par convention , on supposera que :

I inf ∅ = supT (i.e σ(t) = t si T admet un maximum t) ,

I sup ∅ = inf T (i.e ρ(t) = t si T admet un minimum t) .

1



1.2 Différentiabilité sur les échelles de temps 2

DéVnition 1.1.2. [26, 46] Soit T une échelle de temps , t ∈ T . On dira que :

1) t est dispersé à droite si σ(t) > t .

2) t est dispersé à gauche si ρ(t) < t .

3) t est isolé s’il est simultanément dispersé à droite et à gauche . (ie., ρ(t) < t < σ(t)) .

4) t est dense à droite si σ(t) = t et t < supT .

5) t est dense à gauche si ρ(t) = t et t > inf T .

6) t est dense s’il est simultanément dense à droite et dense à gauche . (ie., ρ(t) = t = σ(t)) .

DéVnition 1.1.3. [26] Soit T une échelle de temps .

• Si T admet un maximumM dispersé à gauche , alors on pose Tk = T− {M} , sinon Tk = T .

• Si T admet un minimumm dispersé à droite , alors on pose Tk = T− {m} , sinon Tk = T .

DéVnition 1.1.4. [26] La fonction de granulation µ : T→ R+ est déVnie par :

µ(t) := σ(t)− t.

La fonction de granulation en arrière γ : T→ R+ est déVnie par :

γ(t) := t− ρ(t).

DéVnition 1.1.5. [26] Soit f : T→ R une fonction , on déVnit la fonctions fσ : T→ R par :

fσ(t) := (foσ)(t) = f(σ(t)), pour tout t ∈ T.

et la fonctions fρ : T→ R par :

fρ(t) := (foρ)(t) = f(ρ(t)), pour tout t ∈ T.

1.2 Différentiabilité sur les échelles de temps

1.2.1 Delta différentiabilité

DéVnition 1.2.1. [46] Soient f : T→ R une fonction et t ∈ Tk .

On dira que f est ∆-diUérentiable en t s’il existe un nombre f∆(t) ∈ R tel que pour tout ε > 0 ,

il existe un voisinage U de t où

|fσ(t)− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)| ≤ ε|σ(t)− s|, pour tout s ∈ U .
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On appelle f∆(t) la ∆−dérivée de f en t . Si f est ∆−diUérentiable en t pour tout t ∈ Tk, alors

f∆ : Tk → R est appelée la ∆−dérivée de f sur Tk .

Théorème 1.2.1. [46] Soient f : T→ R une fonction et t ∈ Tk .

i) Si f est ∆−diUérentiable en t , alors f est continue en t .

ii) Si f est continue en t et si t est dispersé à droite , alors f est ∆-diUérentiable en t et

f∆(t) =
f(σ(t))− f(t)

µ(t)
·

iii) Si t est dense à droite , alors f est ∆−diUérentiable en t si et seulement si

lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
existe et Vnie.

Dans ce cas ,

f∆(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
·

iv) Si f est ∆−diUérentiable en t , alors

fσ(t) = f(t) + µ(t)f∆(t).

1.2.2 Nabla différentiabilité

DéVnition 1.2.2. [13] Soient f : T→ R une fonction et t ∈ Tk .

On dira que f est∇-diUérentiable en t s’il existe un nombre f∇(t) ∈ R tel que pour tout ε > 0 ,

il existe un voisinage V de t où

|fρ(t)− f(s)− f∇(t)(ρ(t)− s)| ≤ ε|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ V .

On appelle f∇(t) la ∇−dérivée de f en t .

Si f est∇−diUérentiable en t pour tout t ∈ Tk , alors f∇ : Tk → R est appelée la∇−dérivée de

f sur Tk .

Théorème 1.2.2. [15] Soient f : T→ R une fonction et t ∈ Tk .

(i) Si f est ∇−diUérentiable en t , alors f est continue en t .

(ii) Si f est continue en t et si t est dispersé à gauche , alors f est ∇−diUérentiable en t et

f∇(t) =
f(t)− f(ρ(t))

γ(t)
·
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(iii) Si t est dense à gauche , alors f est ∇−diUérentiable en t si et seulement si

lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
existe et Vnie.

Dans ce cas ,

f∇(t) = lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
·

(iv) Si f est ∇−diUérentiable en t , alors

fρ(t) = f(t)− γ(t)f∇(t).

Démonstration.

i) Supposons que f est∇−diUérentiable en t , alors , pour tout ε > 0 il existe un voisinage

V de t tel que :

∣∣(fρ(t)− f(s))− f∇(t)(ρ(t)− s)
∣∣ ≤ ε∗|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ V .

Où ,

ε∗ =
ε

1 + 2γ(t) + |f∇(t)|
.

Par conséquent , nous avons , pour tout s ∈ Vt ∩ ]t− ε∗, t+ ε∗[ ,

|f(t)− f(s)| =
∣∣(f(ρ(t)− f(s))− f∇(t)(ρ(t)− s)

−
[
(f(ρ(t)− f(t))− f∇(t)(ρ(t)− t)

]
+ f∇(t)(t− s)

∣∣
≤ ε∗ |(ρ(t)− s)|+ ε∗ |(ρ(t)− t)|+

∣∣f∇(t)(t− s)
∣∣

≤ ε∗
{
γ(t) + |s− t|+ γ(t) + |f∇(t)|

}
≤ ε∗

{
1 + 2γ(t) + |f∇(t)|

}
≤ ε.

Donc , f continue en t .

iv) Si t est dense à gauche , alors γ(t) = 0 , et

f(ρ(t)) = f(t)− γ(t)f∇(t) = f(t).

D’autre part , si t est dispersé à gauche . Donc d’après la propriété (ii) du théorème (1.2.2)
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on a

f(ρ(t)) = f(t) + γ(t) · f(t)− f(ρ(t))

γ(t)

= f(t)− γ(t) · f(t)− f(ρ(t))

γ(t)

= f(t)− γ(t)f∇(t).

Théorème 1.2.3. [15, 26] Si f, g : T→ R sont ∇−diUérentiables en t ∈ Tk , alors

(i) f + g est ∇−diUérentiable en t et

(f + g)∇(t) = f∇(t) + g∇(t).

(ii) Pour tout α ∈ R , αf est ∇−diUérentiable en t et

(αf)∇(t) = αf∇(t).

(iii) fg est ∇−diUérentiable en t et

(fg)∇(t) = f∇(t)g(t) + fρ(t)g∇(t).

= f(t)g∇(t) + f∇(t)gρ(t).

(iv) Si g(t)gρ(t) 6= 0 , alors
f

g
est ∇−diUérentiable en t et

(
f

g

)∇
(t) =

f∇(t)g(t)− f(t)g∇(t)

g(t)gρ(t)
·

(v) Si f(t)fρ(t) 6= 0 , alors
1

f
est ∇−diUérentiable en t et

(
1

f

)∇
(t) = − f∇(t)

f(t)fρ(t)
·

DéVnition 1.2.3. [27] Soient f : T→ R et t ∈ (Tk)k = Tk2 .

On déVnit la ∇−dérivée seconde de f en t par :

f∇∇ = (f∇)∇ : Tk2 → R.
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De la même manière , on déVnit la∇−dérivée d’ordre n de f par :

f∇
n

: Tkn → R, pour tout n ∈ N∗.

Dans le théorème suivant , nous donnons une relation entre la ∇−dérivée et la

∆−dérivée .

Théorème 1.2.4. [39]

i) Supposons f : T→ R est ∆−diUérentiable sur Tk , alors f est ∇−diUérentiable en t et

f∇(t) = f∆(ρ(t)), pour tout t ∈ Tk.

tel que σ(ρ(t)) = t si , en plus , f∆ est continue sur Tk alors f est diUérentiable en t .

ii) Supposons f : T→ R est ∇−diUérentiable sur Tk , alors f est ∆−diUérentiable en t et

f∆(t) = f∇(σ(t)), pour tout t ∈ Tk.

tel que ρ(σ(t)) = t si , en plus , f∇ est continue sur Tk alors f est diUérentiable en t .

Démonstration.

La démonstration est similaire à celle donnée par les théorèmes (3.3.9) et (3.3.10) .

Théorème 1.2.5. [26] Soit f : R → R une fonction diUérentiable et g : T → R une fonction

∇−diUérentiable . Alors f ◦ g est ∇−diUérentiable et on a :

(f ◦ g)∇(t) =

{∫ 1

0

f ′(g(t)− hγ(t)g∇(t))dh

}
g∇(t).

Démonstration.

La démonstration est similaire à celle donnée par le théorème (3.2.5) .

Théorème 1.2.6. [26] Supposons que υ : T→ R est strictement croissante et T̃ := υ(T) est une

échelle de temps . Soit w : T̃→ R , si υ∇(t) et w∇̃(v(t)) existent pour t ∈ Tk , alors

(w ◦ υ)∇(t) =
[
(w∇̃ ◦ υ)υ∇

]
(t), pour t ∈ Tk.

Exemple 1.2.1. Soit T = N et υ(t) = 4t+ 1 .

T̃ = υ(T) = {4n+ 1 : n ∈ N} = {1, 5, 9, 13, · · · }.
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Soit w : T̃→ R est déVnie par : w(t) = t2 . Alors

(w ◦ υ)∇(t) = (4t+ 1)2 −
[
4(t− 1) + 1

]2
= 32t− 8.

Maintenant , on calcul υ∇(t) et w∇̃(t)

υ∇(t) = 4t , et w∇̃(t) =
w(t)− w(ρ̃(t))

t− ρ̃
= 2t− 4 .

Par conséquent ,

(w∇̃ ◦ υ)(t) = w∇̃(v(t)) = 2(4t+ 1)− 4 = 8t− 2.

Donc , [
(w∇̃ ◦ υ)υ∇

]
(t) = (8t− 2)4 = 32t− 8 = (w ◦ υ)∇(t).

1.3 L’intégration sur les échelles de temps

1.3.1 Delta Intégration

DéVnition 1.3.1. [26] Nous dirons qu’une fonction f : T→ R est régulière si sa limite à droite

existe en tout point dense à droite de T et sa limite à gauche existe en tout point dense à gauche

de T .

DéVnition 1.3.2. [45] Une fonction f : T → R est dite rd-continue si elle est continue en tout

point dense à droite de T et si sa limite à gauche existe et est Vnie en tout point dense à gauche

de T .

On note l’ensemble des fonctions f : T→ R qui sont rd-continues sur T par :

Crd = Crd(T) = Crd(T,R).

L’ensemble des fonctions f : T → R qui sont ∆−diUérentiables et ses ∆−dérivées sont rd-

continues sur T sera noté par : C1
rd = C1

rd(T) = C1
rd(T,R) .

DéVnition 1.3.3. [44] Une fonction continue f : T → R est pré-diUérentiable avec domaine

diUérentiabilitéD, tel queD ⊂ Tk,Tk\D est dénombrable et ne contient que des points dispersés

à droite dans T et f est ∆−diUérentiable pour tout t ∈ D .

Le théorème suivant garantit l’existence de pré-antidérivée .
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Théorème 1.3.1. [26] Soit une fonction f : T → R régulière . Alors il existe une fonction F

pré-diUérentiable avec de domaine D telle que

F∆(t) = f(t), pour tout t ∈ D.

Toute fonction F s’appelle pré-antidérivée de f .

DéVnition 1.3.4 (antidérivée [2]).

Une fonction F : T→ R est appelée antidérivée de f : T→ R si

F∆(t) = f(t), pour tout t ∈ Tk.

Théorème 1.3.2. [2] Toute fonction rd-continue possède une antidérivée .

1.3.2 Nabla Integration

DéVnition 1.3.5. [33] Une fonction f : T → R est dite ld-continue si elle est continue en tout

point dense à gauche de T et si sa limite à droite existe et est Vnie en tout point dense à droite de

T .

On note l’ensemble des fonctions f : T→ R qui sont ld-continues sur T par :

Cld = Cld(T) = Cld(T,R).

L’ensemble des fonctions f : T → R qui sont ∇−diUérentiables et ses ∇−dérivées sont ld-

continues sur T sera noté par :

C1
ld = C1

ld(T) = C1
ld(T,R).

DéVnition 1.3.6 ( antidérivée[33] ). Une fonction F : T → R est appelée ∇−antidérivée de

f : T→ R si

F∇(t) = f(t), pour tout t ∈ Tk.

Théorème 1.3.3. [2] Toute fonction ld-continue possède une∇−antidérivée .

DéVnition 1.3.7. [2] Soit une fonction f : T → R régulière . Nous déVnissons ∇−intégrale de

Cauchy par : ∫ b

a

f(t)∇t = F (b)− F (a), pour tout a, b ∈ T.
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1.4 ∇−intégrale de Lebesgue sur les échelles de temps

Dans cette section on rappelle seulement les notions fondamentales de la mesure et

l’intégration pour définir la ∇−mesure et la ∇−intégrabilité sur l’échelle de temps bornée

T où minT = a < b = maxT .

Pour les notions de la ∆−mesure et la ∆−intégrabilité on peut trouver dans [5] .

1.4.1 Notion de mesure sur les échelles de temps

DéVnition 1.4.1. [24] Soit F1 une famille d’intervalles fermés à droite et ouverts à gauche de T

de la forme

(c, d] = {t ∈ T : c < t ≤ d}.

où c, d ∈ T et c ≤ d .

DéVnition 1.4.2. [9] On déVnit une mesure additivem1 : F1 → R+ par

m1(]c, d]) = d− c.

Une mesure extérieurem∗1 : P(T)→ R pour un ensemble arbitraire E ⊂ T est déVnie par :

m∗1(E) =


inf

{
k=m∑
k=1

(dk − ck) : E ⊂
k=m⋃
k=1

]ck, dk] avec ]ck, dk] ∈ F1

}
si a /∈ E,

+∞ si a ∈ E.

DéVnition 1.4.3. [9] Un ensemble A ⊂ T est ∇-mesurable si la relation

m∗1(E) = m∗1(E ∩ A) +m∗1(E ∩ (T \ A)).

est vériVée pour tout ensemble E ⊂ T .

Maintenant , on considère la famille

M∇(m∗1) = {A ⊂ T : A est ∇−mesurable }

La∇−mesure de Lebesgue notée µ∇ comme étant la restriction dem∗1 sur l’ensembleM∇(m∗1) .

Nous présentons plusieurs concepts de la mesure générale et de l’intégration appliqués à l’espace

mesurable complet avec le triplet (T,M∇, µ∇) . Cet espace mesuré est utilisé pour déVnir la

∇−mesurabilité et la ∇−intégrabilité des fonctions f : T→ R .
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1.4.2 Les ensembles mesurables sur les échelles de temps

Lemme 1.4.1. [9] L’ensemble de tous les points dispersés à gauche de T est dénombrable , c’est-

à-dire , il existe J ⊂ N et {ti}i∈J ⊂ T tels que

LT := {t ∈ T : ρ(t) < t} = {ti}i∈J .

Théorème 1.4.1. [47, 24] Pour tout t0 ∈ T0 , la∇−mesure d’ensemble {t0} donnée par :

µ∇({t0}) = t0 − ρ(t0).

Voici une correspondance intéressante qui existe entre la mesure µ∇ sur T et la mesure

de Lebesgue µL sur R .

Théorème 1.4.2. [37] Soit A ⊂ T . Alors A est∇−mesurable si et seulement si A est mesurable

pour la mesure de Lebesgue . Dans ce cas si a /∈ A , nous avons la propriété suivante :

µ∇(A) = µL(A) +
∑
i∈JA

γ(ti).

Pour A ⊂ T , nous déVnissons

JA := {i ∈ J : ti ∈ A ∩ LT},

avec J ⊂ N et {ti}i∈J ⊂ T .

Corollaire 1.4.1. [12] Soit E est∇−mesurable . Alors µ∇(E) = µL(E) si et seulement si a /∈ E

et E n’a pas des points dispersé à gauche .

Lemme 1.4.2. [47]

1. Si c, d ∈ T et c ≤ d , Alors

µ∇
(
]c, d]

)
= d− c, µ∇

(
]c, d[

)
= ρ(d)− c.

2. Si c, d ∈ T0 et c ≤ d , Alors

µ∇
(
[c, d[

)
= ρ(d)− ρ(c), µ∇

(
[c, d]

)
= d− ρ(c).
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1.4.3 ∇−mesurabilité et∇−intégrabilité des fonctions sur les échelles

de temps

DéVnition 1.4.4. [12] Une fonction f : T→ R est∇−mesurable si pour tout α ∈ R , l’ensemble

f−1([−∞, α)) = {t ∈ T : f(t) < α} est ∇−mesurable .

DéVnition 1.4.5. [12] Soit une fonction f : T→ R , nous avons besoin d’une fonction auxiliaire

qui prolonge f̃ à l’intervalle [a, b] , f̃(t) : [a, b]→ R déVnie par :

f̃(t) :=

 f(t) si t ∈ T,

f(ti) si t ∈ (ρ(ti), ti), pour i ∈ JT.

Proposition 1.4.1. [37] Soient f : T→ R et f̃ son extention sur [a, b] . Alors , f est∇−mesurable

si et seulement si , f̃ est mesurable au sens de Lebesgue .

Théorème 1.4.3. [9]

Soient E ⊂ T un ensemble ∇−mesurable tel que a /∈ E et Ẽ = E ∪
⋃
i∈JE(ρ(ti), ti) . Soient

f : T → R une fonction ∇−mesurable et f̃ : [a, b] → R son extention sur [a, b] . Alors , f est

∇−intégrable sur E si et seulement si , f̃ est intégrable au sens de Lebesgue sur Ẽ . Dans ce cas

on a que , ∫
E

f(s)∇s =

∫
Ẽ

f̃(s)ds.

Nous déVnissons un deuxième type de prolongement pour une fonction f : T→ R sur [a, b] . Soit

la fonction

f̂(t) :=


f(t) si t ∈ T,

f(ti) +
f(ti)− fρ(ti)

γ(ti)
(ti − t) si t ∈ (ρ(ti), ti), pour i ∈ JT.

DéVnition 1.4.6. [9] On dira que f : T→ R est absolument continue sur T si pour tout ε > 0,

il existe un δ > 0 tel que si
{

[ak, bk[
}n
k=1

, ak, bk ∈ T est une famille Vnie d’intervalles deux à

deux disjoints satisfaisant

n∑
k=1

(bk − ak) < δ alors
n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε.

Lemme 1.4.3. [9] Si f̂ est diUérentiable en t ∈]a, b] ∩ T alors f est ∇−diUérentiable en t et

f∇(t) = f̂ ′(t) .

Théorème 1.4.4. [9] Soient f : T → R et son extension f̂ : [a, b] → R . On a que f est

absolument continue sur T si et seulement si f̂ l’est sur [a, b] .



1.5 Fonction exponentielle 12

1.5 Fonction exponentielle

Dans cette section , nous définissons deux fonctions importantes sur une échelle de

temps qui généralisent la fonction exponentielle sur R , ep(., t0) et êp(., t0) .

DéVnition 1.5.1. [26] Soit h > 0 , on déVnit les nombres complexes de Hilger par :

Ch :=

{
z ∈ C : z 6= 1

h

}
.

et l’axe imaginaire de Hilger

Zh :=
{
z ∈ C : −π

h
< Im(z) <

π

h

}
.

Pour h = 0 , on pose par déVnition C0 = C , Z0 = C .

DéVnition 1.5.2. [26] On dit que la fonction p : T→ R est µ-régressive si

1 + µ(t)p(t) 6= 0, pour tout t ∈ Tk.

On note l’espace des fonctions rd-continues µ−régressives par :

Rµ = Rµ(T) = Rµ(T,R).

DéVnition 1.5.3. [25] On dit que la fonction p : T→ R est γ-régressive si

1− γ(t)p(t) 6= 0, pour tout t ∈ Tk.

On note l’espace des fonctions ld-continues γ−régressives par :

Rγ = Rγ(T) = Rγ(T,R).

On munit cet ensemble de l’addition déVnie pour tous p, q ∈ Rγ par :

(p⊕γ q)(t) := p(t) + q(t)− γ(t)p(t)q(t), pour tout t ∈ Tk.

Le groupe (Rγ,⊕γ) est dit groupe régressif . Le conjugué de chaque élément p du groupeRγ noté

par 	γp est donné par :

(	γp)(t) =
−p(t)

1− γ(t)p(t)
, pour tout t ∈ Tk.
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DéVnition 1.5.4. [26] Soit p ∈ Rµ , la fonction ∆−exponentielle ep : T × T → R est donnée

par la formule :

ep(t, s) = exp

(∫ t

s

ξµ(τ)(p(τ))∆τ

)
, pour tout t, s ∈ T.

où la transformation µ−cylindrique ξh : Ch → Zh est déVnie par :

ξh(z) =

 1
h

log(1 + hz) si h > 0,

z si h = 0.

DéVnition 1.5.5. [15] Soit p ∈ Rγ , la fonction ∇−exponentielle êp : T × T → R est donnée

par la formule :

êp(t, s) = exp

(∫ t

s

ξ̂γ(τ)(p(τ))∇τ
)
, pour tout t, s ∈ T.

où la transformation γ−cylindrique ξ̂h : Ch → Zh est déVnie par :

ξ̂h(z) =

 − 1
h

log(1− hz) si h > 0,

z si h = 0.

Théorème 1.5.1. [15] Soient p ∈ Rγ et t0 ∈ T . Alors la solution unique du problème à valeur

initiale  y∇(t) = p(t)y(t),

y(t0) = 1.

est donnée par :

y(t) = êp(t)(t, t0).

Théorème 1.5.2. [25] Soient p, q ∈ Rγ et s, t, r ∈ T . Alors

(1) ê0(t, s) = 1 et êp(t, t) = 1 .

(2) êp(ρ(t), s) = (1− γ(t)p(t))êp(t, s) .

(3) êp(t, s) =
1

êp(s, t)
= ê	γp(s, t) .

(4) êp(t, r)êp(r, s) = êp(t, s) (Propriété de semi-groupe) .

(5) êp(t, s)êq(t, s) = êp⊕γq(t, s) .

(6)
êp(t, s)

êq(t, s)
= êp	γq(t, s) .

(7)
(

1

êp(t, s)

)∇
=
−p(t)
êρp(t, s)

.
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Exemple 1.5.1.

Supposons que 7
t

, 2
t

sont deux fonctions γ−régressives sur T ∩ (0,∞) .

Soit t0 ∈ T ∩ (0,∞) . D’après la propriété (iv) du théorème (1.2.3) et la propriété (6) du

théorème (1.5.2) , on a

∫ t

t0

1

sêρ2
s

(s, t0)
· ê 7

s
(s, t0)∇s =

1

5

∫ t

t0

[
1

ê 2
s
(s, t0)

· ê 7
s
(s, t0)

]∇
∇s

=
1

5

∫ t

t0

[
ê 7
s
	γ 2

s
(s, t0)

]∇∇s
=

1

5

[
ê 7
s
	γ 2

s
(s, t0)

]s=t
s=t0

=
1

5

[
ê 7
t
	γ 2

t
(t, t0)− 1

]
.



Chapitre 2
Calcul fractionnaire conformable

2.1 Introduction

La théorie des dérivées de l’ordre non-entier n’est pas nouvelle , ces origines remontent

à la fin du 17éme siècle , où Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul

différentiel et intégrale . Leibniz a introduit le symbole : dn

dtn
f(t) pour désigner la néme

dérivée d’une fonction f . Quand il a annoncé dans une lettre à l’Hôpital , l’Hôpital

a répondu : « Que signifie dn

dtn
si n = 1

2
» . Cette lettre de l’Hôpital , écrite en 1695 ,

est aujourd’hui considère comme le premier pas de ce que nous appelons la dérivation

fractionnaire.

les avantages des dérivées fractionnaires deviennent conséquents dans la modélisation

des propriétés mécaniques et électriques des matériaux et dans de nombreux autres do-

maines .

Il existe plusieurs définitions de la dérivation d’ordre non entier ( On a par exemple :

Riemann-Liouville , Grunwald-Letnikov , Weyl , Caputo , Marchaud , et Riesz ([17]) , on

donne seulement les deux dérivées fractionnaires suivantes :

DéVnition 2.1.1 (Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville [1]).

Soient f ∈ C([a, b],R) , n ∈ N , α ∈ [n− 1, n[ . La dérivée fractionnaire d’ordre α de la fonction

f est déVnie par :

Dαa (f)(t) =
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(x)

(t− x)α−n+1
dx.

DéVnition 2.1.2 (Dérivée fractionnaire au sens de Caputo [1]).

Soient f ∈ Cn([a, b],R) , n ∈ N α ∈ [n− 1, n[ . La dérivée fractionnaire d’ordre α de la fonction

f est déVnie par :

Dαa (f)(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(x)

(t− x)α−n+1
dx.

15
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Remarques 2.1.1. [41]

i) La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ne satisfait pas Dαa (1) = 0

(Dαa (1) = 0 pour la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ) si α n’est pas un nombre

naturel .

ii) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la règle de produit :

Dαa (fg) = fDαa (g) + gDαa (f).

iii) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la règle de quotient :

Dαa (f/g) =
gDαa (f)− fDαa (g)

g2
·

iv) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la règle de la composée :

Dαa (f ◦ g) = f (α)(g) · gα.

v) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas : DαDβf = Dα+βf en général .

2.2 Calcul fractionnaire conformable

Dans cette section , nous donnons une nouvelle définition de dérivée fractionnaire et

intégrale fractionnaire . La forme de la définition montre que c’est la définition la plus

naturelle et la plus fertile . Si α = 1 , la définition coïncide avec la définition classique de

la dérivée première .

2.2.1 Dérivée fractionnaire conformable

DéVnition 2.2.1. [41] Soient f : R+ → R une fonction , et α ∈]0, 1] . On déVnit la dérivée

fractionnaire conformable de f d’ordre α par :

Tα(f)(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
· (2.1)

pour tout t > 0 .

• On note :Tα(f)(t) = f (α)(t) .

• Si f est existe et Vnie , on dit que f est α−diUérentiable en t .

• Si f est α−diUérentiable dans l’intervalle ]0, a[ , a > 0 , et lim
t→0+

f (α)(t) existe , alors
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La dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α en t = 0 est déVnie par :

f (α)(0) = lim
t→0

f (α)(t).

Proposition 2.2.1. [36] Soient f :]0,+∞[→ R , α ∈]0, 1] . Si f est diUérentiable en t > 0 , alors

on a :

f (α)(t) = t1−αf ′(t). (2.2)

Démonstration. On a

f (α)(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε

= lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

εt1−α
t1−α

Soit h = εt1−α , alors

lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h
t1−α = f ′(t)t1−α.

Donc ,

f (α)(t) = t1−αf ′(t).

Théorème 2.2.1. [36] Soit f :]0,+∞[→ R une fonction . Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :

a) f est diUérentiable ,

b) f est α−diUérentiable pour 0 < α < 1 .

Démonstration.

a) =⇒ b) ???

Supposons que f est diUérentiable , donc d’après la proposition (2.2.1) , nous avons

f (α)(t) = t1−αf ′(t).

ie., f est α−diUérentiable .

b) =⇒ a) ???

Inversement , si f est α−diUérentiable , Alors f ′(t) = tα−1f (α)(t) .

Donc f est diUérentiable .
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Exemples 2.2.1. [41] Soit t > 0 . On a les dérivées fractionnaires conformables de certains

fonctions suivantes :

1) (tp)(α) = ptp−α , pour tout p ∈ R .

Pour tout t > 0 , d’après la proposition (2.2.1) et le théorème (2.2.1) on a

(tp)(α) = t1−α(tp)′ = t1−αptp−1 = ptp−α.

2) (λ)(α) = 0 , pour tout λ ∈ R .

3) (ept)(α) = pt1−αept , et (e
p
α
tα)(α) = pe

p
α
tα , pour tout p ∈ R .

4) (sin(bt))(α) = bt1−α cos(bt) , ∀b ∈ R .

5) (cos(bt))(α) = −bt1−α sin(bt) , ∀b ∈ R .

Remarque 2.2.1. [10] Soient α ∈]0, 1], p ∈ R . Alors la fonction x : t 7−→ (e
p
α
tα) est une solution

unique d’équation diUérentielle fractionnaire conformable suivant : x(α)(t) = px(t), t ≥ 0,

x(0) = 1.
(2.3)

Soit x(t) = e
p
α
tα . D’après la déVnition (2.2.1) nous avons :

• Pour t > 0 , on a

x(α)(t) =
(
e
p
α
tα
)(α)

= lim
ε→0

e
p
α

(t+εt1−α)α − e pα tα

ε
= pe

p
α
tα = px(t).

• Pour t = 0 , on a

x(α)(0) = lim
t→0

x(α)(t) = lim
t→0

pe
p
α
tα = px(0) = p.

D’autre part , on a la condition initiale :

x(0) = e0 = 1.

Donc , e
p
α
tα est une solution unique d’équation diUérentielle fractionnaire conformable (2.3) .

DéVnition 2.2.2. [41, 36] Soient α ∈]n, n + 1] , et f : R+ → R une fonction n−diUérentiable

en t > 0 . Alors la dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α est déVnie par :

Tα(f)(t) = lim
ε→0

f (dαe−1)(t+ εt(dαe−α))− f (dαe−1)(t)

ε
· (2.4)

Où dαe : est la partie entière de α .
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Remarque 2.2.2. [41, 36] En conséquence de la déVnition (2.2.2) , on peut facilement montrer

que

Tα(f)(t) = t(dαe−α)f dαe(t).

Où , α ∈]n, n+ 1] , et f est (n+ 1)−diUérentiable en t > 0 .

Théorème 2.2.2. [36] Soit α ∈]0, 1] et on suppose que f, g : [0,+∞[→ R sont α−diUérentiables

en t > 0 . Alors nous avons les propriétés suivantes :

(1) (ξf + ηg)(α) = ξf (α) + ηg(α) , pour tout ξ, η ∈ R .

(2) (fg)(α) = fg(α) + gf (α) .

(3) (f/g)(α) =
gf (α) − fg(α)

g2
.

Démonstration.

(1) La preuve de cette propriété découle directement du déVnition (2.2.1) .

(2) D’après la déVnition (2.2.1) , on a

(fg)(α)(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t)

ε

= lim
ε→0

[
f(t+ εt1−α)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t+ εt1−α)

ε

]
+ lim

ε→0

[
f(t)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t)

ε

]
= lim

ε→0

[
f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
· g(t+ εt1−α)

]
+ f(t) · lim

ε→0

g(t+ εt1−α)− g(t)

ε

= f (α)(t) · lim
ε→0

g(t+ εt1−α) + f(t)g(α)(t).

Puisque g continue en t , Alors lim
ε→0

g(t+ εt1−α) = g(t) .

(3) D’après la proposition (2.2.1) et le théorème (2.2.1) , on a

(
f

g

)(α)

(t) = t1−α
(
f

g

)′
(t)

= t1−α
(
f ′(t)g(t)− f(t)g′(t)

g2(t)

)
=
g(t)f (α)(t)− f(t)g(α)(t)

g2(t)
·

Théorème 2.2.3. [41] Si la fonction f : [0,+∞[→ R est α−diUérentiable en t0 > 0 , α ∈]0, 1]

alors f est continue en t0 .
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Démonstration.

Nous avons f(t0 + εt1−α0 )− f(t0) =
f(t0 + εt1−α0 )− f(t0)

ε
· ε

Par passage à la limite quand ε→ 0 ,

lim
ε→0

f(t0 + εt1−α0 )− f(t0) = lim
ε→0

f(t0 + εt1−α0 )− f(t0)

ε
· lim
ε→0

ε

Soit h = εt1−α0 , alors

lim
h→0

[
f(t0 + h)− f(t0)

]
= f (α)(t0) · 0

lim
h→0

f(t0 + h) = f(t0).

Donc f est continue en t0 .

2.2.2 Intégrale fractionnaire conformable

DéVnition 2.2.3. [41] Soient f : [a,+∞[→ R une fonction , a ≥ 0 et α ∈]0, 1[ .

L’intégrale fractionnaire conformable de f d’ordre α de a vers t déVnie par :

Iaα(f)(t) := Ia1 (tα−1f)(t) =

∫ t

a

f(s)dαs :=

∫ t

a

f(s)sα−1ds.

L’intégrale considérée est l’intégrale impropre usuelle de Riemann .

Notation 2.2.1.

Soit 0 < a < b , On note la valeur de l’intégrale
∫ b

a

f(t)

t1−α
dt par αIba[f ] , et on a

αI
b
a[f ] = Iaα(f)(b).

Proposition 2.2.2. [9]

Soit 0 < a < b . On suppose que f ∈ L1([a, b],R) , alors
∣∣∣ αIba[f ]

∣∣∣ ≤ αI
b
a

[
|f |
]
.

Démonstration.

Soit f ∈ L1([a, b],R) , alors
∣∣∣ αIba[f ]

∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

f(t)

t1−α
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣∣∣f(t)

t1−α

∣∣∣∣ dt =

∫ b

a

|f(t)|
t1−α

dt .

Par conséquent , ∣∣∣ αIba[f ]
∣∣∣ ≤ αI

b
a

[
|f |
]

.

Théorème 2.2.4. [53, 41] Soient a ≥ 0, α ∈]0, 1[ , et f : [a,+∞[→ R est une fonction continue

sur le domaine de Iaα alors pour tout t ≥ a on a :

(Iaα(f))(α)(t) = f(t).
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Démonstration.

Puisque f est continue , donc Iaα(f) est diUérentiable .

D’après la proposition (2.2.1) nous avons

(Iaα(f))(α)(t) = t1−α
d

dt
(Iaα(f))

= t1−α
d

dt

∫ t

a

f(s)

s1−αds

= t1−α
f(t)

t1−α

= f(t).

Théorème 2.2.5. [9] Si g ∈ L1([a, b]) , alors la fonction x : [a, b]→ R déVnie par

x(t) = e−
1
α

( t
a

)α
(
e

1
αx0 + αI

t
a

[
g(s)

e−
1
α

( s
a

)α

])
. (2.5)

est une solution du problème x(α)(t) + 1
aα
x(t) = g(t), t ∈ [a, b], a > 0,

x(a) = x0.

Démonstration.

Soit x : [a, b] → R une fonction déVnie par (2.5) . D’après les théorèmes (2.2.2) , (2.2.4) et la

proposition (2.2.1) , nous avons

x(α)(t) = t1−α
(
− 1

α

(
1

a

)α
αtα−1

)
e−

1
α

( t
a

)α
(
e

1
αx0 + αI

b
a

[
g(s)

e−
1
α

( s
a

)α

])
+ e−

1
α

( t
a

)α
(

g(t)

e−
1
α

( t
a

)α

)
= −

(
1

a

)α
e−

1
α

( t
a

)α
(
e

1
αx0 + αI

b
a

[
g(s)

e−
1
α

( s
a

)α

])
+ g(t)

= −
(

1

a

)α
x(t) + g(t).

Donc ,

x(α)(t) + 1
aα
x(t) = g(t).

D’autre part ,

x(a) = e−
1
α

(a
a

)α
(
e

1
αx0 + αI

a
a

[
g(s)

e−
1
α

( s
a

)α

])
= e−

1
α

(
e

1
αx0 + 0

)
= x0.
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Proposition 2.2.3. [9] Si x : (0,∞)→ R est α−diUérentiable en t ∈ [a, b] , alors

|x(t)|(α) =
x(t)xα(t)

|x(t)|
.

Démonstration.

D’après la déVnition (2.2.1) , nous avons

|x(t)|(α) = lim
ε→0

|x(t+ εt1−α)| − |x(t)|
ε

= lim
ε→0

[
x(t+ εt1−α)2 − x(t)2

ε
(
|x(t+ εt1−α)|+ |x(t)|

)]

= lim
ε→0

[
x(t+ εt1−α)2 − x(t)2

ε
· 1

|x(t+ εt1−α)|+ |x(t)|

]
=
[
x(t)2

](α) · 1

2|x(t)|

= 2x(t)x(α)(t)
1

2|x(t)|

=
x(t)xα(t)

|x(t)|
·

DéVnition 2.2.4. [10, 12] Soit (E,M, µ) un espace mesuré . Une propriété P est dite presque

partout (p.p) sur E ou presque pour tout (p.p.t) t ∈ E s’il existe un ensemble B ⊂ E négligeable

tel que P est vraie sur E \B .

DéVnition 2.2.5. [10, 12] Soit A ensemble mesurable pour la mesure de Lebesgue sur I . On dit

que la fonction f : I → R est une fonction α−intégrable sur A si et seulement si tα−1f(t) est

intégrable au sens de Lebesgue sur A , et on note∫
A

f(t)dαt =

∫
A

tα−1f(t)dt.

DéVnition 2.2.6. [12] Soient E ⊂ R un ensemble mesurable , et Φ : E → R une fonction

mesurable . On dira que Φ ∈ L1
α(E,R) si∫

E

∣∣Φ(s)
∣∣dαs =

∫
E

∣∣Φ(s)
∣∣sα−1ds < +∞.

On dira qu’une fonction mesurable f : E → Rn est dans l’ensemble L1
α(E,Rn) si∫

E

∥∥f(s)
∥∥dαs =

∫
E

∥∥f(s)
∥∥sα−1ds < +∞.

ie., fi ∈ L1
α(E,R) , pour chacune de ces composantes fi : E → R , i = 1, ..., n .
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DéVnition 2.2.7. [12]

Une fonction f : I → Rn est dite absolument continue notée f ∈ AC(I,Rn) sur I si pour tout

ε > 0 , il existe un δ > 0 tel que si
{

[ak, bk[
}k=m

k=1
est une famille Vnie d’intervalles deux à deux

disjoints satisfaisant

k=m∑
k=1

(bk − ak) < δ alors
k=m∑
k=1

∥∥f(bk)− f(ak)
∥∥ < ε.

Théorème 2.2.6. [12] On suppose que la fonction f : I → Rn est absolument continue sur I ,

alors f est fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α p.p. sur I et on a

f(t) = f(0) +

∫
[0,t]

f (α)(s)dαs, pour tout t ∈ I.

2.2.3 Applications

Exemple 2.2.1. Soit l’équation diUérentielle fractionnaire conformable suivante : y(1/2)(x) +
√
xy(x) = xe−x, x ≥ 0,

y(0) = 1.
(2.6)

On a

y(1/2)(x) +
√
xy(x) = xe−x (2.7)

En multipliant l’équation (2.7) par ex , on trouve

exy(1/2)(x) +
√
xexy(x) = x

D’après le théorème (2.2.2) (
exy(x)

)(1/2)
= x

Par l’intégration , on a

exy(x) =
2

3
x3/2 + c =⇒ y(x) =

2

3
x3/2e−x + ce−x

La condition initiale implique que c = 1 .

Donc ,

y(x) =
2

3
x3/2e−x + e−x

est un solution d’équation diUérentielle fractionnaire conformable (2.6) .
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Exemple 2.2.2. Soit l’équation diUérentielle fractionnaire conformable suivante : x(1/3)(t) +
1
3
√

2
x(t) =

e−3
(
s
2

)1/3
s2/3 3
√

2
, t ∈ [2, 10],

x(2) = x0.

D’après le théorème (2.2.5) , on a : α = 1
3

, a = 2 et g(t) =
e−3
(
t
2

)1/3
t2/3 3
√

2
.

x(t) = e−3
(
t
2

)1/3e3x0 + 1/3I
t
2

[
s−2/3

3
√

2

]
︸ ︷︷ ︸

I

 .

En utilisant la déVnition (2.2.3) pour calculer l’intégrale I , on obtient :

I =

∫ t

2

s−2/3

3
√

2
· s−2/3ds

=

∫ t

2

s−4/3

3
√

2
ds

=

[
−3s−1/3

3
√

2

]s=t
s=2

=

[
−3t−1/3

3
√

2
+

3

2
2
3

]
.

Donc ,

x(t) = e−3
(
t
2

)1/3 (
e3x0 +

[
−3t−1/3

3
√

2
+

3

2
2
3

])
.

2.3 Calcul fractionnaire conformable sur les échelles de

temps

On introduit quelques notions de ∆−dérivée fractionnaire conformable d’ordre α

0 < α ≤ 1 pour une fonction définie sur l’échelle de temps arbitraire T .

DéVnition 2.3.1 (Delta dérivée fractionnaire conformable [32]).

Soient f : T → R une fonction , t ∈ Tk et α ∈]0, 1] . Pour t > 0 , on dira que f est

∆−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t s’il existe un nombre f (α)
∆ (t) tel que ,

pour tout ε > 0 , il existe un δ−voisinage Vt ⊂ T de t , (ie., Vt =]t− δ, t+ δ[ ∩ T) , δ > 0 où ,

∣∣∣(fσ(t)− f(s)
)
t1−α − f (α)

∆ (t)(ρ(t)− s)
∣∣∣ ≤ ε|σ(t)− s|, pour tout s ∈ Vt.
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On appelle f (α)
∆ (t) la ∆−dérivée fractionnaire conformable d’ordre α de f en t .

On déVnit la ∆−dérivée fractionnaire conformable en 0 par :

f
(α)
∆ (0) = lim

t→0+
f

(α)
∆ (t).

Si f est ∆−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t pour tout t ∈ Tk , alors

f
(α)
∆ : Tk → R est appelée la ∆−dérivée fractionnaire conformable de f sur Tk .

DéVnition 2.3.2. [32] Soient T une échelle de temps , α ∈]n, n + 1], n ∈ N et f n−fois

∆−diUérentiable en Tkn . On deVnit la ∆−dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α

par :

f
(α)
∆ (t) =

(
f∆n)(α−n)

∆
(t).

Théorème 2.3.1. [32] Soient α ∈]n, n+ 1] , n ∈ N . On a la relation suivante :

f
(α)
∆ (t) = t1+n−αf∆1+n

(t). (2.8)

Démonstration.

La démonstration est similaire à celle donnée par le théorème (3.2.7) .

Maintenant, nous introduisons ∆−intégrale fractionnaire conformable (ou ∆α−intégrale

fractionnaire ) sur l’échelle de temps .

DéVnition 2.3.3. [32] Soit f : T → R une fonction régulière . Alors la ∆α−intégrale fraction-

naire de f , 0 < α ≤ 1 , est déVnie par :∫
f(t)∆αt =

∫
f(t)tα−1∆t.

DéVnition 2.3.4. [32] Supposons que f : T→ R est une fonction régulière .

On note ∆α−intégrale fractionnaire indéVnie de f d’ordre α , 0 < α ≤ 1 par :

F∆,α(t) =

∫
f(t)∆αt.

Alors , pour tous a, b ∈ T , on déVnit ∆α−intégrale fractionnaire de Cauchy par :

∫ b

a

f(t)∆αt = F∆,α(b)− F∆,α(a).

Théorème 2.3.2. [32] Soit α ∈]0, 1]. Alors , pour toute fonction rd-continue f : T→ R , il existe

une fonction F∆,α : T→ R tel que (F∆,α)
(α)
∆ (t) = f(t) pour tout t ∈ Tk .

La fonction F∆,α s’appelle ∆α−antidérivée de f .
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Démonstration.

• Si α = 1 alors il réduit à la déVnition (1.3.4) et le théorème (1.3.2) .

• Si α ∈]0, 1[ . Supposons que f est rd-continue , alors f est une fonction régulière .

Donc , F∆,α(t) =

∫
f(t)∆αt est ∆−fractionnaire conformable diUérentiable sur Tk .

En utilisant l’égalité (2.8) et la déVnition (2.3.3) , nous obtenons

(F∆,α)
(α)
∆ (t) = t1−α(F∆,α(t))∆ = f(t), ∀t ∈ Tk.

DéVnition 2.3.5. [43] Soit (T,M∆, µ∆) un espace mesuré , et soit un ensemble E ⊂ T . Une

propriété P est dite ∆−presque partout (∆−p.p) surE ou ∆−presque pour tout (∆−p.p.t) t ∈ E

s’il existe un ensemble B ⊂ E ∆−négligeable tel que P est vraie sur E \B .

DéVnition 2.3.6. [32] Soient f : T → R une fonction , A est un ensemble ∆−mesurable de T .

On dit que f est ∆α−intégrable sur A si et seulement si tα−1f(t) est intégrable sur A , et∫
A

f(t)∆αt =

∫
A

tα−1f(t)∆t.



Chapitre 3
Calcul nabla fractionnaire conformable sur

les échelles de temps

3.1 Introduction

En 2014 , Khalil et al. [41] ont défini une nouvelle dérivée fractionnaire qui s’appelle

la dérivée fractionnaire conformable (voir la définition (2.2.1)) .

En particulier , Benkhettou et al. [32] ont étendu cette définition sur l’échelle de temps

arbitraire , qui est une extension naturelle du calcul fractionnaire conformable (voir la

définition (2.3.1)) , qui a été développée plus tard [18, 55] .

Motivé par des résultats dans [32, 18, 55] , dans ce chapitre , nous introduisons les

définitions de ∇−dérivée fractionnaire conformable et ∇−intégrale conformable sur les

échelles de temps et nous étudions leurs propriétés importantes .

3.2 ∇−dérivée fractionnaire conformable

Nous commençons par introduire la notion de ∇−dérivée fractionnaire conformable

d’ordre α ∈]0, 1] pour une fonction définie sur l’échelle de temps arbitraire T .

3.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

DéVnition 3.2.1. [11, 12]

Soient f : T → R une fonction , t ∈ Tk et α ∈]0, 1] . Pour t > 0 , on dira que f est

∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t s’il existe un nombre T∇,α(f)(t) tel

que , pour tout ε > 0 , il existe un δ−voisinage Vt ⊂ T de t , (ie., Vt =]t− δ, t+ δ[ ∩ T) , δ > 0

27
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où ,

∣∣(fρ(t)− f(s)
)
t1−α − T∇,α(f)(t)(ρ(t)− s)

∣∣ ≤ ε|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ Vt.

On appelle T∇,α(f)(t) la ∇−dérivée fractionnaire conformable d’ordre α de f en t .

On déVnit la ∇−dérivée fractionnaire conformable en 0 par :

T∇,α(f)(0) = lim
t→0+
T∇,α(f)(t).

Si f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t pour tout t ∈ Tk , alors

T∇,α(f) : Tk → R est appelée la∇−dérivée fractionnaire conformable de f sur Tk .

Remarque 3.2.1. [11, 12] Si α = 1 , et f admet une∇−dérivée fractionnaire conformable d’ordre

α alors T∇,α(f)(t) = f∇(t) .

Notations 3.2.1. On note :

I T∇,α(f)(t) = f
(α)
∇ (t) .

I Cα([a, b]T,R) =
{
f : [a, b]T → R , f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable

d’ordre α sur [a, b]T et T∇,α(f)(t) ∈ C([a, b]T)
}
.

I Cαld([a, b]T,R) =
{
f : [a, b]T → R, f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable

d’ordre α sur [a, b]T et T∇,α(f)(t) ∈ Cld([a, b]T)
}
.

Certaines propriétés importantes de ∇−dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre

α sont données dans le théorème suivant :

Théorème 3.2.1. [11, 12] Soient α ∈]0, 1] , f : T → R une fonction et t ∈ Tk . Alors on a les

propriétés suivantes :

(i) Si f est∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t , alors f est continue en

t .

(ii) Si f est continue en t et si t est dispersé à gauche , alors f est∇−fractionnaire conformable

diUérentiable d’ordre α en t et

f
(α)
∇ (t) =

f(t)− f(ρ(t))

γ(t)
t1−α. (3.1)

(iii) Si t est dense à gauche , alors f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α

en t si et seulement si la limite lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
t1−α existe et Vnie .

Dans ce cas ,

f
(α)
∇ (t) = lim

s→t

f(t)− f(s)

t− s
t1−α. (3.2)
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(iv) Si f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t , alors

fρ(t) = f(t)− γ(t)tα−1f
(α)
∇ (t). (3.3)

Démonstration.

(i) Supposons que f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t , alors

pour tout ε > 0 il existe un voisinage Vt de t tel que :

∣∣∣(fρ(t)− f(s))t1−α − f (α)
∇ (t)(ρ(t)− s)

∣∣∣ ≤ ε∗|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ Vt.

Où ,

ε∗ =
ε

1 + 2γ(t) + |f (α)
∇ (t)|

t1−α.

Par conséquent , nous avons , pour tout s ∈ Vt ∩ ]t− ε∗, t+ ε∗[ ,

|f(t)− f(s)| =
∣∣∣(f(ρ(t)− f(s))− f (α)

∇ (t)(ρ(t)− s)tα−1

−
[
(f(ρ(t)− f(t))− f (α)

∇ (t)(ρ(t)− t)tα−1
]

+ f
(α)
∇ (t)(t− s)tα−1

∣∣∣
≤ ε∗

∣∣(ρ(t)− s)tα−1
∣∣+ ε∗

∣∣(ρ(t)− t)tα−1
∣∣+
∣∣∣f (α)
∇ (t)(t− s)tα−1

∣∣∣
≤ ε∗|tα−1|

{
γ(t) + |s− t|+ γ(t) + |f (α)

∇ (t)|
}

≤ ε∗|tα−1|
{

1 + 2γ(t) + |f (α)
∇ (t)|

}
≤ ε.

Donc , f continue en t .

(ii) Supposons que f est continue en t , et t est dispersé à gauche . Par la continuité ,

lim
s→t

f(ρ(t))− f(s)

ρ(t)− s
t1−α =

f(ρ(t))− f(t)

ρ(t)− t
t1−α =

f(t)− f(ρ(t))

γ(t)
t1−α.

Étant donné ε > 0 et α ∈]0, 1] , il existe un voisinage Vt de t tel que∣∣∣∣f(ρ(t))− f(s)

ρ(t)− s
t1−α − f(t)− f(ρ(t))

γ(t)
t1−α

∣∣∣∣ ≤ ε, pour tout s ∈ Vt.

D’où , ∣∣∣∣(fρ(t)− f(s)
)
t1−α − f(t)− f(ρ(t))

γ(t)
(ρ(t)− s)t1−α

∣∣∣∣ ≤ ε|ρ(t)− s|
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D’après la déVnition (3.2.1) on trouve l’égalité (3.1) .

(iii) Supposons que f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t et t

dense à gauche .

Soit ε > 0 , puisque f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t ,

donc il existe un voisinage Vt de t tel que ,

∣∣∣(fρ(t)− f(s))t1−α − f (α)
∇ (t)(ρ(t)− s)

∣∣∣ ≤ ε|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ Vt.

Parce que ρ(t) = t , on a∣∣∣∣f(t)− f(s)

t− s
t1−α − f (α)

∇ (t)

∣∣∣∣ ≤ ε, pour tout s ∈ Vt, tel que s 6= t,

Par conséquent , nous obtenons le résultat (3.2) .

Maintenant , on suppose que la limite à droite de (3.2) existe et est égale à ` , et t est

dense à gauche .

Alors , il existe Vt tel que ,

∣∣(f(t)− f(s))t1−α − `(t− s)
∣∣ ≤ ε|t− s|, pour tout s ∈ Vt,

le fait que t est dense à gauche ,

∣∣(f(ρ(t))− f(s)
)
t1−α − `(ρ(t)− s)

∣∣ ≤ ε|ρ(t)− s|.

Donc f est∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t et f (α)
∇ (t) = ` .

(iv) Si t est dense à gauche , alors γ(t) = 0 , et

f(ρ(t)) = f(t)− γ(t)f
(α)
∇ (t)t1−α = f(t).

D’autre part , si t est dispersé à gauche , alors d’après la propriété (ii) du théorème (3.2.1)

on a

f(ρ(t)) = f(t)− γ(t) · f(t)− f(ρ(t))

γ(t)

= f(t)− γ(t)tα−1 · f(t)− f(ρ(t))

γ(t)
t1−α

= f(t)− γ(t)tα−1f
(α)
∇ (t).

Donc , l’égalité (3.3) est vraie .
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Proposition 3.2.1. [11, 12] Si f : T → R est déVnie par f(t) = c , pour tout t ∈ T et c ∈ R ,

alors

f
(α)
∇ (t) = (c)

(α)
∇ = 0.

Démonstration.

Si t dispersé à gauche , alors par la propriété (ii) du théorème (3.2.1) on a

f
(α)
∇ (t) =

f(t)− fρ(t)
γ(t)

t1−α = 0.

Autrement , si t dense à gauche , alors par la propriété (iii) du théorème (3.2.1) on a

f
(α)
∇ (t) = lim

s→t

(c− c
t− s

· t1−α
)

= 0.

Proposition 3.2.2. [11, 12] Si f : T→ R est déVnie par f(t) = t pour tout t ∈ T , alors

f
(α)
∇ (t) = (t)

(α)
∇ =

 t1−α si α 6= 1,

1 si α = 1.

Démonstration.

• Si 0 < α < 1 , d’après la propriété (iv) du théorème (3.2.1) , on a

ρ(t) = t− γ(t)tα−1f
(α)
∇ (t) =⇒ γ(t) = γ(t)tα−1f

(α)
∇ (t).

Si γ(t) 6= 0 , alors f (α)
∇ (t) = t1−α .

Maintenant on suppose que γ(t) = 0 , ie., ρ(t) = t . Dans ce cas t est dense à gauche et d’après

la propriété (iii) du théorème (3.2.1) on a

f
(α)
∇ (t) = lim

s→t

(t− s
t− s

· t1−α
)

= t1−α.

• Si α = 1 , alors f (α)
∇ (t) = 1 .

Exemples 3.2.1.

1) La fonction f : R → R est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en

point t ∈ R si et seulement si , la limite lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
t1−α existe et Vnie.

Dans ce cas ,

f
(α)
∇ (t) = f (α)(t) = lim

s→t

f(t)− f(s)

t− s
t1−α. (3.4)
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Car dans ce cas T = R , tous les points sont dense et il suXt d’appliquer la propriété (iii)

du théorème (3.2.1) .

• L’identité (3.4) correspond à la dérivée fractionnaire conformable donnée dans la déV-

nition (2.2.1) .

• Si α = 1 alors f (α)
∇ (t) = f∇(t) = f ′(t) .

2) Soit h > 0 . Si f : hZ → R , alors f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable

d’ordre α en t ∈ hZ avec

f
(α)
∇ (t) =

f(t)− f(t− h)

h
t1−α.

• Si α = 1 et h = 1 , alors

f
(α)
∇ (t) = ∇f(t) = f(t)− f(t− 1), ( où∇ est l’opérateur de diUérence arrière .)

Exemple 3.2.1. Soient p ∈ Rγ , t0 ∈ T et f(t) = êp(t, t0) pour t ∈ T on a

f
(α)
∇ (t) = t1−αpêp(t, t0).

• Cas 01 : t est dispersé à gauche , d’après la propriété (ii) du théorème (3.2.1) , on a

f
(α)
∇ (t) =

(
êp(t, t0)

)(α)

∇ = ê∇p (t, t0)t1−α.

D’après le théorème 12 dans [15] on a

ê∇p (t, t0) = pêp(t, t0).

Donc ,

f
(α)
∇ (t) = t1−αpêp(t, t0).

• Cas 02 : t est dense à gauche , d’après la propriété (iii) du théorème (3.2.1) , on a

f
(α)
∇ (t) =

(
êp(t, t0)

)(α)

∇ = ê∇p (t, t0)t1−α.

D’après le théorème 12 dans [15] on a

ê∇p (t, t0) = pêp(t, t0).
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Donc ,

f
(α)
∇ (t) = t1−αpêp(t, t0).

Théorème 3.2.2. [38] Soient p̃(t) = tα−1p(t) , α ∈]0, 1] . Si p̃ ∈ Rγ , t0 ∈ T , alors la fonction

∇−exponentielle êp̃(t, t0) est une solution unique du problème suivant : y
(α)
∇ (t) = p(t)y(t),

y(t0) = 1.
(3.5)

Démonstration.

D’après le théorème (1.5.1) on a la fonction∇−exponentielle êp(t, t0) est une solution unique

du problème suivant :  y∇(t) = p(t)y(t),

y(t0) = 1.

D’après l’exemple (3.2.1) , on trouve

(
êp̃(t, t0)

)(α)

∇ = t1−αp̃(t)êp̃(t, t0) = p(t)êp̃(t, t0).

Donc , la fonction êp̃(t, t0) est une solution unique du problème (3.5) .

Théorème 3.2.3. [11, 12] Supposons que f, g : T → R sont ∇−fractionnaires conformables

diUérentiables d’ordre α alors ,

(i) La somme f + g : T→ R est ∇− fractionnaire conformable diUérentiable et

(f + g)
(α)
∇ = f

(α)
∇ + g

(α)
∇ .

(ii) Pour tout λ ∈ R , λf : T→ R est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable et

(λf)
(α)
∇ = λf

(α)
∇ .

(iii) Si f et g sont continues alors le produit fg : T → R est ∇−fractionnaire conformable

diUérentiable et

(fg)
(α)
∇ = f

(α)
∇ g + fρg

(α)
∇ .

= f
(α)
∇ gρ + fg

(α)
∇ .
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(iv) Si f est continue alors
1

f
est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable et on a

(
1

f

)(α)

∇
= −f

(α)
∇
ffρ
·

Pour tous points t ∈ T et f(t)fρ(t) 6= 0 .

(v) Si f et g sont continues alors
f

g
est∇−fractionnaire conformable diUérentiable et on a

(
f

g

)(α)

∇
=
f

(α)
∇ g − fg(α)

∇
ggρ

·

Pour tous points t ∈ T et g(t)gρ(t) 6= 0 .

Démonstration. Supposons que f et g sont deux fonctions ∇−fractionnaires conformables

diUérentiables d’ordre α en t ∈ Tk .

(i) Soit ε > 0 . Il existe deux voisinages Vt et Ut de t oú ,

∣∣∣(fρ(t)− f(s))t1−α − f (α)
∇ (t)(ρ(t)− s)

∣∣∣ ≤ ε

2
|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ Vt.

∣∣∣(gρ(t)− g(s))t1−α − g(α)
∇ (t)(ρ(t)− s)

∣∣∣ ≤ ε

2
|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ Ut.

SoitWt = Vt ∩ Ut . Alors , pour tout s ∈ Wt ,

∣∣∣((f + g)ρ(t)− (f + g)(s))t1−α − (f
(α)
∇ (t) + g

(α)
∇ (t))(ρ(t)− s)

∣∣∣ ≤ ε|ρ(t)− s|,

Donc , f + g est∇−fractionnaire conformable diUérentiable et

(f + g)
(α)
∇ (t) = f

(α)
∇ (t) + g

(α)
∇ (t).

(ii) Soit ε > 0 . Alors

∣∣∣(fρ(t)− f(s))t1−α − f (α)
∇ (t)(ρ(t)− s)

∣∣∣ ≤ ε|ρ(t)− s|, pour tout s ∈ Vt

Il s’ensuit que

∣∣∣((λf)ρ(t)− (λf)(s))t1−α − λf (α)
∇ (t)(ρ(t)− s)

∣∣∣ ≤ ε|λ||ρ(t)− s|, pour tout s ∈ Vt.

Par conséquent , λf est∇−fractionnaire conformable diUérentiable en t . et

(λf)
(α)
∇ (t) = λf

(α)
∇ (t).
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(iii) Si t est dispersé à gauche , alors

(fg)
(α)
∇ (t) =

(fg)(t)− (fg)ρ(t)

γ(t)
t1−α

=

[
f(t)− f(ρ(t))

γ(t)
t1−α

]
g(ρ(t)) +

[
g(t)− g(ρ(t))

γ(t)
t1−α

]
f(t)

= f
(α)
∇ (t)g(ρ(t)) + f(t)g

(α)
∇ (t).

Si t est dense à gauche , alors

(fg)
(α)
∇ (t) = lim

s→t

(fg)(t)− (fg)(s)

t− s
t1−α

= lim
s→t

[
f(t)− f(s)

t− s
t1−α

]
g(t) +

[
g(t)− g(s)

t− s
t1−α

]
f(s)

= f
(α)
∇ (t)g(t) + g

(α)
∇ (t)f(t).

Et pour l’autre formule il suXt de permuter f et g .

(iv) D’après la proposition (3.2.1) , on sait que

(
f · 1

f

)(α)

∇
= (1)

(α)
∇ = 0.

Par conséquent , d’après la propriété (iii) du théorème (3.2.3) ,

(
1

f

)(α)

∇
(t)f(ρ(t)) + f

(α)
∇ (t)

1

f(t)
= 0.

Puisque on a f(ρ(t)) 6= 0 , alors

(
1

f

)(α)

∇
(t) = − f

(α)
∇ (t)

f(t)f(ρ(t))
·

(v) On utilise les propriétés (iii) et (iv) du théorème (3.2.3) on trouve

(
f

g

)(α)

∇
(t) =

(
f · 1

g

)(α)

∇
(t)

= f(t)

(
1

g

)(α)

∇
(t) + f

(α)
∇ (t)

1

g(ρ(t))

= − g
(α)
∇ (t)

g(t)gρ(t)
f(t) + f

(α)
∇ (t)

g(t)

g(t)g(ρ(t))

=
f

(α)
∇ (t)g(t)− f(t)g

(α)
∇ (t)

g(t)gρ(t)
·



3.2∇−dérivée fractionnaire conformable 36

Si f, g : R → R deux fonctions telles que g différentiable en t et f différentiable en

g(t) . Alors

(f ◦ g)′(t) = f ′(g(t))g′(t). (3.6)

L’égalité (3.6) ne satisfait pas dans le calcul fractionnaire (voir la remarque (2.1.1)), et

aussi dans le calcul sur les échelles de temps (d’ordre entier ou fractionnaire) voir l’exemple

suivant :

Exemple 3.2.2. Soit T = Z . On suppose que f, g : Z → Z sont deux fonctions déVnies par

f(t) = t2 , g(t) = 2t .

Il est clair que

(f ◦ g)
(α)
∇ = 4(2t− 1)t1−α 6= (4t− 1)(2t)1−αt1−α = f

(α)
∇ (g(t))g

(α)
∇ (t).

Théorème 3.2.4. [11, 12]

Soit α ∈]0, 1] . On suppose que g : T → R est continue et ∇−fractionnaire conformable diUé-

rentiable d’ordre α en t ∈ Tk , et f : R → R est continûment diUérentiable . Alors , il existe c

dans l’intervalle [ρ(t), t] , avec

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) = f ′(g(c))g

(α)
∇ (t). (3.7)

Démonstration. Soit t ∈ Tk.

• Cas 01 : Si t dispersé à gauche ,

Dans ce cas ,

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) =

f(g(t))− f(g(ρ(t)))

γ(t)
t1−α.

Si g(ρ(t)) = g(t) , alors nous obtenons

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) = 0 et g(α)

∇ (t) = 0.

Par conséquent , l’égalité (3.7) est vraie pour tout c dans l’intervalle réel [ρ(t), t] .

On suppose maintenant que g(ρ(t)) 6= g(t) . Par le théorème de la moyenne , nous avons

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) =

f(g(ρ(t)))− f(g(t))

g(ρ(t))− g(t)
· g(t)− g(ρ(t))

γ(t)
t1−α = f ′(ξ)g

(α)
∇ (t).

D’oú , ξ entre g(ρ(t)) et g(t) .

Puisque g : T → R continue donc il existe c ∈ [ρ(t), t] tel que g(c) = ξ qui vériVe

l’égalité (3.7) .
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• Cas 02 : Si t dense à gauche ,

Dans ce cas ,

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) = lim

s→t

f(g(t))− f(g(s))

t− s
t1−α

= lim
s→t

f(g(t))− f(g(s))

g(t)− g(s)
· g(t)− g(s)

t− s
t1−α.

Par le théorème de la moyenne , il existe ξs entre g(ρ(t)) et g(t) tel que ,

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) = lim

s→t

{
f(ξs) ·

g(t)− g(s)

t− s
t1−α

}
.

Par la continuité de g nous obtenons , lim
s→t

ξs = g(t) alors

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) = f ′(g(t))g

(α)
∇ (t).

Puisque t dense à gauche donc , c = t = ρ(t) qui vériVe l’égalité (3.7) . Donc , il existe

c ∈ [ρ(t), t] qui vériVe l’égalité (3.7) .

Exemple 3.2.3. Soit T = N .

• Pour t ∈ T \ {0} , on a : ρ(t) = t− 1 et γ(t) = 1 .

• Pour t = 0 , on a : ρ(t) = 0 et γ(t) = 0 .

1) On prend f(t) = t2 , et g(t) = t .

Le théorème (3.2.4) garantit qu’on peut trouver c dans l’intervalle [ρ(t), t] tel que

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) = f ′(g(c))g

(α)
∇ (t). (3.8)

Par le théorème (3.2.1) , on a

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) =

3

2
t2−α , g(α)

∇ (t) = t1−α et f ′(g(c)) = 2c.

D’après l’égalité (3.8) , on a
3

2
t2−α = 2ct1−α.

Donc ,

c =
3

4
t ∈
[
t− 1, t

]
.
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2) On prend maintenant f(t) = g(t) = t2 pour tout t ∈ T \ {1} . Nous obtenons

15

8
t4−α = (f ◦ g)

(α)
∇ (t) = f ′(g(c))g

(α)
∇ (t) = 2c2 · 3

2
t2−α.

Par conséquent ,

c =

√
5

8
t ∈
[
t− 1, t

]
.

Théorème 3.2.5. [19, 49] Soient f : R → R une fonction continûment diUérentiable , α ∈]0, 1]

et g : T → R est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable . Alors f ◦ g : T → R est

∇−fractionnaire conformable diUérentiable et on a :

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) =

{∫ 1

0

f ′
(
g(t)− hγ(t)tα−1g

(α)
∇ (t)

)
dh

}
g

(α)
∇ (t).

Démonstration.

• Cas 01 : t dense à gauche

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) = lim

s→t

(f ◦ g)(t)− (f ◦ g)(s)

t− s
t1−α

= lim
s→t

f(g(t))− f(g(s))

t− s
t1−α

= lim
s→t

[
f(g(t))− f(g(s))

g(t)− g(s)
· g(t)− g(s)

t− s

]
t1−α

= lim
s→t

f(g(t))− f(g(s))

g(t)− g(s)
· lim
s→t

g(t)− g(s)

t− s
t1−α

= f ′(g(t)) · g(α)
∇ (t).

D’autre part , puisque t = ρ(t) , alors γ(t) = 0 et on a

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) =

{∫ 1

0

f ′
(
g(t)− hγ(t)tα−1g

(α)
∇ (t)

)
dh

}
g

(α)
∇ (t)

=

{∫ 1

0

f ′(g(t))dh

}
g

(α)
∇ (t)

= f ′(g(t)) · g(α)
∇ (t).

• Cas 02 : t dispersé à gauche

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) =

(f ◦ g)(t)− (f ◦ g)(ρ(t))

γ(t)
t1−α

=
f(g(t))− f(gρ(t))

γ(t)
t1−α.
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D’autre part ,

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) =

{∫ 1

0

f ′
(
g(t)− hγ(t)tα−1g

(α)
∇ (t)

)
dh

}
g

(α)
∇ (t)

= − 1

γ(t)tα−1g
(α)
∇ (t)

{[
f
(
g(t)− hγ(t)tα−1g

(α)
∇ (t)

)]h=1

h=0

}
· g(α)
∇ (t)

= − 1

γ(t)tα−1

{
f
(
g(t)− γ(t)tα−1g

(α)
∇ (t)

)
− f(g(t))

}
= −

f
(
gρ(t)

)
− (f ◦ g)(t)

γ(t)tα−1

=
(f ◦ g)(t)− f

(
gρ(t)

)
γ(t)tα−1

=
f(g(t))− f(gρ(t))

γ(t)
t1−α.

Exemple 3.2.4. Soient f : R→ R et g : Z→ R deux fonctions déVnies par :

g(t) = t2 , f(t) = et , alors

g
(α)
∇ (t) = (2t− 1)t1−α et f ′(t) = et.

D’après le théorème (3.2.5) , on a

(f ◦ g)
(α)
∇ (t) =

{∫ 1

0

f ′
(
g(t)− hγ(t)tα−1g

(α)
∇ (t)

)
dh

}
g

(α)
∇ (t)

= (2t− 1)t1−α
∫ 1

0

et
2−h(2t−1)dh

= (2t− 1)t1−αet
2

∫ 1

0

e−h(2t−1)dh

= (2t− 1)t1−αet
2

[
−e−h(2t−1)

2t− 1

]h=1

h=0

= (2t− 1)t1−αet
2

[
1− e1−2t

2t− 1

]
=
(
1− e1−2t

)
t1−αet

2

.

Théorème 3.2.6. [31] Soient c une constante ,m ∈ N et 0 < α ≤ 1 .

1) Si f(t) = (t− c)m , alors

f
(α)
∇ (t) = t1−α

m−1∑
i=0

(t− c)m−1−i(ρ(t)− c)i.
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• Si c = 0 , alors

f
(α)
∇ (t) = (tm)

(α)
∇ = t1−α

m−1∑
i=0

tm−1−iρ(t)i.

2) Si g(t) =
1

(t− c)m
, alors

g
(α)
∇ (t) = −t1−α

m−1∑
i=0

1

(t− c)i+1(ρ(t)− c)m−i
·

Avec , [ρ(t)− c](t− c) 6= 0 .

Démonstration.

1) Par récurrence :

• Si m = 1 , alors f(t) = t − c . D’après la propriété (i) du théorème (3.2.3) et les

propositions (3.2.1) et (3.2.2) , on trouve : f (α)
∇ (t) = t1−α.

• Maintenant , on suppose que f (α)
∇ (t) = t1−α

m−1∑
i=0

(t− c)m−1−i(ρ(t)− c)i est vraie .

Avec f(t) = (t− c)m .

• Montrons pour m+ 1 , ie.,

F
(α)
∇ (t) = t1−α

m∑
i=0

(t− c)m−i(ρ(t)− c)i.

Avec F (t) = (t− c)m+1 = (t− c)f(t) .

On utilise la propriété (iii) du théorème (3.2.3) , on trouve

F
(α)
∇ (t) =

(
(t− c)m+1

)(α)

∇

= ((t− c)f(t))
(α)
∇

= (t− c)(α)
∇ f(ρ(t)) + (t− c)f (α)

∇ (t)

= t1−α(ρ(t)− c)m + (t− c)t1−α
m−1∑
i=0

(t− c)m−i−1(ρ(t)− c)i

= t1−α
m∑
i=0

(t− c)m−i(ρ(t)− c)i.

D’où si c = 0 , alors on a

f
(α)
∇ (t) = (tm)

(α)
∇ = t1−α

m−1∑
i=0

tm−1−iρ(t)i.

Dans ce cas , si t est dense à gauche , alors f (α)
∇ (t) = mtm−α.
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2) On a : g(t) =
1

f(t)
, par la propriété (iv) du théorème (3.2.3) , nous avons

g
(α)
∇ (t) =

(
1

f

)(α)

∇
(t) = − f

(α)
∇ (t)

f(t)f(ρ(t))

= −t1−α
m−1∑
i=0

(t− c)m−1−i(ρ(t)− c)i

(t− c)m(ρ(t)− c)m

= −t1−α
m−1∑
i=0

1

(t− c)i+1(ρ(t)− c)m−i
·

Nous définissons la ∇−dérivée fractionnaire conformable (.)
(α)
∇ pour α ∈]m,m + 1] ,

où m est un nombre naturel .

DéVnition 3.2.2. [11, 12] Soient T une échelle de temps , α ∈]m,m + 1], m ∈ N et f m−fois

∇−diUérentiable en Tkm . On deVnit la ∇−dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α

par :

f
(α)
∇ (t) =

(
f∇

m)(α−m)

∇ (t).

Exemple 3.2.5. Soient T = hZ , h > 0 , on a f(t) = t3 et α = 2.1 .

Alors par la déVnition (3.2.2) , nous avons

f
(2.1)
∇ (t) =

(
f∇

2)(0.1)

∇ (t).

Puisque ρ(t) = t− h , et γ(t) = h , on trouve

f
(2.1)
∇ (t) = (t3)

(2.1)
∇ = (6t− 6h)

(0.1)
∇ .

D’aprés la propositions (3.2.1) et les propriétés (i) et (ii) du théorème (3.2.3) nous obtenons

f
(2.1)
∇ (t) = 6(t)(0.1).

Donc d’après la proposition (3.2.2) on a

f
(2.1)
∇ (t) = 6(t)0.9.

Théorème 3.2.7. [11, 12] Soient α ∈]m,m+ 1] ,m ∈ N . On a la relation suivante :

f
(α)
∇ (t) = t1+m−αf∇

m+1

(t). (3.9)
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Démonstration.

Soit f une fonction m−fois ∇−diUérentiable . Pour α ∈]m,m+ 1] , il existe β ∈]0, 1] tel que

α = m+ β . D’après la déVnition (3.2.2) , on a : f (α)
∇ =

(
f∇

m)(β)

∇ .

Par la déVnition d’ordre supérieur 1 de ∇−dérivée et les propriétés (ii) , (iii) du théorème

(3.2.1) , on obtient

f
(α)
∇ (t) = t1−β

(
f∇

m)∇
(t).

Remarque 3.2.2. [11, 12] Dans l’égalité (3.9) quandm = 0 , nous avons

f
(α)
∇ (t) = t1−αf∇(t), α ∈]0, 1].

3.3 ∇−intégrale fractionnaire conformable

Dans cette section , nous introduisons la ∇−intégrale fractionnaire conformable ( ou

∇α−intégrale fractionnaire ) sur l’échelle de temps .

3.3.1 Définitions et propriétés élémentaires

DéVnition 3.3.1. [11, 12]

Soit f : T → R une fonction régulière . Alors la ∇α−intégrale fractionnaire de f , 0 < α ≤ 1 ,

est déVnie par :
∫
f(t)∇αt =

∫
f(t)tα−1∇t .

Notations 3.3.1.

I Si α = 1 , alors
∫
f(t)∇αt =

∫
f(t)∇t , est ∇−intégrale indéVnie .

I Si T = R , alors
∫
f(t)∇αt =

∫
f(t)tα−1dt , est l’intégrale fractionnaire conformable

indiquée dans la déVnition (2.2.3) .

DéVnition 3.3.2. [11, 12] Supposons que f : T→ R est une fonction régulière .

On note ∇α−intégrale fractionnaire indéVnie de f d’ordre α , 0 < α ≤ 1 par :

F∇,α(t) =

∫
f(t)∇αt.

Alors , pour tous a, b ∈ T , on déVnit ∇α−intégrale fractionnaire de Cauchy par :∫ b

a

f(t)∇αt = F∇,α(b)− F∇,α(a).

1. voir la déVnition (1.2.3) .
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DéVnition 3.3.3. [11, 12] Soient f : T→ R une fonction ,A est un sous-ensemble∇−mesurable

de T . On dit que f est ∇α−intégrable sur A si et seulement si tα−1f(t) est intégrable sur A , et∫
A

f(t)∇αt =

∫
A

tα−1f(t)∇t.

Théorème 3.3.1. [11, 12] Soit α ∈]0, 1] . Alors , pour toute fonction ld-continue f : T → R , il

existe une fonction F∇,α : T→ R telle que (F∇,α)
(α)
∇ (t) = f(t) pour tout t ∈ Tk .

La fonction F∇,α s’appelle ∇α−antidérivée de f .

Démonstration.

• Si α = 1 alors il réduit à la déVnition (1.3.6) et le théorème (1.3.3) .

• Si α ∈]0, 1[ . Supposons que f est ld-continue , alors f est une fonction régulière .

Donc ,

F∇,α(t) =

∫
f(t)∇αt

est∇−fractionnaire conformable diUérentiable sur Tk .

En utilisant l’égalité (3.9) et la déVnition (3.3.1) , nous obtenons

(F∇,α)
(α)
∇ (t) = t1−α(F∇,α(t))∇ = f(t), ∀t ∈ Tk.

Théorème 3.3.2. [11, 12] Soient α ∈]0, 1] , a, b, c ∈ T , λ, β ∈ R et f, g deux fonctions ld-

continues alors

(1)
∫ b

a

[λf(t) + βg(t)]∇αt = λ

∫ b

a

f(t)∇αt+ β

∫ b

a

g(t)∇αt .

(2)
∫ b

a

f(t)∇αt = −
∫ a

b

f(t)∇αt .

(3)
∫ b

a

f(t)∇αt =

∫ c

a

f(t)∇αt+

∫ b

c

f(t)∇αt .

(4)
∫ a

a

f(t)∇αt = 0 .

(5) S’il existe g : T→ R avec |f(t)| ≤ g(t) pour tout t ∈ [a, b], alors∣∣∣∣∫ b

a

f(t)∇αt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

g(t)∇αt .

(6) Si f(t) > 0 pour tout t ∈ [a, b] alors
∫ b

a

f(t)∇αt ≥ 0 .
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Démonstration.

Comme f et g sont deux fonctions ld-continues donc d’après le théorème (3.3.1) , f possède

une ∇α−antidérivée F , et g possède une∇α−antidérivée G , telles que

F
(α)
∇ (t) = f(t) et G

(α)
∇ (t) = g(t) pour tout t ∈ Tk.

(1) Pour tout t ∈ Tk , nous avons ,

(
λF + βG

)(α)

∇ (t) = λF
(α)
∇ (t) + βG

(α)
∇ (t) = λf(t) + βg(t).

donc , ∫ b

a

[
λf(t) + βg(t)

]
∇αt =

∫ b

a

(
λF + βG

)(α)

∇ (t)∇αt

=
[
λF + βG

]
(b)−

[
λF + βG

]
(a)

= λF (b)− λF (a) + βG(b)− βG(a)

= λ

∫ b

a

f(t)∇αt+ β

∫ b

a

g(t)∇αt.

(2) Nous avons ,∫ b

a

f(t)∇αt = F (b)− F (a) = −
[
F (a)− F (b)

]
= −

∫ a

b

f(t)∇αt.

(3) Nous avons , ∫ b

a

f(t)∇αt = F (b)− F (a)

= F (c)− F (a) + F (b)− F (c)

=

∫ c

a

f(t)∇αt+

∫ b

c

f(t)∇αt.

(4)
∫ a

a

f(t)∇αt = F (a)− F (a) = 0 .

(5) On note que

|F∇,α(t)| ≤ G∇,α(t) sur [a, b]

implique que

|F (b)− F (a)| ≤ G(b)−G(a)
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ie., ∣∣∣∣∫ b

a

f(t)∇αt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

g(t)∇αt.

(6) La preuve de cette propriété est donnée directement par la propriété (5) .

Théorème 3.3.3. [49] Soient a, b ∈ T , où a < b , α ∈]0, 1] et f, g sont deux fonctions

∇−fractionnaires conformables diUérentiables , alors

(1)
∫ b

a

fρ(t)g
(α)
∇ (t)∇αt = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b

a

f
(α)
∇ (t)g(t)∇αt .

(2)
∫ b

a

f(t)g
(α)
∇ (t)∇αt = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b

a

f
(α)
∇ (t)gρ(t)∇αt .

Démonstration.

(1) D’après la propriété (iii) du théorème (3.2.3) , On a

f(ρ(t))g
(α)
∇ (t) = (fg)

(α)
∇ (t)− f (α)

∇ (t)g(t).

Si f, g sont deux fonctions ∇−fractionnaires conformables diUérentiables , Alors∫ b

a

f(ρ(t))g
(α)
∇ (t)∇αt =

∫ b

a

(fg)
(α)
∇ (t)∇αt−

∫ b

a

f
(α)
∇ (t)g(t)∇αt

= (fg)(t)

∣∣∣∣t=b
t=a

−
∫ b

a

f
(α)
∇ (t)g(t)∇αt

= (fg)(b)− (fg)(a)−
∫ b

a

f
(α)
∇ (t)g(t)∇αt.

(2) Même chose pour la deuxième propriété .

Théorème 3.3.4. [11, 12] Si f : Tk → R est une fonction ld-continue et t ∈ Tk , alors∫ t

ρ(t)

f(s)∇αs = γ(t)f(t)tα−1.

Démonstration.

Soit f une fonction ld-continue sur Tk . Alors f est une fonction régulière .

Par la déVnition (3.3.2) et le théorème (3.3.1) , il existe une∇α−antidérivée de f satisfaisant∫ t

ρ(t)

f(s)∇αs = F∇,α(t)− F∇,α(ρ(t)) =
(
F∇,α

)(α)

∇ (t)γ(t)tα−1 = γ(t)f(t)tα−1.
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Théorème 3.3.5. [11, 12] Soient a, b ∈ T ,α ∈ [0, 1] et f : T→ R est une fonction ld-continue .

Nous avons :

(i) Si T = R , alors
∫ b

a

f(t)∇αt =

∫ b

a

f(t)tα−1dt
(
où l’intégrale à droite est l’intégrale

fractionnaire conformable 2
)
.

Si α = 1 alors elle se réduit à l’intégrale usuelle de Riemann .

(ii) Si [a, b]T ne contient que des points isolés , alors

∫ b

a

f(t)∇αt =


∑

t∈]a,b]T
γ(t)tα−1f(t) si a < b,

0 si a = b,

−
∑

t∈]b,a]T
γ(t)tα−1f(t) si a > b.

(iii) Si T = hZ = {hk : k ∈ Z} tel que h > 0 alors

∫ b

a

f(t)∇αt =



b
h∑

k= a
h

+1

h(kh)α−1f(kh) si a < b,

0 si a = b,

−
a
h∑

k= b
h

+1

h(kh)α−1f(kh) si a > b.

(iv) Si T = Z alors

∫ b

a

f(t)∇αt =



b∑
t=a+1

tα−1f(t) si a < b,

0 si a = b,

−
a∑

t=b+1

tα−1f(t) si a > b.

Démonstration.

(i) Si T = R , alors f (α)
∇ (t) = f (α)(t) = lim

s→t

f(t)− f(s)

t− s
t1−α .

(
d’après l’exemple (3.2.1)

)
.

∫ b

a

f
(α)
∇ (t)∇αt =

∫ b

a

f (α)(t)∇αt

= f(b)− f(a)

=

∫ b

a

f (α)(t)dαt

=

∫ b

a

f (α)(t)tα−1dt.

2. voir la déVnition (2.2.3) .
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(ii) [a, b]T ne contient que des points isolés donc on supposera que [a, b]T = {t0, t1, · · · , tn}

tels que

a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = b.

• Si a < b , alors d’après la propriété (3) du théorème (3.3.2) on a

∫ b

a

f(t)∇αt =
n−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

f(t)∇αt

=
n−1∑
i=0

∫ ti+1

ρ(ti+1)

f(t)∇αt

=
n−1∑
i=0

[
F∇,α(ti+1)− F∇,α

(
ρ(ti+1)

)]

=
n−1∑
i=0

(
F∇,α

)(α)

∇ (ti+1)γ(ti+1)tα−1
i+1

=
n−1∑
i=0

γ(ti+1)f(ti+1)tα−1
i+1 .

Par conséquent , ∫ b

a

f(t)∇αt =
∑

t∈]a,b]T

γ(t)tα−1f(t).

• Si a > b , alors en utilisant la propriété (2) du théorème (3.3.2) , on obtient le résultat .

• Si a = b , alors en utilisant la propriété (4) du théorème (3.3.2) , on obtient le résultat .

(iii) Soient T = hZ , h > 0 . Si a < b , alors

Soit a ∈ hZ , alors ∃ k1 ∈ Z tel que a = hk1 =⇒ k1 =
a

h
.

Soit b ∈ hZ , alors ∃ k2 ∈ Z tel que b = hk2 =⇒ k2 =
b

h
.

Soit t ∈ hZ , alors ∃ k ∈ Z tel que t = hk .

Soit t ∈]a, b] =⇒ hk ∈]hk1, hk2]

=⇒ k ∈]k1, k2]

=⇒ k ∈ [k1 + 1, k2]

=⇒ k ∈
[
a

h
+ 1,

b

h

]
.

Donc , ∫ b

a

f(t)∇αt =

b
h∑

k= a
h

+1

h(kh)α−1f(kh).
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Si a > b , alors en utilisant la propriété (2) du théorème (3.3.2) , on obtient le résultat .

Si a = b , alors en utilisant la propriété (4) du théorème (3.3.2) , on obtient le résultat .

(iv) Si T = Z , c’est une cas particulière de (iii) .

Exemples 3.3.1.

1) Si f : T→ R est déVnie par f(t) = ct1−α , c ∈ R , pour tout t ∈ R , alors

∫ b

a

f(t)∇αt = c(b− a).

2) Si f : R→ R est déVnie par f(t) =
√
t , pour tout t ∈ R , alors

∫ b

a

f(t)∇αt =

∫ b

a

tα−
1
2dt =

2

2α + 1

(
bα+ 1

2 − aα+ 1
2

)
.

3) Si f : 1
2
N→ R est déVnie par f(t) = 2t et α = 1

2
, alors

∫ b

a

2t∇ 1
2
t =

1

2

6∑
k=3

2
k
2

√
2

k

=
1

2

(√
2

3
2

3
2 +

√
1

2
22 +

√
2

5
2

5
2 +

√
1

3
23

)
=
√

2 +
6√
3

+
4√
5
·

Lemme 3.3.1. [11, 12] Soient T une échelle de temps , a, b ∈ T avec a < b .

Si f (α)
∇ (t) ≥ 0 pour tout t ∈ [a, b]T , alors f est une fonction croissante sur [a, b]T .

Démonstration.

Supposons que f (α)
∇ existe sur [a, b]T et f (α)

∇ (t) ≥ 0 , pour tout t ∈ [a, b]T , alors par la

propriété (i) du théorème (3.2.1) , f (α)
∇ est continue sur [a, b]T et d’après la propriété (6) du

théorème (3.3.2) , on a∫ t

s

f
(α)
∇ (ξ)∇αξ ≥ 0, a ≤ s ≤ t ≤ b , ∀s, t.

D’après la déVnition (3.3.2) , on trouve

f(t) = f(s) +

∫ t

s

f
(α)
∇ (ξ)∇αξ ≥ f(s).
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Théorème 3.3.6 (Théorème de Rolle [18]). Soit f : T → R une fonction continue sur [a, b]T ,

qui est∇−fractionnaire diUérentiable conformable d’ordre α sur ]a, b]T et satisfait f(a) = f(b).

Alors ∃ ξ1, ξ2 ∈]a, b]T tels que

f
(α)
∇ (ξ1) ≤ 0 ≤ f

(α)
∇ (ξ2).

Démonstration.

Puisque f est une fonction continue sur [a, b]T , On suppose que f possède un minimum m et

un maximum M . Par conséquent , ∃ ξ1, ξ2 ∈ [a, b]T tel que

m = f(ξ1) et M = f(ξ2)

Puisque f(a) = f(b) , On suppose que ξ1, ξ2 ∈]a, b]T .

1. Soit ρ(ξ2) < ξ2 . Alors

f
(α)
∇ (ξ2) =

f(ξ2)− f(ρ(ξ2))

ξ2 − ρ(ξ2)
t1−α ≥ 0.

2. Soit ρ(ξ2) = ξ2 . Alors

f
(α)
∇ (ξ2) = lim

t→ξ2

f(ξ2)− f(t)

ξ2 − t
t1−α ≥ 0.

3. Soit ρ(ξ1) < ξ1 . Alors

f
(α)
∇ (ξ1) =

f(ξ1)− f(ρ(ξ1))

ξ1 − ρ(ξ1)
t1−α ≤ 0.

4. Soit ρ(ξ1) = ξ1 . Alors

f
(α)
∇ (ξ1) = lim

t→ξ1

f(ξ1)− f(t)

ξ1 − t
t1−α ≤ 0.

Donc ,

f
(α)
∇ (ξ1) ≤ 0 ≤ f

(α)
∇ (ξ2).

Exemple 3.3.1. Soit T = 1
2
N , f(t) = t2 − 3t+ 5 . On va trouver ξ1, ξ2 ∈]0, 3[∩T tel que

f
(α)
∇ (ξ1) ≤ 0 ≤ f

(α)
∇ (ξ2).

On a :

f(0) = f(3) = 5.
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• Pour t ∈ T \ {0} , on a : ρ(t) = t− 1
2

.

• Pour t = 0 , on a : ρ(t) = 0 .

Alors ,

f
(α)
∇ (t) = (ρ(t) + t− 3)t1−α =

(
2t− 7

2

)
· t1−α

Par conséquent ,

f
(α)
∇ (ξ1) =

(
2ξ1 −

7

2

)
· ξ1−α

1 ≤ 0 pour ξ1 =
{

1/2, 1, 3/2
}
.

et

f
(α)
∇ (ξ2) =

(
2ξ2 −

7

2

)
· ξ1−α

2 ≥ 0 pour ξ2 =
{

2, 5/2
}
.

Théorème 3.3.7 (Théorème des accroissements Vnis [18]).

Soient 0 < a < b , f est une fonction continue sur [a, b]T qui est ∇−fractionnaire conformable

diUérentiable d’ordre α sur ]a, b]T . Alors il existe ξ, η ∈]a, b]T tel que

ξα−1f
(α)
∇ (ξ) ≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ ηα−1f

(α)
∇ (η).

Démonstration.

D’après le théorème (3.2.7) on a

(t)
(α)
∇ =

 t1−α si 0 < α < 1,

1 si α = 1.
(3.10)

Soit h(t) = f(t)− f(b)− f(b)− f(a)

b− a
(t− b) . Alors la fonction h est continue sur [a, b]T qui

est∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α sur ]a, b]T et h(a) = h(b) .

Nous combinons la propriété (i) du théorème (3.2.3) avec l’égalité (3.10) , on trouve

h
(α)
∇ (t) =


f

(α)
∇ (t)− f(b)− f(a)

b− a
t1−α si 0 < α < 1,

f
(α)
∇ (t)− f(b)− f(a)

b− a
si α = 1.

(3.11)

On applique le théorème (3.3.6) à la fonction h .

∃ ξ, η ∈]a, b]T tel que h(α)
∇ (ξ) ≤ 0 ≤ h

(α)
∇ (η) . On trouve

ξα−1f
(α)
∇ (ξ) ≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ ηα−1f

(α)
∇ (η).
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Exemple 3.3.2. Soient T = 2N ∪ {0} et f(t) = et . Alors , pour tout t > 0 , nous avons

ρ(t) = t
2

si t 6= 1 et ρ(t) = 0 si t = 1 , et

f
(α)
∇ (t) =

f(t)− fρ(t)
t− ρ(t)

t1−α =
et − et/2

t− t
2

t1−α =
2

t

(
et − et/2

)
t1−α.

Par conséquent , pour tout t > 1 , ∃ ξ, η ∈]0, t]T tels que

ξα−1 2

ξ

(
eξ − eξ/2

)
ξ1−α ≤ et − 1

t
≤ ηα−1 2

η

(
eη − eη/2

)
η1−α.

Donc ,
2

ξ

(
eξ − eξ/2

)
≤ et − 1

t
≤ 2

η

(
eη − eη/2

)
.

Corollaire 3.3.1. [18] Soit f une fonction continue sur [a, b]T et ∇−fractionnaire conformable

diUérentiable sur ]a, b]T . Si f (α)
∇ (t) = 0 pour tout t ∈]a, b]T , alors f est une fonction constante

sur [a, b]T .

Corollaire 3.3.2. [18] Soit f une fonction continue sur [a, b]T et ∇−fractionnaire conformable

diUérentiable sur ]a, b]T . Alors f est dite croissante , décroissante , strictement croissante et

strictement décroissante sur [a, b]T si f (α)
∇ (t) ≥ 0 , f (α)

∇ (t) ≤ 0 , f (α)
∇ (t) > 0 et f (α)

∇ (t) < 0 pour

tout t ∈]a, b]T , respectivement .

Maintenant , nous présentons le théorème des accroissements finis généralisé qui gé-

néralise le théorème (3.3.7) , en prenant g(t) = t pour tout t ∈ T .

Théorème 3.3.8 (Théorème des accroissements Vnis généralisé [18]).

Soient 0 < a < b , f et g sont deux fonctions continues sur [a, b]T qui sont ∇−fractionnaires

conformables diUérentiables d’ordre α sur ]a, b]T . On suppose que g
(α)
∇ (t) > 0 pour tout t ∈]a, b]T

Alors il existe ξ, η ∈]a, b]T tels que

f
(α)
∇ (ξ)

g
(α)
∇ (ξ)

≤ f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
≤ f

(α)
∇ (η)

g
(α)
∇ (η)

.

Démonstration.

Si g(α)
∇ (t) > 0 pour tout t ∈]a, b]T , alors g(a) 6= g(b) . Maintenant , nous considérons la

fonction suivante :

h(t) = f(t)− f(b)−
[
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

]
·
(
g(t)− g(b)

)
.

La fonction h est continue sur [a, b]T qui est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable

d’ordre α sur ]a, b]T et h(a) = h(b) .
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D’après la propriété (i) du théorème (3.2.3) , on trouve

h
(α)
∇ (t) = f

(α)
∇ (t)−

[
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

]
· g(α)
∇ (t).

On applique le théorème (3.3.6) à la fonction h .

∃ ξ, η ∈]a, b]T tel que h(α)
∇ (ξ) ≤ 0 ≤ h

(α)
∇ (η) . On trouve

f
(α)
∇ (ξ)

g
(α)
∇ (ξ)

≤ f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
≤ f

(α)
∇ (η)

g
(α)
∇ (η)

.

Dans les deux théorèmes suivants , nous donnons une relation entre ∇−fractionnaire

conformable différentiable et ∆−fractionnaire conformable différentiable donnée dans la

définition (2.3.1) .

Notation 3.3.1. On note , en générale f (α)
∇ (t0) 6= f

(α)
∆ (ρ(t0)) et f (α)

∆ (t0) 6= f
(α)
∇ (σ(t0)).

Si σ(ρ(t0)) = t0 alors f (α)
∇ (t0) = f

(α)
∆ (ρ(t0)) , et si ρ(σ(t0)) = t0 alors f (α)

∆ (t0) = f
(α)
∇ (σ(t0)) .

Et nous avons les deux théorèmes suivants :

Théorème 3.3.9. [11, 12] Supposons que f : T → R est ∆−fractionnaire conformable dif-

férentiable 3 sur Tk et si f (α)
∆ est continue sur Tk , alors f est ∇−fractionnaire conformable

diUérentiable sur Tk et

f
(α)
∇ (t) = f

(α)
∆ (ρ(t)), pour tout t ∈ Tk.

Démonstration. Soit t ∈ Tk .

On considère le cas t est dispersé à gauche . Puisque f est ∆−fractionnaire conformable

diUérentiable , alors f est continue . Par conséquent , f est ∇−diUérentiable fractionnaire

conformable en t et on a

f
(α)
∇ (t) =

f(ρ(t))− f(t)

ρ(t)− t
t1−α.

D’autre part , puisque ρ(t) sera dispersé à droite , nous avons

f
(α)
∆ (ρ(t)) =

f(σ(ρ(t)))− f(ρ(t))

σ(ρ(t))− ρ(t)
t1−α =

f(t)− f(ρ(t))

t− ρ(t)
t1−α.

Par conséquent ,

f
(α)
∇ (t) = f

(α)
∆ (ρ(t)).

3. voir la déVnition (2.3.1) .
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Soit maintenant t est dense .

Dans ce cas d’après l’existence de f (α)
∆ (t) , il s’ensuit que la limite

lim
s→t

f(t)− f(s)

(t− s)
t1−α (3.12)

existe est Vnie et égale à f (α)
∆ (t) .

D’autre part , puisque t est dense à gauche , d’après l’existence de la limite (3.12) , il s’ensuit

que f (α)
∇ (t) existe et égal à cette limite . Donc

f
(α)
∇ (t) = f

(α)
∆ (t).

Finalement , soit t dense à gauche et dispersé à droite . On applique le théorème de la valeur

moyenne ( Théorème 15 dans [55] ) à f , on trouve

ξα−1f
(α)
∆ (ξ) ≤ f(t)− f(s)

t− s
≤ ηα−1f

(α)
∆ (η) (3.13)

où ξ, η entre s et t , si s → t donc ξ → t , η → t , et puisque f (α)
∆ est continue , il en résulte

que

lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
= tα−1f

(α)
∆ (t). (3.14)

D’autre part , puisque t est dense à gauche , le membre à gauche de (3.14) est égale à tα−1f
(α)
∇ (t).

Donc , f (α)
∇ (t) = f

(α)
∆ (t).

Théorème 3.3.10. [11, 12] Supposons que f : T→ R est∇−fractionnaire conformable diUéren-

tiable surTk et si f (α)
∇ est continue surTk , alors f est ∆−fractionnaire conformable diUérentiable

sur Tk et

f
(α)
∆ (t) = f

(α)
∇ (σ(t)), pour tout t ∈ Tk.

Démonstration. Soit t ∈ Tk .

Nous considérons le cas t est dispersé à droite . Puisque f est ∇−fractionnaire conformable

diUérentiable , alors f est continue . Par conséquent , f est ∆−diUérentiable fractionnaire

conformable en t et on a

f
(α)
∆ (t) =

f(t)− f(σ(t))

t− σ(t)
t1−α.

D’autre part , puisque σ(t) sera dispersé à gauche , nous avons

f
(α)
∇ (σ(t)) =

f(σ(t))− f(ρ(σ(t)))

σ(t)− ρ(σ(t))
t1−α =

f(σ(t))− f(t)

σ(t)− t
t1−α.
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Par conséquent ,

f
(α)
∆ (t) = f

(α)
∇ (σ(t)).

Soit maintenant t dense .

Dans ce cas d’après l’existence de f (α)
∇ (t) , il s’ensuit que la limite

lim
s→t

f(t)− f(s)

(t− s)
t1−α. (3.15)

existe est Vnie et égale à f (α)
∇ (t) .

D’autre part , puisque t est dense à droite , d’après l’existence de la limite (3.15) , il s’ensuit

que f (α)
∇ (t) existe et égal à cette limite . Donc ,

f
(α)
∆ (t) = f

(α)
∇ (t).

Finalement , soit t dense à droite et dispersé à gauche . On applique le théorème (3.3.7) à f ,

on trouve

ξα−1f
(α)
∇ (ξ) ≤ f(t)− f(s)

t− s
≤ ηα−1f

(α)
∇ (η) (3.16)

où ξ, η entre s et t , si s → t donc ξ → t , η → t , et puisque que f (α)
∇ est continue , il en

résulte que

lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
= tα−1f

(α)
∇ (t) (3.17)

D’autre part , puisque t est dense à droite , le membre à gauche de (3.17) est égale à tα−1f
(α)
∆ (t).

Donc , f (α)
∆ (t) = f

(α)
∇ (t) .

3.3.2 Fonction absolument continue

DéVnition 3.3.4. [11, 12] Une fonction f : [a, b]T → R est dite absolument continue notée

f ∈ AC([a, b]T,R) sur [a, b]T si pour tout ε > 0 , il existe un δ > 0 tel que si {(ak, bk]T}mk=1 est

une famille Vnie d’intervalles deux à deux disjoints satisfaisant

k=m∑
k=1

(bk − ak) < δ alors
k=m∑
k=1

|f(bk)− f(σ(ak))| < ε

Lemme 3.3.1. [11, 12]On suppose que la fonction f : [a, b]T → R est absolument continue sur

[a, b]T si et seulement si f est ∇−diUérentiable∇−p.p. sur [a, b]T et on a :

f(t) = f(a) +

∫
[a,t]T

f∇(s)∇s, pour tout t ∈ [a, b]T.



3.3∇−intégrale fractionnaire conformable 55

Théorème 3.3.11. [11, 12] On suppose que la fonction f : [a, b]T → R est absolument continue

sur [a, b]T , alors f est ∇− fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α ∇−p.p. sur [a, b]T

et on a l’égalité suivante :

f(t) = f(a) +

∫
[a,t]T

f
(α)
∇ (s)∇αs, pour tout t ∈ [a, b]T.

Démonstration.

D’après le lemme (3.3.1) , f est ∇−diUérentiable ∇−p.p. sur [a, b]T . Alors , par la remarque

(3.2.2) , f est∇−fractionnaire diUérentiable d’ordre α ∇−p.p. sur [a, b]T .

Par conséquent , la déVnition (3.3.2) implique que

f(t) = f(a) +

∫
[a,t]T

f
(α)
∇ (s)∇αs, pour tout t ∈ [a, b]T.

Lemme 3.3.2. [43] On suppose que les fonctions f, g ∈ AC([a, b]T,R) , alors le produit fg est

absolument continue sur [a, b]T et on a∫
[a,b]T

(
f∇g + fρg∇

)
(t)∇t = f(b)g(b)− f(a)g(a)

=

∫
[a,b]T

(
fg∇ + f∇gρ

)
(t)∇t.

Théorème 3.3.12. [55] On suppose que les fonctions f, g ∈ AC([a, b]T,R) , alors le produit fg

est absolument continue sur [a, b]T et on a∫
[a,b]T

(
f

(α)
∇ g + fρg

(α)
∇
)
(t)∇αt = f(b)g(b)− f(a)g(a)

=

∫
[a,b]T

(
fg

(α)
∇ + f

(α)
∇ gρ

)
(t)∇αt.

Démonstration. D’après la propriété (iii) du théorème (3.2.3) et le théorème (3.3.11) , avec le

lemme (3.3.2) , nous avons∫
[a,b]T

fρ(t)g
(α)
∇ (t) + f

(α)
∇ (t)g(t)∇αt =

∫
[a,b]T

f(t)g
(α)
∇ (t) + f

(α)
∇ (t)gρ(t)∇αt

=

∫
[a,b]T

(fg)
(α)
∇ ∇αt

= (fg)(b)− (fg)(a).
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3.4 Les espaces de Lebesgue Lp∇(T,R) et Lpα,∇(T,R)

Dans cette section , on définit Les espaces de Lebesgue Lp∇(T,R) et Lpα,∇(T,R) sur les

échelles de temps , et on donne quelques inégalités de convexité .

3.4.1 Définitions et quelques inégalités de convexité

DéVnition 3.4.1. [43] Soient E ⊂ T un ensemble ∇−mesurable , p ∈ [1,+∞] et f : E → R

est une fonction∇−mesurable . On dit que f appartient à Lp∇(E,R) si∫
E

∣∣f(s)
∣∣p∇s < +∞, pour p ∈ [1,+∞[.

Et , s’il existe une constante c > 0 telle que

∣∣f ∣∣ ≤ c ∇– p.p. sur E, pour p = +∞.

DéVnition 3.4.2. [55] Soient E ⊂ T un ensemble ∇−mesurable , p ∈ [1,+∞] et f : E → R

est une fonction∇−mesurable . On dit que f appartient à Lpα,∇(E,R) si∫
E

∣∣f(s)
∣∣p∇αs < +∞, pour p ∈ [1,+∞[.

Et , s’il existe une constante c > 0 telle que

∣∣f ∣∣ ≤ c ∇– p.p. sur E, pour p = +∞.

Lemme 3.4.1. [43] Soit p ∈ [1,+∞] . Alors l’ensemble Lp∇([a, b]T,R) est un espace de Banach

avec la norme qui déVnie pour f ∈ Lp∇([a, b]T,R) par :

∥∥f∥∥
Lp∇([a,b]T,R)

=



(∫
[a,b]T

∣∣∣f(t)
∣∣∣p∇t)1/p

si p ∈ [1,+∞[,

inf
{
c > 0 :

∣∣f ∣∣ ≤ c ∇– p.p. sur [a, b]T

}
si p = +∞.

Corollaire 3.4.1. [43] L2
∇([a, b]T,R) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire donné

pour tout (f, g) ∈ L2
∇([a, b]T,R)× L2

∇([a, b]T,R) par :

(f, g)L2
∇([a,b]T,R) =

∫
[a,b]T

f(t)g(t)∇t.



3.4 Les espaces de Lebesgue Lp∇(T,R) et Lpα,∇(T,R) 57

Théorème 3.4.1. [55] Soit p ∈ [1,+∞] . Alors l’ensemble Lpα,∇([a, b]T,R) est un espace de

Banach avec la norme qui déVnie pour f ∈ Lpα,∇([a, b]T,R) par :

∥∥f∥∥
Lpα,∇([a,b]T,R)

=



(∫
[a,b]T

∣∣∣f(t)
∣∣∣p∇αt

)1/p

si p ∈ [1,+∞[,

inf
{
c > 0 :

∣∣f ∣∣ ≤ c ∇– p.p. sur [a, b]T

}
si p = +∞.

Démonstration.

Il est clair que Lpα,∇([a, b]T,R) est un espace normé . Pour cela il suXt de montrer que

Lpα,∇([a, b]T,R) est un espace complet .

Soit {un}n∈N est une suite de Cauchy dans Lpα,∇([a, b]T,R) . Alors nous avons∫
[a,b]T

∣∣∣um(t)− un(t)
∣∣∣p∇αt =

∫
[a,b]T

∣∣∣um(t)− un(t)
∣∣∣ptα−1∇t (3.18)

=

∫
[a,b]T

∣∣∣um(t)t
α−1
p − un(t)t

α−1
p

∣∣∣p∇t −→ 0
m,n−→∞

.

Comme Lp∇([a, b]T,R) est un espace de Banach , alors il existe u0 ∈ Lpα,∇([a, b]T,R) .

D’après le lemme (3.4.1) et l’égalité (3.18) , on a

∥∥un − u0

∥∥
Lpα,∇([a,b]T,R)

=

∫
[a,b]T

∣∣∣un(t)− u0(t)
∣∣∣p∇αt

=

∫
[a,b]T

∣∣∣un(t)− u0(t)
∣∣∣ptα−1∇t

=

∫
[a,b]T

∣∣∣un(t)t
α−1
p − u0(t)t

α−1
p

∣∣∣p∇t −→ 0
n−→∞

.

Donc , l’espace Lpα,∇([a, b]T,R) est un espace de Banach avec la norme
∥∥.∥∥

Lpα,∇([a,b]T,R)
.

Corollaire 3.4.2. [55] L2
α,∇([a, b]T,R) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire donné

pour tout (f, g) ∈ L2
α,∇([a, b]T,R)× L2

α,∇([a, b]T,R) par

(f, g)L2
α,∇([a,b]T,R) =

∫
[a,b]T

f(t)g(t)∇αt.

Lemme 3.4.2. [43] Soient p, q ∈ [1,+∞] , tel que 1
p

+ 1
q

= 1 .

Si f ∈ Lp∇([a, b]T,R) et g ∈ Lp∇([a, b]T,R) , alors f.g ∈ L1
∇([a, b]T,R) et on a

∥∥f.g∥∥
L1
∇([a,b]T,R)

≤
∥∥f∥∥

Lp∇([a,b]T,R)
.
∥∥g∥∥

Lp∇([a,b]T,R)
. (3.19)
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Démonstration.

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ , f ∈ Lp∇([a, b]T,R) et g ∈ Lp∇([a, b]T,R) tel que q est le conjugué de p . Il est

clair que

f̃ · g = f̃ · g̃.

Par le théorème (1.4.3) et l’inégalité de Hölder pour les fonctions déVnie sur R , on obtient

∥∥f.g∥∥
L1
∇([a,b]T,R)

≤
∥∥f∥∥

Lp∇([a,b]T,R)
.
∥∥g∥∥

Lp∇([a,b]T,R)
.

Théorème 3.4.2. [55] Soient p, q ∈ [1,+∞] , tel que 1
p

+ 1
q

= 1 .

Si f ∈ Lpα,∇([a, b]T,R) et g ∈ Lpα,∇([a, b]T,R) , alors f.g ∈ L1
α,∇([a, b]T,R) et on a

∥∥f.g∥∥
L1
α,∇([a,b]T,R)

≤
∥∥f∥∥

Lpα,∇([a,b]T,R)
.
∥∥g∥∥

Lpα,∇([a,b]T,R)
. (3.20)

L’inégalité (3.20) s’appelle Inégalité de Hölder .

Démonstration.

Par le lemme (3.4.2) , nous aXrmons que

∥∥f.g∥∥
L1
α,∇([a,b]T,R)

=

∫
[a,b]T

∣∣∣f(t)g(t)
∣∣∣∇αt

=

∫
[a,b]T

∣∣∣f(t)g(t)
∣∣∣tα−1∇t

=

∫
[a,b]T

(∣∣f(t)
∣∣tα−1

p

)(∣∣g(t)
∣∣tα−1

q

)
∇t

≤
(∫

[a,b]T

(∣∣f(t)
∣∣tα−1

p

)p
∇t
) 1

p

·
(∫

[a,b]T

(∣∣g(t)
∣∣tα−1

q

)q
∇t
) 1

q

=

(∫
[a,b]T

∣∣∣f(t)
∣∣∣ptα−1∇t

) 1
p

·
(∫

[a,b]T

∣∣∣g(t)
∣∣∣qtα−1∇t

) 1
q

=
∥∥f∥∥

L1
α,∇([a,b]T,R)

·
∥∥g∥∥

L1
α,∇([a,b]T,R)

.

Remarque 3.4.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

Lorsque p = q = 2 , l’inégalité (3.20) se réduit alors à l’inégalité suivante :

∥∥f.g∥∥
L1
α,∇([a,b]T,R)

≤
∥∥f∥∥

L2
α,∇([a,b]T,R)

.
∥∥g∥∥

L2
α,∇([a,b]T,R)

. (3.21)
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Lemme 3.4.3. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et f, g des fonctions dans l’espace Lp∇(T,R) , alors on a

∥∥f + g
∥∥
Lp∇([a,b]T,R)

≤
∥∥f∥∥

Lp∇([a,b]T,R)
+
∥∥g∥∥

Lp∇([a,b]T,R)
. (3.22)

Démonstration.

Soient 1 ≤ p ≤ ∞ , f ∈ Lp∇([a, b]T,R) . Il est clair que

f̃ + g = f̃ + g̃.

Par le théorème (1.4.3) et l’inégalité de Minkowski pour les fonctions déVnie sur R , on obtient

l’inégalité (3.22) .

Théorème 3.4.3.

Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et f, g des fonctions dans l’espace Lpα,∇(T,R) , alors on a

∥∥f + g
∥∥
Lpα,∇([a,b]T,R)

≤
∥∥f∥∥

Lpα,∇([a,b]T,R)
+
∥∥g∥∥

Lpα,∇([a,b]T,R)
. (3.23)

L’inégalité (3.23) s’appelle Inégalité de Minkowski .

Démonstration.

Par le lemme (3.4.3) , nous aXrmons que

∥∥f + g
∥∥p
Lpα,∇([a,b]T,R)

=

∫
[a,b]T

∣∣∣f(t) + g(t)
∣∣∣p∇αt

=

∫
[a,b]T

∣∣∣f(t) + g(t)
∣∣∣ptα−1∇t

=

∫
[a,b]T

∣∣∣f(t)t
α−1
p + g(t)t

α−1
p

∣∣∣p∇t
≤
∫

[a,b]T

∣∣∣f(t)t
α−1
p

∣∣∣p∇t+

∫
[a,b]T

∣∣∣g(t)t
α−1
p

∣∣∣p∇t
=

∫
[a,b]T

∣∣∣f(t)
∣∣∣ptα−1∇t+

∫
[a,b]T

∣∣∣g(t)
∣∣∣ptα−1∇t

=

∫
[a,b]T

∣∣∣f(t)
∣∣∣p∇αt+

∫
[a,b]T

∣∣∣g(t)
∣∣∣p∇αt

=
∥∥f∥∥p

Lpα,∇([a,b]T,R)
+
∥∥g∥∥p

Lpα,∇([a,b]T,R)
.

Donc , ∥∥f + g
∥∥
Lpα,∇([a,b]T,R)

≤
∥∥f∥∥

Lpα,∇([a,b]T,R)
+
∥∥g∥∥

Lpα,∇([a,b]T,R)
.
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3.5 Calcul ∇−fractionnaire pour les fonctions à valeurs

vectorielles

Maintenant , nous introduisons ∇−dérivée fractionnaire conformable sur les échelles

de temps pour les fonctions à valeurs vectorielles et nous donnons certaines propriétés

importantes .

DéVnition 3.5.1. [11, 12] Une fonction f : T → Rn est dite ld-continue si elle est continue en

tout point dense à gauche de T et si sa limite à droite existe et est Vnie en tout point dense à droite

de T . On note l’ensemble des fonctions f : T→ Rn qui sont ld-continues sur T par : Cld(T,Rn).

DéVnition 3.5.2. [11, 12] Soit f : T→ Rn une fonction , f(t) = (f1(t), f2(t), · · · , fn(t)).

Soit t ∈ Tk . Alors on déVnit

f
(α)
∇ (t) =

(
(f1)

(α)
∇ (t), (f2)

(α)
∇ (t), · · · , (fn)

(α)
∇ (t)

)
.

• On appelle f (α)
∇ (t) la ∇−dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α en t > 0 .

• La fonction f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α sur Tk s’il existe un

nombre f (α)
∇ (t) pour tout t ∈ Tk .

• On appelle f (α)
∇ (t) : Tk → Rn la ∇−dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α en t , et

on déVnit la ∇−dérivée fractionnaire conformable en 0 par :

f
(α)
∇ (0) = lim

t→0+
f

(α)
∇ (t).

DéVnition 3.5.3. [11, 12] Soient T une échelle de temps , α ∈]m,m+ 1],m ∈ N et f : T→ Rn

m−fois ∇−diUérentiable en Tkm . On déVnit la ∇−dérivée fractionnaire conformable de f

d’ordre α par :

f
(α)
∇ (t) =

(
f∇

m)(α−m)

∇ (t).

En combinant les théorèmes (3.2.1) , (3.2.3) avec la définition (3.5.2) , on trouve le

théorème suivant :

Théorème 3.5.1. [11, 12] Soient f : T → Rn une fonction , α ∈]0, 1] et t ∈ Tk . Alors on a les

propriétés suivantes :

i) Si f est∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t , alors f est continue en

t .

ii) Si f est continue en t , et si t est dispersé à gauche , alors f est∇−fractionnaire conformable
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diUérentiable d’ordre α en t et

f
(α)
∇ (t) =

f(t)− f(ρ(t))

γ(t)
t1−α. (3.24)

iii) Si t est dense à gauche , alors f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α

en t si et seulement si la limite , lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s
t1−α existe et Vnie .

Dans ce cas ,

f
(α)
∇ (t) = lim

s→t

f(t)− f(s)

t− s
t1−α. (3.25)

iv) Si f est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α en t , alors

fρ(t) = f(t)− γ(t)tα−1f
(α)
∇ (t).

Théorème 3.5.2. [11, 12]Supposons que f, g : T → Rn sont ∇−fractionnaires conformables

diUérentiables d’ordre α alors ,

i) la somme f + g : T→ Rn est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable et

(f + g)
(α)
∇ = f

(α)
∇ + g

(α)
∇ .

ii) pour tout λ ∈ R , λf : T→ Rn est ∇−fractionnaire conformable diUérentiable et

(λf)
(α)
∇ = λf

(α)
∇ .

iii) Si f et g sont continues alors le produit fg : T → Rn est ∇−fractionnaire conformable

diUérentiable et

(fg)
(α)
∇ = f

(α)
∇ g + fρg

(α)
∇ .

= f
(α)
∇ gρ + fg

(α)
∇ .

Ensuite , nous introduisons ∇−intégrale fractionnaire conformable (ou ∇−intégrale

α-fractionnaire) sur l’échelle de temps pour les fonctions à valeurs vectorielles .

DéVnition 3.5.4. [11, 12] Soit f : T→ Rn une fonction , f(t) = (f1(t), f2(t), · · · , fn(t)).

Soit A est sous-ensemble∇−mesurable de T . alors f est∇α−intégrable sur A si et seulement si

fi(i = 1, 2, ..., n) sont ∇α−intégrables sur A , et∫
A

f(t)∇αt =

(∫
A

f1(t)∇αt,

∫
A

f2(t)∇αt, ...,

∫
A

fn(t)∇αt

)
.
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En combinant la définition (3.5.4) avec le théorème (3.3.2) , nous obtenons le théorème

suivant :

Théorème 3.5.3. [11, 12] Soient α ∈]0, 1] , a, b, c ∈ T et λ, β ∈ R et f, g deux fonctions ld-

continues alors

1.
∫ b

a

[λf(t) + βg(t)]∇αt = λ

∫ b

a

f(t)∇αt+ β

∫ b

a

g(t)∇αt .

2.
∫ b

a

f(t)∇αt = −
∫ a

b

f(t)∇αt .

3.
∫ b

a

f(t)∇αt =

∫ c

a

f(t)∇αt+

∫ b

c

f(t)∇αt .

4.
∫ a

a

f(t)∇αt = 0 .

5. S’il existe g : T→ R avec ||f(t)|| ≤ g(t) pour tout t ∈ [a, b] , alors∥∥∥∥∫ b

a

f(t)∇αt

∥∥∥∥ ≤ ∫ b

a

g(t)∇αt .

DéVnition 3.5.5. [11] Une fonction f : [a, b]T → Rn , f(t) = (f1(t), f2(t), · · · , fn(t)) est dite

absolument continue sur [a, b]T (i.e., f ∈ AC([a, b]T,Rn)) si pour ε > 0 , il existe un δ > 0 tel

que si {(ak, bk]T}mk=1 est une famille Vnie d’intervalles deux à deux disjoints satisfaisant

k=m∑
k=1

(bk − ak) < δ alors
k=m∑
k=1

‖f(bk)− f(σ(ak))‖ < ε

En combinant les définitions (3.5.2) , (3.3.2) avec le théorème (3.3.11) , nous obtenons

les théorèmes suivants :

Théorème 3.5.4. [11, 12] On suppose que la fonction f : [a, b]T → Rn est absolument continue

sur [a, b]T , alors f est ∇− fractionnaire conformable diUérentiable d’ordre α ∇−p.p. sur [a, b]T

et on a l’égalité suivante :

f(t) = f(a) +

∫
[a,t]T

f
(α)
∇ (s)∇αs, pour tout t ∈ [a, b]T.

Théorème 3.5.5. [55] On suppose que les fonctions f, g ∈ AC([a, b]T,Rn) , alors le produit fg

est absolument continue sur [a, b]T et on a l’égalité suivante :∫
[a,b]T

[(
f

(α)
∇ (t), g(t)

)
+
(
fρ(t), g

(α)
∇ (t)

)]
∇αt =

(
f(b), g(b)

)
−
(
f(a), g(a)

)
=

∫
[a,b]T

[(
f(t), g

(α)
∇ (t)

)
+
(
f

(α)
∇ (t), gρ(t)

)]
∇αt.



Conclusion

Dans ce travail on a étudié le calcul ∇−fractionnaire conformable sur les échelles de

temps . Les résultats de mémoire consistent une généralisation de la dérivée fractionnaire

conformable [41] et la ∇−dérivée [26, 25, 15] consiste à étudier la dérivée fractionnaire

conformable sur des échelles de temps . Il serait intéressant au lieu de suivre l’approche

Delta qu’ils ont adapté dans [17] et l’approche Nabla que nous avons adapté , on peut

développer l’approche Diamond [3, 14] .
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Abstract

In this memory , we introduce the definition of nabla conformable fractional derivative of

order α ∈]0, 1] and their important properties , we introduce and develop the notion of

nabla conformable fractional integral of order α ∈]0, 1] on time scales . The basic tools for

fractional differentiation and fractional integration are then developed . The Hilger time

scale calculus is obtained as a particular case , by choosing α = 1 . Many basic properties

of the theory are proved .

Key words : Time scales , Conformable fractional derivative , Conformable fractional

integral , Conformable fractional calculus on time scales , A Mean Value Theorem ,

Absolutely continuous function .

Résumé

Dans ce mémoire , nous introduisons la définition de la ∇−dérivée fractionnaire confor-

mable d’ordre α ∈]0, 1] et leurs propriétés importantes , nous introduisons et développons

la notion de la ∇−intégrale fractionnaire conformable α ∈]0, 1] sur l’échelle de temps .

Les outils de base pour la différentiation fractionnaire et l’intégration fractionnaire sont

ensuite développés . Le calcul de l’échelle de temps de Hilger est obtenu comme un cas par-

ticulier , en choisissant α ∈]0, 1]. Plusieurs propriétés de base de la théorie sont prouvées.

Mots-clés : Échelle de temps , Dérivée fractionnaire conformable , Intégrale fractionnaire

conformable , Calcul fractionnaire conformable sur l’échelle de temps , Théorème de la

moyenne , Fonction absolument continue .
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