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Résumé

Le concept de la dérivation fractionnaire a beaucoup d’applications.

Il intervient dans la résolution de plusieurs problèmes fractionnaires non li-

néaires, en particulier, dans l’étude de l’existence et de l’unicité.

Dans ce mémoire on aborde différentes applications de toute notion ainsi que

quelques unes de ses extensions et généralisations qui entrent dans la réso-

lution des problèmes différentiels fractionnaires non linéaires .Nous démon-

trons l’existence et l’unicité des solutions en utilisant le principe de contrac-

tion de Banach et les théorèmes du point fixe de Schaefer et Kranoselskii.

Mots-clés: équation différentielle fractionnaire non linéaire, problème aux conditions

aux limites,dérivée fractionnaire de Riemann, dérivée fractionnaire de Caputo,

dérivée fractionnaire de Grunwald-Letnikov, intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville,théorie du point fixe.
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INTRODUCTION

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appli-

quer le concept de dérivée à la fonction dérivée elle-même et par la même introduire

la dérivée seconde, puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration, opérateur

inverse de la dérivée, peut éventuellement être considérée comme une dérivée d’ordre

"moins un". On peut aussi se demander si ces dérivées d’ordre successifs ont un équi-

valent d’ordre fractionnaire.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul clas-

sique tel que nous le connaissons aujourd’hui. Ces origines remontent à la fin du 17éme

siècle, l’époque où Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel

et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole dn

dtn
pour désigne la néme dérivée

d’une fonction f . Quand il a annoncé dans une lettre à l’Hopital (apparemment avec

l’hypothèse implicite que n ∈ N), l’Hopital a répondu :

Que signifie dnf
dtn

si n = 1
2?

Cette lettre de l’Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier pas de

ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l’Hopital a demandé spé-

cifiquement pour n = 1
2 , c’est à dire une fraction (nombre ractionnel) a en fait donné

lieu au nom de cette partie des Mathématiques. Une liste de mathématiciens qui ont

fournit des contributions importantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 20ème

siècle, inclut :

P.S.Laplace (1812), J.B.J.Fourier (1822), N.H.Abel (1823 - 1826), J.Liouville (1832 -

1873), B.Riemann (1847), H.Holomgren(1865 - 1867), A.K.Grunwald (1867-1872),

A.V.Letnikov (1868-1872), H.Laurent (1884), P.A.Nekrassov (1888), A.Krug (1890),

J.Hadamard (1892), O.Heaviside (1892-1912), S.Pincherle (1902), G.H.Hardy et

J.E.Littlewood (1917-1928) , H.Weyl (1917), P.L’evy(1923), A.Marchaud (1927),

H.T.Davis (1924-1936), A.Zygmund (1935-1945), E.R.Amour (1938-1996), A.Erdélyi

(1939-1965), H.Kober (1940), D.V.Widder (1941), M.Riesz(1949).
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L’étude des problèmes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes sont ap-

pliquées pour la résolution de ces problèmes. Néanmoins les méthodes basées sur le

principe du point fixe un rôle très important.

Les théorèmes du point fixe sont les outils mathématiques de base qui montrent l’exis-

tence des solutions dans divers types d’équations. La théorie du point fixe est au coeur

de l’analyse non linéaire car elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théorèmes

d’existence et d’unicité pour nombreux problèmes non linéaires.

La méthode du point fixe est associée aux noms de plusieurs mathématiciens célèbres

tels que Cauchy, Liouville, Lipschitz et Picard. En fait, les précurseurs de la théorie du

point fixe approché sont explicites dans les travaux de Picard. Toutefois, c’est le mathé-

maticiens polonais Stefan Banach, qui est crédité sur le placement d’une idée abstraite.

Cependant, cette théorie peut être considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis

seulement un peut plus de 30 ans, elle a été objet de quelques conférences spécialisées.

Pour la première conférence, le mérite est attribué à B.Ross qui a organisé la première

conférence sur les calculs fractionnaires et ses applications à l’université de New Haven

en juin 1974, et il a édité les débats. Pour la première monographie le mérite est attribué

à K.B.Oldham et J.Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en

1974 après une collaboration commune, commencée en 1968.

De nombreuses définitions ont été alors données sur la dérivation et l’intégration frac-

tionnaire.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres :

• Chapitre 1 :C’est un rappel de quelques définitions, notions de base et résultats sur la

dérivation fractionnaire.

• Chapitre 2 : Dans ce chapitre nous présentons les résultats que nous obtenons pour le

problème aux limites suivant :


cDαu(t) = f(t, u(t)), t ∈ J = [0, 1], 2 < α < 3
u(0) = 0, u′(0) = u′(1) = βu(η),

où cDα désigne la dérivé fractionnaire de l’ordre α au sens de Caputo, f : [0, 1]×R −→ R
une fonction continue et η ∈ (0, 1) et β ∈ [1, 1

η
] sont des constantes arbitraires .

Ces résultats concernent l’existence et l’unicité de solutions pour ce problème.

Le premier de ces résultats il est obtenu moyennant le principe de contraction de Ba-

nach.
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Le second résultat de ce chapitre est obtenu par utilisation du théorème de point fixe de

Schaefer.

• Chapitre 3 : Ce chapitre traite le problème aux limites suivant :

 Dα
0 u(t) = f(t, u(t)), t ∈ J = [0, 1], 2 < α < 3.

Dα−1
0 u(0) = 0, Dα−2

0 u(1) = 0, u(1) = 0,

où Dα
0 est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, f : J ×R −→ R est une

fonction donnée.

Nous montrons deux résultats d’existence de solutions pour ce problème.

Le premier résultat, moyennant le principe de contraction de Banach, affirme que le

problème admet une solution unique. Le second résultat est montré par utilisation du

théorème de point fixe de Krasnoselskii.



CHAPITRE I

Dérivation et Intégration

Fractionnaires : Notions Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions, notions, propriétés et résultats sur

les différentes approches de la dérivation fractionnaire (voir[[1],[3],[16],[17],[15][18]]).

I.1 Définitions et notations

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions, notations et quelques théorèmes

qui nous seront utiles dans notre étude.

Définition I.1.1 [20]

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet sur le corps C ou R.

Soit J = [a, b] un intervalle fini ou infini de R où a, b ∈ R et a < b et soit (X, | . |) un

espace de Banach.

• C(J,X) l’espace de Banach des fonctions continues y : J → X, muni de la norme

‖y‖∞ = sup{|y(t)| : t ∈ J}.

• Cn(J,X) l’espace de Banach des fonctions n fois continument différentiables.

• L1(J,X) l’espace de Banach des fonctions mesurables y : J → X qui sont Lebesgue

intégrable, muni de la norme

‖y‖L1 =
∫ b

a
|y(s)| ds.

Définition I.1.2

On dit qu’un espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cauchy est convergente

dans cet espace.
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Définition I.1.3 [20]

Soient X et Y deux espaces de Banach, et A : X → Y une application linéaire. On dit

que A est bornée si elle envoie les parties bornées de X sur des parties bornées de Y .

Définition I.1.4 [20]

Soient X et Y deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné toute application

linéaire continue de X dans Y .

Proposition I.1.1 [23]

Soient C(J,X) l’espace des fonctions continues de J dans l’espace de Banach X et

Q ⊂ C(J,X). Q est relativement compact dans C(J,X) si et seulement si les conditions

suivantes sont vérifiées :

a) L’ensemble Q est uniformément borné, i.e :

∃K ≥ 0 : ‖f‖∞ ≤ K, ∀t ∈ J, ∀f ∈ Q.

b) L’ensemble Q est équicontinu, i.e :

∀ε > 0,∃δ > 0 : ∀t1, t2 ∈ J, |t1 − t2| ≤ δ ⇒ |f(t1)− f(t2)| ≤ ε, ∀f ∈ Q.

Remarque I.1.1

Pour tout x ∈ J , l’ensemble {f(x), f ∈ Q} est relativement compacte dans X.

Définition I.1.5 [20]

Soient X, Y deux espaces de Banach et A un opérateur défini de X dans Y ;

a) A est dit compact si l’image de X par A, i.e. l’ensemble A(X) est relativement com-

pact dans Y .

b) A est dit complètement continu, s’il est continu et l’image de tout borné de X est

relativement compact dans Y .
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Théorème I.1.1 (Arzelà-Ascoli) [19]

Soient X un sous-ensemble compact d’un espace métrique et F ⊂ C(X). Alors, F est

relativement compacte (pré-compact) dans C(X), si et seulement si F est équicontinue

et uniformément bornée.

Théorème I.1.2 (Bolzano-Weierstrass) [23]

Soit X un espace métrique, A ⊆ X est compact, si et seulement si de toute suite d’élé-

ments de A on peut extraire une sous-suite qui convergente dans A.

Définition I.1.6 [27, 13]

Soit (X, d) un espace métrique complet et soit T une application de X dans X . On dit

que T est une application Lipschitizienne s’il existe une constante positive k telle que

l’on ait :

d(Tx, Ty) ≤ kd(x, y), ∀x, y ∈ X. (I.1)

X Si k < 1, l’application T est dite k-contractante.

Définition I.1.7

Soit f une fonction définie sur [0,∞[, f est dite d’ordre exponentielle α(α > 0) s’il existe

une constante positive k et T > 0, tels que :

∀t > T, on a |f(t)| 6 keαt

Définition I.1.8

Soit f : R −→ C une fonction localement intégrable sur [0,∞[ et d’ordre exponentiel α.

La transformée de Laplace de la fonction f est l’application L définie par :

L(f)(p) =
∫ ∞

0
e−ptf(t)dt, p ∈ C avec Re(p) > α

.

Définition I.1.9 [23]

Soient E un espace de Banach muni de la norme ‖.‖ et T : E → E une application. Un

élément x de E est dit point fixe de T si Tx = x.
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I.2 Fonctions de base

Dans cette section, nous introduisons quelques fonctions spéciales qui nous seront

utiles dans les autres chapitres. Ces fonctions jouent un rôle important dans la théorie

du calcul fractionnaire.

I.2.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler

Γ, qui généralise la factorielle n! permettant à n de prendre des valeurs non entières et

même des valeurs complexes.

Définition I.2.1 [22]

La fonction Gamma Γ est définie sur C par l’intégrale impropre suivante :

Γ(z) =
∫ +∞

0
e−ttz−1dt, Re(z) > 0. (I.2)

Cette intégrale est convergente pour tout complexe z ∈ C, si Re(z) > 0.

Proposition I.2.1 [22]

L’une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma est qu’elle satisfait à l’équa-

tion fonctionnel suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z). (I.3)

En particulier :

Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N∗.

Une autre propriété importante de la fonction Gamma, est qu’elle a des pôles simples

aux points z = −n, (n = 0, 1, 2, . . .).

Preuve.

On démontre cette proposition par une intégration par partie de (I.2)

Γ(z + 1) =
∫ +∞

0
e−t t(z+1)−1 dt

=
∫ +∞

0
e−t tz dt

=
[
−e−t tz

]0
+∞

+ z
∫ +∞

0
e−t tz−1 dt︸ ︷︷ ︸

Γ(z)

.

Donc

Γ(z + 1) = zΓ(z).
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En particulier, on a :

Γ(1) =
∫ +∞

0
e−t t1−1 dt = 1.

et en utilisant (I.3), on obtient pour z ∈ N∗ :

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1.1 = 1!
Γ(3) = 2.Γ(2) = 2.1! = 2!
Γ(4) = 3.Γ(3) = 3.2! = 3!
. . . . . . . . . . . .

Γ(n+ 1) = n.Γ(n) = n(n− 1)! = n!.

Par conséquent

Γ(n) = (n− 1)!.

Proposition I.2.2 [22, 21]

Pour tout n ∈ N∗, on a :

Γ
(
n+ 1

2

)
= (2n)!

√
π

4n n! , (I.4)

avec

Γ
(

1
2

)
=
√
π.

Preuve.

On a

Γ
(

1
2

)
=
√
π.

En effet

Γ(1
2) =

∫ ∞
0

e−t√
t
dt.

Soit le changement de variable suivant :

u =
√
t =⇒ t = u2 et dt = 2u du,

d’où

Γ
(

1
2

)
= 2

∫ +∞

0
e−u

2
du.

D’après l’intégrale de Gauss on a :

∫ +∞

0
e−u

2
du =

√
π

2 .
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Alors

Γ
(

1
2

)
= 2.
√
π

2 =
√
π.

Calculons maintenant (I.4) pour tout n ∈ N∗,

Γ
(
n+ 1

2

)
= Γ

(
n− 1

2 + 1
)

=
(
n− 1

2

)
. Γ

(
n− 1

2

)

=
(
n− 1

2

)
. Γ

(
n− 3

2 + 1
)

=
(
n− 1

2

)
.

(
n− 3

2

)
. Γ

(
n− 3

2

)

=
(
n− 1

2

)
.

(
n− 3

2

)
. . .

1
2 . Γ

(
1
2

)

=
(

2n− 1
2

)
.

(
2n− 3

2

)
. . .

√
π

2

= 1
2n .(2n− 1).(2n− 3) . . . 3.1.

√
π.

En multipliant et en divisant par (2n− 2).(2n− 4) . . . 2, on a :

Γ
(
n+ 1

2

)
= (2n− 1).(2n− 2) . . . 3.2.1

2n.(2n− 2).(2n− 4) . . . 2 .
√
π

= (2n− 1)!
√
π

2n.2n−1.(n− 1)!

= (2n− 1)!
√
π

22n−1.(n− 1)! .

En multipliant et en divisant par 2n, on obtient :

Γ
(
n+ 1

2

)
= 2n.(2n− 1)!

√
π

22n−1.2n.(n− 1)!

= (2n)!
√
π

4n n! .

Par conséquent (I.4) est prouvée. �

Théorème I.2.1 [8]

La fonction Gamma est définie et de classe C∞ sur ]0,+∞[, ses dérivées successives sont

données par la formule

Γ(k)(z) =
∫ +∞

0
e−ttz−1(ln t)k dt.
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I.2.2 Fonction Bêta

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction Bêta au lieu d’une

certaine combinaison de valeurs de la fonction Gamma.

Définition I.2.2 [22, 21]

La fonction Bêta est définie par l’intégrale d’Euler de seconde espèce

B(z, ω) =
∫ 1

0
tz−1 (1− t)ω−1 dt, Re(z) > 0, Re(ω) > 0, (I.5)

cette intégrale est convergente pour tout z, ω ∈ C.

Proposition I.2.3 [22]

Les fonctions Γ et B sont liées par la relation suivante :

B(z, ω) = Γ(z)Γ(ω)
Γ(z + ω) , Re(z) > 0,Re(ω) > 0. (I.6)

Preuve.

Pour Re(z),Re(w) > 0, on a :

Γ(z)Γ(ω) =
(∫ +∞

0
e−ttz−1dt

)
.

(∫ +∞

0
e−ssw−1ds

)
.

=
∫ +∞

0

∫ +∞

0
tz−1sw−1e−(t+s)dtds.

Soit le changement de variable suivant :

x = t+ s

t = xy

alors

0 6 x , 0 6 y 6 1

et

∂(t, s)
∂(y, x) =

∣∣∣∣∣∣ x y

−x 1− y

∣∣∣∣∣∣ = x
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ainsi

dt.ds = x.dy.dx

il s’ensuit que : :

Γ(z)Γ(ω) =
∫ +∞

0

∫ 1

0
(xy)z−1(x(1− y))ω−1e−xxdydx

=
∫ +∞

0

∫ 1

0
xz+ω−1yz−1(1− y)ω−1e−xdydx

= (
∫ +∞

0
xz+ω−1e−xdx)(

∫ 1

0
yz−1(1− y)ω−1dy)

= Γ(z + ω)B(z, ω)

Donc

B(z, ω) = Γ(z)Γ(ω)
Γ(z + ω)

Remarque I.2.1

Il est clair que :

B(z, ω) = B(ω, z) Re(z) > 0,Re(ω) > 0
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I.3 Calcul fractionnaire

I.3.1 Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b]. On considère l’intégrale suivante :

I1
af(x) =

∫ x

a
f(t)dt

I2
af(x) =

∫ x

a
dt
∫ t

a
f(u)du

En permutant l’ordre d’intégration, on obtient

I2
af(x) =

∫ x

a
(x− t)f(t)dt,

Plus généralement le niéme itéré de l’opérateur I peut s’écrire

Ina f(x) =
∫ x

a
dt1

∫ t1

a
dt2 . . .

∫ tn−1

a
f(tn) dtn

= 1
(n− 1)!

∫ x

a
(x− t)n−1 f(t) dt, ∀n ∈ N. (I.7)

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel

par la fonction Gamma : (n − 1)! = Γ(n). Riemann s’est rendu compte que le second

membre de (I.7) pourrait avoir un sens même quand n prend une valeur non-entière, il

était naturel de définir l’intégration fractionnaire comme suit :

I.3.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition I.3.1 (Intégrale de Riemann-Liouville)

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre

α ∈ C au sens de Riemann-Liouville de f notée Iαa , l’intégrale suivante :

Iαa f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t) dt, (x > a,Re(α) > 0). (I.8)

Où Γ est la fonction Gamma et on note Iα0 par Iα.
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Exemple I.3.1

On considère la fonction f définie par :

f(x) = (x− a)β, x ∈ [a, b] où β > −1, α > 0.

On a alors

Iαa f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1(t− a)β dt. (I.9)

En faisant le changement de variable suivant :

τ = t− a
x− a

, ∀x > a.

t = a+ (x− a)τ, avec 0 ≤ τ ≤ 1, donc dt = (x− a)dτ. (I.10)

Donc, (I.9) devient

Iαa f(x) = 1
Γ(α)

∫ 1

0
(x− a− (x− a)τ)α−1(a+ (x− a)τ − a)β(x− a) dτ

= 1
Γ(α)

∫ 1

0
[(x− a)(1− τ)]α−1 [(x− a)τ ]β (x− a) dτ

= (x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0
τ (β+1)−1(1− τ)α−1 dτ.

En tenant compte de la définition de la fonction Bêta (I.5) puis de la relation (I.6),

on a :

Iαa f(x) = (x− a)α+β

Γ(α) B(β + 1, α)

= (x− a)α+β

Γ(α)
Γ(β + 1)Γ(α)
Γ(β + α + 1) .

Alors, on obtient l’intégrale fractionnaire d’ordre α de la fonction f :

Iαa f(x) = Γ(β + 1)
Γ(β + α + 1)(x− a)α+β. (I.11)

Cas particulier,

• Si α = 1. D’après (I.3) on déduit que

I1
a(x− a)β = 1

β + 1(x− a)1+β.
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• Si β = 0. On a dans ce cas

Iαa 1 = 1
Γ(α + 1)(x− a)α.

Proposition I.3.1 [14]

Soit f ∈ C([a, b]). Pour α et β des nombres complexes où Re(α) > 0 et Re(β) > 0, alors

l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville possède les propriétés suivantes :

Iαa
[
Iβa f(x)

]
= Iα+β

a f(x). (I.12)

et pour Re(α) > 1 on a :
d

dx
Iαa f = Iα−1

a f (I.13)

et pour ∀x ∈ [a, b] on a :

lim
α−→0

(Iαa f)(x) = f(x). (I.14)

Preuve.

I Soit f ∈ C([a, b]), On a par définition de Iαa

Iαa
[
Iβa f(x)

]
= 1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1

[
Iβa f

]
(t) dt

= 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1

[
1

Γ(β)

∫ t

a
(t− s)β−1 f(s) ds

]
dt.

D’après le théorème de Fubini, on pourra permuter l’ordre d’intégration et on a :

Iαa
[
Iβa f(x)

]
= 1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a
(x− t)α−1(t− s)s−1 f(s) ds dt

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f(s)

∫ x

s
(x− t)α−1(t− s)β−1 dt︸ ︷︷ ︸

I

ds. (I.15)

En effectuant le changement de variable suivant dans l’intégrale I :

τ = t− s
x− s

∀x > s,

alors :

t = s+ (x− s)τ, avec (0 ≤ τ ≤ 1), donc dt = (x− s)dτ.
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On obtient

I =
∫ 1

0
(x− s− (x− s)τ)α−1(s+ (x− s)τ − s)β−1(x− s) dτ

=
∫ 1

0
[(x− s)(1− τ)]α−1 [(x− s)τ ]β−1 (x− s) dτ

= (x− s)α+β−1
∫ 1

0
(1− τ)α−1τβ−1 dτ.

En tenant compte de la définition de la fonction Bêta (I.5) puis de la relation (I.6),

on a :

I = (x− s)α+β−1B(β, α)

= (x− s)α+β−1 Γ(α)Γ(β)
Γ(α + β) .

De à la formule (I.15), on obtient alors

Iαa
[
Iβa f(x)

]
= 1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a
f(s)

[
(x− s)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

]
ds

= 1
Γ(α + β)

∫ x

a
(x− s)α+β−1f(s) ds

= Iα+β
a f(x).

D’où le résultat. �

I Pour l’identité (I.13) on utilise la dérivation classique d’une intégrale dépendant d’un

paramètre.

On a ∀x > a :

d

dx
(Iαa f(x)) = d

dx

(
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t) dt

)

= 1
Γ(α)

∫ x

a

d

dx
(x− t)α−1f(t) dt

= α− 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−2f(t) dt

= 1
Γ(α− 1)

∫ x

a
(x− t)α−2f(t) dt

= Iα−1
a f(x).
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I Pour l’identité (I.14) , on suppose que f est continue sur [a, b]. Alors on a :

(Iαa f)(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t) dt,

d’où :

∣∣∣∣∣(Iαa f)(x)− (x− a)α
Γ(α + 1)f(x)

∣∣∣∣∣

=
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t) dt− 1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(x) dt

∣∣∣∣∣

6
1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1 | f(t)− f(x) | dt.

6
1

Γ(α)

∫ x−δ

a
(x− t)α−1 | f(t)− f(x) | dt+ 1

Γ(α)

∫ x

x−δ
(x− t)α−1 | f(t)− f(x) | dt.

Puisque la fonction f est continue, on a alors :

∀(x, t) ∈ [a, b]2,∀ε > 0,∃δ > 0 :| x− t |6 δ ⇒| f(x)− f(t) |6 ε.

D’où :

∣∣∣∣∣(Iαa f)(x)− (x− a)α
Γ(α + 1)f(x)

∣∣∣∣∣ 6 1
Γ(α)

∫ x−δ

a
(x− t)α−1 | f(t)− f(x) | dt

+ 1
Γ(α)

∫ x

x−δ
(x− t)α−1 | f(t)− f(x) | dt

6
1

Γ(α)

∫ x−δ

a
(x− t)α−1(| f(t) | + | f(x) |) dt+ ε

Γ(α)

∫ x

x−δ
(x− t)α−1 dt

6 2 M

Γ(α)

∫ x−δ

a
(x− t)α−1 dt+ ε

Γ(α + 1)δ
α

6 2 M

Γ(α + 1) [(x− a)α − δα] + ε

Γ(α + 1)δ
α

6
1

Γ(α + 1)(2M((x− a)α − δα) + εδα).
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Où M = sup {f(x), x ∈ [a, a− δ]}. Donc, lorsque α→ 0 on a :

∣∣∣∣∣(Iαa f)(x)− (x− a)α
Γ(α + 1)f(x)

∣∣∣∣∣ 6 ε;

ce qui entraine que

lim
α−→0

∣∣∣∣∣(Iαa f)(x)− (x− a)α
Γ(α + 1)f(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ lim
α−→0

(Iαa f)(x)− f(x)
∣∣∣∣ 6 ε.

Comme ε est arbitraire, il s’en suit que :

lim
α−→0

(Iαa f)(x) = f(x), ce qui achève ainsi la preuve de la proposition . �

Remarques I.3.1 [14]

∀x ∈ [a, b],nous avons :

(Iαa f)(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt

= 1
Γ(α)

∫ x

a

(
d

dt

)(
−(x− t)α

α

)
f(t)dt

= 1
Γ(α)

[(
−(x− t)α

α

)
f(t)

]x
a

− 1
Γ(α)

∫ x

a

(
−(x− t)α

α

)
f ′(t)dt

= 1
Γ(α + 1)(x− a)αf(a) +

(
Iα+1
a f ′

)
(x).

∗ Pour α = 0 :

(I0
af)(x) = f(a) + (I1

af
′)(x) = f(a) +

∫ x

a
f ′(t)dt = f(x).

∗ Pour α = −1 :

(I−1
a f)(x) = f ′(x) = d

dx
f(x).

D’où :

I−1
a = d

dx
.
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. Une simple itération de cette formule donne :

(Iαa f)(x) =
n−1∑
j=0

(x− a)α+j

Γ(α + 1 + j)f
(j)(a) + Iα+1

a f (n)(x), ∀x ∈ [a, b].

• L’identité (I.12) n’est valable que si Re(α) > 0 et Re(β) > 0 car nous avons, par

exemple (pour α = 1 et β = −1) :

I1
a(I−1

a f)(x) = I1
a( d
dx
f)(x) = f(x)− f(a) 6= I0

af(x) = f(x), ∀x ∈ [a, b].

I.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition I.3.2 (Dérivée de Riemann-Liouville) [22, 14]

Soit Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ C([a, b]). On appelle dérivée fractionnaire d’ordre

α ∈ C au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f notée Dα
a , la fonction définie

par :

Dα
a f(x) = Dn

[
In−αa f(x)

]
= 1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a
(x− t)n−α−1 f(t) dt, (n = [Re(α)] + 1, x > a) . (I.16)

Où [ . ] la partie entière d’un nombre réel et Dn =
(
d
dx

)n
.

En particulier, pour α ∈ N la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide

avec la dérivée classique ;

• Si α = 0, on a :

D0
af(x) = D1[I1

af(x)] = f(x).

• Si α = n, (n ∈ N), on a :

Dn
af(x) = Dn+1[In+1−n

a f(x)] = Dn+1[I1
af(x)] = Dnf(x).

Exemple I.3.2

On considère la fonction f définie par :

f(x) = (x− a)β, x ∈ [a, b] où β ∈ R.

Soient n ∈ N∗ et α ≥ 0 tel que α ∈]n− 1, n[, nous avons

Dα
a (x− a)β = Dn

[
In−αa (x− a)β

]
.
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D’après (I.11), on obtient :

Dα
a (x− a)β = Dn

[
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)(x− a)n−α+β
]

= Γ(β + 1)
Γ(β + 1 + n− α)

[(
d

dx

)n
(x− a)n−α+β

]
. (I.17)

On sait que

(
d

dx

)n
(x− a)n−α+β = (n− α + β)(n− α + β − 1) · · · (n− α + β − n+ 1)(x− a)n−α+β−n

= (n− α + β)(n− α + β − 1) · · · (β − α + 1)(x− a)β−α

= Γ(β + 1 + n− α)
Γ(β − α + 1) (x− a)β−α. (I.18)

En substituant (I.18) dans (I.17), on aura :

Dα
a (x− a)β = Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)

[
Γ(β + 1 + n− α)

Γ(β − α + 1) (x− a)β−α
]
.

Alors, on obtient la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α de la fonction

f , telle que :

Dα
a (x− a)β = Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)(x− a)β−α. (I.19)

Cas particulier,

∗ Si α = 1. D’après (I.3) on déduit que

D1
a(x− a)β = Γ(β + 1)

Γ(β) (x− a)β−1 = β(x− a)β−1 = d

dx
(x− a)β.

∗ Si β = 0. On a dans ce cas

Dα
a 1 = 1

Γ(1− α)(x− a)−α.

Ce qui montre que la dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante n’est

pas nulle.

∗ Si a = 0.Dans ce cas

Dα
0 (x)β =



Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)(x)β−α, si β > −1

0. si β ∈ {α− 1, α− 2, α− 3, · · · , α− n}
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Exemple I.3.3

Nous avons les relations suivantes :∀x ∈ [a, b]
. D0

a1 = 1;

. D−1
a 1 = x− a;

. D
1
2
a 1 = 1

2√πx ;

Remarque I.3.1 (Dérivée des fonctions exponentielles)

La dérivée d’ordre n ∈ N, d’une fonction exponentielle ebx ou b est une constante, est

donnée par l’expression suivant :

(
d

dx

)n
ebx = bnebx.

Liouville a étendu cette définition pour inclure les dérivées d’ordre arbitraire α :

Dα
a e

bx = bαebx.

Il a aussi utilisé le développement en série pour collecter toutes les fonctions exponen-

tielles :

f(x) =
∞∑
n=0

cne
bnx,

avec Re(bn) > 0 et cn ∈ R.

D’où

Dα
a (f(x)) = Dα

a

 ∞∑
n=0

cne
bnx

 =
∞∑
n=0

cnb
α
ne

bnx,∀α ∈ C.

Remarque I.3.2 (Dérivée de fonctions trigonométriques)

On a d’après (I.16)

Dα
a (eibx) = (ib)αeibx

=
(

cos
(
α
π

2

)
+ i sin

(
α
π

2

))
(cos(bx) + isin(bx)) bα

= bα
[
cos

(
bx+ α

π

2

)
+ i sin

(
bx+ α

π

2

)]
.
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D’où l’on déduit les identités suivantes :

Dα
a cos(bx) = bα cos(bx+ α

π

2 ).

Dα
a sin(bx) = bα sin(bx+ α

π

2 ).

Proposition I.3.2 [14]

Si n > Re(α) > Re(β) > n− 1 > 0, alors pour f ∈ C([a, b]), on a la relation

(
Dβ
aI

α
a f
)

(x) = Iα−βf(x).

En particulier, si β = k ∈ N et Re(α) > k, alors

(
Dk
aI

α
a f
)

(x) = Iα−kf(x). (I.20)

Preuve.

En utilisant la définition I.3.2 et de proposition I.3.1, on obtient

(
Dβ
aI

α
a f
)

(x) = Dn
[
In−βa

(
Iαa f(x)

)]
= Dn

[
In+α−β
a f(x)

]
= Dn

[
Ina
(
Iα−βa f(x)

) ]
= Iα−βa f(x).

d’où le résultat. (Car Dn(In) = I) �

Remarque I.3.3

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est non-commutative, i.e :

Dα
a ◦Dβ

a 6= Dβ
a ◦Dα

a .

Proposition I.3.3 (Linéarité) [22]

Soit Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et soient les deux fonctions f et g pour lesquelles les

dérivées fractionnaires d’ordre α ∈ C de Riemann-Liouville existent. Alors pour λ, µ ∈
C, on a :

Dα
a (λf + g) (x) = λ(Dα

a f)(x) + (Dα
a g)(x).
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I.3.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La notion de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un rôle

important dans le développement de la théorie du calcul fractionnaire. Cependant, les

demandes de la technologie moderne exigent une certaine révision de l’approche ma-

thématique pure bien établie, car les problèmes appliqués nécessitent l’utilisation des

condition initiales f(a), f ′(a), etc. Ces besoins ont bientôt conduit à la naissance d’une

définition alternative des dérivées fractionnaires qui a été introduite par M.Caputo à la

fin des années soixante.

Définition I.3.3 (Dérivée de Caputo) [22]

Soient Re(α) ∈ ]n − 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]). On appelle dérivée fractionnaire

d’ordre α ∈ C au sens de Caputo de f notée cDα
a , la fonction définie par :

cDα
a f(x) = In−αa [Dnf(x)]

= 1
Γ(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1f (n)(t) dt, (n = [Re(α)] + 1, x > a). (I.21)

On note cDα
0 par cDα.

Exemple I.3.4

On considère la fonction f définie par :

f(x) = (x− a)β, x ∈ [a, b] où β ≥ 0.

Soient n ∈ N∗ et α ≥ 0 tel que α ∈ [n− 1, n[, nous avons

cDα
a (x− a)β = In−αa

[
Dn(x− a)β

]
= 1

Γ(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1

[
(t− a)β

](n)
dt.

On sait que

[
(t− a)β

](n)
= Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)(t− a)β−n,

et donc

cDα
a (x− a)β = Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ x

a
(x− t)n−α−1(t− a)β−n dt︸ ︷︷ ︸

I

. (I.22)
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En y effectuant le changement de variable (I.10) dans l’intégrale I, on obtient

I =
∫ 1

0
(x− a− (x− a)τ)n−α−1(a+ (x− a)τ − a)β−n(x− a) dτ

=
∫ 1

0
[(x− a)(1− τ)]n−α−1 [(x− a)τ ]β−n (x− a) dτ

= (x− a)β−α
∫ 1

0
τ (β−n+1)−1(1− τ)n−α−1 dτ.

En tenant compte de la définition de la fonction Bêta (I.5) puis de la relation (I.6), on

a :

I = (x− s)β−αB(β − n+ 1, n− α)

= (x− s)β−αΓ(β − n+ 1)Γ(n− α)
Γ(β − α + 1) .

La formule (I.22), devient alors :

cDα
a (x− a)β = Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

[
Γ(β − n+ 1)Γ(n− α)

Γ(β − α + 1) (x− a)β−α
]
,

et donc

cDα
a (x− a)β = Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)(x− a)β−α.

D’où

cDα
a (x− a)β =



Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)(x− a)β−α, si β > n− 1

0. si β ∈ {0, 1, 2, · · · , n− 1}

Remarque I.3.4

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante f(t) = C est nulle,

autrement dit : cDα
aC = 0.

Proposition I.3.4 (Linéarité) [22]

Soit Re(α) ∈ ]n − 1, n[, n ∈ N∗ et soient deux fonctions f et g pour laquelle les

dérivées fractionnaires d’ordre α ∈ C de Caputo (I.21) existent. Alors pour λ, µ ∈ C,

on a :
cDα

a (λf + g) (x) = λ cDα
a f(x) + cDα

a g(x).
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I.3.5 Lien entre les dérivée fractionnaires de Caputo et de Riemann-

Liouville

Propriété I.3.1 [14]

Si Re(α) ∈ ]n − 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]), la relation reliant la dérivée au sens de

Riemann-Liouville (I.16) et celle de Caputo (I.21) est donnée par :

cDα
a f(x) = Dα

a

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k


= Dα

a f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k − α + 1)(x− a)k−α, (n = [Re(α)] + 1, x > a). (I.23)

En particulier, lorsque Re(α) ∈]0, 1[, on a :

cDα
a f(x) = Dα

a f(x)− f(a)
Γ(1− α)(x− a)−α. (I.24)

A partir de (I.23), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre α de f au sens de

Riemann-Liouville coïncide avec celle de Caputo, si a est un zéro d’ordre n de f . Plus

précisément, on a :

f (k)(a) = 0, (k = 0, 1, · · · , n− 1). (I.25)

Alors,
cDα

a f(x) = Dα
a f(x).

Preuve.

Soit f ∈ Cn([a, b]), de la définition I.3.2, on a :

Dα
a

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k

 = DnIn−αa

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k


=
(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1

Γ(n− α)

f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(t− a)k

 dt

︸ ︷︷ ︸
I

.

Par intégration par partie de l’intégrale I, on obtient :

I = − 1
Γ(n− α + 1)

f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(t− a)k

 (x− t)n−α
t=x
t=a

+
∫ x

a

(x− t)(n−α+1)−1

Γ(n− α + 1)

(
d

dt

)f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(t− a)k

 dt.
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Donc,

I = In−α+1
a D

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k

 .
En intégrant n fois, on aura :

I = In−α+n
a Dn

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k


= Ina I

n−α
a Dn

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k


= Ina I

n−α
a

Dnf(x)−Dn
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k

 .

Or
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k est un polynôme de degré n− 1, donc :

I = Ina I
n−α
a [Dnf(x)] .

Alors,

Dα
a

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k

 =
(
d

dx

)n
Ina I

n−α
a [Dnf(x)]

= DnIna I
n−α
a [Dnf(x)] .

En tenant compte de (I.20) de la propriété I.3.2 et de la définition I.3.3, on obtient :

Dα
a

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k

 = DnIna︸ ︷︷ ︸
Id

In−αa [Dnf(x)]

= In−αa [Dnf(x)]

= cDα
a f(x).

En plus par linéarité de l’opérateur Dα
a , on a :

Dα
a

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k

 = Dα
a f(x)−Dα

a

n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k

 .
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Et d’après l’exemple I.3.2, on aura :

Dα
a

n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k

 =
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1) D

α
a (x− a)k

=
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)

Γ(k + 1)
Γ(k − α + 1)(x− a)k−α

=
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k − α + 1)(x− a)k−α.

Alors,

Dα
a

f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(x− a)k

 = Dα
a f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k − α + 1)(x− a)k−α.

Ce qui montre (I.23). �

I.3.6 Dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Lenikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation en-

tière d’une fonction à des ordres arbitraires. Ce qui permet d’exprimer la dérivée d’ordre

entier p (si p est positif) et l’intégrale répétée (-p) fois si (p est négatif), d’une fonction

f comme ceci :

Pour une fonction f donnée, d’après la définition classique de la dérivation en un point

t on a :

f ′(t) = lim
h−→0

f(t)− f(t− h)
h

= lim
h−→0

1
h

(f(t)− f(t− h). (I.26)

On utilise le même concept pour la dérivée seconde pour trouver

f ′′(t) = lim
h−→0

f ′(t)− f ′(t− h)
h

= lim
h−→0

f(t)−f(t−h)
h

− f(t−h)−f(t−2h)
h

h

= lim
h−→0

1
h2 (f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)).

Donc

f ′′(t) = lim
h−→0

1
h2 (f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)). (I.27)

Moyennant (I.26) et (I.27) on obtient

f (3)(t) = lim
h−→0

1
h3 (f(t)− 3f(t− h) + 3f(t− 2h)− f(t− 3h)) .
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Par itération on trouve la formule générale

f (n)(t) = lim
h−→0

1
hn

n∑
k=0

(−1)k
n
k

 f(t− kh).

Où n
k

 = Γ(n+ 1)
Γ(k + 1)Γ(n− k + 1) = n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

k! .

Pour un entier p arbitraire on a :

f (p)(t) = lim
h−→0

1
hn

n∑
k=0

(−1)k
p
k

 f(t− kh).

Remarquons que si p 6 n on a

f (p)(t) = lim
h−→0

1
hn

n∑
k=0

(−1)k
p
k

 f(t− kh)

= lim
h−→0

1
hn

p∑
k=0

(−1)k
p
k

 f(t− kh)

+ lim
h−→0

1
hn

n∑
k=p+1

(−1)k
p
k

 f(t− kh)

= lim
h−→0

1
hn

p∑
k=0

(−1)k
p
k

 f(t− kh).

en tenant compte du fait que

 p

p+ j

 = 0 ,pour tout j = 1, 2, 3, . . . , n.

Définition I.3.4

La dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 de Grunwald-Letnikov est donnée par

GLDαf(t) = lim
h−→0

1
hα

n∑
k=0

(−1)k
α
k

 f(t− kh)

avec 0 6 n− 1 < α < n.
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Remarque I.3.5

Remarquons que

(−1)k
α
k

 = (−1)k Γ(α + 1)
Γ(k + 1)Γ(α− k + 1)

= (−1)kα(α− 1) . . . (α− k + 1)(α− k)!
k!(α− k)!

= −α(−α + 1) . . . (−α + k − 1)
k!

= Γ(k − α)
Γ(k + 1)Γ(−α) .

Donc
GLDαf(t) = lim

h−→0

1
hα

+∞∑
k=0

Γ(k − α)
Γ(k + 1)Γ(−α)f(t− kh).

L’intégrale fractionnaire se traduit par l’expression suivante :

GLIαf(t) =GL D−αf(t) = lim
h−→0

hα
+∞∑
k=0

Γ(k + α)
Γ(k + 1)Γ(α)f(t− kh).

Cas particuliers :

pour α = 1.

GLI1f(t) = lim
h−→0

h
+∞∑
k=0

Γ(k + 1)
Γ(k + 1)Γ(1)f(t− kh)

= lim
h−→0

h
+∞∑
k=0

f(t− kh)

=
∫ t−a

0
f(t− y)dy

=
∫ t

0
f(τ)dτ.

pour α = 2 :

GLI2f(t) = lim
h−→0

h2
+∞∑
k=0

Γ(k + 2)
Γ(k + 1)Γ(2)f(t− kh)

= lim
h−→0

h
+∞∑
k=0

(k + 1)f(t− kh).

En faisant le changement de variable t+ h = z, on déduit que :

GLI2f(t) = lim
h−→0

h2
+∞∑
k=1

kf(z − kh).
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I.4 Lemmes fondamentaux

Lemme I.4.1 [14]

Soient Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]), alors

(cDα
a I

α
a f) (x) = f(x). (I.28)

Preuve.

Soient Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]). La relation (I.23) de propriété I.3.1

permet d’obtenir le résultat suivant :

(cDα
a I

α
a f) (x) = (Dα

a I
α
a f) (x)−

n−1∑
k=0

(Iαa f)(k) (a)
Γ(k − α + 1)(x− a)k−α.

Puis d’après le lemme I.4.4, on a

(cDα
a I

α
a f) (x) = f(x)−

n−1∑
k=0

(Iαa f)(k) (a)
Γ(k − α + 1)(x− a)k−α.

Et comme k ≤ n− 1 < Re(α), pour k = 0, 1, · · · , n− 1, alors les dérivées

(Iαa f)(k) (a) = 0.

Ce qui donne

(cDα
a I

α
a f) (x) = f(x).

�

Lemme I.4.2 [32]

Soit α > 0,alors l’équation différentielles

cDαf(x) = 0

admet les solutions

f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + . . .+ cn−1x

n−1, ci ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n = [α] + 1.

Preuve.

Supposons que
cDαf(x) = 0,
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d’après la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo (I.3.3), on obtient

In−α
(
d

dx

)
f(x) = 0,

c’est à dire
1

Γ(n− α)

∫ x

0
(x− t)n−α−1

(
d

dt

)n
f(t)dt = 0,

puisque 1
Γ(n−α) 6= 0 ,on a

∫ x

0
(x− t)n−α−1

(
d

dt

)n
f(t)dt = 0,

et par suite

xn−α−1f (n)(t) = 0.

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de l’égalité

L
(
xn−α−1f (n)(t)

)
(p) = L(0)(p) = 0

posant F (p) = L(f)(p) on obtient

Γ(n− α)
pn−α

pnF (p)−
n∑
k=1

pn−kf (k−1)(0)
 = 0,

alors

pnF (p)−
n∑
k=1

pn−kf (k−1)(0) = 0,

donc

F (p) =
n∑
k=1

p−kf (k−1)(0),

en appliquant maintenant la transformée inverse de Laplace :

L−1(F (p))(x) = L−1

 n∑
k=1

p−kf (k−1)(0)
 (x)

il s’ensuit que

f(x) =
n∑
k=1

f (k−1)(0)L−1
(
p−k

)
(x)

=
n∑
k=1

f (k−1)(0)x
k−1

Γ(k) ,
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en faisant le changement d’indice i = k − 1 on trouve

f(x) =
n−1∑
i=0

f (i)(0)
i! xi

pour ci = fi(0)
i! on a

f(x) =
n−1∑
i=0

cix
i.

on applique l’opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres

de l’égalité

cDαf(x) = cDα

n−1∑
i=0

cix
i


=

n−1∑
i=0

ci
cDαxi

=
n−1∑
i=0

ciI
n−α

(
d

dx

)n
xi

puisque (0 6 i 6 n− 1 < n) on a

cDαf(x) = 0.

Ce qui achève la démonstration. �

Lemme I.4.3 [32]

Soit α > 0, alors

IαcDαf(x) = f(x) + c0 + c1x+ c2x
2 + . . .+ cn−1x

n−1

pour ci ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1, n = [α] + 1.

Preuve.

De la définitions de la dérivée fractionnaire de Caputo (I.3.3), on a :

cDαf(x) = In−αf (n)(x),
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on applique l’opérateur de l’intégrale fractionnaire aux deux membres de l’égalité

IαcDαf(x) = IαIn−αf (n)(x)

= InDnf(x)

= f(x)−
n∑
j=1

xn−j

Γ(n− j + 1) lim
t−→0

(
d

dx

)n−j
In−nf(x)

= f(x)−
n∑
j=1

xn−j

Γ(n− j + 1)

( d

dx

)n−j
f(x)

 (0)

= f(x)−
n∑
j=1

xn−j

Γ(n− j + 1)f
(n−j)(0)

par le changement d’indice k = n− j on obtient :

IαcDαf(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(0)xk
k!

= f(x)−
n−1∑
k=0

c′kx
k

k!

= f(x) +
n−1∑
k=0

ckx
k

k! .

�

Lemme I.4.4 [14]

Si Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ C([a, b]), alors on a l’égalité

(Dα
a I

α
a f) (x) = f(x).

Preuve.

En se basant sur la propriété classique :

(DnIna f) (x) = f(x),

Et en utilisant la définition I.3.2 et de proposition I.3.1, on déduit

(Dα
a I

α
a f) (x) = Dn

[
In−αa

(
Iαa f(x)

)]
= Dn

[
Ina f(x)

]
= f(x).

d’où le résultat. �
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Lemme I.4.5 [14]

Soit Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ , alors l’équation différentielle d’ordre fractionnaire

Dα
a f(x) = 0,

Admet une solution donnée par :

f(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)(x− a)k−n+α, (n = [Re(α)] + 1).

Pour a = 0, on a :

f(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)x
α−(n−k), (n = [Re(α)] + 1).

Où les ck ∈ R, (k = 0, 1, . . . , n− 1) sont des constantes réelles.

Preuve.

Soit Re(α) > 0, on a alors

Dα
a f(x) = 0⇔ ( d

dx
)n[(In−αa f)(x)] = 0

⇔ (In−αa f)(x) =
n−1∑
k=0

ck(x− a)k

⇔ (Ina f)(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α)(x− a)α+k

⇔ f(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)(x− a)α+k−n.

d’où le résultat. �

Lemme I.4.6

Soit n− 1 < α < n et f ∈ C(J,R)

IαDα
0 f(x) = f(x)−

n∑
k=1

Dα−k
0 f(0)

Γ(α− k + 1)x
α−k

= f(x)− c1x
α−1 − c2x

α−2 − . . .− cnxα−n, x ∈ J.

avec ck ∈ R pour k = 1, . . . , n.
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Preuve.

Soit n− 1 < α < n et f ∈ C(J,R).
D’après la définition de l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (I.3.1),

on a :

Iαa [Dα
a f(x)] = 1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1[Dα

a f(t)]dt.

= 1
Γ(α + 1)

∫ x

a

d

dx
(x− t)α[Dα

a f(t)]dt

= d

dx

 1
Γ(α + 1)

∫ x

a
(x− t)αDα

a f(t)dt︸ ︷︷ ︸
F

 .

En faisant des intégrations par parties répétés de F , nous obtenons :

F = 1
Γ(α + 1)

∫ x

a
(x− t)α d

n

dtn
(In−αf(t))dt

= 1
Γ(α− n+ 1)

∫ x

a
(x− t)α−n(In−αf(t))dt−

n∑
k=0

(x− a)α−k+1

Γ(α− k + 2)

[
dn−k

dxn−k
In−αf(a)

]

= 1
Γ(α− n+ 1)

∫ x

a
(x− t)α−n(In−αf(t))dt−

n∑
k=1

(x− a)α−k+1

Γ(α− k + 2)[Dα−k
a f(a)]

= Iα−n+1
a (In−αa f(x))−

n∑
k=1

(x− a)α−k+1

Γ(α− k + 2)[Dα−k
a f(a)]

= I1
af(x)−

n∑
k=1

(x− a)α−k+1

Γ(α− k + 2)[Dα−k
a f(a)].

Donc

Iαa [Dα
a f(x)] = d

dx

I1
af(x)−

n∑
k=1

(x− a)α−k+1

Γ(α− k + 2)D
α−k
a f(a)


= f(x)−

n∑
k=1

(x− a)α−k
Γ(α− k + 1)[Dα−k

a f(a)].

Pour a = 0 :

Iα [Dα
0 f(x)] = f(x)−

n∑
k=1

xα−k

Γ(α− k + 1)[Dα−k
0 f(0)]

= f(x)−
n∑
k=1

Dα−k
0 f(0)

Γ(α− k + 1)x
α−k

= f(x)− c1x
α−1 − c2x

α−2 − . . .− cnxα−n,

avec ck = Dα−k
0 f(0)

Γ(α−k+1) et pour k = 1, . . . , n. �
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I.5 Quelques théorèmes du point fixe

Dans cette section, nous présentons des théorèmes de point fixe qui seront utiles dans

notre travaille pour l’existence de solution du problème aux limites d’ordre fractionnaire.

Théorème I.5.1 (Banach)[11]

Soient X un espace de Banach et T : X → X un opérateur contractant alors T admet

un point fixe unique. i.e ∃!u ∈ X tel que Tu = u.

Théorème I.5.2 (Schaefer)[11, 12]

Soient X un espace de Banach et T : X → X un opérateur complètement continu.

Si l’ensemble :

ε = {u ∈ X : λTu = u, pour un certain λ ∈]0, 1[}

est borné, alors T possède au moins un point fixe .

Théorème I.5.3 (Théorème du point fixe de Kranoselskii) [26]

Soit F un ensemble non vide, fermé et convexe d’un espace de Banach X.

T1 et T2 sont deux applications de F dans X telles que :

– T1(x) + T2(y) ∈ F, ∀x, y ∈ F ,

– T1 est une contraction ,

– T2 est compacte et continue.

Alors, T1 + T2 admet un point fixe dans F ,autrement dit, il existe x ∈ F tel que :

T1(x) + T2(x) = x

.



CHAPITRE II

Problème aux limites pour une

équation différentielle fractionnaire

non linéaire au sens de Caputo

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et l’unicité de solutions pour une équa-

tion différentielle fractionnaire non linéaire avec des conditions aux limites (voir [6]).

Nos résultats se basent sur l’application de deux théorèmes du point fixe, à savoir

• Le théorème du point fixe de Banach.

• Le théorème du point fixe de Schaefer.

II.1 Présentation du problème

Nous considérons l’équation différentielle fractionnaire non linéaire avec des condi-

tions aux limites :

cDαu(t) + f(t, u(t)) = 0, pour tout t ∈ [0, 1] 2 < α < 3. (II.1)

u(0) = 0, u′(0) = u′(1) = βu(η), (II.2)

où cDα désigne la dérivé fractionnaire de l’ordre α au sens de Caputo, f : [0, 1]×R −→ R
une fonction continue et η ∈ (0, 1) et β ∈ [1, 1

η
] sont des constantes arbitraires .

Il existe de nombreux travaux qui traitent de l’existence et de la multiplicité des solutions

d’équations différentielles non linéaires par l’utilisation des techniques d’analyse non

linéaire, en particulier la théorie du point fixe.

Dans [31], en utilisant certains arguments de point fixe, S.Zhang a prouvé l’existence de

solutions pour le problème aux limites non linéaire fractionnaire suivant :


cDα

t u(t) + f(t, u(t)) = 0, 0 < t < 1, 1 < α < 2.
u(0) = ν, u(1) = ρ, νρ 6= 0.
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Dans un autre article, par l’utilisation de théorème de fixe sur les cônes, S.Zhang a [28]

étudié l’existence et la multiplicité de solutions positives du problème aux limites non

linéaire fractionnaire
cDα

t u(t) + f(t, u(t)) = 0, 0 < t < 1, 1 < α < 2,
u(0) + u′(0) = 0, u(1) + u′(1) = 0,

où cDα la dérivé fractionnaire au sens de Caputo.

Dans [2], M. Benchohra, S. Hamani, K. Ntouyas et A. Ouahab, au moyen de théorème

de point fixe de Banach et de l’alternative non linéaire de type Leary-Schauder, ont

prouvé l’existence de solutions pour le problème de la valeur limite du premier ordre

pour l’équation différentielle de l’ordre fonctionnel :


cDα

t u(t) = f(t, u(t)) = 0, 0 < t < 1, 0 < α < 1,
au(0) + bu(1) = c,

où cDα
t est la dérivé fractionnaire au sens de Caputo ,f est une fonction continue et a, b, c

sont des constantes réelles avec a+ b 6= c.

M.Houas et Z.Dahmani dans [20] ont considéré le problème aux limites fractionnelle

non linéaire suivant :
cDαu(t) = f(t, u(t), Dβu(t)), 2 < α 6 3, β 6 α− 1, 0 < t < 1
u(0) = u(1) = 0, λ1u(η) + λ2u

′(η) = λ3u(ξ) + λ4u
′(ξ) = 0,

où cDα et cDβ sont les dérivés fractionnaires au sens de Caputo ,λi, i = 1, 4 sont des

constantes réelles avec λ2λ3 + λ1λ4 + λ1λ3(ξ − η) 6= 0 et f une fonction continue sur

[0, 1].
T.Qui et Z.Bai en [24] ont discuté de l’existence des solutions positives pour les pro-

blèmes aux limites associés au équations différentielles fractionnaires non linéaires de

la forme : 
cDαu(t) = f(t, u(t)), 2 < α 6 3, 0 < t < 1
u(0) = u′(1) = u′′(0) = 0,

où cDα la dérivé fractionnaire au sens de Caputo,f(1, 1]× [0,+∞[−→ [0,+∞[ est conti-

nue, avec lim
t−→0

f(t, .) = +∞(c’est- à-dire que f est singulière en t = 0 ).

Dans Ce travail, nous étudions l’existence et l’unicité de solution pour le problème aux

limites (II.1)-(II.2) .

Nos résultats améliorent ceux de [[29],[30]].
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II.2 Existence de solution

Dans cette section on s’intéresse à l’existence des solutions du problème (II.1)- (II.2).

I On commence par donner la définition d’une solution du problème (II.1)-(II.2).

Définition II.2.1 [32]

On dit que la fonction u ∈ C3(J,R) est une solution du problème (II.1) et (II.2),s’il existe

un fonction f ∈ L1(J × R,R) et ∀t ∈ J telle que :

cDαu(t) + f(t, u(t)) = 0. pour tout t ∈ J = [0, 1], 2 < α < 3.

et la fonction u satisfait les conditions (II.2)

I Pour l’existence de la solution, on a besoin du lemme suivant :

Lemme II.2.1

Soit βη 6= 1 et h ∈ L1[0, 1]. Une fonction u est une solution de problème aux limites :


cDαu(t) + h(t) = 0, 2 < α < 3, 0 6 t 6 1, (II.A)

u(0) = 0, u′(0) = u′(1) = βu(η), (II.B)

si et seulement si c’est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

u(t) =
∫ 1

0
G(t, s)h(s)ds+ βt

1− βη

∫ 1

0
G(η, s)h(s)ds

où

G(t, s) = 1
2Γ(α− 1)

 −
2

α− 1(t− s)α−1 + t2(1− s)α−2, si s < t

t2(1− s)α−2, si s > t.

et

G(η, s) = 1
2Γ(α− 1)

 −
2

α− 1(η − s)α−1 + η2(1− s)α−2, si s < η

η2(1− s)α−2, si s > η.

où G(t, s) et G(η, s) sont les fonctions de Green.
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Preuve.

En appliquant l’opérateur Iα aux deux membres de l’égalité (II.A) , on aura :

(IαcDαu)(t) =− Iαh(t)

=− 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds. (II.3)

Et d’après lemme (I.4.2) et lemme (I.4.3) , on a :

IαcDαu(t) = u(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + . . .+ cn−1t

n−1. (II.4)

Puisque α ∈]2, 3[, donc n = [α] + 1 = 3. Alors on obtient :

(IαcDαu) = u(t) + c0 + c1t+ c2t
2.

Donc de (II.3) et (II.4) , on a :

u(t) + c0 + c1t+ c2t
2 = − 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds

d’où

u(t) = −c0 − c1t− c2t
2 − 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds (II.5)

pour certaines constantes c0, c1, c2 ∈ R.

Il reste a vérifier les conditions aux limites, on a :

u(0) = 0 ⇒ c0 = 0.

En dérivant u :

u′(t) = −c1 − 2c2t−
1

Γ(α− 1)

∫ t

0
(t− s)α−2h(s)ds

avec la condition u′(0) = u′(1) implique que

−c1 = −c1 − 2c2 −
1

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2h(s)ds.

Donc

c2 = − 1
2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2h(s)ds.
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Pour c1, nous avons :

u′(0) = βu(η)

−c1 = β

(
−c1η − c2η

2 − 1
Γ(α)

∫ η

0
(η − s)α−1h(s)ds

)

−c1 = β

(
−c1η + η2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2h(s)ds− 1

Γ(α)

∫ η

0
(η − s)α−1h(s)ds

)

et puis

c1 = βη2

(βη − 1)

∫ 1

0

(1− s)α−2

2Γ(α− 1)h(s)ds− β

(βη − 1)

∫ η

0

(η − s)α−1

Γ(α) h(s)ds.

En remplaçant les valeurs de c1 et c2 dans (II.5), on obtient la relation désirée dans

lemme (II.2.1), c-à-d :

u(t) = − βη2t

2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2h(s)ds

+ βt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1h(s)ds

+ t2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2h(s)ds− 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds.

= βt

2Γ(α− 1)(βη − 1)

[∫ η

0

2
α− 1(η − s)α−1h(s)ds−

∫ 1

0
η2(1− s)α−2h(s)ds

]

+ 1
2Γ(α− 1)

∫ 1

0
t2(1− s)α−2h(s)ds− 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds.

= βt

(1− βη)

∫ 1

0
G(η, s)h(s)ds+

∫ 1

0
G(t, s)h(s)ds.

�

Dans cette section, on donne les conditions d’existence et l’unicité de la solution du pro-

blème (II.1) et (II.2) dans l’espace C[0, 1].
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Hypothèses :

Soient les hypothèses suivantes :

(H1) la fonction f : [0, 1]× R −→ R est continue.

(H2) Il existe une constante k > 0 telle que :

| f(t, u(t))− f(t, v(t)) |6 k | u(t)− v(t) |

pour chaque t ∈ [0, 1] et tous les u, v ∈ C([0, 1], R).

(H3) Il existe une constante N > 0, telle que :

| f(t, 0) |6 N, pour chaque t ∈ [0, 1].

I Notre premier résultat dans ce travail est basé sur le principe de contraction de Banach

.

Théorème II.2.1

Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiés.

Si de plus
3

2Γ(α)k
(

β

| βη − 1 | + 1
)
< 1 (II.6)

alors le problème (II.1) et (II.2) admet une solution unique sur [0,1].

Preuve.

On va transformer le problème (II.1) et (II.2) en un problème de point fixe.

T est bien défini, en effet :

Si u ∈ C([0, 1],R) alors (Tu) ∈ C([0, 1],R).

Nous avons l’opérateur T : C([0, 1],R) −→ C([0, 1],R) donné par :

Tu(t) = − βη2t

2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

+ βt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1f(s, u(s))ds

+ t2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

− 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, u(s))ds.
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Il est clair, d’après le Lemme (II.2.1) que les points fixes de l’opérateur T sont les solu-

tions du problème (II.1)-(II.2). Il reste à montrer que T est une contraction , pour tous

u, v ∈ C([0, 1],R), t ∈ [0, 1], nous avons :

| Tu(t)− Tv(t) | =| − βη2t

2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

+ βt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1f(s, u(s))ds

+ t2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

− 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, u(s))ds

+ βη2t

2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, v(s))ds

− βt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1f(s, v(s))ds

− t2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, v(s))ds

+ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, v(s))ds | .

Par (H2), nous obtenons

| Tu(t)− Tv(t) | 6 βη2t

2Γ(α− 1) | βη − 1 |k ‖ u− v ‖∞
∫ 1

0
(1− s)α−2ds

+ βt

(α− 1)Γ(α− 1) | βη − 1 |k ‖ u− v ‖∞
∫ η

0
(η − s)α−1ds

+ t2

2Γ(α− 1)k ‖ u− v ‖∞
∫ 1

0
(1− s)α−2ds

+ 1
Γ(α)k ‖ u− v ‖∞

∫ t

0
(t− s)α−1ds.

Par conséquent, nous avons

| Tu(t)− Tv(t) | 6‖ u− v ‖∞ k

[
β

2Γ(α) | βη − 1 | + β

Γ(α + 1) | βη − 1 |

]

+ ‖ u− v ‖∞ k

[
1

2Γ(α) + 1
Γ(α + 1)

]

6‖ u− v ‖∞ k

[
β

2Γ(α) | βη − 1 | + β

Γ(α) | βη − 1 | + 1
2Γ(α) + 1

Γ(α)

]

6
3

2Γ(α)k
[

β

| βη − 1 | + 1
]
‖ u− v ‖∞
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donc nous déduisons que

‖ Tu− Tv ‖∞6
3

2Γ(α)k
[

β

| βη − 1 | + 1
]
‖ u− v ‖∞ .

Enfin, grâce à (II.6) nous déduisons que T est une contraction.

D’après le principe de contraction de Banach, le problème (II.1) et (II.2) admet une so-

lution unique sur [0, 1].
�

I Maintenant nous donnons un résultat de l’existence et l’unicité basé sur le théorème

de point fixe de Schaefer.

Théorème II.2.2

Supposons que les hypothèses (H1),(H2) et (H3) sont satisfaites. Alors, le problème

(II.1) et (II.2) admet une solution unique sur [0,1].

Nous utilisons le théorème de point fixe de Schaefer pour prouver que l’opérateur

T : C([0, 1],R) −→ C([0, 1],R) donnée par :

Tu(t) = − βη2t

2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

+ βt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1f(s, u(s))ds

+ t2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

− 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, u(s))ds.

admet un point fixe.

Preuve.

Nous divisons la preuve en quatre étapes :

Étape 1 : T est continue.

Soit (un)n∈N une suite telle que un −→ u dans C([0, 1],R).
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Pour tout t ∈ [0, 1], nous avons

| Tun(t)− Tu(t) | =| − βη2t

2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, un(s))ds

+ βt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1f(s, un(s))ds

+ t2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, un(s))ds

− 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, un(s))ds

+ βη2t

2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

− βt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1f(s, u(s))ds

− t2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds+ 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, u(s))ds |

donc

| Tun(t)− Tu(t) | 6 βη2t

2Γ(α− 1) | βη − 1 |

∫ 1

0
(1− s)α−2|f(s, un(s))− f(s, u(s))|ds

+ βt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1|f(s, un(s))− f(s, u(s))|ds

+ t2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2|f(s, un(s))− f(s, u(s))|ds

+ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1|f(s, un(s))− f(s, u(s))|ds.

6
βη2t

2Γ(α− 1) | βη − 1 | ‖ f(., un(.))− f(., u(.)) ‖∞
∫ 1

0
(1− s)α−2ds

+ βt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1) ‖ f(., un(.))− f(., u(.)) ‖∞
∫ η

0
(η − s)α−1ds

+ t2

2Γ(α− 1) ‖ f(., un(.))− f(., u(.)) ‖∞
∫ 1

0
(1− s)α−2ds

+ 1
Γ(α) ‖ f(., un(.))− f(., u(.)) ‖∞

∫ t

0
(t− s)α−1ds.

6 [ βη2t

2(α− 1)Γ(α− 1) | βη − 1 | + βt

α(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

+ t2

2(α− 1)Γ(α− 1) + 1
αΓ(α) ] ‖ f(., un(.))− f(., u(.)) ‖∞ .

En utilisant (H1), nous prouvons que ‖ Tun − Tu ‖∞−→ 0 quand n −→∞.
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D’où la continuité de T sur C([0, 1],R).

Étape 2 : L’image de tout ensemble borné par T est un ensemble borné dans C([0, 1],R)
soient ρ > 0 et Bρ = {u ∈ C(J,R), ‖ u ‖∞< ρ} pour ‖ u ‖∞= sup {| u(t) |: t ∈ J}.
Pour tous u ∈ Bρ, nous avons

| Tu(t) | =| − βη2t

2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

+ βt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1f(s, u(s))ds

+ t2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds− 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, u(s))ds |, (∗)

donc

| f(s, u(s)) | =| f(s, u(s))− f(s, 0) + f(s, 0) |

6| f(s, u(s))− f(s, 0) | + | f(s, 0) |

6 k | u(s) | +N

6 kρ+N. (∗∗)

En utilisant (∗∗) dans (∗), nous avons

| Tu(t) | 6 βη2t

2Γ(α− 1) | βη − 1 |

∫ 1

0
(1− s)α−2(k | u(s) | +N)ds

+ βt

(α− 1)Γ(α− 1) | βη − 1 |

∫ η

0
(η − s)α−1(k | u(s) | +N)ds

+ t2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2(k | u(s) | +N)ds

+ 1
Γ(α)

∫ 1

0
(t− s)α−1(k | u(s) | +N)ds.

Par conséquent

| Tu(t) | 6 (kρ+N)βη2t

2Γ(α− 1) | βη − 1 |

∫ 1

0
(1− s)α−2ds

+ (kρ+N)βt
(α− 1)Γ(α− 1) | βη − 1 |

∫ η

0
(η − s)α−1ds

+ (kρ+N)t2
2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2ds+ (kρ+N)

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds

6
(kρ+N)β

2Γ(α) | βη − 1 | + (kρ+N)β
Γ(α + 1) | βη − 1 | + (kρ+N)

2Γ(α) + (kρ+N)
Γ(α + 1)
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| Tu(t) |6 3(kρ+N)
2Γ(α)

(
β

| βη − 1 | + 1
)
. (II.7)

Donc

‖ Tu ‖∞<∞, ∀t ∈ [0, 1] ⇒ T ∈ T (Bρ)

Par conséquent, T (Bρ) est bornée.

Étape 3 : L’image de tout borné par T est un ensemble équicontinu de C([0, 1],R).
Soient t1, t2 ∈ [0, 1] avec t1 < t2 et soit Bρ un ensemble borné de C([0, 1],R) .

Pour u ∈ Bρ, on a :

| Tu(t1)− Tu(t2) | 6| − βη2t1
2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

+ βt1
(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1f(s, u(s))ds

+ t21
2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

− 1
Γ(α)

∫ t1

0
(t1 − s)α−1f(s, u(s))ds

+ βη2t2
2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

− βt2
(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1f(s, u(s))ds

− t22
2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

+ 1
Γ(α)

∫ t2

0
(t2 − s)α−1f(s, u(s))ds | .

Donc

| Tu(t1)− Tu(t2) | 6 βη2 | t1 − t2 |
2Γ(α− 1)(| βη − 1 |)

∫ 1

0
(1− s)α−2 | f(s, u(s)) | ds

+ β | t1 − t2 |
(α− 1)Γ(α− 1)(| βη − 1 |)

∫ η

0
(η − s)α−1 | f(s, u(s)) | ds

+ | t1 − t2 | (t1 + t2)
2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2 | f(s, u(s)) | ds

− 1
Γ(α)

∫ t1

0
(t1 − s)α−1 | f(s, u(s)) | ds+ 1

Γ(α)

∫ t2

0
(t2 − s)α−1 | f(s, u(s)) | ds.
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Grâce à (H3) et (∗∗), nous obtenons

| Tu(t1)− Tu(t2) | 6 βη2 | t1 − t2 |
(α− 1)Γ(α− 1)(| βη − 1 |)

∫ η

0
(η − s)α−1(k | u(s) | +N)ds

+ β | t1 − t2 |
(α− 1)Γ(α− 1)(| βη − 1 |)

∫ η

0
(η − s)α−1(k | u(s) | N)ds

+ | t1 − t2 | (t1 + t2)
2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2(k | u(s) | +N)ds

− 1
Γ(α)

∫ t1

0
(t1 − s)α−1(k | u(s) | +N)ds

+ 1
Γ(α)

∫ t2

0
(t2 − s)α−1(k | u(s) | +N)ds

et donc

| Tu(t1)− Tu(t2) | 6 βη2 | t1 − t2 | (kρ+N)
2Γ(α)(| βη − 1 |)

+ β | t1 − t2 | (kρ+N)ηα
Γ(α + 1)(| βη − 1 |)

+ | t1 − t2 | (t1 + t2)(kρ+N)
2Γ(α)

+ (kρ+N)
Γ(α + 1) (tα1 − tα2 )

quand t1 −→ t2, le membre de droite de l’inégalité précédente tend vers 0, d’où l’équi-

continuté de T .

D’après l’étape 2 et l’étape 3 et le théorème d’Arzéla-Ascoli, T (Bρ) est relativement

compact pour tout borné Bρ. C-à-d T est complètement continu.

D’après l’étape 1 , T : C([0, 1],R) −→ C([0, 1],R) est continue et complètement conti-

nue.

Étape 4 : Soit ω = {u ∈ C([0, 1],R) : u = λT (u), 0 < λ < 1} . Nous montrons que ω est

borné.

Soit u ∈ ω, donc pour λ tq 0 < λ < 1 et chaque t ∈ [0, 1] on a u = λT (u) donc

| u(t) | = λ | Tu(t) |

= | − λβη2t

2Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

+ λβt

(α− 1)Γ(α− 1)(βη − 1)

∫ η

0
(η − s)α−1f(s, u(s))ds

+ λt2

2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2f(s, u(s))ds

− λ

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, u(s))ds | .
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Comme 0 < λ < 1, 0 6 t 6 1 et η ∈ (0, 1) on déduit que

| u(t) | 6 β

2Γ(α− 1)(| βη − 1 |)

∫ 1

0
(1− s)α−2 | f(s, u(s)) | ds

+ βη

(α− 1)Γ(α− 1)(| βη − 1 |)

∫ η

0
(η − s)α−1 | f(s, u(s)) | ds

+ 1
2Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)α−2 | f(s, u(s)) | ds

+ 1
Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1 | f(s, u(s)) | ds.

Grâce à (II.7), nous obtenons

| u(t) |6 3(ρk +N)
2Γ(α)

(
β

| βη − 1 | + 1
)
.

Cela montrons que ω est borné.

En conséquence du théorème du point fixe de Schaefer, nous déduisons que T admet un

point fixe qui est une solution unique du problème (II.1)-(II.2). �



CHAPITRE III

Problème aux limites pour une

équation différentielle fractionnaire

non linéaire au sens de

Riemann-Liouville

Dans ce chapitre,nous étudions l’existence de solutions pour une équation différen-

tielle fractionnaire non linéaire avec des conditions aux limites.(voir [7])

Nos résultats sont basés sur l’application de deux théorèmes du point fixe :

• Le théorème du point fixe de Banach.

• Le théorème du point fixe de Krasnoselskii .

III.1 Présentation du problème

Nous considérons le problème aux limites suivant pour une équation différentielle

fractionnaire non linéaire :

 Dα
0 u(t) = f(t, u(t)), t ∈ J = [0, 1], 2 < α < 3. (III.1)

Dα−1
0 u(0) = 0, Dα−2

0 u(1) = 0, u(1) = 0. (III.2)

Où Dα
0 est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (a=0), f : J ×R −→ R

est une fonction donnée.

Les résultats sont prouvés grace au principe de contraction de Banach et le théorème de

point fixe de Krasnoselskii sur un cône.

Habituellement, l’outil fondamental utilisé dans la littérature pour prouver l’existence

de solutions positives pour les problème de valeurs limites pour les équations différen-

tielles ordinaires et fractionnelles, équations aux différences est la théorie du point fixe

(voir [[5],[3],[17],[14],[18]]).
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Dans [4], M. Benchohra, J.Henderson, S.Ntouyas et A.Ouahab ont utilisé le théo-

rème du point fixe de Banach et l’alternative non linéaire de Leray-Schauder pour étu-

dier l’existence de solutions pour les équations fonctionnelles et neutres fonctionnelles

d’ordre fractionnaire avec retard infini : Dα
0 u(t) = f(t, u(t)), 0 < α < 1, 0 6 t < 1

u(t) = φ(t), t 6 0,

où f : [0, 1) × B −→ R est une fonction donnée, φ ∈ B avec φ(0) = 0, et B est l’espace

de phase.

Dans [9] , D.Delbosco et L.Rodino ont prouvé l’existence et l’unicité des solutions de

certaines classes d’équations différentielles fractionnelles non linéaires de la forme :

Ds
0u(t) = f(t, u), 0 < s < 1,

où f : [0, a]× R −→ R, 0 < α 6 +∞,est une fonction continue donnée.

Dans ce travail,les auteurs ont utilisé le principe de contraction de Banach.

En utilisant un théorème de point fixe de krasnoselskii dans les cônes,El-Shahed dans

[10] a prouvé l’existence et la non-existence de solutions positives pour le problème aux

limites non linéaire suivant : Dα
0 u(t) + λa(t)f(u(t)) = 0, 0 < t < 1, 2 < α 6 3,

u(0) = u′(0) = u′(1) = 0,

Dans [25], A.Saadi et M.Benbachir ont obtenu des conditions suffisantes pour l’existence

et la non-existence de solutions positives pour le problème aux limites fractionnaire non

linéaire suivant :  Dα
0 u+ a(t)f(u(t)) = 0, 0 < t < 1, 2 < α 6 3,

u(0) = u′(0) = 0, u′(1)− l δu′(η) = λ,

où f : [0,∞) −→ [0,∞) et a : (0, 1) −→ [0,∞) sont des fonctions continues, η ∈
(0, 1), δ ∈ [0, 1/ηα−2) et λ ∈ [0,∞) sont des constantes .
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III.2 Existence de solution

Dans cette section on est concerné par l’existence des solutions du problème (III.1)-

(III.2).

I On commence par donner la définition d’une solution du problème (III.1)-(III.2).

Définition III.2.1

On dit que la fonction u ∈ C(J,R) est une solution du problème (III.1) et (III.2), s’il

existe un fonction f ∈ L1(J × R,R) et ∀t ∈ J telle que :

Dα
0 u(t) = f(t, u(t)). pour tout t ∈ J = [0, 1], 2 < α < 3.

et la fonction u satisfait les conditions (III.2)

I Pour l’existence de la solution, on a besoin du lemme suivant :

Lemme III.2.1

Soit h : J −→ R une fonction continue. Une fonction u est une solution du problème

aux limites :

 Dα
0 u(t) = h(t), t ∈ J = [0, 1], 2 < α < 3, (III.C)

Dα−1
0 u(0) = 0, Dα−2

0 u(1) = 0, u(1) = 0. (III.D)

si et seulement si c’est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

u(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds+ tα−3(1− t)

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)h(s)ds

− tα−3

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1h(s)ds.

Preuve.

Soit u une solution de problème (II.C)-(II.D) . En appliquant l’opérateur Iα aux deux

membres de l’égalité (II.C),on aura :

(IαDα
0 u)(t) = Iαh(t)

= 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds. (III.1)

Et d’après lemme (I.4.5) et lemme (I.4.6) , on a :

IαDα
0 u(t) = u(t)− c1t

α−1 − c2t
α−2 − . . .− cntn−1.

Puisque α ∈]2, 3[, donc n = [α] + 1 = 3 alors on obtient :
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(IαDα
0 u)(t) = u(t)− c1t

α−1 − c2t
α−2 − c3t

α−3. (III.2)

Donc de (III.1) et (III.2), on a :

u(t)− c1t
α−1 − c2t

α−2 − c3t
α−3 = 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds.

Alors, nous avons :

u(t) = c1t
α−1 + c2t

α−2 + c3t
α−3 + 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds (III.3)

Il reste a utiliser les conditions aux limites pour trouver les constants c1, c2, c3.

• Pour c1, en appliquant la dérivé Dα−1 aux deux membres de l’égalité (III.3), on a :

Dα−1
0 u(t) = c1D

α−1
0 tα−1 + c2D

α−1
0 tα−2 + c3D

α−1
0 tα−3 + 1

Γ(α)

∫ t

0
Dα−1

0 (t− s)α−1h(s)ds.

Et d’après l’exemple (I.3.2), on a :

Dα−1
0 tα−1 = Γ(α).

Dα−1
0 tα−2 = 0.

Dα−1
0 tα−3 = 0.

Dα−1
0 (t− s)α−1 = Γ(α).

En remplaçant les valeurs dans la solution (III.3), on obtient :

Dα−1
0 u(t) = c1Γ(α) +

∫ t

0
h(s)ds.

Et d’après la condition Dα−1
0 u(0) = 0, on a :

Dα−1
0 u(0) = 0 ⇒ c1 = 0,

• Pour c2, en appliquant la dérivé Dα−2
0 aux deux membres de l’égalité (III.3), on aura :

Dα−2
0 u(t) = c1D

α−2
0 tα−1 + c2D

α−2
0 tα−2 + c3D

α−2
0 tα−3

+ 1
Γ(α)

∫ t

0
Dα−2

0 (t− s)α−1h(s)ds. (III.4)
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Pour c1 = 0 et d’après l’exemple (I.3.2) , on a :

Dα−2
0 tα−1 = Γ(α− 1)

Γ(2) t.

Dα−2
0 tα−2 = Γ(α− 1).

Dα−2
0 tα−3 = Dα−2

0 t(α−2)−1 = 0.

Dα−2
0 (t− s)α−1 = Γ(α)

Γ(2) (t− s).

En remplaçons dans, on obtient :

Dα−2
0 u(1) = c2Γ(α− 1) +

∫ t

0
(t− s)h(s)ds.

Pour t=1, on a :

Dα−2
0 u(1) = c2Γ(α− 1) +

∫ 1

0
(1− s)h(s)ds.

Alors

c2 = − 1
Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)h(s)ds.

• Pour c3, en remplaçant (t = 0) dans la solution (III.3)avec (c1 = 0), on aura :

u(1) = c2 + c3 + 1
Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1h(s)ds,

d’où

u(1) = 0 ⇒ c3 = 1
Γ(α)

∫ 1

0
[(α− 1)(1− s)− (1− s)α−1]h(s)ds.

En remplaçant les valeurs de c2 et c3 dans (III.3), nous obtenons

u(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds+ tα−3(1− t)

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)h(s)ds

− tα−3

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1h(s)ds

qui est la solution de problème (III.C)-(III.D).
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Inversement, si u est une solution de problème (III.C)-(III.D) , on a :

u(t) = Iαh(t) + tα−3(1− t)
Γ(α− 1) I2h(1)− tα−3Iαh(1)

et par conséquent

Dαu(t) = h(t), Dα−1u(0) = I1h(0) = 0.

Dα−2u(1) = I2h(1)− I2h(1) = 0 et u(1) = Iαh(1)− Iαh(1) = 0

et donc u est une solution de problème (III.C) et (III.D).

Dans cette section, on donne les conditions suffisantes d’existence de la solution du pro-

blème (III.1) et (III.2).

Hypothèses :

Soient les hypothèses suivantes :

(H1) la fonction f : J × R −→ R être une fonction continue.

(H2) Il existe une constant k > 0 tq :

| f(t, u)− f(t, v) |< k | u− v |, ∀u, v ∈ R ∀t ∈ J.

(H3) Il existe une constante β > 0 telle que

| f(t, u) |6 β, ∀t ∈ J,∀u ∈ R.

Théorème III.2.1

Supposons que (H1) et (H2) sont vérifiées. Si de plus

k

(
2

Γ(α + 1) + 1
2Γ(α− 1)

)
< 1. (III.5)

alors le problème (III.1) et (III.2) admet une solution unique sur J .

Preuve.

Nous transformons le problème (III.1) et (III.2) en un problème de point fixe.
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Pour cela, considérons l’opérateur T : C(J,R) −→ C(J,R) définit par :

Tu(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, u(s))ds+ tα−3(1− t)

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)f(s, u(s))ds

− tα−3

Γ(α)

∫ 1

0
(1− t)α−1f(s, u(s))ds.

• T est bien défini, car

Si u ∈ C(J,R), alors (Tu) ∈ C(J,R).

Il est clair, d’après le lemme (III.2.1) que les point fixe de l’opérateur T sont les solutions

de problème (III.1)-(III.2).

Maintenant, d’après le théorème de contraction de Banach , il suffit de prouver que

T est une contraction .

Soit u ∈ C(J,R) et t ∈ J . Nous avons :

| Tu1(t)− Tu2(t) | 6 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f(s, u1(s))− f(s, u2(s)) | ds

+ tα−3(1− t)
Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s) | f(s, u1(s))− f(s, u2(s)) | ds

+ tα−3

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1 | f(s, u1(s))− f(s, u2(s)) | ds

6
k ‖ u1 − u2 ‖∞

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds+ k ‖ u1 − u2 ‖∞

tα−3(1− t)
Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)ds

+ k ‖ u1 − u2 ‖∞
tα−3

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1ds

6
k ‖ u1 − u2 ‖∞

αΓ(α) tα + k ‖ u1 − u2 ‖∞ tα−3(1− t)
2Γ(α− 1) + k ‖ u1 − u2 ‖∞ tα−3

αΓ(α)

6

(
2

Γ(α + 1) + 1
2Γ(α− 1)

)
k ‖ u1 − u2 ‖∞

donc, nous déduisons que :

‖ Tu1 − Tu2 ‖∞6
(

2
Γ(α + 1) + 1

2Γ(α− 1)

)
k ‖ u1 − u2 ‖∞ .

En vertu de (III.5), on déduit que T est une Contraction .
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Du théorème de Banach, T admet un point fixe unique qui est la solution unique du

problème (III.1) et (III.2).

�

Maintenant, nous donnons un résultat d’existence basé sur le théorème du point fixe de

Krasnoselskii.

Théorème III.2.2

Supposons que (H1) , (H2) et (H3) sont satisfaites . S’il existe δ > 0 telle que :

β
α2 − α + 2
Γ(α + 1) 6 δ, (III.6)

alors le problème (III.1) et (III.2) admet au moins une solution sur J .

Preuve.

La démonstration est basée sur le théorème (I.5.3) .

Pour u ∈ C(J,R) et t ∈ J = [0, 1],

T1u(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, u(s))ds+ tα−3

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)f(s, u(s))ds. (III.7)

et

T2u(t) = − tα−2

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)f(s, u(s))ds− tα−3

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1f(s, u(s))ds. (III.8)

La preuve se fait en quatre s’étapes :

Étape 1 : On montre que T1u1 + T2u2 ∈ Bδ,∀u1, u2 ∈ Bδ.

Soit Bδ = {u ∈ C(J,R), δ > 0 :‖ u ‖∞6 δ},nous allons prouver que T1u1 + T2u2 ∈ Bδ,

pour tout u1, u2 ∈ Bδ.

∀u1, u2 ∈ Bδ et ∀t ∈ J = [0, 1] , on a :
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| T1u1(t)− T2u2(t) | 6 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f(s, u1(s)) | ds

+ tα−3

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s) | f(s, u1(s)) | ds

+ tα−2

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s) | f(s, u2(s)) | ds

+ tα−3

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1 | f(s, u2(s)) | ds.

6
β

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds+ β

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)ds

+ β

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)ds+ β

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1ds,

6
β

Γ(α)

(
tα

α
+ α− 1 + 1

α

)

6
β

Γ(α)

(
α2 − α + 2

α

)

par la condition (III.6), on déduit que

‖ T1u1 − T2u2 ‖∞6
β

Γ(α)

(
α2 − α + 2

α

)
6 δ,

c’est à dire T1u1 + T2u2 ∈ Bδ.

Étape 2 : On montre que T1 est une contraction.

Soit u1, u2 ∈ C(J,R) et t ∈ J , nous avons :

| T1u1(t)− T1u2(t) | 6 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 | f(s, u1(s))− f(s, u2(s)) | ds

+ tα−3

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s) | f(s, u1(s))− f(s, u2(s)) | ds.

6
k ‖ u1 − u2 ‖∞

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds

+ tα−3k ‖ u1 − u2 ‖∞
Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)ds.

6
k ‖ u1 − u2 ‖∞

Γ(α + 1) tα + tα−3k ‖ u1 − u2 ‖∞
2Γ(α− 1)

6 k

(
1

Γ(α + 1) + 1
2Γ(α− 1)

)
‖ u1 − u2 ‖∞ .

donc, nous déduisons que
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‖ T1u1 − T1u2 ‖∞6 k

(
1

Γ(α + 1) + 1
2Γ(α− 1)

)
‖ u1 − u2 ‖∞ .

En utilisant la condition (III.5), nous concluons que T1 est une contraction.

Étape 3 : On montre que T2 est continue.

Soit (un)n une suite dans C(J,R) convergente pour la norme ‖ . ‖∞ vers une limite u,

c’est-à-dire lim
n−→∞

‖ un − u ‖∞= 0. pour n ∈ N et t ∈ J , nous avons :

| T2un(t)− T2u(t) | 6 1
Γ(α− 1)

[∫ 1

0

(
(1− s)− (1− s)α−1

)
| f(s, un(s))− f(s, u(s)) | ds

]

6
1

Γ(α− 1)k ‖ un − u ‖∞
∫ 1

0

(
(1− s)− (1− s)α−1

)
6

α− 2
2αΓ(α− 1)k ‖ un − u ‖∞ .

Puisque u est continue , alors :

‖ T2un − T2u ‖∞6
α− 2

2αΓ(α− 1)k ‖ un − u ‖∞−→ 0 (n −→∞)

d’ou la continuité de T2.

Étape 4 : On montre que T2 est compacte.

Étape 4.1 : Il est suffisant de prouver que pour chaque sous-ensemble borné Bδ de

C(J,R), nous prouvons que T2(Bδ) est un sous ensemble borné de C(J,R)..

soit u ∈ Bδ est t ∈ J , nous avons :

| T2u(t) | 6 1
Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s) | f(s, u(s)) | ds+ 1

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1 | f(s, u(s)) | ds

6
β

Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)ds+ β

Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1

6 β

(
1

2Γ(α− 1) + 1
Γ(α + 1)

)
,

nous déduisons que :

‖ T2u ‖∞6 β

(
1

2Γ(α− 1) + 1
Γ(α + 1)

)
= cst⇒ T2 ∈ Bδ

et par suite T2(Bδ) est bornée.
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Étape 4.2 : Nous prouvons que T2(Bδ) est équicontinu.

Soit u ∈ Bδ et t1, t2 ∈ J , tels que (t1 < t2), nous avons :

| T2u(t2)− T2u(t1) | 6 tα−2
2 − tα−2

1
Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s) | f(s, u(s)) | ds

+ tα−3
2 − tα−3

1
Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1 | f(s, u(s)) | ds

6 β
tα−2
2 − tα−2

1
Γ(α− 1)

∫ 1

0
(1− s)ds

+ β
tα−3
2 − tα−3

1
Γ(α)

∫ 1

0
(1− s)α−1ds

6 β
tα−2
2 − tα−2

1
2Γ(α− 1) + β

tα−3
2 − tα−3

1
Γ(α + 1) ,

quand t1 → t2, le membre de droite de l’inégalité précédente tend vers 0, d’où l’équicon-

tinuté de T2.

D’après l’étape 4.1 et l’étape 4.2 et le théorème d’Arzéla-Ascoli T2(Bδ) est relativement

compact .

Enfin, d’après les étapes (1, 2, 3, 4) et comme une conséquence du théorème (I.5.3) ,

nous

en déduisons que T1 +T2 admet au mois un point fixe, qui est une solution du problème

(III.1) et (III.2). �

III.3 Exemple

Soit f : [0, 1]× [0,∞) −→ R une fonction définie par :

f(t, x) = x

3et + 2 , (t, x) ∈ [0, 1]× [0,∞). (III.9)

Pour t ∈ [0, 1] et x > 0, nous avons :

| f(t, x)− f(t, y) |= 1
3et + 2 | x− y |6

1
5 | x− y |

Ce qui prouve que f satisfait (H1) et (H2) du théorème (III.2.1).

Pour appliquer le théorème (III.2.1), on vérifie que

1
5

(
2

Γ(α + 1) + 1
2Γ(α− 1)

)
< 1,
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ce qui est le cas puisque nous avons :

. Pour α = 14
5 ,nous obtenant

1
5

(
2

Γ(19
5 ) + 1

2Γ(9
5)

)
= 0.19258 < 1,

et pour α = 7
3 , nous obtenons

1
5

(
2

Γ(10
5 ) + 1

2Γ(4
3)

)
= 0.51198 < 1.

En conclusion, par le théorème (III.2.1), le problème (III.1) et (III.2) admet une solution

unique.



CONCLUSION ET PERSPECTIVE

Dans ce mémoire on a appliqué la dérivation fractionnaire à l’étude de deux pro-

blèmes différentiels fractionnaires non linéaires avec des conditions aux limites.

On a rappelé quelques notions des dérivées fractionnaires comme la dérivée frac-

tionnaire au sens de Riemann-Liouville et de Caputo et quelques outils de base du calcul

fractionnaire avec quelques propriétés.

On a présenté aussi quelques résultats d’existence des solutions d’un problème aux

limites d’ordre fractionnaire au sens de Caputo et d’un problème aux limites d’ordre

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville dans le cas où α ∈]2, 3].

Les résultats d’existence et d’unicité sont prouvés en utilisant le principe de contrac-

tion de Banach et le théorème du point fixe de Schaefer et Kranoselskii.
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Résumé

Le concept de la dérivation fractionnaire a beaucoup d’applications.

Il intervient dans la résolution de plusieurs problèmes fractionnaires non li-

néaires, en particulier, dans l’étude de l’existence et de l’unicité.

Dans ce mémoire on aborde différentes applications de tout notion ainsi que

quelques unes de ses extensions et généralisations qui entrent dans la réso-

lution des problèmes différentiels fractionnaires non linéaires .Nous démon-

trons l’existence et l’unicité des solutions en utilisant le principe de contrac-

tion de Banach et les théorèmes du point fixe de Schaefer et Kranoselskii.

Mots-clés: Equation différentielle fractionnaire non linéaire, problème aux limites,dérivée

fractionnaire de Riemann, dérivée fractionnaire de Caputo,

dérivée fractionnaire de Grunwald-Letnikov, intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville,théorie du point fixe.

Abstract

The principle of fractional derivation has many applications. It intervenes in

the resolution of several nonlinear fractional problems in particular, in the

study of existence and uniqueness.

This paper discusses different appliquations of this principle as well as some

of its extensions and generalizations that involve in the resolution of nonlin-

ear fractional differential problems.We demonstrate the existence and unique-

ness of solutions using the principle of Banach contactions and the fixed point

theorems of Schaefer and Kranoselskii.

Keywords: Nonlinear fractional differential equation,boundary condition problem,

Riemann fractional derivative,Caputo fractional derivative,fractional

derivative of Grunwald-Letnikov,fractional integral of

Riemann-Liouville, fixed-point theory.
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