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Introduction

Le calcul fractionnaire est une théorie des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire
réel ou méme complexe.

La théorie du calcul fractionnaire est un sujet presque aussi vieux que le calcul dif-
férentiel et remonte aux temps o Leibniz, Gauss, Newton ont développé les fondements
de ce type de calcul, mais ce n’est que lors des trois derniéres décennies que le calcul
fractionnaire est devenu une importante branche de mathématiques grace a son immense
application dans différents domaine tels que la physique, la chimie, I'ingénierie, finance et
d’autre sciences qui ont été développé dans la derniere décennie.

Les origines du calcul fractionnaire remontent & la fin du 17°™M€ siécle, 1'époque ou
Newton et Leibniz ont développé les fon%ements du calcul différentiel et intégral. En par-

ticulier, Leibniz a présenté le symbole — pour désigner la n-iéme dérivée d’une fonction
dtn
n
. Quand il a annoncé dans une lettre a I’'Hopital, I’Hopital a répondu : Que signifie —
g

dtm
pour n = ="

Cette lettre écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce
que nous appelons la dérivation fractionnaire, c’est vraie que la théorie de dérivation
fractionnaire a 300 ans d’existence mais ce n’est que lors des trois derniéres décennies que
le calcul fractionnaire a connu le plus d’intérét et les applications des dérivées d’ordre non
entier se sont le plus diversifiées.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la maniére suivante :

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base et des résultats fondamentaux
de la théorie de ’analyse fonctionnelle, un rappel et quelques concepts préliminaires seront
introduits comme la fonction Gamma, la fonction Béta et la fonction de Mittag-Leffler
qui joue un role important dans la théorie de calcul fractionnaire.

Le deuxiéme chapitre contient les définitions et certaines propriétés potentiellement
utiles de plusieurs familles différentes d’intégrales fractionnaires et de dérivés fraction-
naires.

Le troisiéme chapitrecontient l'existence fondamentale et les théorémes d’unicité
pour les équations différentielles fractionnaires ordinaires en référence particuliére aux
problémes de type Cauchy. Ici au chapitre 3, on considére également les équations différen-
tielles fractionnaires non linéaires et linéaires dans les cas un-dimensionnels et vectoriels.
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Chapitre 1
Préliminaire

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des notions
et des résultats fondamentaux de la théorie d’analyse fonctionnelle qui représentent un
outils indispensable dans notre étude.

1.1 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.1.1. [21] Soit Q = [a,b], (—00 < a < b < +00) un intervalle bornée de R.

1. Pour 1 < p < o0, lespace LP(Q)) est l’espace des fonctions f réelles sur ) telles que
f est mesurable et

b
/ |f(z)]Pde < +o0.

2. Pourp = oo, l'espace L>(Q2) est l’espace des fonctions mesurables f bornées presque
partout sur €2.

Théoréme 1.1.1. [21] Soit Q = (a,b), (—00 < a < b < +00).

1. pour 1 < p < oo, l'espace LP(QY) est un espace de Banach muni de la norme :

i = ([ 1rr) ” (1)

2. L’espace L™= (£)) est un espace de Banach muni de la norme :

| flloo =inf{M >0:|f(z)] < M presque partout sur 2} (1.2)

1.2 Espace des fonctions continues et absolument conti-
nues

Définition 1.2.1. [18] Soit Q = [a,b], (—00 < a < b < 400) et soit n € N. On note
par C™(QQ) Uespace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inférieur ou égale a n
continues sur 2 muni de la norme :

I fllen@ =Y sup |[fP(2)]. (1.3)
=0 €N

9
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En particulier sin =0, C°(Q) = C(Q) lespace des fonctions f continues sur Q et on
note ||.||coy par ||| ¢’est-a-dire :

[fllec = €ss sup [f(x)]. (1.4)

a<z<b

On introduit également deuz sous-espaces CP(a,b) et CP(a,b) de Uespace Cla,b] défini
par :

Ca(a,0) = {f(z) € C3(a,b), f(a) = 0, ]| fllc, = I fllc} (1.5)
et

Cy(a,0) = {f(z) € C}(a,0), f(b) =0, [ fllc, = Ifllc} - (1.6)

Lorsque Q2 = [a,b], (0 <a <b<oo)etyeC, (0< Re(y) <1), on introduit ’espace
pondéré C.1og]a, b] des fonctions g données sur (a,b] et tel que [log(z/a)]g(z) € Cla,b] :

Igllc, o, = || (08 2)" (@) Cosegla, ¥} = Cla bl (17)

Pour n € N on note par Cf. [a,b] I’espace de Banach des fonctions g(x) qui ont des 6-
dérivés continus sur [a,b] jusqu’a Uordre n — 1 et dérivé (6"g)(x) sur (a,b] d’ordre n tel
que (6"g)(z) € Cy10gla, b] -

n—1
ng[avb] = {g : HgHC’ngY = Z ||(5kg||c + ||5ng||c’y,log} ’Cg,'y[a’ b] = C%log[a>b]' (1‘8>
k=0

Définition 1.2.2. /23] Soit Q = [a,b], (00 < a < b < +00). On désigne par AC([a,b])
Uespace des fonctions absolument continues sur [a,b] constitué des fonctions f qui sont
des primitives de fonctions Lebesque-sommables ot :

f € ACla, bl < Jp € L(a,b) tel que f(x) =c+ /w (t)dt. (1.9)

Ainsi, toute fonction absolument continue f(x) posséde une dérivée sommable
f'(x) = p(x) presque partout sur [a,b] et ¢ = f(a).

Définition 1.2.3. [31] On désigne par AC"([a,b]), n € N* = {1,2,3,---} l'espace des
fonctions f ayant des dérivées continues sur |a,b] jusqu’a Uordre n — 1 tel que

f0=Y e AC([a, b)) ou
AC™([a,b]) = {f : [a,b] = C et (D" ' f) € AC([a,b]) } (1.10)

En particulier, AC'[a,b] = AC|[a,b).

1.3 Espaces des fonctions intégrables avec poids

Définition 1.3.1. [21] L’espace XP(a,b), (c € R,1 < p < +00) est l'ensemble des fonc-
tions mesurables a valeurs complexes [ sur (a,b) Pap) < 00 défini par la

o (/ |2 f (a dx) (1< p<—+o0), (1.11)
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et pour p = 0o
/|l xee (@, b) = ess sup [z f(x)]]. (1.12)

a<z<b

L’espace XP(a,b) est appelé l'espace des fonctions intégrables avec poids.
En particulier, sic = 1/p Uespace XP(a,b) coincide avec 'espace LP(a,b) et on a Xf/p(a, b) =

LP(a,b).

1.4 Espace des fonctions continues avec poids

Définition 1.4.1. [18] Soient Q@ = [a,b] et v € C. On désigne par C([a,b]) l’espace des
fonctions f définies sur ]a,b] tel que la fonction (x — a)? f(z) € C([a,b]) c’est a dire :

Cy(la, 0]) = {f :Ja,b] = C, (z —a)"f(z) € C([a, b])} - (1.13)
muni de la norme :
I7lle, = itz — ) f ()l = max ()" f(x) (114)
L’espace C,([a,b]) est appelé l’espace des fonctions continues avec poids.
En particulier, si v =0 alors Cyla,b] = Cla, b].

Définition 1.4.2. [18] Pour n € N On désigne par C’fy‘[a, b] lespace de Banach de toutes

les fonctions continues différentiables a l'ordre n — 1 sur [a,b] et ont la dérivée f™(z)
d’ordre n, tel que f™ € Cla,b] ot :

n—1
Clla,b] = {f: 1fller =Y 17 P e + Hf(”)l\cv}- (1.15)
k=0

En particulier, sin =0 alors CY[a,b] = C,[a, b].

1.5 Espaces des fonctions absolument continues avec
poids

Définition 1.5.1. [17] Pourn € N et u € R, on note par Acgf#[a, b] l’espace des fonctions
absolument continues avec poids défini par :

ACY a,b] = {g :la,b] — C: 6" Hatg(x)] € AC[a,b),pn € R, 6 = x%} ,

avec p
o0=uzD ,(D=— 1.1

En particulier, lorsque pn =0 lespace ACY[a,b] = ACf[a,b] et on a :

ACSa,b] = {g t[a,b] — C: 6" tg(z)] € AC[a,b],0 = xi} . (1.17)

dx

Lorsque 1 =0 et n =1, l’espace AC}la,b] coincide avec AC|a,b).
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1.6 Fonctions spéciales

Dans cette section, on va présenter quelques théories de base qui concernent les fonc-
tions spéciales qui sont utilisées dans les autres chapitres. Il s’agit de la fonction Gamma
d’Euler, la fonction Béta et la fonction de Mittag-laffier. Ces fonctions jouent un role trés
important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.6.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma
d’Euler. Elle prolonge la fonction factorielle aux nombres réels et méme aux nombres
complexes.

Définition 1.6.1. [15/ Pour z € C tel que Re(z) > 0, La fonction Gamma d’Euler est
définie par lintégrale suivante :

+0o0o
I(z) = / 1t (1.18)
0

Remarque 1.6.1. La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :

1. La relation de récurrence : pour tout z € C tel que Re(z) >0 on a :
['(z+1) =2I'(2)
et pour tout n € N* on a :
L(n)=(n—1)!
En particulier T'(1) = 1.
2. La représentation de la fonction Gamma par la limite :

z

nln
(z)= I
N S VS R

avec Re(z) > 0.

3. La dérivée : La fonction Gamma est indéfiniment dérivable sur RY sa dérivée est :

d
ou ¥(z) = - In[I'(2)]
4. Quelques valeurs particuliére de la fonction Gamma :

our z = —,
p 2

1
pour z =n + i,n e N*,
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1.6.2 La fonction Béta

Définition 1.6.2. [15] La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour des
nombre complexes z et w par :

B(z,w) = /Olt“(l — ) dt (1.19)

avec Re(z) > 0 et Re(w) >0

Remarque 1.6.2. Pour z,w € C avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0 la fonction Béta satisfait
les propriétés suivantes :

1. La fonction Béta est reliée avec la fonction Gamma par la relation suivante :
I'(z)l(w)

Bz w) = I'(z 4+ w)

2. La fonction Béta est symétrique c’est-a-dire :
B(z,w) = B(w, 2).

3. La fonction Béta peut prendre aussi les formes intégrales :

B(z,w) = 2/2 sin®*71(0) cos®™ 1 (0)do
0

+o0o 752—1
B = —dt
(Z,U)) /0 (1+t)z+w
4. La dérivée de la fonction Béta est donnée par :
0 I"z) TI'(z4w)
—B =B — :
0z (2, w) (2, w) (F(z) ['(z+w)

Définition 1.6.3. [15] La formule du bindome généralisée ( g ) pour « € C etn € N

est donnée par :

0 n n!

(a>_1’ (a):OK(a_l)M(a_nH)a(nEN) (1.20)

En particulier, pour « =m € N on a :

( nm ) nl(leny (m,n € Nym = n) (1.21)
) <Z>:07 (m,n € N;0 < m <n) (1.22)

Définition 1.6.4. [15] Cette formule peut étre exprimée en terme de la fonction Gamma
pour o ¢ Z* comme suit :

( Z ) - n!FI;La—+n1j)L 1)’ (a€Ca¢Z,neN) (1.23)
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1.6.3 La fonction de Mittag-LefHler

La fonction de Mittag-Leffler prolonge naturellement ’exponentielle usuelle.

Définition 1.6.5. [26] Pour z € C la fonction de Mittag-laffler & un parametre E,(z)
est définie par :

Eu(z) = kZ:O m (o> 0) (1.24)

et la fonction de Mittag-laffler a deux parameétres E, g(z) est définie par :

kzzofoé’f o (a>0,6>0) (1.25)

Exemple 1.6.1. [21] Voici les fonctions de Mittag-Leffler pour quelques valeurs spéciales
de o et 3 :

1. E1,1<Z> = e?

e —1
2. E -

1.2(2) .

e —1—-=z
3. E1’3<Z) = T
4. F51(2%) = cosh(z)

1
5. Fy5(2?%) = = sinh(z).

z

1.7 Transformée de Fourier
Définition 1.7.1. [33],/34] La transformée de Fourier d’une fonction continue ¢(t) ab-
solument intégrable dans (—oo,00) dans le cas un-dimentionnel est définie par :

(Fe)(z) = Fle)l(z) = () —/_ ep(t)dt, (v € R). (1.26)

[e.9]

La transformée de Fourier d’une fonction ¢(t) pourt € R™ dans le cas n-dimentionnel est
définie par :

(F)@) = Fleta) = 5(a) = | vyt (@ < 7). (1.27)

La transformée de Fourier inverse dans le cas un-dimentionnel est donnée par la formule :

1 1

(F ) = F o)) = 50 = o [ e, we R, (129
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Définition 1.7.2. [33] Le produit de convolution de Fourier de deux fonctions h et ¢
dans le cas un-dmentionnel est défini par l'intégrake suivant :

—+o00

hxp=(h*xp)(x)= / h(x —t)e(t)dt, (x € R)

—0o0

Le produit de convolution de Fourier de deuzx fonctions h et ¢ dans le cas n-dmentionnel
est défini par lintégrake suivant :

b = (h* o) (x) = / h(z — )p(t)dt, (x € RY) (1.29)

n

1.8 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace intervient dans la résolution des équations et des systémes
différentiels.

Définition 1.8.1. [10/, [11], [27] La transformée de Laplace d’une fonction f de la va-
riable réelle t € R, est définie par :

(Lf)(s) = /0 T et ()dt, s € R (1.30)

f(t) est appelée loriginale de (Lf)(s).
La transformée de Laplace d’une fonction existe si l'intégrale (1.12) est convergente, pour
cela Doriginale doit étre d’ordre exponentiel «, ¢’est-a-dire : il existe M > 0 tel que :

If(t)| < Me™ pourt >T. (1.31)

avec M et T' sont deux constantes.
Dans ce cas la transformée de Laplace eziste pour Re(s) > a.
L’originale f(t) est appelée la transformée de Laplace inverse :

(L) = 5 / _:O (L f)(s)ds, ¢ = Re(s) > a. (1.32)
Exemple 1.8.1. [27]
1 L)) =1
2 L) =

on applique %‘Qtégmtion par partie :

L(t)(s) = / te”"tdt =0 + l/O ettt — -

0 s 52
1
241
Propriété 1.8.1. [27] La transformée de Laplace est linéaire :

3. L(cost)(s) =

LIf)](s) =L (Z Cifi<t)> (s) = Zci(ﬁfi)(s). (1.33)

=0 i=0
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Définition 1.8.2. Lorsque le produit f(x — t)g(t) est intégrable sur tout intervalle [0, x]
de Ry, le produit de convolution de f et g est définie par :

(f *9)(x) = /0 " o — gyt

Propriété 1.8.2. [21] Si les transformées de Laplace de f et g existent, alors la trans-
formée de Laplace du produit de convolution vérifie :

L(f *g)(s) = (LL)(s)(Lg)(s)-

Propriété 1.8.3. [21] La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre n € N* de la
fonction f est donnée par :

(n—1)

L(f™)(s) = s"(Lf)(s)— Y s" M (0"
(n—1)

= SM(Lf)(s) = Y s DM,

k=0

1.9 La transformée de Mellin

La transformée de Mellin appartient a la famille des transformées intégrales, qui éta-
blissent une relation entre une fonction ¢ et sa transformée M.

Définition 1.9.1. [11], [12] La transformée de Mellin d’une fonction p(t) d’une variable
réelle t € RY est définie par :

(Mp)(s) = /OO 5o (t)dt. (1.34)

0

et la transformée de Mellin inverse est donnée pour t € R™ par la formule :

(M™o)(1) L/C N t~%p(s)ds, ¢ = Re(s) > «

" omi )
Exemple 1.9.1. [1] Soit la fonction f définie par :
p(t)=e"

La transformée de Mellin de la fonction ¢ est :

(Mp)(s) = /Ooots_le_tdt

avec Re(s) > 0.

Propriété 1.9.1. /29, [9] La transformée de Mellin est linéaire.
Soient o, h : Rt — C deuz fonctions admettent des transformées de Mellin (My)(s),
(Mh)(s) et soient o, B € C alors :

Mlap + 5h](s) = a(Mep)(s) + B(Mh)(s)
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Définition 1.9.2. Le produit de convolution de Mellin de deuz fonctions ¢ et h donnée
sur Rt est définie pour x € R par lintégrale suivant :

e = [ eton(5) T

Propriété 1.9.2. [11] La transformée de Mellin du produit de convolution est donnée
par :

M(p xh)(s) = (M) (s)(Mh)(s).

Propriété 1.9.3. [11/, [12] La transformée de Mellin de la dérivée d’ordre n € N* de la
fonction ¢ est donnée par :

M[p'™](s) = MID"p()](s) = (=1)"(s = 1)+ (s = m)(Mgp)(s —m) (1.35)
[(14+m—s)

— W(/\Agp)(s —m) (1.36)
(—l)m%(ﬂ/&o)(s —m). (1.37)

Lorsque ¢ € C™(R™), la transformation de Mellin M[p(t)](s —m) et M[D™p(t)](s)
existent et limy_ o ys—k—1,0m—k-1) () €6 My 4 ops—b1,m—k-1)(yy] SONL finis pour

k=0,1,---,m—1, alors les relations (1.37) et (1.37) sont remplacées par :
MID"p(06) = S5 M )+ 3 Hr et
- (1.38)
et
MID"G(O)(9) = (D" s (M) =) + 3 (-1 sl ),
- (1.39)

avec m € N.

Deux propriétés simples de la transformée de Mellin sont reliées aux opérateurs élé-
mentaires M, et N, défini par :

(Myp)(x) = 2%(x), (r € R,a € C) (1.40)

et
(Na90)<x) = @(Ia)7 (ZL’ €eRaeR \ {O}> (1'41>

Les relations suivantes sont valables pour les fonctions "suffisamment bon" ¢ :
(MMyp)(s) = M_u(s) = M(s+a), (a € C) (1.42)
et

(MNop)(s) = oM (2) (@er\ {op. (1.43)
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1.10 Fonctions généralisées

Dans cette section, on présente les définitions et certaines propriétés de certains es-
paces de test et des fonctions généralisées.

Définition 1.10.1. [31/,/25] Soit R™ l'espace Euclidien & n-dimensionnel, soient x =
(X1, ,2,) ettt = (t1, - ,t,) soit des points dans R™, x -t = x1ty + - - - xpt,, leur produit
scalaire et |[t| = (12 +--- +12)V/2 dt = dt, - - - dt,,. Soient

N'={k=(ki, - ,kn),kj €N, j=1,--- ,n},
g:{k:(klv 7kn)7kjEN0;]:]-7 7”}

Les éléments k € N sont appelés multi-indices. Pour v € R" et k € Nij on utilisera les
notations :
xk:x’fl“'win; k| =k +-+k,

et

0 0 oIl
p= (2L ... 2) pro 2
(8x1’ ’ axn> ’ Oxy - - 0x,

On considere les fonctions généralisées sur §2, ow €2 est un domaine dans R™. On choisit les
fonctions de test sur € comme les fonctions infiniment différentiables aux points intérieurs
de Q avec un comportement prescrit aux points limites de Q. On note par (f, @) la valeur
de la fonction généralisée f comme une fonctionnelle sur la fonction de test p. Une
fonction généralisée f est dite réquliere si c’est une fonction localement intégrable telle

que / f(z)p(x)dx existe pour chaque fonction de test p(x) et
Q

o) = / f(@)p(x)dz. (1.44)

On suppose que la forme bilinéaire (f,p) est choisie de telle maniére qu’elle coincide avec
(1.44) dans le cas d’une fonction généralisée réquliére.

On suppose que l'espace des fonctions de test X = X (Q2) est un espace topologique
et on désigne par X’ = X'(Q) 'espace de I'espace fonctionnel linéaire continu sur X que
I’'on appelle le duel topologique de X.

Tout d’abord, on rappelle la notion de fonction généralisée concentrée en un point. Une
fonction généralisée f € X' est dit zéro sur I'ensemble ouvert G, si (f, ¢) = 0 pour chaque
fonction de test ¢ € X qui est zéro au-dela de G. L'union Oy de tous les ensembles ouverts
ou f = 0 est appelée un ensemble nul de la fonction f. Le complément de I’ensemble nul
par rapport a {2 est appelé le support de la fonction généralisée et un tel complément est
noté supp(f) = Q\Oy. Les fonction généralisée est dit concentrée au point ty, si supp(f)
est ce point ;.

La fonction classique de Dirac 6(t — ty), to € €2 définie par :

(0(t —t0), ) = (to)

et ses dérivées définies comme :

(D*8)(t —to), ) = (=)™ (D*p)(t0), (k € N"),
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Maintenant on va donner des définitions et certaines propriétés de certains espaces de
test et des fonctions généralisées. On présente d’abord 'espace des fonctions de test de
Schwartz & = S(R"), défini sur tout l'espace (2 = R") et son dual &' = S§'(R"). S est
'espace linéaire de toutes les fonctions lisses a valeurs complexes () sur R" telles que

Ymge = sup [1+ [t*"] [ D¥p(t)] < oo, (1.45)
teR™

pour tous les entiers non négatifs m € Ny et £ € Njj. La topologie de S est générée par la
collection dénombrable de semi-normes {Vm,k}fnoJ k=o- découle de (1.45) que tout ¢(t) € S
est une fonction de descente rapide et donc S est appelé 'espace des fonctions lisses de
descente rapide.
L’espace de Schwartz des fonctions généralisées S’ est I'espace dual de S. Toute fonction
généralisée f € S’ peut étre représentée sous la forme :

f{t) = D"E(),

oum € NJ et F(t) est une fonction continue de croissance lente comme |t| — oo. Par
conséquent, S est appelé 'espace de fonctions généralisées de croissance lente ou 'espace
des distributions tempérées.

Lorsque n = 1 et Q = [0,00), 'espace Sy = S.([0,00)) est défini comme 'espace des
fonctions de test constitué de toutes les fonctions lisses ¢(t) sur [0, c0) qui sont de descente
rapide comme ¢ — +o00. L’espace correspondant des fonctions généralisées S’y est I'espace
dual de §;. On présente d’abord les espaces de Lizorkin ¥, ® et W', &' des fonctions de
test et généralisées sur R™. L’ancien espace des fonctions de test W est un espace linéaire
de toutes les fonctions infiniment différentiables a valeurs complexes ¢(t) dont les dérivées
disparaissent a l’origine :

U= {o(t): p€SR"), (D) =0 (k] € No)} . (1.46)

Enfin, on introduit ’espace des fonctions de test ® qui est un sous-espace de ’espace de
Schwartz S(R™). Il se compose de ces fonctions schwartziennes ¢ € S qui sont orthogonales
aux polynomes, c’est-a-dire que :

/ tho(t)dt =0 (k € ND).

les espaces des fonctions généralisées U’ et @’ sont les espaces duaux a ¥ et @, respecti-
vement.

1.11 Théorémes de point fixe

Dans cette section on présente diverses théorémes d’existence et d’unicité basée sur
théorémes classiques qui affirment I'existence et 'unicité des points fixes de certains opé-
rateurs. On utilisera définitions connues et notions d’analyse fonctionnelle.

On présente d’abord le théoréme du point fixe de Schauder qui ne donne que 'existence
d’un point fixe sans son unicité.

Théoréme 1.11.1. /23] Soit (D, d) un espace métrique complet, soit U un sous-ensemble
conveze fermé de D, et soit'T' : U — U [’application telle que Tw : uw € U est relativement
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compact dans D.
Alors Uopérateur T a au moins un point fixre u* € U :

Tu* = u*. (1.47)

Les conditions nécessaires et suffisantes requises pour que l’ensemble U soit relativement
compact dans lespace des fonctions continues Cla,b| sur un intervalle fermé fini [a, b] de
l’axe réel R sont données par le théoréeme d’Arzela-Ascoli. Pour formuler ce théoréme, on
rappelle les définitions des ensembles équicontinus et uniformément bornés. Un ensemble
G est dit équicontinue si pour tout € > 0, il existe un 0 > 0 tel que, pour tout g € G et
tout x1, x5 € [a,b] avec |x1 — 22| < 0, on a |g(x1) — g(xa)| < €.

Un ensemble G est dit uniformément borné s’il existe une constante M > 0 telle que
lglloe < M pour chaque g € G. Le théoréme d’Arzela-Ascoli suivant peut maintenant étre
rappelé.

Théoréme 1.11.2. [23] Soit G un sous-ensemble de Cla,b] équipé de la norme de Che-
bysheuv.

Alors G est relativement compact dans Cla,b| si, et seulement si, G est équicontinue et
uniformément borné.

Ensuite, on présente le classique théoréeme du point fize de Banach dans un espace mé-
trique complet.

Théoréme 1.11.3. /23] Soit (U, d) un espa ce métrique complet non vide, soit 0 < w < 1
et soit T': U — U Uapplication telle que, pour tout u,v € U, la relation

d(Tu, Tv) < wd(u,v) (0 <w < 1) (1.48)

est vérifie. Alors lopérateur T a un point five unique u* € U.
De plus, si T* (k € N) est la suite d’opérateurs définie par :

T =T et T" =TT (k € N\{1}), (1.49)

alors, pour tout uy € U, la suite {T uo}S, converge au point fize ci-dessus u*.
On note que Uapplication T : U — U satisfaisant la condition (1.48) est appelée
application contractive ou application contractive.

Théoréme 1.11.4. /23] Soit (U,d) un espace métrique complet non vide, et soit wy, > 0
pour tout k € Ny tel que la série Y ;- , converge. De plus, soit T : U — U une application
telle que, pour tout k € N et pour tout u,v € U, la relation

d(T*u, T") < wpd(u,v) (k € N) (1.50)

est vérifie. Alors l'opérateur T a un point fixe unique u* € U. De plus, pour tout ug € U,
la suite {T*uy}3°, converge vers ce point fize u*.



Chapitre 2

INTEGRATION ET DERIVATION
FRACTIONNAIRES

Ce chapitre contient des définitions et quelques propriétés de l'intégrale fractionnaire
et la dérivée fractionnaire de différentes type (voire [31]).

2.1 Intégrations fractionnaires et dérivations fraction-
naires au sens de Riemann-Liouville

Dans cette section, nous donnons les définitions des intégrales fractionnaires et des
dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville sur un intervalle bornée de R et présentons
certaines propriétés dans des espaces des fonctions sommables et continues.

Définition 2.1.1. [31] Soit Q = [a,b],(—0c0 < a < b < +00) un intervalle bornée de R.
Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville I, et Ity d’ordre a € C, (Re(a) > 0)
sont définis par :

(12.0)) = oy [ o= 0 0 (0 > 0, Refa) > 0) 1)
et
1t .
(L f)(z) = m/ (t —x)* " f(t)dt, (x < b, Re(ar) > 0), (2.2)

ici () est la fonction Gamma.
Ces intégrales sont appelées intégrales fractionnaires a droit et a gauche respectivement.
eme

Lorsque a = n € N, les définitions (2.1) et (2.2) coincident avec les n intégrales de

la forme :
@) = [ [Cde [T s
1 xr

gy [ e 0 ey 23)

21
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(I f)) = / L / ity - / F(ta)dt,
1 b

- =T / (t— )" f()dt, (n € N) (24)

et

Définition 2.1.2. [31] Les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville DY, et
Dy d’ordre o € C, (Re(a) > 0) sont définis par :

D) = (o) e
_ ﬁ (%)n / (@ = Ny () dE, (n = [Re(a)] + 1,2 > a)2.5)

et

—1 d ! ' n—a—1 o elo "
T T(n-a) <_@) / (t = 2)"y(t)dt, (n = [Re(a)] + 1,2 < bJ2.6)

ot [Re(a)] signifie la partie entiére de Re(c).
En particulier, lorsque o = n € N alors :

(Dayy)(z) = (Dy_y) (@) = y(2);

(Diy)(@) = y™ (@), (Di_y)(x) = (=1)"y"(x), (n € N) (2.7)
ot y™ () est la dérivée usuelle d’ordre n de la fonction y(x).
Si 0 < Re(a) < 1 alors :

(DLe) = i

(D y)(x) = —ﬁ%/ (t— x)[Re(a”_ay(t)dt, (0 < Re(ar) < 1,z < b) (2.9)

Lorsque o € R alors (2.5) et (2.6) prennent les formes suivantes :

/JC({L‘ — )l @l=ey (1) dt, (0 < Re(a) < 1,2 > a) (2.8)

a

(Dgyy)(z) = ﬁ (%) /x(x — )" y(t)dt,(n = [a] + 1,2 > a) (2.10)
et
nob
D)) = s () [ =0t (= o]+ 1x <)
Tandis que (2.8) et (2.9) sont donnés par :
(D%, ) () = ﬁ% /x(;p ) Cy(t)dt, (0 < a < 1,z > a)
et

(D y)(x) = —ﬁ%/ (t—x)%y(t)dt,(0 < o < 1,2 < D).
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Remarque 2.1.1. Si Re(a) = 0, (v # 0) alors (2.5) et (2.6) donnent des dérivées frac-
tionnaires d’un ordre imaginaire :

(DE@) = rrmgrge |, (=0 0 0 € B> 0

, 1 b .
(D y)(x) = —m%/ (t — )%y (t)dt, (0 € mathbbR*, x < b)

On peut vérifier directement que les opérateurs d’intégration fractionnaire et les opérateurs
de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (2.1), (2.5) et (2.2), (2.6) des
fonctions puissance (x — a)?~! et (b— x)°~! donnent des fonctions puissance de la méme
forme.

Propriété 2.1.1. Si Re(a) > 0 et 5 € C, (Re(B) > 0) alors :

(12 (o = ")) = o = 05 (Rel@) >0, (20)

(D20 = ")) = g (o = ) (Ref) 2 0) (212
et

(10 =) )(a) = g (b= 9% (Rela) > 0) (213

(D5 (b= 0" )(0) = 15 2y (b= 0", (Rele) 2 0), 2.1

En particulier, si § = 1 et Re(a) > 0, alors les dérivées fractionnelles de Riemann-
Liouville d'une constante ne sont pas en général égales a zéro :

(r—a)™®

(b—z)

(Dg 1) (z) = Ta—a)’ (Dy 1)(x) = Ti—a) (0 < Re(a) < 1). (2.15)
D’autre part, pour j = 1,2,--- , [Re(a)] + 1,
(Dgy(t = a)*)(x) = 0,(Dy_(b— 1)) (z) = 0. (2.16)

Corollaire 2.1.1. Soit Re(a) > 0 et n = [Re(a)] + 1.

1. L’égalité (Dy, y)(x) = 0 est vérifie si et seulement si
n
y(x) =D cjla —a)*,
j=1

ouc; €R,(j=1,---,n) sont des constantes arbitraires.
En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1, on a la relation (DS, y)(x) = 0 si et seule-
ment si y(z) = c(x — a)*! avec nimporte quel c € R.
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2. L’égalité (Dy y)(x) = 0 est vérifie si et seulement si
y(x) =) di(b— )",
j=1

oud; e R,(j=1,---,n) sont des constantes arbitraires.
En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1, on a la relation (Dy_y)(x) = 0 si et seulement
siy(z) = d(b— x)*1 avec n’importe quel d € R.
Le premier résultat donne la limite des opérateurs d’intégration fractionnaires I3, f et
I f de lespace LP(a,b), (1 < p < o0) avec la norme ||f||,, et ¢ = % définie dans

Lemme 2.1.1. (a) Les opérateurs d’intégration fractionnaire IS, et If' avec Re(a) > 0
sont bornés dans LP(a,b), (1 <p < o0) :

122 Nl < KA fllps 115 fllp < KLy,

avec
B (b _ a)Re(a)
Re(a)[T(a)|
(b) Si0<a<1letl<p<l/a, alors les opérateurs I, et I sont bornés de LP(a,b)
dans Li(a,b), ot ¢ = p/(1 — ap).

Lemme 2.1.2. Soit Re(a) > 0 et n = [Re(a)] + 1. Siy € AC"[a,b], alors les dérivées
fractionnaires Dy y et Dy y existent presque partout sur [a, b] et peut étre représenté sous
les formes :

M (g v
(Dgyy)(x) = mﬂ—;ja)@ — a7+ ﬁ/ (x —t)y" "y (@)dt  (2.17)
et
N e A ) N G L L

Corollaire 2.1.2. 55 0 < Re(a) < 1,(a #0) et y € AC[a,b], alors :

(D)) = s [ - @) + [ oo )

o 1 y(b) A0
00 = [~ 7 220

(n —a)

Lemme 2.1.3. Si Re(a) > 0 et Re(3) > 0, alors les équations suivantes :

(L2 10y (@) = (L) (@) et (L f) (@) = (27 f) (@) (2.21)

sont satisfaites a presque tous les points x € [a,b] pour f € LP(a,b),(1 < p < o0). Si
a+ [ > 1, alors les relations dans (2.21) sont valables en tout point de [a,b].
L’affirmation suivante montre que la différenciation fractionnaire est une opération in-
verse de l'intégration fractionnaire a gauche.
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Lemme 2.1.4. Si Re(a) > 0 et f € LP(a,b), (1 < p < o0) alors les égalités suivantes :
(D212, F)() = f(z) et (DIEf)(@) = (), (Re(a) > 0) (2.22)
sont vérifies presque partout sur [a,b).

Propriété 2.1.2. Si Re(a) > Re(B) > 0 alors, pour f € LP(a,b),(1 < p < o0), la
relation :

(Di I8, ) (@) = 1577 f () et (D) I3 f)(x) = ;=" f(x) (2.23)
est vérifie presque partout sur |a, b].
En particulier, lorsque B = k € N et Re(a) > k, alors :

(DI f)(w) = 574 f(2) et (DML f)(2) = (1) 75 f(2). (2.24)

d
Propriété 2.1.3. Soient Re(a) > 0,m € N et D = e
T

1. Si les dérivées fractionnaires (D2, y)(x) et (Daf™y)(x) existent, alors :
(D™ D3y y)(x) = (D) ().
2. Si les dérivées fractionnaires (D§_y)(z) et (Dy"™y)(x) existent, alors :
(D™ Dy y)(x) = (=1)™(Dp=™y) ().
Pour présenter la propriété suivante, on va utiliser les espaces de fonctions IS, (LP) et
I (LP) définis pour Re(a) >0 et 1 < p < oo par :
I (L) =A{f: f =13 ¢, € L”(a,b)}
et
Iy (LP) = {f : f = Ij", ¢ € LP(a,b)}.

La composition de l'opérateur d’intégration fractionnaire I3, avec l'opérateur de dérivation
fractionnaire Dg_ est donnée par le résultat suivant.

Lemme 2.1.5. Soit Re(a) > 0,n = [Re(a)] + 1 et soit fr_o(x) = (1,5 f)(x) Uintégrale
fractionnaire (2.1) d’ordre n — «.
(a) Sil<p<ooetfell(LP), alors :

(Lo Da f)(2) = f(a).
(b) Si f € L'Y(a,b) et f,_o(x) € AC™a,b], alors I’égalité suivante :

" a)

I8, DY = - —a)* 2.2
( a+""a+ )(l‘) f(ZL‘) ;F(CM—]+1)($ (l) 9 ( 5)
est définie presque partout sur |a, b|.
En particulier, si 0 < Re(«a) < 1, alors :
« « _ fl—a(a) a—1
(Ia+Da+ )(:E) - f(l’) F(Oé) (CL’ CL) ’ (226>
oty fi_o(z) = (I,7*f)(z), pour « =n € N on a l’égalité suivante :
n—1
. f®(q
(1202 0)@) = £) = S D -yt (2.27)
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Propriété 2.1.4. Soienta > 0et 3> 0telquen—1 <a<n,m—1<p <m,(n,méeN)
et a+ (3 <mn, et soit f€ L a,b) et fro € AC™([a,b]). Alors on a :

. ot g i fﬁ—a)_j_a
(D Dzz—i— )( ) D ; Z Da+ f m

Jj=1

Lemme 2.1.6. Soient Re(a) > 0 et n = [Re(a)] + 1, et soit gn—a(x) = (I}~ “g)(z) est
Uintégrale fractionnaire (2.2) d’ordre n — c.

1. Sil<p<ooetgel (LP), alors :
(5= Dy_g)(x) = g(=).
2. Sige L'(a,b) et g,_o(x) € AC"[a,b] alors la formule suivante

()"0 (@)

07 D7 )=o) = e o, 22y
est vérifie presque partout sur [a,b].
En particulier, Si 0 < Re(a) < 1 alors :
(13 D5 g)(a) = gla) ~ e - oy, (2:29)
0l g1-a(x) = (I™*)(z), poura =n € N on a :
1y Dy o)) = g(a) — 5~ CLI0 e (2:30)

k!

k=0

Lemme 2.1.7. Sotent o > 0,p > 1,9 > 1, et (}—17) - (%) <l+alp#1etq#1 dansle
cas o () + () =1+ ).
1. Sip(z) € LP(a,b) et Y(x) € LY a,b) alors :

/ (@) (1%, ) (x)dx = / b)) (@)dz

2. Si felp (LP)etgelf (L9) alors :

[ @ = [

Maintenant, on va considérer les propriétés de (2.1) et (2.2) et les dérivées fractionnaires
(2.5) et (2.6) dans les espaces C,[a,b] et CZ|a,b] déﬁm’s en (1.14) et (2.1.1), respecti-
vement. L’existence des intégrales fractionnaires IS, f et I f dans Uespace C,la,b] et
les dérivées fractionnaires Dy, y et Dy y dans l'espace C’”[a b] sont donnés par le lemme
sutvant.

Lemme 2.1.8. Soit Re(a) > 0 et y € C.
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(a) Soient Re(a) >0 et 0 < Re(y) < 1.
St Re(y) > Re(a) alors les opérateurs d’intégration fractionnaire I$, et I sont
bornées de C,[a,b] dans C,_,a,b] :

e flloy-o < Fillflle, et I fllo, o < Fillflle,,

avec

_ [[Re()]|T(1 — Re(y))]
IT(a)|T[1 + Re(a —7)]

1

En particulier 13, et I sont bornées sur C,|a, b].
St Re(y) < Re(a), alors les opérateurs d’intégration fractionnaire I, et It sont

bornées de C,[a,b] dans Cla,b] :

1 flle < kallflle, et [ flle < kall flle,,
avec
L[Re(@)][T(1 — Re(7))|

(b — g)Relo—) _
b = (0= )R T T Rela— )]

En particulier 13, et I sont bornées sur C,|a, b].

(b) Si Re(a) > 0,n = [Re(a)] + 1 et y € CZa,b], alors les dérivées fractionnaires
D¢y et Dyt y existent dans (a,b] et peut étre représenté par (2.17) et (2.18). En
particulier DY,y et Dy y sont données par (2.19) et (2.20) respectivement, Lorsque
0 < Re(a) < 1,(a#0) ety e C,la,bl.

Lemme 2.1.9. Soit Re(a) > 0,Re() > 0 et 0 < Re(y) < 1 alors Les affirmations
sutvantes sont vraies :

(a) Si f € C,la,b] alors les deux relations de (2.21) sont vérifiées en tout point x € (a, b
et © € [a,b) respectivement. Lorsque f € Cla,b] ces relations sont vérifiées en tout
point x € [a,b].

(b) Si f € C,la,b] alors les deuz égalités de (2.22) sont vérifiées en tout point x € (a, b]
et x € [a,b) respectivement. Lorsque f € Cla,b| ces égalités sont vérifiées en tout
point x € [a,b].

(c¢) Soit Re(a) > Re(B) > 0. Si f € C,la,b] alors les deux relations de (2.23) sont
vérifiées en tout point x € (a,b] et x € |a,b) respectivement. Lorsque f € Cla,b] ces
relations sont vérifiées en tout point x € [a,b].

En particulier, lorsque f =k € N et Re(a) > k les relations de (2.24) sont vérifiées
dans leurs cas respectifs

(d) Soit n = [Re(a)] + 1 et soit fr,_o(x) = (1;5°f)(z) Uintégrale fractionnaire de (2.1)
et gn—o(x) = (I} %g)(x) lintégrale fractionnaire de (2.2) soient d’ordre n — a.
Si f € Cyla,b] et fo_o(x) € Ca,b] alors la relation (2.25) est vérifice en tout point
z € (a,b].
Lorsque 0 < Re(a) < 1 et fi_o(x) € C}la,b] Uégalité (2.26) est vérifiée
Si g € C)fa,b] et gno(x) € Cla,b] alors Uégalité (2.28) est vérifice en tout point
x € [a,b).
Lorsque 0 < Re(a) <1 et g1_o(z) € C}a,b]l’égalité (2.29) est vérifice
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Si f € Cla,b] et fr_a(x) € C"[a,b] alors (2.25) et (2.28) sont vérifiées en tout point
x € [a,b].

En particulier, Si f € C"[a,b], les relations (2.27) et (2.80) sont valides en tout
point x € [a,b)

Lemme 2.1.10. Soita € R et 0 < a < 1, et soit les fonctions f(x) et k(x) sont définis
sur [a, b] telle que :

f € Cla,b] et L(z) = /Or T %(x — 7)dT € C'a, b].

alors Vx € |a,b),

T—a+

D;:[ / k(t—u)f(u)du} @) = [ Drlb—a ) aramudut f(e) lim 15 (-0)(@)

2.2 Intégrations et dérivations fractionnaires de Riemann-
Liouville sur le demi-axe

Dans cette section, on va présenter les définitions et certaines propriétés des intégrales
et des dérivées fractionnaires de Riemann Liouville sur le demi-axe R* (voire [31]).

Définition 2.2.1. [31] Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville (2.1) et (2.2)
et les dérivées fractionnaires (2.5) et (2.6), définies sur un intervalle fini [a,b] de la droite
réelle R, sont naturellement étendu au demi-axe RT. Les constructions fractionnaires
d’intégration, correspondant o celles de (2.1) et (2.2), ont les formes suivantes :

(I3 ) () = ﬁ /0 (@ — Do (Dt (2 > 0, Re(a) > 0) (2.31)
et ] ~
(I2f)(r) = Ta)/ (t —z)* L f(t)dt, (x > 0, Re(a) > 0). (2.32)

tandis que les constructions de dérivation fractionnaire, correspondant a celles de (2.5) et
(2.6), sont définis par :

D) = () i) = o (1) [0 2

et

(D2y)(z) = ( - %)n(lﬁ‘“y)(x) = ﬁ < — %)n /:O(t —x)" e y(t)dt (2.34)

avec n = [Re(a))] + 1, Re(a) > 0,2 > 0.

Les expressions pour I§, [ et I [ dans (2.31) et (2.32), et Dg,y et D*y dans (2.33) et
(2.34), sont appelées les intégrales fractionnaires et les dérivées fractionnaires a droite et
a gauche de Riemann-Liouville sur le demi-aze RY. En particulier, lorsque o = n € N,
alors :

(Doyy)(z) = (DLy)(x) = y(x);
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(Dgy)(z) =y (x), (Dy)(x) = (~1)"y" (x), (n € N*),

ot y™(z) est la dérivée usuelle d’ordre n de la fonction y(z).
Si0 < Re(a) <1 etaz>0, alors :

D30 = i | oo (239
et
1 d [~ t
(D2y)(x) = —m%/x (t_xy)i_)me(a)] dt (2.36)

Si Re(a) = 0, (v # 0), alors les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (2.35) et
(2.36) d’un ordre imaginaire ont les formes suivantes :

(D y)(x) = F; d /OI y() dt, (0 € R\ {0},z > 0)

(1—i0)dx Jy (x—1t)®
et
D)) =~ |, gt € SRV {02 > 0)

Les opérateurs de calcul fractionnaire de Riemann-Liouville I§, et Df, satisfont les
relations (2.11) et (2.12) avec a = 0, tandis que les opérateurs de calcul fractionnaire de
Riemann-Liouville 7% et D de la fonction de puissance 27! et de la fonction exponen-
tielle e=** donnent une fonction de puissance de la méme forme et de la méme fonction
exponentielle, & part(plus) un facteur de multiplication constant.

Propriété 2.2.1. Soit Re(«) > 0.
1. Si Re(B) > 0 alors :

I'(3)

7)(0) = [ 2sae (Rela) > 0. Fe() > 0,
(D5 #971)(0) = g ey (Rela) 2 0.Re(3) > 0).

2. Si 8 € C alors :

(I N (z) = Mgﬁﬂ—l, (Re(a) > 0, Re(or + 3) < 1),

I —p)
(D7) (z) = Wzﬁﬂ_l, (Re(a) > 0, Re(ar+ 8 — [Re(a)]) < 1).
3. St Re(\) > 0 alors :
(I%e ) (z) = A%, (Re(a) > 0), (2.37)
(De™ ) (x) = A%, (Re(a) > 0). (2.38)

Lorsque 0 < a<letl<p< é, les intégrales 15 f et I¢f sont définies pour une
fonction f € LP(RY).
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Lemme 2.2.1. Soient1§p<oo,u€]R,O<a<m~|—]%,0§m§0zet

q_—l V—(ﬁ—m>q
1—(a—=m)p’ p
avec : m # 0

a) Si p <p—1, alors Uopérateur I, est bornée de X, ), (R*) vers X7, (R*):

</O+OO x“!(l&f)(x)wdxf < kl(/om x“|f(l’)|pdx);7

ot la constante k1 > 0 ne dépende pas de f.

b) Sip> ap—1, alors U'opérateur I est bornée de X (R*) vers X7 (RY) :
1

pt+1)/p (v+1)/q

( /Om x”|(faf)($)|qda:)é < k2< /0+°° x“lf(:c)v’dx)p,

ot la constante ky > 0 ne dépende pas de f.

Lemme 2.2.2. Soit 1 < p < 0.

a) Sil<p<ooeta>D0,alorslopérateur I, est bornée de LP(R") vers X7, (R") :

(s or) £ % ([ rwre) ’

b) Sil < p < Let0 < a <1, aors Uopérateur I% est bornée de LP(RY) wvers

X?, (RY) :

1/p—a

U fapmf)(x)'pdx); : Fﬁ) ([ o) :

Propriété 2.2.2. Soienta >0, 3>0,p>1leta+ (<
Si f € LP(RY), alors les propriétés du semi-groupe :

(L5 (I (@) = L (), et (12(12 ) (@) = (1277 f) () (2.39)

sont vérifies. Les relations dans (2.39) sont vérifies pour les fonctions "suffisamment bonnes”
f().

Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (D§, y)(z) et (D%y)(z) existent pour
les fonctions "suffisamment bon" y(x), par exemple pour les fonctions y(x) dans les-
pace C§°(R+) de toutes les fonctions infiniment différentiables sur R avec un support
compact.

D=

D=

Propriété 2.2.3. Sv a > 0, alors les relations :
(Dg (g f)(@) = f(z), et (DX(I2f)(x) = f(x). (2.40)

sont vrais pour les fonctions "suffisamment bon" f(z).
En particulier, les formules (2.40) sont vérifies pour f € L'(R™).
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Propriété 2.2.4. Si o > (3 > 0, alors les formules :

(D15 f)(@) = (I " () et (D212 f)(2) = (1277 f)(x)

sont vérifies pour les fonctions "suffisamment bon" f(x) telles que (par exemple) f €
LY(RT).
En particulier, lorsque f =k € N et Re(a) > k, alors :

(DMIG, f)(w) = (Ig7" f)(@) et (DMI2f)(x) = (=1)M(I27F f)(@).

Propriété 2.2.5. Soient a >0,m e N et D = %.

1. Si les dérivées fractionnaires (D§, y)(x) et (DG ™y)(x) existent, alors :
(D™D, y)(x) = (DG ™y)(x).
2. Si les dérivées fractionnaires (Dy)(z) et (D**™y)(z) existent, alors :
(D" D2y)(x) = (=1)"(D2"y)(x). (2.41)

les formules d’intégration fractionnaire par parties, analogues a celles dans le lemme
(2.1.7), pour les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville (2.31) et (2.32) et
les dérivées fractionnaires (2.33) et (2.34) sont donnés par le résultat suivant.

Propriété 2.2.6. Si a > 0, alors les relations :
“+o0o

/O ) () (L5, ) (x)d = (@) (I%p)(x)d (2.42)

0

—+00

[ D)@ - / " g@) (D% f) (@)de (2.43)

sont vérifies pour les fonctions "suffisamment bon" v, et f,g.

En particulier, (2.42) est vérifie pour les fonctions p(x) € LF(RT) et ¢(x) € LY(RT),
tandis que (2.43) pour f € I*(LP(R")) et g € I§ (LY(R")), a condition que p > 1,q >
L)+ () =1+a

Remarque 2.2.1. Les affirmations suivantes donnent la transformée de Laplace (1.30)
des intégrales fractionnaires et des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville Ig, f et
D§ y dans (2.31) et (2.33) respectivement.

Lemme 2.2.3. Soient Re(a) > 0, f € L'(0,b) pour tout b > 0 et soit l’estimation :

|f(x)] < AeP? (z > b > 0)

est vérifie pour les constantes A > 0 et pg > 0.

1. Si f € LY0,b) pour tout b > 0, alors la relation :

(LI5 f)(s) = s~ (Lf)(s)

est vérifie pour Re(s) > po.
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2. Sin=[Re(a)]+1, y € AC"[0,b] pour tout b > 0, et ’estimation suivante :
ly(x)| < Be®™® (x> b>0) (2.44)

est vérifie pour B > 0 et gy > 0, et si y*®(0) = 0,(k = 0,1,--- ,n — 1), alors la
relation :

(LDGy)(s) = s*(Ly)(s). (2.45)

est vérifie pour Re(s) > qq.

Lemme 2.2.4. Soient Re(a) > 0,5 € C et f € X1 (RT).
1. Si Re(s) <1 — Re(w), alors :

['l—a-—s)

Ty M+ ), (Re(s +a) <1).

(MG, f)(s) =

2. Si Re(s) > 0, alors :

[(s)

(MI2f)(s) = s ta)

(Mf)(s+ a), (Re(s) > 0).

Lemme 2.2.5. Soient Re(a) > 0,n = [Re(a)] + 1,5 € C et (z) € X! (RY).
1. Si Re(s) < 1— Re(a) et les conditions :

]‘i%l_’_[ISikil(ng:ay)(x)] = 07 (k = 07 L yn— 1) (246)
et
lim [xS—k—l(Ig)l_:ay)(x)] = Oa (k = Oa ]-7 T, 1) (247)

sont vérifies, alors :

'l4+a—s)

(MDg+y)(S) = F(l . S)

(My)(s — a), (Re(s —a) < 1). (2.48)

2. Re(a) > 0 et les conditions :

1ilgl+[l‘s_k_l(]7_l_ay)(x)] =0,(k=0,1,--- ,n—1)
et
lim [z~ * (1" ) (2)] = 0, (k = 0,1,--- ,n — 1)

r—00

sont vérifies, alors :

(MD"y)(s) = %ww(s ~ ). (Re(s) > 0).
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2.3 Intégrations et dérivations fractionnaires au sens de
Liouville sur axe réel

Dans cette section, on va présenter les définitions et certaines propriétés des intégrales
fractionnaires et des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville sur tout ’axe
R = (—o00, +00) (voire [31]).

Définition 2.3.1. Les intégrales fractionnaires et les dérivées fractionnaires sur R sont
définis de la méme maniére que ceur sur le demi-aze dans la section (2.2). Les intégrales
fractionnaires ont la forme :

Ue) = g [ @0 (0 (2.49)

(@) /-

et
(17 f) (x) = ﬁ / (t — o) f(t)dt (2.50)

otux € R et Re(a) > 0, tandis que les dérivées fractionnaires correspondent & celles dans
(2.33) et (2.34) sont définies par :

(DYy)(z) = <%)n(may)(m> - ﬁ(é) / S relyde (250)

et
o) = (=LY ey ) = — ! N[0 ey mar (252
@) = (=) e = g (<) [ e @5
oun = [Re(a)] + 1, Re(a)) > 0 et z € R.
Les expressions pour I$f et I¢f dans (2.49) et (2.50) et pour DSy et Dy dans (2.51)
et (2.52) sont appelées les intégrales fractionnaires et les dérivées fractionnaires o droite
et a gauche au sens de Riemann-Liouville sur tout [’axe R.
En particulier, lorsque o =n € N, alors :

(DYy)(x) = (D2y)(x) = y(=);
(Dy)(z) =y (), (D y)(x) = (=1)"y"(2), (n € N7)

ot y™(z) est la dérivée usuelle d’ordre n de y(x).

Si0 < Re(a) < 1etxeR,alors:

D) =m0y (2.53)
400
(D2y)(z) = —ﬁ% / (t — z)Bel@l=ay)at, (2.54)

Lorsque Re(a) = 0, (a # 0), alors les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (2.53)et
(2.54) d’un ordre imaginaire ont les formes suivantes :

D)@ = rgras | =0 0 0 e R e

(1—if)dx |
et
(D?y)(z) = —ﬁ%/ (t— 2)" Py (t)dt, (0 € R,z € R)
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Propriété 2.3.1. Soit Re(\) > 0.
1. Si Re(a)) > 0, alors :
(I9eM)(z) = A %M, (2.55)

2. Si Re(a) >0, alors :
(DYeM)(x) = A (2.56)

Lorsque 0 <a<letl<p< é les intégrales I f et I¢f sont définies pour une fonction

f e LP(R).

Lemme 2.3.1. Soit1 <p <o0,1 <qg<ooeta>0. Les opérateurs I et 1% sont bornés
de LP(R) dans LI1(R™) si et seulement si les conditions dans (2.37) sont satisfaits.

Soit R I'aze R complété par un point infini : R = R U {oo}. On note par Ly, Uespace
des fonctions f(x) avec un poids exponentiel w € R sur R en définissant la norme comme

suit : )
+00 P
Lp,W(R) = {f N fllpw = (/_ e_wt|f(t)|pdt) < +oo}a

avec 1 < p < 400 et On note par Lo, = C, lespace des fonctions f(x) telles que
e “?f(z) € C(R) avec la norme :

Loow(R) = Cu(R) = {f Il = I?eé]}_ge_wlf(?f)l < OO}

Les espaces Ly, (R) et Lo, (R) sont invariants par rapport a lintégration fractionnaire
de Riemann-Liouville.

Lemme 2.3.2. Soient 1 <p < oo,a >0 etw > 0.

a) Lopérateur IS est borné dans l'espace L, :

o AN N
15 b < Kl k= (2) (1< 9 < 000k =, (p = +20).

b) L'opérateur 1% est borné dans l’espace Ly, _,, :

N p\" o
anwwsmmmwmz(@O,u3p<+mxhﬂm,@=+my

1
Lemme 2.3.3. Soient a > 0,8>0 etp > 1 tel que a+ 3 < —. Si f € LP(R), alors :
p

(LI f) (@) = (I f)() et (1217 f)(x) = (127 f) ().

Les dérivées fractionnaire de Riemann-Liowville (Dty)(x) et (D%y)(x) existent pour des
fonctions "suffisamment bon" y(x), par exemple pour les fonctions y(x) dans [’espace
CS°(R) de toutes les fonctions infiniment différentiables sur R avec support compact.

Lemme 2.3.4. Sia > 0, alors pour les fonctions "suffisamment bon" f(x), les relations :
(DYIEf) (@) = f(x) et (D22 f)(x) = f(x)

sont vraies.
En particulier, ces relations sont vérifies pour f € L'(R).
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Propriété 2.3.2. Sia > (3 > 0, alors les formules :

(DLISf) (@) = (1577 f)(w) et (D212 f)(2) = (177 f) (@)
sont vérifies pour les fonctions "suffisamment bon" f(x). En particulier, ces formules sont

vérifies pour f € L'(R).
De plus, lorsque =k € N et Re(a) > k, alors :

(DHILf)(x) = I§7" f(w) et (DMI2f)(2) = (1) 127" f(2).

Propriété 2.3.3. Soient a >0,m e N et D = %.

1. Si les dérivées fractionnaires (D%y)(xz) et (DST™y)(x) existent, alors :
(D™ D{y)(x) = (DF™"y)(x).
2. Si les dérivées fractionnaires (D%y)(z) et (D**"™y)(z) existent, alors :
(D" Dy)(x) = (=1)"(D2"y)(x).

Propriété 2.3.4. Si a > 0, alors les relations :

| e = [ i@ @i (257
et 400 400
Dt e)de = [ )2 )i (259

sont vérifies pour les fonctions "suffisamment bon" v, et f,g.
En particulier, (2.57) est vérifie pour les fonctions ¢ € LP(R) et ¢ € LI(R), et (2.58) est
vérifie pour les fonctions f € I¢ (LP(R+)) etge ¢ (L%R*)), a condition quep > 1,q > 1

{OROE

Propriété 2.3.5. Soient 0 < Re(a) < 1 et f(z) € LY(R), alors les relations suivantes
sont vérifies :

(FILf) (@) = (—ix) (F f)(x)
et
(FIZf)(x) = (iz)"*(F[)(x)
(Fiz)™ = |z|~eFomison(®), (2.59)

Propriété 2.3.6. Soient 0 < Re(a) < 1 et f(x) € L'(R), alors les relations suivantes
sont vérifies :

(FDEf) () = (—iz)*(F[) (@)
et

(FD2f)(x) = (i)™ (Ff)(x),
ot (Fix)* est définie dans (2.59)
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2.4 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Dans cette section, on va présenter les définitions et certaines propriétés des dérivées
fractionnaires de Caputo.

Définition 2.4.1. Soit [a, b] un intervalle borné de la droite réelle R et soit D, y)(x) et

Dy y)(x) les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouwville d’ordre o € C, (Re(a) >
0) définies par (2.5) et (2.6) respectivement.

Les dérivées fractionnaires (°D2, y)(z) et (°Di_y)(x) d’ordre a € C,(Re(a) > 0) sur
[a,b] sont définis par les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville ci-dessus :

*®) (g
Y kf )(t—a)k]>(x) (2.60)

M1

(CDCH—y)( )= <D3+ [y(t) -

k=0
et
n—1 (k)
Dgy)(x) = (D;:_ [y<t> Sy ><x>, (2.61)
k=0 '
" n=[Re(a)]+1sia¢ Nin=a siaeN (2.62)

Ces dérivations sont appelées les dérivées fractionnaires a droite et a gauche au sens
de Caputo d’ordre «.
En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1 les relations (2.60) et (2.61) prennent les formes

sulvantes : (CDa+y>( ) = (D;}+ [y(t) — y(a)]> (),

(“Diy) @) = (D5_ly(®) = y(o))) (@),

Si o ¢ N et y(z) est une fonction pour laquelle les dérivées fractionnaires de Caputo
(“D2,y)(z) et (°Dyy)(z) dordre v € C, (Re(ar) > 0) ont une relation avec les dérivées
fractionnaires de Riemann-Liouville (D2 +y)( x) et (D§ y)(z) donnée par :

—_

n—

*) (g
(“D2.) (2) = (g () - mf_—fyll)@: )" (0 = [Re() + 1)
et
(“D5_y) (2) = (D) 0 a0 (= [Ree) 1)

En particulier, lorsque 0 < Re(a) <1 on a:

(CDaer)( ) = (Da,—l-y)( T) — %(1} —a)™",

(“Dt0) @) = D)) = P2 =),

Si a ¢ N, alors les dérivées fractionnaires de Caputo (2.60) et (2.61) coincide avec les
dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (2.5) et (2.6) dans les cas suivants :

(“Deyy) (@) = (D)),
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siy(a) =y'(a) = - =y" V(a), (n = [Re(a)] + 1),
et
(“Diy) @) = (Dy)(@).
si y(b) = y/(b) = “D(b), (n = [Re(@)] + 1).
En particulier, lorsque O < Re(a) <lona:

(“D2.y) @) = (Dy) (@), quand y(a) =0,

(“Dy) () = (D5_y)(x). quand y(b) = 0.

Si @ =n € Net la dérivée usuelle y™ (z) d’ordre n existe, alors (YD, y)(z) coincide
avec y™(z), tandis que (“D§ y)(x) coincide avec y™ (x) multiplier par une constante

(=)™
(“Dey) @) =y (@) et (“Diy) (@) = (~1)"y(2), (nEN).  (263)

Les dérivées fractionnaire de Caputo (YD, y)(x) et (“Dg_y)(z) sont définies pour les
fonctions y(x) appartenant a I'espace AC"[a,b] qui est I'espace des fonctions absolument
continues définies dans (1.10).

Théoréme 2.4.1. Soit Re(«) > 0 et soit n est donnée par (2.62). Siy € AC™[a,b], alors
les dérivées fractionnaire de Caputo (D3, y)(z) et (“Dy_y)(z) existent presque partout
sur [a, b].

1. Sia ¢ N, alors (°D% y)(z) et (“Dg_y)(x) sont données par :

D80 = ey [ =0 OO = (D)) (269

(n —«
et

CDE ) = s [ =0y e = (1) (D)), (269

ot D =4 et n=[Re(a)] + 1.
En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1 et y € AC]a,bl,

DL = gy [ = WOl = U5 D) (266)
et
C Nna 1 b —a /! 11—«
D)) =~y | =0 W Od == D@, (26)

2. Sia=n€N*, alors (YD y)(x) et (°Dy_y)(z) sont données par (2.63).

En partwulzer, lorsque « =n € N

(“DYy)(x) = (“Dy_y)(x) = y(). (2.68)

Théoréme 2.4.2. Soient Re(a) > 0, n donné par (2.62) et soit y € C"|a, b).
Alors les dérivées fractionnaire de Caputo (D¢ y)(z) et (“Dg_y)(x) sont continues sur
[a,0], (“Dg,y)(x) € Cla,b] et (“Di_y)(z) € Cla, b].
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1. Sia ¢ N, alors (°D2y)(z) et (“Dg_y)(x) sont données par (2.64) et (2.65) respec-
tivement, de plus
(“Dgyy)(a) = (“Di_y)(b) = 0.
En particulier, ils ont respectivement les formes (2.66) et (2.67) pour 0 < Re(a) < 1.

2. Sia=n €N, alors les dérivées fractionnaire de Caputo (° D%, y)(z) et (D y)(z)
ont des représentations données dans (2.63). En particulier, les relations dans (2.68)
sont vérifies.

Corollaire 2.4.1. Soient Re(a) > 0 et soit n donné par (2.62).

1. Si a ¢ N, alors les opérateurs de dérivation fractionnaire de Caputo CD3+ et “DY
sont bornés dans l’espace C™[a,b] vers l'espace Cyla,b] et Cyla,b] respectivement,
définies par (1.5) et (1.6). De plus,

19D2 ylle, < Kallyllen et €D ylle, < kallyllcn,

avec

o (b _ a)nfRe(a)
“T(n—a)|n— Re(a) + 1]
2. Si o =n €N, alors les opérateurs C D", et “Di' sont bornés dans C"[a,b] vers
Cla,b]. De plus,
1°D3yylle = llyllen et 1°Dy_ylicllylic-.

Propriété 2.4.1. Soient Re(a) > 0, Re(5) > 0 et n est donnée par (2.62), alors les
relation suivantes sont vérifies :

D2z — a) ")) = =2 (o )P (Re(B) > ),

TG -a)
(D (b= 2" )a) = g b= 2 (Rel8) > m)

et
(CD3+(x - a)k)(x> = (CDZ?—(b - I)k)(x) =0, (k =0,1,---,n— 1)‘

En particulier,
(“Dg,1)(x) = (“Dy_1)(x) = 0.

Lemme 2.4.1. Soient Re(a) > 0 ety € L>=(a,b) ou € C[a,b].
1. Si Re(a) ¢ N ou a € N, alors :

(“Dy I3 y)(w) = y(x) et (“Dp_Ii_y)(w) = y(x).
2. Si Re(a) € N et Im(a) # 0, alors :

(Iot"y)(at)
['(n—«)

)TL—O&

(“Di I y) (@) = y(x) - (r—a

et
(L) ()
I'(n —a)

(“Dp_ I y)(x) = y(z) — (b—z)".
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Lemme 2.4.2. Soient Re(a) > 0 et n est donnée par (2.62). Siy € AC"[a,b] ouy €
C"[a,b], alors :

n—1 k)
. y*)(a
e oy
k=0
et .
(150D y)(a Z C0

En particulier, si 0 < Re(a) <1 ety € AC’[a, b] ouy € Cla,b], alors :

(1o Day)(@) = y(x) — y(a) et (I Di_y)(z) = y(x) — y(b).

Propriété 2.4.2. Si Re(a) >0 et A > 0, alors :
(CDﬁ"re’\t> (z) = \*eM et (CDﬁe’M> (z) = \*e .

La fonction de Mittag-Leffler E,[\(x —a)®] est invariant par rapport a la dérivée fraction-
naire de Caputo CDg;, mais ce n'est pas le cas pour la dérivée fractionnaire de Caputo
CD. En fait, Uaffirmation suivante est vraie.

Lemme 2.4.3. Sia>0,a € R et A € C, alors :
(“ D2y Bal At = 0)) (2) = ABu[A(z — a)°]

! (CD2 1 Ba (7)) (a) = i (M),

En particulier, lorsque oo =n € N,
D"E, MMz —a)"] = E Mz — a)"]

et
D”[t"lEn(At”))(x):% () = B (),

xn+1

Lemme 2.4.4. Soienta > 0,n—1 < a <n, (n € N) tel quey € C*(R*) et y™ € L*(0,b)
pour tout b > 0, Uestimation (2.44) est vérifie pour y™(z), les transformées de Laplace
(Ly)(p), LID™y(t)] existent et hrf (D¥y)(x) = 0 pour k = 0,1,--- ,n — 1. Alors les

relations suivantes sont vérifies :

(LYDg,y)(s) = s*(Ly)(s) — Y _s*F1(D*y)(0).

En particulier, s1 0 < a < 1, alors :

(LEDf,y)(s) = s*(Ly)(s) = s*~'y(0).

Lemme 2.4.5. Soient « > 0, n —1 < a < n, (n € N) tel que y € C"(R"), y €
X1 _W(RY) et quiil existe (My™)(s +n —a) et (My)(s — a).
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1. Si Re(s) < 1— Re(n — «), alors :

n—1

( MC D&:u) (s) = F(; a o ;)s) (My)(s—a) 43 L0+ Ili (4{ « ;)n —5) [$s+n-a_k_1y(n_k_1) (w)] :O
En particulier, lorsque 0 < o < 1,
N Tl 4a—s) Fa—=38)T o o0
(M D3y)(s) = oy Mue-@) i ooy
2. Si Re(s) > 0, alors :
(MED2) o) = M5 ) e [y )]
k=0
En particulier, lorsque 0 < a < 1,
o I'(s) I'(s) omay (]
(MED2y) (5) = oy MG =)+ F o y(@)]

2.5 Intégrations fractionnaires et dérivations fraction-
naires d’une fonction par rapport a une autre fonc-
tion

Dans cette section, on va présenter les définitions et certaines propriétés des intégrales
fractionnaires et des dérivées fractionnaires d’une fonction f par rapport a une autre
fonction ¢ (voire [31]).

Définition 2.5.1. Soit (a,b), (—oo < a < b < +00) un intervalle borné de la droite réelle
R et Re(a) > 0 et soit g(x) une fonction monotone croissante et positive sur (a,b|, ayant
une dérivée continue g'(x) sur (a,b).

Les intégrales fractionnaires a droite et a gauche d’une fonction f par rapport a une autre
fonction g sur [a,b] sont définies par :

(124De) = a7 [ 1960) = 9O g OF O (> 0. Rel) >0 (269
et X ,
(7 uDle) = 75 [ 1) = @I ' OOt (@ < b Rel@) >0, (70)
e Lorsque a =0 et b = o0, on obtient :
(50 P)e) = a7 [ 1960) = 9O g OF O (0> 0. Re() >0, (271)
1 = -1 7
(12 f)(x) = W/ lg(t) — g(x)]* g (t) f(t)dt, (x > 0, Re(a) > 0). (2.72)
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e Lorsque a = —o0 et b= 00, on obtient :
(I£4f)(w) = ﬁ /_ [9(z) — g()]* " g (1) f()dt, (x € R, Re(ar) > 0), (2.73)
(L2 f)(x) = ﬁ /OO[g(t) —g(0)]* g @) f(t)dt, (z € R, Re(ar) > 0). (2.74)

Les intégrales (2.69) et (2.70) sont appelées les intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville sur un intervalle borné [a,b], (2.71) et (2.72) les intégrales fractionnaires de
Riemann-Liouville sur un demi-axe RY | tandis que (2.73) et (2.74) sont appelés les
intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville sur tout l'aze R. Si ¢'(x) # 0, (—00 < a <
x < b < 00), alors les opérateurs dans (2.69)-(2.70), (2.71)-(2.72) et (2.73)-(2.74) sont
exprimées via les opérateurs de Riemann-Liouville (2.1)-(2.2), les opérateurs de Riemann-
Liouville (2.31)-(2.32) et (2.49)-(2.50) par :

(134 o) (@) = (Qolgia) + Qg (@), (I 4 f)(x) = (Qulgie) — Q' (),

(164 g ))(x) = (Qulg0) + Q5 (@), (12, f)(@) = (Qoly(1o0) — @y (@),
et
(IS g N)(@) = QoI5 o) + Q;  )(@), (12, )(2) = (Qylg1oe) — @ (),

ot Qg est l'opérateur de substitution

(Qqf)(x) = flg(x)],

et Q;l est son opérateur inverse. Par conséquent, le Les propriétés des intégrales (2.69)-
(2.74) découlent des propriétés correspondantes des intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville et Liouville données dans les sections (2.2)-(2.3). Par exemple, les affirmations
sutvantes sont valables, généralisant celles dans (2.11), (2.13), (2.55) et (2.37).

Propriété 2.5.1. Soient Re(a) > 0 et Re(3) > 0.

1. Si fi(z) = [g(@ - g(a)] B_l, alors :

a+(6—1
(20 @) = o 1 7 900 — 9(@)] (2.75)
2. 8 f_(x) = [g(b) — g(:z:)] ﬁ_l, alors :
a _ F(ﬁ) at+f-1
(50 f @) = 1 5 7 190) — 9)
Propriété 2.5.2. Soient Re(a) > 0 et A > 0, alors :
( [igexgu)) (z) = A~2e@
et
(12,670 ) (@) = A2, (2.76)

La propriété de semi-groupe est également vérifie.
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Lemme 2.5.1. Soient Re(a) > 0 et Re(3) > 0, alors les relations :

(I g Tav o 1) (@) = (IeTg N (@), (I Iy o) (@) = (17 ) (x)
et
(IS L g ) (@) = (IS ) (), (12,12 ) () = 1257 ) (@)
sont vérifies pour les fonctions "suffisamment bon" f(x)
Soient g'(x) # 0, (o0 < a <z < b < +00) et Re(a) > 0, (o # 0) et soient n =
[Re(a)] + 1 et D = 2L Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Liouville
d’une fonction y par rapport & g d’ordre «, (Re(a) > 0,0 # 0), correspondant auz

intégrales de Riemann-Liouville et de Liouville dans (2.69)-(2.71), (2.72)-(2.74}) et (2.73)-
(2.74), sont définis par :

(D2 (@) = (D) i) = s (550) [ lae=g(0 g Ou)at, (= > o),

« “ (2.77)
(D5 (@) = (~==5D) 5@ = 5 (~50) [ O =st@r =g )t (= < )
(2.78)
et
D5 @) = (550) i) = s (550) [ la@=g(0l g (utat, (a > o),
(2.79)
02 )@ = (= 550) ()@ = o (D) [ =g o o>
! @) ) e Y T T\l ), g
(2.80)
et
(02 @) = (D) U 0)@) = s (D) [ l=atr = g oy o € ),
(2.81)
D2 @) = (= 50) 15 = s (o 0)” [ la0-gl =g o, (€
— g ) B = Ty P) ), et v
(2.82)

Lorsque g(x) = x, (2.77) et (2.78) coincident avec les dérivées fractionnaires de Riemann-
Liouville (2.5) et (2.6) :

(Dgy29)(x) = (Dgyy) (@) et (D ,y)(x) = (Dy_y)(x),
(2.79) et (2.80) coincident avec les dérivées fractionnaires de Liouville (2.33) et (2.10.1) :
(D54 .9)(x) = (Dgyy)(x) et (D2 y)(x) = (D2y)(x)
(2.81) et (2.82) coincident avec les dérivées fractionnaires de Liouville (2.51) et (2.52) :
(DS 2y)(x) = (DYy)(x) et (D2 y)(x) = (D2y)(x).

Lorsque a« = n € N, les dérivés fractionnaires généraux ci-dessus (2.77)-(2.82) ont les
formes suivantes :

(D3, 0)(2) = (D} ) (@) = () (o), (28)
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(D3 ) = (07 9)(@) = (= —50) "ot

En particulier, n =1 on obtient :

1 _ (Pl r) = y' (v
(Dot g¥)(@) = (Dy gy)(x) (o)
(Db—,gy)( ) (D—,gy)< ) g/<x> .

Les résultats suivants généralisant ceuz des (2.12), (2.14) et (2.38), (2.56), sont analogues
a ceuxr des propriétés 2.5.1 et 2.5.2 :
Propriété 2.5.3. Soient Re(a) >0, (a # 0) et Re(B) > 0.

1. Siyy(x) = [g(x) — g(a))"™", alors :

(Dggy+)(x) = m=——[g(x) — gla))”"". (2.84)

2. Siy_(x) = [g(b) — g(x)]”"", alors :

(D5 -)(o) = 3 g lot) = g

8 —a)
Propriété 2.5.4. Soient Re(a) >0, (o #0) et A > 0. Alors :
(D‘j“_vge)‘g(t))(:v) = \*M(@),

et
(Digeng(t))(x) — \¥% (@) (2.85)

Analogue auz propriétés des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et Liouville,
présentées dans les sections 2.1-2.3, il existe des propriétés correspondantes a les dérivées
fractionnaires généraux dans (2.77)-(2.82).

En conclusion, nous considérons les cas spéciaux sutvants des intégrales générales et dé-
rivées (2.71) et (2.72) avec g(x) = 27, (0 > 0) :

(I, o ) () = ﬁ /0 7 — ) Y (Wt (2 > 0, Re(a) > 0), (2.86)
(1% o ) (x) = ﬁ / (t7 — 2°)* 4L (D) dt, (x > 0, Re(a) > 0) (2.87)
el 1-n z x
(Diaet)o) = o@D [ =y eyt (o > 0),
(D2 se)lo) = s (=D [ =2 e (o > 0)

(Re(a) > 0, (@ # 0),n = [Re(a)] + 1 et D — di

Xz
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On note que I§, - f et I o [ sont reliés auz intégrales fractionnaires Ig' f et I®f par :

(U e F)(@) = (1S (9)) (27) = (No I, N1 f) (@), (& > 0) (2.89)
et
(1% @) = (I2£(9)) (27) = (N,A2N, f) (@), (@ > 0) (2.80)

ot N, est un opérateur élémentaire donné par (1.41).

Comme cas particulier de (2.75), (2.84) et (2.76), (2.85), nous avons les résultats sui-
vants :

Propriété 2.5.5. Soient 0 > 0 et Re(a) > 0, (a #0).
1. Si Re(a) > 0 et Re(3) > 0, alors :

(ot ) 0) = iy e

et

(Do gow-nt7) (@) =
2. Soient Re(a) > 0,(ac # 0) et A > 0, alors :
(12 o) ) = A2
et
(D oe ™) () = A% ™.

En utilisant les représentations (2.88), (2.89) et la relation (1.43), en prenant compte
(2.45), on obtient la transformée de Mellin des intégrales fractionnaires générales (2.86)

et (2.87).

Lemme 2.5.2. Soient Re(a) >0, 0 >0 et f € X}, (R").
1. Si Re(s) < o[l — Re(a)], alors :

I'l—a—s/o)
['(1-s/o)

(MIGy o f)(s) = (MS)(s +oa).

2. Si Re(s) > 0, alors :

(MI 1 1)6) = e (M) (s + o)
2.6 Intégrations fractionnaires et dérivations fraction-
naires de type Erdélyi-Kober

Dans cette section on va présenter les définitions et certaines propriétés des intégrales

et dérivées fractionnaires de type Erdélyi-Kober et leurs cas particuliers (voire [31], [20]
et [25]).
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Définition 2.6.1. Soit (a,b), (—o0 < a < b < 00) est un intervalle borné du demi-aze
RT et soit Re(a) > 0,0 > 0 et n € C. On considére les intégrales & gauche et a droit
d’ordre a € C, (Re(«) > 0) définie par :

(Lo omf)(2) = %{jm / I(a:" — ) D dE (0 < a <z < b<oo) (2.90)
et
oz [°
0y le) = T3 / (t7 — 27)o 100D =L f () ar (0 < a < 2 < b<o0).  (2.91)
e Lorsque a = —oo et b = oo, on va utiliser les notations suivantes :
ggp—olatn) o
(IS 5 f)(x) = T /_OO(SU” — 1) e f(6)dt, (> 0) (2.92)
et JP.
(12, ,.N)(x) = T(a) L (t7 — zo)e loUmemm=1 f()dt (x> 0) (2.93)

Les intégrales (2.90) et (2.91), ainsi que (2.92) et (2.93), sont appelés les intégrales frac-
tionnaires de type Erdelyi-Kober.
e Siocg=2,a=0 etb= o0, alors les intégrales (2.90) et (2.93) sont donnés par :

op—2atn)
(1o $)@) = o) = Tz [ =B W i@ >0) (209
et
(Ko f)o) = (75, 0)0) = 2o [ =)y 107200 oy (o> 0). (299

Ces opérateurs sont appelés les opérateurs Erdélyi-Kober.
e Siog=1,a=0 etb= 400, les intégrales dans (2.90) et (2.93) prennent les formes
sutvants :

x— e

(Ia)@) = (y10/)() = Ty

/Ox(g: — )M f(t)dt, (z > 0)

et
ol

(Kyuf)0) = (13, 0)(0) = s [ (=0 070 (o> ).

Ces opérateurs sont appelés les opérateurs de Kober ou les opérateurs de Kober-Erdélyi.
En utilisant les opérateurs M, et N, définis dans (1.40) et (1.41), on peut réécrire (2.90)
et (2.91) en termes d’intégrales fractionnaires de Riemann-Liowville (2.1) et (2.2) sous
la forme suivante :

(I ) () = (No Moy 8 MyN1 £)(), (0 < 0 < 2 < b < +00)

et
(2 ) () = (N My I M oy N1 f)(@), (0 S @ < 2 < b < +00).

De méme, (2.92) et (2.93) ont les représentations suivantes en termes d’intégrales frac-
tionnaires de Liouville (2.49) et (2.50) :
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(12 5y F)(@) = (No Moy IEM, N, £)(2), (2 > 0),

(12 ) £) (@) = (No My 1Moy No £) (), (2 > 0).

Zom
En particulier, les intégrales dans (2.94) et (2.95) sont représentés par les intégrales frac-
tionnaires de Liouville (2.31) et (2.32) de maniére suivante :

(Inaf)(@) = (NoM_oy 5, My N1 f) (), (x> 0),
(Kpaf)(@) = (N2MyI"M_o N1 f)(2), (x> 0),
tandis que (2.49) et (2.50) prennent les formes suivantes :
(Iyaf) (@) = (M_apl5y My f)(x), (z > 0),
(K, of)(x) = MyI®M_, f)(z), (x > 0).

Lemme 2.6.1. Soient Re(a) >0 et 1 < p < oo.

1. 510 <a<b< oo, alors les opérateurs I3, ,,

et I

b o SOnt bornés dans LP(a,b).

1
2.5 a=0,b= 400 et Re(n) > —1 + — est borné

(po)’

dans LP(RT). En particulier, les opérateurs I, . et 1", sont bornés dans LP(RT) a

’ 1 o
alors I’ opérateur I, ..

1 1
condition que Re(n) > —1 + — et Re(n) > —1 + —, respectivement.
p

(2p)

3. Sia=0,b=400 et Re(n) > — alors 1" opérateur I¢ . est borné dans LP(R™).

1
) o

En particulier, les opérateurs K, o et K,
1
Re(n) > — 5~
(2p)
La propriété de semi-groupe est également vérifie

Lemme 2.6.2. Soient Re(a) > 0, Re(f) >0 et 1 <p < 0.
a) Si0<a<b<ooetfe LP(ab), alors :

(L4 L N@) = It e, /) (@)

a+,0,n" a+,0,n+o a+,0,m

o sont bornés dans LP(R1) a condition que

1
et Re(n) > ——, respectivement.
p

et
(II?L,U,n[bﬂ—,a,n—i—af) ('x) = (I?—Jr,f,nf) (33')

1
b) Sia=0,b=+4o0, f € LP(RT) et Re(n) > —1+ o)’ alors :
o

(I8 oo omad @) = (L5, f (@),
En particulier :

1
e St Re(n) > —1+ ——, alors :

(Inalyrapsf)(@) = (Iyarsf) (),

1
e Si Re(n) > —1+ > alors :

Uyalyrapf)(@) = (L) opsl)(@).
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1
¢) Sia=0,b=+4o00, f € LP(RT) et Re(n) > o)’ alors :
o

(Iganlgowraf)( ) (Ig—gﬁnf(x)'

En particulier :

1
e 5i Re(n) > ———, alors :

(Kn,aK +a,@f)( ) = ( na—l—ﬁf)( )
: 1 _
e Si Re(n) > 5 alors

(Koo ) () = (K oy 5 ) (@)

Lemme 2.6.3. Soient Re(a) > 0 et 0 < a < b < 00, alors les relations suivantes sont
vérifies pour les fonctions "suffisamment bon" f(x) et g(x) :

b b
/ 2 (@) (12, 00 (w)dz = / () (IE ().

Sia=0 etb=+o0, alors :

+00 +00
| e @ s = [ e @0, e

En particulier,
+00 +o0
/ £ (@) (Ipag) (2)dz = / 29(2) (Ko f) (2)da
0 0

+o0

+o0o
@ = [ @ e

Soient Re(a) > 0, (a # 0), n = [Re(a)] + 1, 0 > 0 et n € C.Les dérivées fractionnaires
de type Erdelyi-Kober, correspondant aux intégrales fractionnaires de type Erdelyi-Kober
(2.90) et (2.91) sont définies par :

e Si0<a<z<b< oo alors :

—0 1 " agln

(D) =7 (D) a0 )0 296)

et . "
(D5 )0 =207 (< D) O o) (207
d
avec D = —.
e Lorsque a = —o0 et b= +00, ces définitions sont données par :
6% —0 1 " og(n n—«
(D ) =27 (D) IS ),



48 CHAPITRE 2. INTEGRATION ET DERIVATION FRACTIONNAIRES

o o «a 1 ! g(n—n—a n—o
<D,U,ny><x>:x<"+>(— _1D) GO (), (298)

ox°

e Lorsque o = 2, les relations (2.96)(avec a = 0) et (2.98) sont données par :

1
2x

(DF o)) = (DG 5 0)(x) = 2 ( D) 2 (L o) (@),

2x
e Lorsque o = 1 les relations (2.96)(avec a = 0) et (2.98) sont données par :

(Dyoy)(@) = (Dgy 1 9)(2) = 27 "D 2" (Lo n—ay) (),

(Dyat)(@) = (D2 yy) (@) = & (=D")a" " (Kyrann—ay)(2).
Si on suppose que a =n € N dans (2.96) et (2.97), alors on obtient :

_ « n 1 ! n—m—ao
(Dpay) (@) = (D2 5 0y) () = a7 (__D) 22 (Kt ann—al) (7)),

1

O-:CO'—I

(D2 ) (@) = (D7, ) (@) = 2~ ( D) 2Ty ),

n n o n 1 " —0
(D)) = (D" ) (0) =707 (D) a1y,
En particulier, lorsque o =2, a =0 et b= +00 on a :
_ 1 " o
(D)) =a (3D o),

1

(D, ) (x) = 22 (__

o D) ™y ()

et lorsque c =1, a=0 et b= 400 on a :

(Dyoy)(@) = &~ "D"a" My (z),

(Dyuy)(x) = ™" (= D)"a"y(x).
Les opérateurs de dérivations fractionnaires de type Erdelyi-Kober dans (2.96) et (2.97)

fournissent des opérations inverses auz opérateurs de type Erdelyi-Kober (2.90) et (2.91)
a gauche.

Propriété 2.6.1. Si Re(a) > 0 et 0 < a < b < oo, alors pour les fonctions "suffisamment
bon" f(x), les formules :

(Dg+,a,n[g+,0,nf)($) = f(z) et (Dgé—,o—,n]ba—,a,nf)(x) = f(x),

(D4 o 61 0nf) (@) = flz) et (D2, I ., f)(x) = f(z)
sont vérifies.

En particulier :
e Sio=2, alors :

(Dyalnaf)(@) = f(x) et (D, 0 f)(@) = f(2),
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e Sio=1, alors :

DI f)(w) = f(2) et (Dy Ky f)(@) = f(2).

La transformation de Mellin (1.34) des intégrales fractionnaires de type Erdelyi-Kober
1§ o0t €t 12, f sur le demi-aze R* sont données par le lemme suivant.

Lemme 2.6.4. Soient Re(a) > 0, 0 >0, n € C et f € LP(RT) avec 1 < p < 2, on
suppose que s = (%) +10, (6 € R).

1. Si Re(n —s/o) > —1, alors :

I'(l14+n—s/o)

(MU, 0 f)(s) = T+n+a—s/o)

(MF)(s).

En particulier :
e Si Re(n—s/2) > —1, alors :

I'(1+n—s/2)

(MI, o f)(s) = T(1+7n+a-—s/2)

(M[)(s).

e Si Re(n—s) > —1, alors :

I'l+n—s)
Fl+n+a-—s)

(ML, . f)(s) = (Mf)(s).

2. Si Re(n+s/o) >0, alors :

L(n+s/o)

(MI 0, )(6) = 0 ot (MAE)
En particulier :
e Si Re(n+s/2) >0, alors :
(MEa)5) = s (M),
e Si Re(n+s) >0, alors :
(MEuf)(8) = S (M)

2.7 Intégrations fractionnaires et dérivations fraction-
naires de type Hadamard

Dans cette section, on va présenter les définitions et certaines propriétés des intégrales
fractionnaires et dérivées fractionnaires de type Hadamard (voire [31], [3], [4], [5], [17] et

[19]).
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Définition 2.7.1. Soit (a,b), (0 < a < b < o0) un intervalle borné du demi-axe RT et
soit Re(a) > 0 et p € C. On va considéré les intégrales fractionnaires a droit et a gauche
d’ordre o € C, (Re(a) > 0) définis par :

(%) (x) = ﬁ / ’ (1o %)“1 FLF(t)dE, (a < 7 < b) (2.99)
et
(I F)(x) = ﬁ / (log i) EUF(t)dE, (a < @ < b). (2.100)
Lorsque a = 0 et b = 400, ces relations sont donnés par :
o) =i [ (3) (o) w0 o
et
(I2f)(x) = %a) / (log é) t~1f(t)dt, (z > 0), (2.102)

Les intégrales fractionnaires, plus générales que celles de (2.101) et (2.102) avec u € C,
sont définis par :

@) = i [ (L) (os3) om0 o)

T

et
1 T

(2,06) = 17 / m (—)“ (log 2) T F(t)dt, (z > 0). (2.104)

t

L’intégrale dans (2.101) a été introduite par Hadamard. Par conséquent, les intégrales
(2.99), (2.100) et (2.101), (2.102) sont appelés les intégrales fractionnaires d’Hadamard
d’ordre a.Les intégrales générales (2.103) et (2.104), introduites par Butzer et al, sont
appelés les intégrales fractionnaires de type Hadamard d’ordre a.

Soit 0 = D, (D = L) étre la 6-dérivée (1.16). Les dérivées fractionnaires de Hadamard
d’ordre a € C, (Re(a) > 0) a droite et & gauche sur (a,b) sont définis par :

(Dg y)(x) = 0" (1) "y)(x) = (I%>n ﬁ /az (log %)n_aﬂ tly(t)dt, (a < x < b)

e (2.105)
et
n b n—a+1
D5 0@) = () = (<o) e [ (eet) 0@ <o <
’ (2.106)
oun = [Re(a)] + 1.
Lorsque a = 0 et b = 400, on obtient :
. d
(D)) = 0" 157, (2 0.6 =) 2.107)

(D) (z) = (=6")(I"*y)(z), (x > 0,0 = x%) : (2.108)



2.7. INTEGRATIONS FRACTIONNAIRES ET DERIVATIONS FRACTIONNAIRES DE TYPE HAIL

Les dérivées fractionnaires de type Hadamard d’ordre «, plus générales que celles dans
(2.107) et (2.108) avec p € C, sont définis pour Re(a)) > 0 par :

(D5 9)(x) = 2" (15 y) (@), (2.109)
(D2 y)(x) = at(=6")z (1" Py) (@), (2.110)

d
otx >0,0=ux-—, Re(a) > 0 et I}y, 1" *y sont les intégrales fractionnaires de type

Hadamard (2.103) et (2.104) d’ordre n — «a, (n = [Re(«)] + 1).
Lorsque a = m € N, alors :

(Dg4y)(x) = (0"y)(2) et (Dy2y)(x) = (=1)"(0"y)(x)

avec 0 <a<zr<b<ooet

(Dg} uy)(x) = a0™zH(y)(x) et (DT y)(x) = a*(=0")a""(y)(x)

avec r > 0.
On peut vérifier directement que les intégrales fractionnaires et dérivées fractionnaires
d’Hadamard (2.99), (2.105) et (2.100), (2.106) des fonctions logarithmiques [log(z/a)]®~*

et [log(b/x)]?~! donnent des fonctions logarithmiques de la méme forme.

Propriété 2.7.1. Si Re(a) >0, Re(f) >0 et 0<a<b< +o0o, alors :

et o
(o2 (i) 0= 2 ()
) Yot

b\ T AN
(D?— (vs) )‘”Z%(hgz) |
En particulier :

o Lorsque f = 1 et Re(a) > 0, alors les dérivées fractionnaires d’Hadamard d’une
constante, en général ne sont pas égaur a z€ro :

(D50)0) = s (2) et D 00) = s (1wt )

e Lorsque 0 < Re(a) < 1, alors :

(D;g <log 2) H) (2) = 0 et (D,‘j‘ (log %)a_]) () =0,

avec j = [Re(a) + 1].
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Lemme 2.7.1. Soient Re(a) >0, n = [Re(a)]+1 et 0 <a <b< +o0.
1. L’égalité (Dg, y)(x) = 0 est vérifie si et seulement si,

n

y(@) =Y ¢ <1Og g) -

Jj=1

ouc; €R,(j=1,---,n) sont des constantes arbitraires.
En particulier, Lorsque 0 < Re(a) < 1, la relation (DS, y)(x) = 0 est vérifie si et

r\ a1
seulement si y(r) = ¢ <10g —) pour toute ¢ € R.
a

2. L’égalité (Dg y)(x) = 0 est vérifie si et seulement si,

n b ogfj
y(x) =Y d, (10g 5) ,
=1

oud; €,(j=1,---,n) sont des constantes arbitraires.
En particulier, Lorsque 0 < Re(a) < 1, la relation (Dg y)(x) = 0 est vérifie si et
a—1
seulement si y(x) =d (log — pour toute d € R.
T

1l peut également étre directement vérifié que les intégrales fractionnaires et les
dérivées fractionnaires de type Hadamard (2.101)-(2.104) et (2.107)-(2.110) de la
fonction puissance x° donne la méme fonction, a part un facteur de multiplication
constant.

Propriété 2.7.2. soient Re(a) > 0,5 € C et p € C.
1. Si Re(B+ p) >0, alors :

(154 ,°) () = (u+ B)~a” et (DG ,t°)(x) = (p + B)*a”.
En particulier, si Re(3) > 0, alors :
(I5:°) () = B2 et (D§,17)(x) = p*a”.
2. Si Re(f — 1) < 0, alors :
(12,4 (@) = (= B)"*a” et (D2 17)(x) = (n — B)*a”.
En particulier, si Re(3) < 0, alors :
(127)(x) = (=B) 2" et (D2t7)(z) = (=F)*”.

Les intégrales fractionnaires d’Hadamard (2.99)-(2.100) avec 0 < a < b < oo sont définis
sur LP(a,b) les intégrales fractionnaires de type Hadamard (2.101)-(2.104) sont définis
sur XP(R™).

Lemme 2.7.2. Soient Re(a) >0, 1 <p < o0 et0<a<b< oo, alors les opérateurs I$,
et I sont bornés dans LP(a,b) comme suit :

[z A1, < Bl et (|1 fIL, < Bl
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1 log(g) . 1 log(g) t
/ e =1ervdt et Ky = —/ Hhe(@=1o=53 4t
a)| Jo ()] Jo

e fllo S E N flle et 1I-f]lo < K]l s

1 b Re(a)
= log —) :
P(@)] ( a

Lemme 2.7.3. Soient Re(a) >0, 1 <p<oo,ceRetpeC.

o

En particulier,

o

1. Si Re(p) > c, alors lopérateur 1§, , est borné dans XE(R™) comme suit :

” 0+ufHXP —K+||f||xp7(KJr [Re(p) —c|” Re(a)).

En particulier, si ¢ <0 Uopérateur 1§, est borné dans XP(R™) on a :

1265 || e =

2. Si Re(n) > —c, alors lopérateur I® , est borné dans XE(R™Y) comme suit :

(0 = [ )

172 ol o < K5 1l (K5 = [Re(p) + ¢ 77(€)).
En particulier,si ¢ > 0 Uopérateur 1% est borné dans X?(R*) on a :
”Hf”XCP <Ky |[fllyr (Ky =)

Propriété 2.7.3. Soient Re(a) > 0, Re(5) >0 et 1 < p < 0.
1. 810 <a<b< oo, alors pour LP(a,b) on a :

1000, f =15 f(c<0) et IFT) f =127 f (¢ >0). (2.111)
2. 85peC,ceR,a=0 etb=+o0, alors pour f € XP(R") on a :
1§ 15 f = 1500 f (Re(p) > ¢) et 1%, 17, f = I*10f, (Re(p) > —c).  (2.112)
En particulier, lorsque p =0,
IG5 f =I5 f (e <0) et I21Pf = 1°TPf (¢ > 0).

Les conditions d’existence des dérivées fractionnaires d’Hadamard (2.105) et (2.106) sont
données par 'affirmation suivante.

Lemme 2.7.4. Soient Re(a) > 0 et n = [Re(a)]+1. Siy € ACY(a,b), (0 <a <b< ),
alors les dérivées fractionnaires d’Hadamard Dy y et Dy y existent presque partout sur
la,b] et peuvent étre représentées sous les formes suivantes :

n—1

Day) Z T( 1 n k —a) <log g)m * ﬁ /w (105’; %)n_a_l (0"y) ()t
- (2.113)
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et
n—1 _1\k( Sk k—a _1\n b n—a—1
(Dy_y)(x) = —(F(i)—i—((li g)g))) (log g) + —an 1—>a) / (log é) (6"y)(t)dt,
o (2.114)
En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1, alors pour y € AC on a :
D)) = s (108 ) b [ (os7) 0 @)

(Dy_y)(x) = % (log g) o F(l;_a) /: <log %) - y’(t)% (2.116)

Les compositions entre les opérateurs de dérivation fractionnaire (2.105)-(2.110) et d’in-
tégration fractionnaire (2.99)-(2.104) sont données par la propriété suivante.

Propriété 2.7.4. Soient o € C et 3 € C tel que Re(a) > Re(3) > 0.
1. Si0<a<b< o etl<p<oo, alors pour f € LP(a,b) on a :

DI I f=15"fetD) It f=1""Ff. (2.117)
En particulier, si 5 =m € N, alors :
DI, f = IST™f et DY I f = 127" f. (2.118)
2. SipueC,ceR,a=0 etb=-+oo, alors pour f € XP(RT) on a :
Dy, I8, f =I5 f(Re(n) > ¢) et D7 1% f = I* .V f(Re(p) > —c).

En particulier,
e Si=méeN, alors :

Dg' A f = 167 f(Re(p) > ¢) et D™ 1% f =12 " f(Re(p) > —c).
e Sipu=0etmeN, alors :
DI IS f=1I3"f,(c<0) et DPIof =T7Pf, (¢ > 0).
Dyt Is f=157"f,(c<0) et D"I*f = 12" f (c > 0).
Les dérivées fractionnaires de type Hadamard (2.105), (2.106) et (2.109), (2.110) sont
des opérateurs inverses des intégrales fractionnaires correspondantes (2.99), (2.100) et

(2.103), (2.104)

Propriété 2.7.5. Soit Re(«) > 0.
1. Si0<a<b< o etl<p<oo, alors pour f € LP(a,b) on a :

DE IS f = f.(c<0) et DYI f = f.(c > 0).



2.7. INTEGRATIONS FRACTIONNAIRES ET DERIVATIONS FRACTIONNAIRES DE TYPE HAIL

2.5 peC,ceR,a=0,b=+oo, alors pour f € XP(RT) on a :
D3, g uf = 1, (Re(u) > ¢) et D ,I° f = f,(Re(u) > —c).
En particulier, st p =0, alors :
Dy IS f=f.(c<0) et DXIf = f, (c>0).

Le résultat suivant donne la formule de la composition de [’opérateur d’intégration
fractionnaire 13, avec ['opérateur de dérivation fractionnaire Dy

Théoréme 2.7.1. Soient Re(a) > 0, n = —[—Re(a)] et 0 < a < b < o0. Soit aussi
(177 %y)(x) est lintégrale fractionnaire de type Hadamard de la forme (2.99).
Siy € L(a,b) et (I;7%y)(x) € ACY[a,b], alors :

(I8, Dy y) (@) = y(w) = ) (5’;‘(04(1511:1)1;@ (108 g)a_k. (2.119)

En particulier, siao =n € N et y € AC}[a,b], alors :

(12 D)) = i) — 3 T (105 2" (2.120)

Lemme 2.7.5. Soit Re(a) > 0.
1. Si0<a<b<oo, alors :

(Lo Dayy)(z) = y(x), (y € 13 (L7))
et
(Lo Dy_y)(x) = y(z), (y € (L))
2. SipueC,ceR,a=0 et b= o0, alors :

(164, D6 0) () = y(2), (y € 15, (XE), Re(p) > c)

et
(12,02 y)(x) =y(z), (y € I2 ,(X?), Re(p) > —c).

En particulier, lorsque =10 on a :

(Lo Doy y)(x) = y(2), (y € 15, (XE2),c < 0)

et
(I°D%y)(z) = y(x), (y € I*(X?),c > 0).

Maintenant nous considérons les propriétés des intégrales fractionnaires d’Hadamard
(2.99), (2.100) et des dérivées fractionnaires d’Hadamard (2.105), (2.106) dans les espaces
O, 10gla, b] et CF[a, b] définis respectivement en (1.7) et (1.8). L’existence des intégrales
fractionnaires I$, f, Iy f dans l'espace C, ogla,b] et des dérivées fractionnaires DS v,
Dy' y dans 'espace 057 [a, b] sont données par 1'assertion suivante.
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Lemme 2.7.6. Soient 0 < a < b < 0o, Re(a) >0 et 0 < Re(v) < 1.

@)

b)

St Re(y) > Re(a) > 0, alors les opérateurs d’intégration fractionnaires 1$, et Ij*
sont bornés dans C,og]a, b] vers Cy_q 10g(a,b] :

1ze e < ke, et 151l

y—a,log

<k flle

~.log ’

,log —a,log

ol

(1 9 Re(a) T(Re(oz)) ‘F(l — Re(’y))}
P = (l ga) |F(a)|F(1 + Re(a —fy)) ’

En particulier, IS, et I;* sont bornés dans C. jog(a, b].
St Re(y) < Re(a), les opérateurs d’intégration fractionnaires 13, et It sont bornés
de C,10g]a, b] vers Cy_q0g]a, b] :

12 flle < k2 liflle,,,, et 11 Fllo < R lIflle

Y
v,log

\log

o

(1 9 Re(a=7) F(Re(a)) ‘F(l — Re(’y))‘
ha = (l ga) |F(a)\F(1+Re(a—'y)) '

Si Re(a) > 0, n = [Re(a)] + 1 et y € CF)[a,b], alors les dérivées fractionnaires

D,y et Dy y existe sur (a,b] et peut élre représentée respectivement par (2.113) et
(2.114).

En particulier, lorsque 0 < Re(a) < 1, (o # 0) et y € C,0gla,b], alors DS,y et
Dy y sont données par (2.115) et (2.116).

Lemme 2.7.7. Soient Re(a) > 0, Re(5) > 0 et 0 < Re(vy) < 1, alors les affirmations
sutvantes sont vraies :

1.

Si f € C,10gla,b], alors la premiére et la seconde relations dans (2.111) sont vérifies
en tout point x € (a,b] et x € [a,b) respectivement. Lorsque f € Cla,b], ces relations
sont vérifies en tout point x € [a, ).

Si f € Cyogla,b], alors la premiére et la seconde égalités dans (2.112) sont vérifies
en tout point x € (a,b] et x € [a,b) respectivement. Lorsque f € Cla,b|, ces égalités
sont vérifies en tout point x € [a,b].
Soit Re(a) > 0, Re() > 0. Si f € C,0gla, b], alors la premiére et la seconde rela-
tions dans (2.117) sont vérifies en tout point x € (a,b] et x € [a,b) respectivement.
Lorsque f € Cla,b], ces relations sont vérifies en tout point x € [a, b]. En particulier,
lorsque =k € N et Re(a > k), les relations dans (2.118) sont vérifies dans leurs
cas respectifs.
Sotent n = [Re(a)] + 1. Sotent aussi fr—o(z) = (157 f)(x) €t gn—o(z) = (1" “g)(2)
les intégrales fractionnaires (2.99) et (2.100) d’ordre n — .
Si f € Cyrogla,b] et fualz) € CF[a,b], alors la relation (2.119) est vérifie en tout
point x € (a,b].
En particulier, lorsque 0 < Re(a) <1 et fi_o(x) € C§_la,b], alors :

_ fi—a(a)

(12,02 1)) = @) = e (102 2)

Si f € Cla,b] et f_o(x) € CPla,b], alors (2.119) est vérifie en tout point x € |a, b].
En particulier, sif € C§|a,b], la relation (2.120) est vérifie en tout point x € |a, b].
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Pour conclure cette section, on va donner des relations pour la transformée de Mellin
(1.34) des intégrales fractionnaires de type Hadamard (Ig, ,f)(x) et (I ,f)(z) définies
en (2.103), (2.104) et pour les dérivées fractionnaires de type Hadamard correspondantes
(Dg, . f)(x) et (DY ,f)(z) donnés dans (2.109), (2.110). on considere d’abord les trans-
formées de Mellin des intégrales fractionnaires de type Hadamard.

Lemme 2.7.8. Soient Re(a) > 0 et u € C. Soit aussi la fonction f(x) tel que sa trans-
formée de Mellin (Mf)(s) existe pour s € C.

a) Si Re(p— s) >0, alors :
(MG, f)(5) = (1= s)"*(Mf)(s).
En particulier, lorsque Re(s) < 0, alors :
(MG f)(s) = (=5)"*(MSf)(s).
b) Si Re(u+s) >0, alors :
(MI2,f)(s) = (n+ )" (Mf)(s).
En particulier, lorsque Re(s) > 0, alors :
(MI2f)(s) = s~ (Mf)(s).

Lemme 2.7.9. Soient Re(a) > 0 et pu € C. Soit aussi la fonction y(z) tel que sa trans-
formée de Mellin (My)(s) existe pour s € C.

1. Si Re(p —s) > 0 et (MDg, ,y)(s) existe, alors :
(MDgy ,9)(s) = (= s)*(My)(s).
En particulier, lorsque Re(s) < 0, alors :
(MDGyy)(s) = (=5)*(My)(s).
2. Si Re(p+s) >0 et (MD2 y)(s) existe, alors :
(MD? y)(s) = (1 + )" (My)(s).
En particulier, lorsque Re(s) > 0, alors :

(MD%y)(s) = s*(My)(s).

2.8 Dérivations fractionnaires au sens de Grunwald-
Letnikov

Dans cette section, on va donner la définition des dérivées fractionnaires au sens de
Griinwald-Letnikov et on va donner certaines de leurs propriétés (voire [31]).
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L’opération de dérivation fractionnaire ci-dessus est basée sur une généralisation de la
dérivation usuelle d’une fonction y(z) d’ordre n € C de la forme :

n . (A"y)(z)

y™(z) = }ILE% o (2.121)
Ici (A™y)(z) est une dérivée finie d’ordre n € N* d’une fonction y(z) avec un pas h € R
et centrée au point x € R défini en (2.123).
La définition (2.121) est utilisée pour définir une dérivée fractionnaire en remplagant
directement n € N dans (2.121) par a > 0. Pour cela, h" est remplacé par h®, tandis que
la dérivée finie (A}y)(x) est remplacé par la dérivée (Afy)(x) d'un ordre fractionnaire
a € R définie par la série infinie suivante :

o

(A%y)(z :Z ( )y(x—kh),(x,heR,a>0), (2.122)

=0

k
appelée la dérivée a droite, tandis que pour h < 0 elle est appelée dérivée a gauche.
La série dans (2.122) converge absolument et uniformément pour chaque o > 0 et pour
chaque fonction bornée y(x). La dérivée fractionnaire (Afy)(z) a les propriétés suivantes.

otll ( o > sont les coefficients binomiaux (1.20). Lorsque h > 0, la dérivée (2.122) est

Propriété 2.8.1. Sia >0 et B> 0, alors la propriété semi-groupe
(ARAYY)(z) = (AT y)(x)
est vérifie pour toute fonction bornée f(x).

Propriété 2.8.2. Si o > 0 et y € L'(R), alors la transformée de Fourier (1.26) de AY
est donnée par :

(FARY)(z) = (1 - e*")*(Fy)(2).

En particulier, lorsque o« = n € N, alors conformément a (1.21) et (1.22), (2.122) coincide
avec (2.123) :

(Apy)(x) =) (-1)F ( Z ) y(z — kh), (z,h € R,n € N). (2.123)

k=0

Par (1.20) et (1.21), on peut définir la dérivée (ALy)(x) dans (2.122) pour a =0 par :
(ARf)(@) = f(z).

En suivant (2.121), les dérivées a droite et a gauche de Grinwald-Letnikov yia)(x) et
y@ (x) sont définis par :

ysra) (z) = hlinio (Agh#’ (a>0) (2.124)
" (M%) (@)
() o —pY)\X

y=(2) = lim ——=7==, (a > 0), (2.125)
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Ces constructions coincident avec les dérivées fractionnaires de Marchaud poury € LP(R),
(1<p<o0).

La définition (2.122) de la dérivée fractionnaire (ASy)(x) suppose que la fonction y(x) est
donnée au moins sur le demi-aze. Pour la fonction y(x) donnée sur un intervalle borné
[ab], la dérivée peut étre définie comme suit par une continuation de y(x) comme une
fonction de disparition au-deld de |a,b] :

o o * . « *
(@5)) = 39w = LV )y -k e Ra>0, (2120
k=0
ot
. y(x), stx € la,b
v = I e led
0, six ¢ [a,b]
Il est acceptable de réécrire la dérivée fractionnaire (2.126) en termes de la fonction y(x)
elle-méme, en €évitant sa continuation comme fonction de disparition, sous les formes :

[=7]
@ae) = 3 (0 () vle =~ k) € Rob > 0.0 0

et
CAI
(A, (@)= > (-1 ( ! > y(x + kh), (x € R, > 0, > 0)
k=0
Puis, par analogie avec (2.124) et (2.125), les dérivées fractionnaires a droite et & gauche
de Grinwald-Letnikov d’ordre o > 0 sur un intervalle borné [a,b] sont définis par :
(@)

- (ARay)(x)
Yo () = hlirilo he
" (A%, 9@
(@) s hp—Y )T
Yy () = hlg-rgo  he
De telles dérivées fractionnaires de Grinwald-Letnikov coincident avec les dérivées
fractionnaires de Marchaud et peuvent étre représentées sous la forme suivante :

y(z) = i Z()gg; —et moi 2 /m if:ﬁ’g d,0<a<1)  (2.127)
et
X (6% b — x
oy (x) = T 3;()(()) T / y(ff)_ x)ylga) dt,(0<a<1)  (2128)

Ici les égalités sont comprises dans le sens d’une convergence spéciale dans la norme de
LP(a,b).
De (2.127)-(2.128), on obtient les formules suivantes de la forme (2.15) :

1 (2) = lim — Y~ (—1)* < Z‘ ) = ﬁ(m—a)_a,(() <a<l)
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et

17
1;@(@ = hllI-th_la 2 (—1)* ( ]O; ) = ﬁ(b— )" (0 <a<1).

2.9 Intégrations fractionnaires et dérivations fraction-
naires partielles et mixtes

Dans cette section, on va donner les définitions et certaines propriétés des intégrales
fractionnaires et dérivées fractionnaires partielles et mixtes multidimensionnelles (voire
31]).

De telles opérations d’intégration fractionnaire et de dérivation fractionnaire dans I’es-
pace Euclidien n-dimensionnel R™(n € N) sont des généralisations naturelles des intégrales
fractionnaires un-dimensionnel et des dérivées fractionnaires correspondantes, prises en
fonction d’une ou de plusieurs variables.

Définition 2.9.1. Pour X = (21, - ,z,) € R*, (n € N\{1}) et @ = (1, -+ ,cv,) € C,
(n € N\{1}) on utilise les notations suivantes :

0 0 0

X% = (g% ... an) T = (T ...T - = ..

(1‘1 ) » Ly )7 (a) ( (al) (an))7aX 81’1 axla
[a,b]:[al,bﬂX~--[an,bn],a:(a1,--~,an)ER",b:(bl,--~,bn)ER",

et par X > a c’est a dire x1 > ay, -+ , Ty > Ayp.
Sur la base de (2.1) et (2.2), les intégrales fractionnaires partielles de Riemann-Liouville
d’ordre ay, € C, (Re(ay) > 0) par rapport a la k**™€ variable z, sont définis par :

1 f(@y, e Teet, ey Thgr, 0, Tp)
]’O[k X — ) ) ) b ) ) dt > 2.129
( a;ﬁ-f)( ) F(Ckk) a (xk _ tk)l_ak ks (l'k Clk) ( )

et

1 b flxy, - @1, by Tpg1, -+ 5 Ty)
I X) = . ’ Y ’ PR dt br). 2.1
( bk—f)( ) F(Oék) . (tk —_ .Tk)l_ak k> («Ik < k:) ( 30)

Ces définitions sont vérifies pour les fonctions f(X) = f(x1,---x,) définies pour xy >
ap et xp < by, respectivement. Par analogie avec le cas un-dimensionnel, les intégrales
fractionnaires (2.129) et (2.130) sont appelés les intégrales fractionnaires partielles de
Riemann-Liouville a droite et a gauche.

On définit ensuite les intégrales fractionnaires mixtes de Riemann-Liouville d’ordre o €

C", (Re(c) > 0) par :
N0 = U I, N0 = s [ [T 00— e, (6 > ) 231)
et

by by
(Ig_f)(X) = (g I _f)(X) = —— / / (t — X)* f(t)dt, (X < D). (2.132)
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Les intégrales fractionnaires miztes peuvent étre appliquées par rapport a une partie des

variables, c’est a dire ap, = 0 pour certains k =1,--- ,n. Dans ce cas on pose ay, = 0 pour
k=m+1,--- ,netap €C, (Re(ag) > 0) pour k =1,--- ,m. En utilisant les notations
sutvantes :

X' = (21, ), X' = (Tong1, 1 Tn), & = (@1, ), (X)) =29 ... g0

Les intégrales fractionnaires miztes de Riemann-Liouville d’ordre complexe o sont
définis par :

(I8, N)(X) = F(al)--l.r(am) /xl---/xm(x’ — YU, XA (X > a)  (2.133)

et

by by,
(I )(X) = F(al)-.lT(oém)/ / ' — X" Lf(t)dt', (X <b). (2.134)

Analogue a (2.129) et (2.130), les intégrales fractionnaires (2.131), (2.133) et (2.152),
(2.134) sont appelés les intégrales fractionnaires miztes de Riemann-Liouville a droite et
a gauche.

Les dérwées fractionnaires partielles de Riemann-Liouville a droite et a gauche d’ordre
ar € C, (Re(ag) > 0) par rapport a la 1eMe yariable xy sont définies par :

(D2 y)(X) = (ai> (T4 (X)

1 L pay, e Tt L,
_ ( a ) / y('rla s Th—1, Uiy Tk+1, y L )dtk,(x](blaglé)
ay

I(Ly — ag) \ Oy, (xp — tg)n—Latl

et
00 = () )

1 Lk rby e ot L,
_ <_a(zk) / y(xla (,I‘k 15 Uky Th41, y & )dtk,(ﬂféQd%)

F(Lk — Oék) Tp — tk)akakJrl

ot Ly = [Re(ay)] + 1.
En particulier, lorsque 0 < oy, < 1, les relations (2.135) et (2.136) prennent les formes
suivantes :

0

(Dia)(X) = 5 (1) (@)
1 0 /I’c Y(xr, o T, by Thg1, -+ 5 Tn)
= dty, (x> a
F(l — Oék) &ck ax (SCk — tk)ak b ( k k)
et
D™ y)(X) = 0 Ik
(D )(X) = 5 () @)
1 O (" y(zr, Tpo1y ey Thrr, T
_ ) ) ) ) ) Un dt, T 21 7
I'(1 — o) O /xk (zp — tg)ow e (2 {BABT)
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Siap = Ly € N*, (2.9) et (2.10) donnent les dérivées partielle comme suite :

(08) 0 = () 000 et (D)0 = 0 () o)

Les dérivées fractionnaires mixtes et de Riemann-Liouville a droite et a gauche d’ordre
ar € C, (Re(ay) > 0), correspondant a la les intégrales fractionnaires miztes (2.131) et
(2.132), sont définies comme

(Dary)(X) = (Dgy -~ DG, 9)(X)

_ (ai)(a@) " _a/ / S (X239

(Dp_y)(X) = (Dy_--- Dy _y)(X)

(D)D) [ i e

ot L= (Ly,---,Ly,) et Ly = [Re(ay)] + 1, (k=1,-
En particulier, lorsque 0 < a < 1 les relatzons (2. 15’8) et (2 139) devient :

et

(Da—i—y)(X) - (D((l)lﬁ-

- 8XF1—a/ / dt, (X > a)

(Dy-y)(X) = (Dy,_-- Dy, _y)(X)

b1 n
_ (—1)n%ﬁ/m / %dt, (X <b). (2140

Sia=L¢e (N)"=N"x---xN* (n fois), alors les relations (2.138) et (2.139) devient :

et

0L = () v¥) et L0 = 1 () w0,

Les dérivées fractionnaires miztes de Riemann-Liouville a droite et a gauche d’ordre oy, €
C, (Re(ay) > 0), correspondant au les intégrales fractionnaires miztes (2.133) et (2.134)
sont données par :

Lm
(5) (5

L
m t/ Xl/
(2 e e
8xm ch 1 k — Oék +

e = ()
9
0

- ()
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ot (X' >a’) et
00 = () ()T fbﬁaal- Iy (X)

a b1 bm t/ X//
_ _ (91
a ( o ) ( 3$m) Lk — ag) / / Mrfdﬁ)

ou (X' <b), L' =(Ly,-- ,Lm) et L = [Re(ag)] + 1, (k=1,--- ,m).
En particulier, lorsque 0 < o < 1 les formules (2.141) et (2.142) devient :

0 0
(DLy)(X) = 6—%---8%(1;1 o I;mimy)(x
a a Tm t/ X/l
= .« .. / X/ /
83:1 8xm (1 — Oél> 1 — am / / t/ a/dt 7( > a)
et
: o 0 .
Dy X)) = (-1D)"— ... — ([ 7. [ am X
(DE)(X) = (1) axm(m_ ) ()

3 (9 b1 t/ X/l
pr— — .« .. X/ 1h
(9951 aiL‘m (1 — 041) 1 _ O‘m / / t/ ( (2: 3)

Sial =L € (N*)", alors (2.141) et (2.142) devient :
o Ly o L
L0 = () () )

(DY y)(X) = (—~1)br+Em (ai) - (i) y(X).

et

0T,

On définit les intégrales fractionnaires et les dérivées fractionnaires partiels et miztes de
Riemann-Liouville ci dessus sur le domaine bornée

[a,b] = [a1,b1] X -+ X [an, by].

Les dérivées fractionnaires partiels et mixtes de Liouville d’ordre o € C sur l’octant
Ry . ={t=(ti,---,tn) € R" : t; > 0,--- ,t, > 0} sont définis de fagon similaire.
Pour cela il faut laisser a, = 0 et b, = +o00 dans les formules (2.129)-(2.134), (2.135)-
(2.1387), (2.138)-(2.140) et (2.141)-(2.143). En ayant un a;, = —oo et by = +00 dans ces
relations, on définit des dérivées fractionnaires partielles et mixtes de Liouville d’ordre
a € C sur tout l’espace euclidien R™. La plupart des propriétés des intégrales fractionnaires
un-dimensionnelles de Riemann-Liouville et de Liouville et des dérivées fractionnaires,
présentées dans les sections 2.1-2.3, peuvent étre étendues a ces cas multidimensionnels.

2.10 Intégrations et dérivations fractionnaires de Riesz

Dans cette section, on va donner les définitions et certaines propriétés des intégrales
fractionnaires des dérivées fractionnaires multidimensionnelles de Riesz (voire [31]).
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tels opérateurs des intégrations fractionnaires et dérivations fractionnaires sur ’espace
Euclidien n-dimensionnelle R", (n € N) sont des fonctions puissances (—A)2 de l'opéra-
teur de Laplace. pour a € C\{0} les fonctions "suffisamment bon" f(X) = f(x1,---,z,),
tels opérateurs fractionnaires sont définis en termes de la transformation de Fourier (1.27)
par :
I°f, Re(a) > 0,

/ (2.144)
D=f, Re(a) <0.

() f=F X[ Ff = {
Les opérateurs I® et D* définissent dans (2.144) pour Re(«) > 0 sont appelés intégration
fractionnaire et dérivation fractionnaire de Riesz, respectivement.
L’intégration fractionnaire de Riesz I* est vérifie sous la forme du potentiel de Riesz
défini comme la convolution de Fourier (1.29) de la forme suivantes :

(I*f)(X) = / ko(X —1t)f(t)dt, (Re(a) > 0). (2.145)
Ici la fonction k,(X) appelée la noyau de Riesz, est donnée par :
1 |X‘a—n7 a_n#072747”'7
ka(X) = —— _ 1
Yula) || X]* ™ log m , a—n=0,24,---

et la constante 7, («) a la forme suivante :

2&11%(%) {F(@)r a—n#0,2,4,-

el = (-n“Fee i () [1+r((";0‘)>]_1, a—n =024,

Propriété 2.10.1. Si Re(«) > 0, alors la transformation de Fourier du potentiel de Riesz
(2.145) est donnée par :

(FI*[)(X) = ——(FN(X).

|zl
Cette formule est vraie pour une fonction f appartenant a l’espace Lizorkin ® de défini
dans la section (1.10).

Corollaire 2.10.1. Si Re(«) > 2, alors la formule suivante est vérifie :
AIYf = —1°7%f (Re(a) > 2, f € D).

Pour les fonctions f de l'espace Lizorkin & présentées dans (1.46), la propriété de
semi-groupe est également vérifie.

Propriété 2.10.2. L’espace Lizorkin ® est invariant par rapport au potentiel de Riesz
I*. De plus, I*(P) = et

I“I°f = I*TP f (Re(a) > 0, Re(B) > 0, f € ®).
Lorsque o —n # 0,2,4, -+ -, le potentiel de Riesz (2.145) prend la forme suivante :

(I f)(X) = %1&) /R X Ji<2n_a dt, (Re(a) > 0,0 —n #0,2,4,--+). (2.146)

Lorsque o > 0, alors l’assertion suivante est vraie.
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Propriété 2.10.3. Si0<a<netl<p< ﬁ, alors le potentiel de Riesz (I1*f)(X) est
a
définie pour f € LP(R™).

Théoréme 2.10.1. Soient a > 0, 1 < p < o0 et 1 < g < o0o. L'opérateur I* est borné
dans LP(R™) vers L1(R™) si et seulement si,

n 1 1
O<a<nl<p<—et—=—-—
« q p

310

L’affirmation suivante est une généralisation du théoréeme 2.10.1 dans l’espace pondéré
LP avec un poids de puissance dépendant de | X| :

1/p
Uﬂwwww:{fwumyz(AJvauwwx) 41Sp<an}

Théoréme 2.10.2. Soient a >0, 1 <p<oo, 1 <r < oo ety,u € R tel que

<let'u+n:7+n—a

<-<
p r p

1 1
ap—n<y<n(p-—-1),-— -
P r

3|0

Alors Uopérateur I est borné dans LP(R",|X|7) vers L4(R", | X |*) comme suite :

1/r 1/p
( LXMPﬂXNWX) SC(/|quumwx) |
Rn R™

ot la constante ¢ > 0 dépend de o, n,p,r,7y et . B
Soit R™ une compactification de R"™ par un point infini , c’est-a-dire R* = R" U {0}
et soit p(X) une fonction non négative sur R*. Si 0 < o < 1, alors le potentiel de Riesz

(2.146) est défini pour f(X) appartenant a un espace pondéré des fonctions Holderian
H* (R”, p) :

H (R", p) = {f(X) : p(X)f(X) € H* (R") , (0 <A < 1)},

. ) ) el
H (R = {f(X) f(X) € C(R),IF(X +h) - fF(X)] < (1+|X\)A(1+\X+h!)A}7
avec ¢ > 0.

Théoréme 2.10.3. Soient 0 < a < 1,0 < A <1 eta+ A <1, alors lopérateur I* est

(n+a) (n—a)

isomorphe dans H> (]R_”, (1+|XP) > ) vers HAT® (R_na (14 X[?) = )

Lorsque 0 < a <netl <p< ﬁ, le potentiel de Riesz (2.146) est lié aux Poisson et la
Q

transformation de Gauss-Weierstrass définies par :

(PAX) = [ POHIX - V)dY.(t>0

(W) (X) = [ WYt f(X = Y)Y, (t > 0).

R
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Ici P(Y,t) est le noyau de Poisson :

dnt n 1
P(Y,t) = avec d,, = T (n il )

(|X ]2 +2)" 2

et W(Y,t) est est le noyau de Gauss-Weierstrass :

1x|2

W(Y,t) = (4rt)"2e .

Théoréme 2.10.4. Si0<a<netl<p< ﬁ, alors le potentiel de Riesz (1*f)(X) avec
o

f(X) € LP(R™) a les représentations suivantes :

(1°f)(X) = ﬁ / T (B (X

et

(1 1)(X) = ﬁ / SO W) (X,

2

De plus, les relations de composition des transformations de Poisson et de Gauss- Weierstrass
avec le potentiel de Riesz sont exprimées en termes d’opérateur d’intégration fractionnaire
de Liouville (2.50) comme suit :

(PI°f)(X) = (I2(P)(X)) (t)

et

(W £)(x) = (12 (W, £)(X)) ().

ou les opérateurs I¢ et L% sont appliqués par rapport a T > 0.
Pour a > 0, la dérivée fractionnelle de Riesz D* dans (2.144) est définie par :

(D*y)(X) = - (;’a) / ) (ﬁ;ﬁ)ff)dt, (1> a). (2.147)

Ici (Aly)(X) est une différence finie d’ordre | d’une fonction y(X) avec un pas vectoriel
t € R" et centrée au point X € R™ :

!
(B = (B 00 = S (1} )otx =0
et d,(l, ) est une constante définie par :

272 A)(a)
F(1+5)T (%) sin (%)’

d,(l,a) =

o

Aya) = Zl:(—nk—l ( ’ ) ke,

k=0
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On note que lintégrale hypersingulaire (D*y)(X) ne dépend pas du choiz de | > a. Une
telle construction est aussi appelée dérivée fractionnaire de Riesz d’ordre o > 0 dans le
sens ot

(FD)(X) = [|*(Fy)(X), (> 0) (2.148)
pour les fonctions "suffisamment bon" y(X). En particulier, cette relation est vérifie pour
f appartenant a Uespace Lizorkin ®. L’égalité (2.148) est également vérifie pour les fonc-
tions différentiables y(X).

Propriété 2.10.4. Si y(X) appartient o U'espace C3°(R™) des fonctions infiniment dif-
férentiables y(X) sur R"™ avec un support compact, alors la transformation de Fourier de
(DYy)(X) est donnée par :

(FD%)(X) = [z[*(Fy)(X), (@ > 0).
Lemme 2.10.1. Soient a > 0 et [a] la partie entiére de o. Soit aussi une fonction y(X)
bornée avec ses dérivées (DFy)(X), (|k| = [a] +1).
L’intégrale hypersingulaire (D*f)(X) dans (2.147) est alors absolument convergente. Si

1 > 2[$], alors cette intégrale n’est que conditionnellement convergente.

La dérivation fractionnaire de Riesz (2.147) donne un opérateur inverse au potentille de
Riesz (2.145).

Propriété 2.10.5. La formule suivante :
DeIf = f,(a > 0) (2.149)

vaut pour les fonctions "suffisamment bon" f, en particulier, pour f appartenant a l’espace
de Lizorkin ®.

De plus, Uinversion (2.149) est également vérifie pour le potentiel de Riesz (2.145)
dans le cadre des espaces LP : f(X) € LP(R") pour 1 < p < %. Ici la dérivée fractionnaire
de Riesz D® est considérée comme convergente conditionnellement dans le sens ot

D%y = lim Dy, (2.150)
e—0+
ot Dy est [intégrale hypersingulaire tronquée définie par :

1 (Ay)(X)
J.

(D&y)(X) = dt, (I > a,a>0,e>0)

dn(l, a) |t|nte
et la limite est prise dans la norme de 'espace LP(R™).

Théoréme 2.10.5. Soient 0 < a < n ety = I*f avec f(X) € LP(R"), (1 < p < B),
alors :

f(X) = (Dy)(X),
ot (D%y)(X) est compris dans le sens de (2.150), avec la limite étant prise dans la norme
de Uespace LP(R™).

Corollaire 2.10.2. Si0 <a <n et f(X) e LP(R"), (1<p< g), alors :
f(X) = (DI f)(X),
ot (D*I*f)(X) s’entend au sens de (2.150) et
(DI f)(X) = lim (D21 f)(X),

- e—0+

avec la limite étant prise dans la norme de l’espace LP(R™).
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Chapitre 3

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIES ORDINAIRES.
THEOREMES D’EXISTENCE ET
D’UNICITE

Ce chapitre est consacré a prouver l'existence et 1'unicité des solutions aux problémes
de type Cauchy pour des équations différentielles ordinaires d’ordre fractionnaire sur un
intervalle borné de ’axe réel dans des espaces des fonctions sommables et des fonctions
continues. Les équations différentielles fractionnaires non linéaires et linéaires dans les
cas un-dimensionnels et vectoriels sont considérées. Les résultats correspondants pour le
probléme de Cauchy pour les équations différentielles ordinaires sont présentés.

3.1 Introduction et un bref apercu des résultats

Dans cette section, on va donner un bref apercu des résultats des théorémes d’existence
et d’unicité pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire sur un intervalle borné
de I'axe réel.

La plupart des recherches dans ce domaine impliquent 1’existence et 'unicité des solu-
tions aux équations différentielles fractionnaires avec la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville (D¢, y)(x) définie pour (Re(a) > 0) par (2.5). L’équation différentielle non
linéaire "modele" d’ordre fractionnaire «, (Re(a) > 0) sur un intervalle borné [a,b] de
I'axe réel R = (—00, +00) a la forme suivante :

(Dayy)(z) = f(z,y(x)), (Re(a) > 0,7 > a), (3.1)
avec les conditions initiales
(De*)(a+) = by avec b, € C, (k= 1,--- ,n), (3.2)

ot n = Re(a) + 1 pour a ¢ N et n = a pour a € N. La notation (D *y)(a+) signifie
que la limite est prise & presque tous les points du voisinage droit (a,a + €)(e > 0) de a

comme suit :
(D3y)(a+) = lim (DI4y)(@), (1< k< n—1) (3.3)

69
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(Dai"y)at) = lim (Dg"y)(2), (a # n), (3-4)

si « = n, alors :

(Dary)(at) = y(a),
ou I, est I'opérateur d’intégration d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville défini par
(2.1)
En particulier, si &« = n € N, alors conformément a (2.7) et (3.4), le probléme (3.1)-(3.2)
est réduit au probléme de Cauchy usuel pour I'équation différentielle ordinaire a 1’ordre
neN:

M (z) = f (x,y(x)) et y" ) (a) = b, avec by € C, (k=1,--- ,n). (3.5)

Le probleme (3.1)-(3.2) est donc appelé un probléme de type Cauchy.
Lorsque 0 < Re(a) < 1, le probléme (3.1)-(3.2) prend la forme :

(Desy)(@) = f (2, y(x)) et (L:"y)(a+) =b, (b€ C) (3.6)
et ce probléme peut étre réécrit sous la forme d’un probléme de type Cauchy pondéré
(D3:y)(x) = f (2, y(@)) et lim (z—a)"*y(z) = ¢, (c € C). (3.7)

On discute sur les problémes ci-dessus en suivant leur chronologie historique, ils étaient ba-
sés sur la réduction du probléme (3.1)-(3.2) a I’équation intégrale non linéaire de Volterra
suivante du deuxiéme type :

N b e L [T ()
_;F(a—j+1)(x a) +F(a>/a<$_t) “dt,(x>a).  (3.8)

Pitcher et Sewell [?| en 1938, ont d’abord considéré 'équation différentielle fractionnaire
non linéaire (3.1) avec 0 < a < 1, & condition f(x,y) qu’elle soit limitée dans une région
spéciale G située dans R x R et satisfait a la condition de Lipschitz par rapport a y :

‘f(xvyl) - f($7y2)’ < M‘yl - y2|7

ou la constante M > 0 ne dépend pas de z. Ils ont prouvé l'existence de la solution
continue y(x) pour I’équation intégrale non linéaire correspondante de la forme (3.8) avec
O<a<l,n=1et b =0.

3.2 Equations avec la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville dans I’espace des fonctions sommables

Dans cette section, on va donner les conditions d’existance d’une solution globale
unique au probléme de type Cauchy (3.1)-(3.2) dans 'espace L(a,b) défini pour a € C,
(Re(a) > 0) par :

L%(a,b) = {y € L(a,b) : D¢,y € L(a,b)}. (3.9)
Ici L(a,b) = Lq(a,b) est espace des fonctions sommables dans un intervalle borné [a, b]
de 'axe réel R défini par (1.1) avec p = 1. on généralise le résultat obtenu au probléme
de type Cauchy pour des équations différentielles fractionnaires plus générales que (3.1)
et au probléme de type Cauchy (3.1)-(3.2). Nos recherches sont basées sur la réduction
des problémes considérés aux équations intégrales de Volterra du deuxiéme type et sur
I'utilisation du théoréme de point fixe de Banach.
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3.2.1 Equivalence du probléme de type Cauchy et de I’équation
intégrale de Volterra

Dans cette sous-section, on prouve que le probléme de type Cauchy (3.1)-(3.2) et
I'équation intégrale non linéaire de Volterra (3.8) sont équivalents dans le sens que si
y(x) € L(a,b) satisfait I'une de ces relations, il satisfait également ’autre. On prouve un
tel résultat en supposant qu’une fonction f(z,y) appartient a L(a, b) pour tout y € G C C.
Pour cela on a besoin de l'assertion auxiliaire du lemme 2.1.1(a).

Lemme 3.2.1. L’opérateur d’intégration fractionnelle 13, avec oo € C, (Re(a) > 0) est
borné dans L(a,b) :

(b a)Re(a)
11549l < 5~ llglh- (3.10)
“ Re(a)|T()]
En particulier, pour o > 0, lestimation (3.10) prend la forme :
(b—a)"
[] P lgll- (3.11)

['(a+1)

Ici et ailleurs dans ce chapitre, on comprend tout relations a tenir presque partout sur
la,b]. On considére d’abord le probleme de type Cauchy (3.1)-(3.2) avec un réel o > 0
m—1<a<nmneN):

(Dgy)(x) = f (z,y(2)) , (@ > 0), (3.12)
(D My)(a+) = by, avec by € R, (k =1, = —[—a]). (3.13)
Théoréme 3.2.1. Soient a > 0 et n = —[—al. Soit G un ensemble ouvert dans R et soit

f:(a,b] x G — R une fonction telle que f(x,y) € L(a,b) pour tout y € G.
Si y(z) € L(a,b) alors y(x) vérifie presque partout les relations (3.12) et (3.13) si et
seulement si y(x) satisfait presque partout l’équation intégrale (3.8).

preuve 3.2.1. On prouve d’abord la nécessité. Soity(x) € L(a,b) satisfont presque partout
les relations (3.12) et (3.13). Puisque f(z,y) € L(a,b), (3.12) signifie qu’il existe presque
partout sur [a,b] la dérivée fractionnaire (DS, y)(x) € L(a,b), d’apres (2.7) et (2.10),

Dz e) = () () = —[-a), (3.14)

st =0, alors :

(I2:y)(2) = y(z)
et donc, (1)7%y)(x) € AC™[a,b]. On peut donc appliquer le lemme 2.1.5 (b), (cwec f(x)
remplacé par y(:r)) et conformément a (2.25), on obtient :
oyt (a)

(12, D29)(@) = y(@) =

- m(l’ — a)a*j (315)

avec

yn—a(x) = (];:ay) (ZE)
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Par (2.8), on obtient :

e = (£) (1) @) = i),

En utilisant cette relation et (3.13), on rééerit (3.15) sous la forme :

18,08 = )~ Y Lewle)

— [(a—j+1) (v =)™

a—j+1)

= ) -Y F(b—j,(x ), (3.16)

Avec le Lemme 3.2.1, l'intégrale ( > f(ty(t )))(1’) € L(a,b) existe presque partout sur

[a, b]. En appliquant Uopérateur I, aux deux cotés de (3.12) et en utilisant (3.16) et (2.1),
on obtient I’équation (3.8) et donc la nécessité est prouvée.

Maintenant, on prouve la suffisance. Soit y(x) satisfaire presque partout l’équation (3.8).
En appliquant lopérateur auz deux cotés de (3.8), on obtient :

(DE)@) = 3 gy (PRl = " )w) 4 [P ()] @) 67

A partir d’ici, conformément a la formule (2.16) et le lemme 2.1.4 (avec f(x) remplacé

par f(x,y(x)), on arrive a l’équation (312))
Maintenant, on montre que les relations dans (3.13) tiennent également. Pour cela, on
applique les opérateurs Dg‘;k, (k = 1,---,n) aur deuzr cotés dans (3.8). Si 1 < k <

n — 1, alors conformément a (2.12) et (2.16) et la propriété 2.1.2 (cwec f(z) remplacé

par f(x,y(x))), on obtient :

DD = 3 gy (P 07) @)+ DI o)

> = 0 I ) (o)

donc

(x —a)f7 + G _1 0 /x(:c — ), y(t))dt. (3.18)

k
Dak Z

J:1

Si k = n, alors conformément a (3.4) et (2.11), de la méme maniére a (3.18), on obtient :

n

(Dey™y) (@) =) (

~ (n—j)!

b, . 1 @ .
(z—a) +m/a (@ — )" Lt y()dt. (3.19)

En prenant dans (3.18) et (3.19) une limite x — a+ presque partout, on obtient les rela-

tions dans (8.13). Ainsi la suffisance est prouvée, ce qui compléte la preuve du Théoréme
3.2.1.
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Corollaire 3.2.1. Soient n € N, G un ensemble ouvert dans R et soit f : [a,b] x G — R
une fonction telle que f(x,y) € L(a,b) pour tout y € G.
Siy(x) € L(a,b), alors y(x) satisfait presque partout les relations (3.5) avec by € R,

(k=1,---,n) si et seulement si y(x) satisfait presque partout l’équation intégrale
D D R0 )
2 =J) -1,

Théoréme 3.2.2. Soient « € C et n — 1 < Re(a) < n(n € N). Soit G un ensemble
ouvert dans C et soit f : (a,b] x G — C une fonction telle que f(z,y) € L(a,b) pour tout
yeGqG.

Si y(z) € L(a,b), alors y(x) satisfait presque partout les relations (3.1) et (3.2) si et
seulement si y(x) satisfait presque partout ’équation (3.8).

En particulier, si 0 < Re(a) < 1, alors y(x) satisfait presque partout les relations dans
(3.6) si et seulement si y(x) satisfait presque partout I’équation (3.8).

3.2.2 Existence et unicité de la solution au probléme de type
Cauchy

Dans cette sous-section, on établit ’existence d’une solution unique au probléme de
type Cauchy (3.1)-(3.2) dans l'espace L%(a,b) défini dans (3.9) dans les conditions des
théorémes 3.2.1 et 3.2.2, avec une condition supplémentaire de type Lipschitzien sur f(x,y)
par rapport a la deuxiéme variable pour tout x € (a,b] et pour tout y;,y, € G C C,

|f(93,y1)—f(93,y2)! §M|y1_y2|7(M>0)7 (321)

ot M > 0 ne dépend pas de = € [a, b]. D’abord, on dérive une solution unique au probléme
de Cauchy (3.1)-(3.2) avec un réel a > 0.

Théoréme 3.2.3. Soient a > 0, n = —[—a]. Soit G un ensemble ouvert dans C et soit
f:(a,b] x G — R une fonction telle que f(x,y) € L(a,b) pour tout y € G et la condition
(3.21) est satisfaite.

Il eziste alors une solution unique y(x) au probleme de type Cauchy (3.4)-(3.5) dans
Uespace L*(a,b).

preuve 3.2.2. Tout d’abord, nous prouvons l’existence d’une solution unique y(zr) €
L(a,b). Selon le théoréeme 3.2.1, il suffit de prouver l’existence d’une solution unique y(x) €
L(a,b) a léquation intégrale non linéaire de Volterra (3.8). Pour cela, on applique la
méthode connue, pour les équations intégrales de Volterra non linéaires, de prouver d’abord
le résultat sur une partie de l'intervalle [a,b].

L’équation (3.8) a du sens dans n’importe quel intervalle |a, x1] C [a,b], (a < x1 < b).
Choisissez x1 de telle sorte que l'inégalité

(z1 —a)®

NCESI 1 (3.22)

soit vérifiée, puis prouvez l'existence d’une solution unique y(x) € L(a,z1) a l’équation
(3.8) sur Uintervalle [a, x1]. Pour cela, on utilise le théoréme de point fize de Banach donné
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comme Théoréme 1.11.3 dans la section 1.13 pour 'espace L(a,xy), qui est clairement un
espace métrique complet avec la distance :

Ay, 2) = lys — el = / l11(2) — ()|

On réécrive ’équation intégrale (3.8) sous la forme y(x) = (Ty)(x), ot

_ L fy)
(T0)(w) = w0(o) + oy | (3.23)

avec

a—j+1)

yo(z) = Z F(b—j,(x — )™, (3.24)

Pour appliquer le Théoréeme 1.11.3, on doit prouver ce qui suit :
o Siy(x) € L(a,zy1), alors (T'y)(x) € L(a,x1) ;
e Pour tout yy,y2 € L(a,x1), lestimation suivante est vérifie :

(21 —a)®
Ma+1)

Il résulte de (3.24) que yo(x) € L(a,x1). Puisque f(x,y) € L(a,b), par le lemme 3.2.1
(avec b = x1 et g(t) = f(t,y(t))), Uintégrale a droit dans (3.23) appartient également a
L(a,z1) et donc (Ty)(x) € L(a,x1). Maintenant, on prouve l’estimation (3.25).
Par (3.23)-(3.24) et (3.9), en utilisant la condition Lipschitzienne (3.21) et en appliquant
la relation (3.11) (avec b = 1 et g(x) = f(z,y1(z)) — f(x,y2(x))), nous avons :

12, Hf(t,yl(t)) - f”?”“”” H

[Ty — Tyalr < wlyr — w2, avec w =M (3.25)

HTyl - Ty?HL(a,m) <

L(a,x1)
o -0,
(21 — a)®
F(Oé—|—1) ||y1(l’) yQ(x)”L(a,xl)a

qui donne (3.25). Conformément a (3.22), 0 < w < 1, et donc (par le théoréme 1.11.3) il
existe une solution unique y*(x) € L(a,x1) a U’équation (3.8) sur lintervalle |a, x1].
Selon le théoréme 1.11.3, la solution y* est obtenue comme limite d’une suite convergente
(T™y5) () -

hm ([ T™y5 = ¥l gy = 0, (3.26)

m——+oo

ot y5(x) est toute fonction dans L(a,b). Si au moins un by # 0 dans la condition initiale
(3.13), on peut prendre yi(x) = yo(z) avec yo(x) défini par (3.24).
Par (3.23), la suite (T™yg)(x) est définie par les formules de récursion

(T™yg)(x) = /f (" )())dt,(m:m,.--).

(x —t)l-@

Si on note ym () = (T™y)(x), alors la derniére relation prend la forme :

ftyml
x—t

Ym(z) = yo(z dt, (m € N)
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et (3.26) peut étre réécrite comme suit :

Jm g, =y pae) = 0.
Cela signifie que nous avons effectivement appliqué la méthode d’approximations suc-
cessive pour trouver une solution unique y*(x) a 'équation intégrale (3.8) sur [a, x1].
On considére ensuite lintervalle [xq,xs], ot ko = x1 + hy et hy > 0 sont tels que xo < b.
Réécrivez léquation (3.8) sous la forme :

L [T i), N~ b ey L[ S)
W) = 507 [ et N e i ), Gt

Puisque la fonction y(t) est définie de maniére unique sur lintervalle [a, 1], la derniére
intégrale peut étre considérée comme la fonction connue, et on réécrit la derniere équation
comme :

y(r) = you () + F(la) /ﬂ: (I(_ t)(1))adt’ (3.27)

ot yo1(x) est définie par :

ym(x)zzr(b—j.(x—a)aj—i- 1)/1 (( ())adt (3.28)

= a—j+1) N x—t)!

En utilisant les mémes arguments que ci-dessus, nous déduisons qu’il existe une solution
unique y*(x) € L(xq,x2) a l'équation (3.8) sur Uintervalle [xq,xs5]. En prenant lintervalle
suwant [Ty, x3], 0t r3 = x9 4+ ho et hy > 0 sont tels que x3 < b et en répétant ce proces-
sus, on conclut qu’il existe une solution unique y*(z) € L(a,b) pour ’équation (3.8) sur
Uintervalle [a, b].

Ainst, il existe une solution unique y(x) = y*(x) € L(a,b) a l’équation intégrale de Vol-
terra (3.8) et donc au probleme de type Cauchy (3.12)-(3.13).

Pour compléter la démonstration du théoréeme 3.2.3, on doit montrer qu’une telle so-
lution unique y(x) € L(a,b) appartient a l’espace L(a,b). Conformément a (5.9), il suffit
de prowver que (DS, y)(z) € L(a,b). Par la preuve ci-dessus, la solution y(z) € L(a,b) est
une limite de la suite y,,(x) € L(a,b) :

Jm Ay, —ylh =0, (3.29)
avec le choix de certains y,, sur chacun [a,z1], - ,[xp_1,b0]. Par (3.12) et (3.21) on a :

| D% ym — D2yl = 1f (2, ym) — F@, )l < Mlym — ylh.

Ainsi, par (3.29), on obtient :

|02, — D], =

m—-+o0

et donc (Dg,y)(x) € L(a,b). Ceci compléte la preuve du Théoréme 3.2.5.
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Corollaire 3.2.2. Soient n € N et G un ensemble ouvert dans C, soit f : [a,b] x G — C
une fonction telle que f(x,y) € L(a,b) pour tout y € G et (3.21) est vérifie.
Alors il existe une solution unique y(x) au probléeme de Cauchy (3.5) dans l’espace L"(a, b) :

L"(a,b) = {y € L(a,b) : y™ € L(a, b)}.
Le théoreme 3.2.3 est étendu d’un réel a« > 0 a un compleze o € C, (Re(a) > 0).

Théoréme 3.2.4. Soient « € C, n — 1 < Re(a) < n, (n € N) et G un ensemble ouvert
dans C, soit f : (a,b] x G — C une fonction telle que f(x,y) € L(a,b) pour tout y € G et
la condition (3.21) soit vérifiée.

Alors il existe une solution unique y(x) au probléeme de type Cauchy (5.1)-(3.2) dans
Uespace L*(a,b) défini dans (3.9).

En particulier, si 0 < Re(«) < 1, alors il existe une solution unique y(x) au probleme de
type Cauchy (3.6).

(Dapy) () = [z, y(@)), (Li"y)(at) =b € C,(0 < Re(a) < 1) (3.30)
dans lespace L*(a, b).

preuve 3.2.3. La preuve du théoréeme 3.2.4 est similaire a la preuve du théoréeme 3.2.3,
st on utilise linégalité
(xl _ a)Re(oc)

M Re(a) T ()]

<1

au lieu de celle dans (3.22).

3.2.3 Le probléme de type Cauchy pondéré

Lorsque 0 < Re(a) < 1, le résultat du théoréme 3.2.4 reste vrai pour le probléme de
type Cauchy pondéré (3.7), avec ¢ € C

(D, 0)(x) = f(r,y(@)), Jim [(x—a)'y(@)] =c.0< Re() <1)  (331)
Sa preuve est basée sur ’assertion préliminaire suivante.

Lemme 3.2.2. Soit « € C, (0 < Re(a) < 1) et soit y(x) une fonction mesurable de
Lebesgue sur [a,b].

a) S’il existe presque partout une limite

lim [(z—a)'"y(z)] =c€C, (3.32)

T—a+

alors il existe aussi presque partout une limite
(L *y)(a+) = lim (L7°y)(z) = ().

b) S’il existe presque partout une limite

lim (1,7%y)(z) = b€ C, (3.33)

T—a+

et sl existe la limite hm+ [(z — a)'"*y(z)], alors :

rliggr [(z —a)' " y(z)] = %. (3.34)
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preuve 3.2.4. Choisissez un € > 0 arbitraire. Par (3.32) il existe § = 6(€) > 0 tel que :

(1 — o)

(=) =l < F R ) T = Re(a))

pour a <t <a+9. Daprés (2.11),
I(a) = (I¢.(t —a)* ") (z), (0 < Re(a) < 1).
Utiliser cette égalité et prendre (2.1) en compte, on obtient :

(L "y)(@) = L) = |(Loy*y) (@) = (I3, (t = a)*)(z)]

< 1—a|/ (x —1t) Rea‘y ) —c(t °‘_1|dt
P S— x — 1)) (¢ — g)Rel)=1 1 _ g)a-t — c| dt.
S [ 0 @) (- 0y - of

St on choisit a < x < a+ 0, alorsa <t <x < a4+ et on peut appliquer l’estimation
(3.28) et la formule (2.11) pour obtenir :

’(I;;ay)(x) — CF(O&)| < W ([i;Re(a)(t . &)Re(a)—1> ([L’) =,

ce qui prouve [’assertion (a) du lemme 3.2.2.
On suppose que la limite dans (3.34) soit égale a ¢ :
lim [(z —a)'"y(z)] =c.

r—a+

Ensuite, par le Lemme 3.2.2 (a), on a :

(I () = lim (I5°9) (@) = (),

et donc, conformément a (3.33), ¢ = , ce qui prouve (3.34).

b
()
A partir du Théoréeme 3.2.4 et du Lemme 3.2.2, on obtient le résultat d’existence et d’uni-
cité pour le probleme de type Cauchy pondéré (3.81).

Théoréme 3.2.5. Soient a € C, 0 < Re(a) < 1 et G un ensemble ouvert dans C et soit
f:(a,b] x G — C une fonction telle que f(x,y) € L(a,b) pour tout y € G et (3.21) soit
vérifie.

Alors il existe une solution unique y(x) au probléme de type Cauchy pondéré (3.51)
dans l’espace L*(a, b) défini dans (3.9).

preuve 3.2.5. Si y(z) satisfait aux conditions (3.31), alors selon le Lemme 3.2.2 (a),
y(x) satisfait aussi aux conditions (3.30) avec b = cI'(«) :

(Dgy)(x) = f(z.y(@)), (L7 "y)(a+) = cl(a) € C, (0 < Re(a) < 1).

Selon le Théoréme 3.2.4, il existe une solution unique y(x) € L%(a,b) a ce probleme.
D’apres le Lemme 3.2.2 (b), y(x) est également une solution au probléme de Cauchy
pondéré (3.31). Ce y(x) sera une solution unique de (3.31). En effet, si on suppose que
le probléme pondéré (3.31) a deuz solutions différentes dans L(a,b), alors par le Lemme
3.2.2 (a), il y aura aussi deux solutions différentes au probléeme de type Cauchy (3.30)
dans L(a,b), ce qui contredit 'unicité de la solution.
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3.2.4 Problémes de type Cauchy généralisés

Les résultats obtenus dans les sous-sections 3.2.1-3.2.3 s’étendent aux problémes de
type Cauchy plus généraux que (3.1)-(3.2) aux conditions initiales (3.1) :

(D3yy)(@) = f [z, y(2), (Dgiy) (@), - (Dhy)(x)] (3.35)
(DY) (a+) = b, by €C (k=1,--- ,n). (3.36)

Théoréme 3.2.6. Soient « € C (n — 1 < Re(a) <n);n € N) et n = [Re(a)] + 1 pour
a ¢ Netn=a pour aeN.
Soientl e Neta; € C(j=1,---,1) telle que :

0=oap < Re(ay) < --- < Re(ay) < Re(a).

Soit G un ensemble ouvert dans C*! et soit f : (a,b] x G — C une fonction telle que

f[x, Y, Y1, - 791] < L(CL, b) pour tout (y7 Y, 7111) cG.
Si y(z) € L(a,b), alors y(z) satisfait p.p les relations (3.35) et (3.36) si et seulement
si y(x) satisfait p.p I'équation intégrale

n

bj a—j
y(z) = Zm(i—@)

, (D D
/ f t y a+y)( ) ( a+y)( )] dt (ZL‘ > a)'
(z — t)
En particulier, si 0 < Re(a) <1,z >a et by €C, alors y(x) satisfait p.p les relations :
(D y)(2) = f [z, y(2), (Dgiy)(@), -, (Dehy) ()], (15%y)(a+) = bo (3.37)
si et seulement si y(x) satisfait p.p l’équation mtégmle

(2) = bo(z —a)** / fIty@), (Deiy)@), - -+, (Daty)(t)] dt

Y T(a+1) (z — t)l a ‘
Théoréme 3.2.7. soit les conditions du théoréme 3.2.6 sont valides, soit f[x,y,y1, -,y

satisfaire la condition Lipschitzien :

o v@) @) @] = sl vy )| <4 (3.38)

l
Z!%"Yj‘
=0

pour tout x € (a,b] et (y,y1,--+ ,u), (Y,Y1,---,Y)) € G et ou A; > 0 ne dépend pas de
x € la,b] et soit (Dgi_kjy)(a+) =by, € C(j =1,---,ny) étre des nombres fizes, ot
n; = [Re(ay)] + 1 pour a; ¢ N et nj = a; pour o; € N,

Alors il existe une solution unique y(x) au probleme de type Cauchy (3.35) — (3.36)
dans lespace L*(a, b).
En particulier, si 0 < Re(a) < 1 et (IaJr y)a+) = bj € C (j = 1,---,1) sont des
nombres fizes , alors il existe une solution unique y(x) € L*(a,b) au probléme de type
Cauchy (3.37) et le probléeme de type de Cauchy pondéré

(Dgy)(@) = f [2,y(2), (D31y) (), (Dghy)(x)] |

xlirgle [(z —a)'"y(z)] =ceC.
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Théoréme 3.2.8. Soient k = 1,--- . m, ap € C, nj, — 1 < Re(ay) < np (np € N) ou
ar € N. Soit G un ouvert dans C™ et soit fy : (a,b] x G — C étre des fonctions telles que
fk[‘ru Yiy- - 7ym] € L<a7 b) pour tout (yb e 7ym> €G.

Si yi(x) € L(a,b), alors y,(x) satisfait p.p le systéeme des relations :
(ng;yr)(x) - fk [l’,yl(l'), e aym(‘r)] (T’ = ]-7 e 7m>7 (339>
(Dg-lr—ijkyk)(a—i_) = bjk cC (k = 17 to 7m?.7k = 17 T 7nk) (340)

si et seulement si yx(x) satisfait p.p le systéme d’équations intégrales

x_aaz ]k
ZF k_]k+1)< )

/ fk:tyl<t 1aym<)]dt k=1, .m).
Ozk Ok
En particulier, si0 < Re(ag) < letk=1,---,m, alors yp(z) satisfait p.p les relations
(Datye) (@) = felr,ya (@), ym(2)] (3.41)
(Lax ™ yw)(a+) = by, by € C, (3.42)

si et seulement si yx(x) satisfait p.p le systéme d’équations intégrales

_ b z —q)o ! 1 CLelt @), ym(t)] dt
yi(x) = )( )+ o / -

MNa—-1 — )l ’
pour tout k=1,---,m

Théoréme 3.2.9. Soit les conditions du théoréeme 3.2.8 sont valides et satisfaisons les
conditions de Lipschitz

Fil@syns = ) = Sl Vi Vo) €0 Akl = Vil (A > 03k = 1,0+ ,m),
k=1

pour tout x € (a,b] et pour tout (y1, - ,Ym), (Y1, -+, Ym) € G et ou Ay, > 0 ne dépend
pas de x € [a,b).

Alors il existe une solution unique (Y1, ,Ym) au probléme de type Cauchy (3.39) —
(3.40) dans lespace LI*![(a, b)™].

En particulier, si 0 < Re(ay) < 1, alors il existe une solution unique au probléme de
type Cauchy (3.41) — (3.42) et au probléme de type Cauchy pondéré

(ng—yk)(x) = Ji [iL‘,y1<:L‘),--- aym(x)]7 (k =1, 7m)a

lim [(z —a)' " y(z)] =bp €C, (k=1,--- ,m).

r—a+
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3.2.5 Problémes de type Cauchy pour les équations linéaires

A partir des Théorémes 3.2.4 et 3.2.5, on dérive les résultats correspondants pour les
problémes de type Cauchy pour les équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire

a € C, (Re(a) > 0).

Corollaire 3.2.3. Soita =n € N oua € C, tel quen —1 < Re(a) <n, (n € N) et soit
g(x) € L(a,b).

Si a(x) € L*>(a,b) ou si a(x) est borné sur [a,b], alors le probleme de type Cauchy pour
Uéquation différentielle linéaire suivante d’ordre o et by € C, (k=1,--- ,n)

(D2 y)(x) = a(@)y(z) + g(x), (DF7*y)(a+) = b

a une solution unique y(x) dans l’espace L*(a,b).
En particulier, il existe une solution unique y(x) € L*(a,b) au probléme :

(Dg,y)(x) = Mz — a)’y(x) + g(x), (D y) (a+) = by
ot A, B € C, (Re(3) > 0).

Corollaire 3.2.4. Soit a =1 ou a € C, (0 < Re(a) < 1). Soient ¢, by € C et g(z) €
L(a,b).
Si a(x) € L™(a,b) ou si a(x) est borné sur |a,b], alors le probléme de type Cauchy

(Dgsy)(z) = a(2)y(@) + g(@), (L1 y)(at) = by

et le probleme de type Cauchy pondéré

(D2, )(@) = a(@)y(x) + g(x), lim [(x — )" “y(a)] = c

T—a+

ont une solution unique y(x) dans l’espace L*(a,b).
En particulier, [’'un des problémes de type Cauchy suivants,

(Day)(@) = Mz = a)’y(x) + g(2), (L,3°y)(at) = bo
(D) (@) = Az — a)’y(z) + g(2), lim [(@—a)"y(@)] =c

a une solution unique y(x) dans l’espace L*(a,b) avec A\, 3 € C, (Re(S) > 0).
Les résultats donnés dans les Corollaires 3.2.3 et 3.2./ peuvent étre étendus a des équations
différentielles fractionnaires plus générales.

Corollaire 3.2.5. Soit « € C, (n — 1 < Re(a) < n,n € N) et soit n = [Re(a)] + 1 pour
a ¢ Netn=apouraecN. Soientl e Neta; e C(j=1,---,1) tel que :

0=ap < Re(ay) < -+- < Re(oy) < Re(a) (3.43)

soit g(x) € L(a,b). Si aj(x) € L>(a,b) ou sia;(x)(j =0,1,---,1) sont bornés sur [a,b],
alors le probléeme de type Cauchy suivant pour l’équation différentiel linéaire d’ordre o,
avec b, € Cetk=1,---,n

a+y +Za3 a+y ) = ( ) (Da ky)(a+) - bk

Jj=0
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a une solution unique y(x) dans l’espace L*(a,b).
En particulier, il eziste une solution unique y(x) € L*(a,b) au probleme de type Cauchy
pour l’équation

(Dgy)(x) + ) Az — a)(Dly)(x) = g(x), (Dgty)(at) = by

§=0
ot )\j7ﬁj eC, (Re(ﬁj) > 0); (j =0,1,--- J)-

Corollaire 3.2.6. Soit @ =1 ou o € C tel que 0 < Re(a) < 1. Sotentl € N et a; € C,
(j=1,---,1) tel que les conditions dans (3.43) sont satisfaits et soit g(z) € L(a,b).

Si aj(x) € L>(a,b) ou si a;j(z)(j =0,1,---,1) sont bornés sur [a,b] et c,by € C, alors le
probleme de type Cauchy

(Dgy)(@) + ) a;(2)(Day)(x) = g(x), (L2 "y)(a+) = bo

§=0
et le probléme de type Cauchy pondéré

(Dgy)(@) + ) a;(@)(Dy)(x) = g(2), lim [(z —a)' ()] = ¢

r—a+
Jj=0

ont une solution unique y(x) dans l’espace L*(a,b).
En particulier, avec ['un des problémes de type Cauchy suivants :

l
(Dgyy)(@) + Y Al — a) (Dy)(w) = g(x), (1) (a+) = bo

J=0

(Dg y)(x) + Z Aj(x — a)ﬁj(DSiy)(x) =g(x), lim [([E — a)l_o‘y(x)} =c

Tr—a+
=0

ou Nj,B; € C, (Re(B;) > 0), ( =0,1,---,1) a une solution unique y(z) dans l’espace
L%(a,b).

Corollaire 3.2.7. Soient j = 1,--- ,m et o = n; € N ou a; € C tel quen; —1 <
Re(aj) < nj, (nj € N) et soit gj(x) € L(a,b).
Si aj(x) € L®(a,b) ou si aj(x) sont bornés sur [a,b], alors le systéme du probléeme de
type Cauchy
(Datys) (@) = aj(x)y;(x) + g;()
(Dgiikjy)(a’—'—) = bkj € (C7 (k] = 17 s, Nyoavec .] - 1a T 7m) (344>
a une solution unique (y1,--- ,Yym) dans Uespace LI*[(a, b)™].
En particulier, le systeme de type Cauchy probleme

(Daiy)(z) = Nj(z — a)y;(x) + g;(x)

ot A\j,3; € C, Re(B;) >0, (j=1,--+,m) (Y1, ,ym) € L®[(a,b)™] et aux conditions
initiales (3.44) a une solution unique (y1,--- ,Ym) dans lespace LI*![(a, b)™].
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Corollaire 3.2.8. Soient j =1,--- ,m et aj =1 ou o;j € C tel que 0 < Re(aj) < 1 et
soit g;(z) € L(a,b).

St aj(x) € L®(a,b) ou si aj(x) sont bornés sur [a,b], alors le systéme des probléemes de
type Cauchy

(Datyi) (@) = a;(2)y;(2) + g;(x), (L;"y)(a+) =b;

avec bj,c; € Cet j=1,---,m et le systeme des problemes de type Cauchy pondérés

(DY) (x) = aj(x)y;(x) + g;(2), lm [(x —a)'"y(2)] = ¢

r—a+

ont une solution unique (y1,--- ,Ym) dans Uespace LI*![(a, b)™].
En particulier, l'un ou l'autre systéeme des problémes de type Cauchy suivants :

(D3y;)(x) = i@ — @)%y (x) + g5(w), (Loxy;)(a+) = b,

(Daty)(@) = M@ = a)?y;(2) + g5(x), lim [(z =)= y;(2)] = ¢
avec j = 1,--- ,m et \;,3; € C, (Re(B;) > 0) @ (y1,"* ,Ym) € LI[(a,b)™] comme une
solution unique.

3.3 Equations avec la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville dans I’espace des fonctions continues. So-
lution globale

Dans cette section, on donne les conditions d’une solution unique y(x) au un probléme
de type Cauchy (3.1)-(3.2) dans l'espace C%__[a,b] défini pour n — 1 < a < n, (n € N)
par :

(O {y € Cn_ala,b] : (Dy y)(x) € Chala, b]} (3.45)

ici Cy,—q[a, b] est un espace pondéré des fonctions continues de la forme (1.14) :
Cala,b] = {g() : (x — a)"*g(2) € Cla,b], lgllc,—o = Iz —a)" “g(z)]c}. (3.46)

En particulier, lorsque oo = n € N, Cj|a, b] coincide avec I'espace C"|a, b].

On donne les conditions d’existence d’une solution globale continue y(x) & ce probléme de
Cauchy sur [a, b]. Comme dans la section 3.2, notre approche est basée sur la réduction de
ce probléme & une équation intégrale de Volterra du deuxiéme type de la forme (3.8) et
sur 1'utilisation du théoréme de point fixe de Banach. Les arguments ici sont fondamenta-
lement les mémes que ceux utilisés dans la section précédente, en utilisant les propriétés
des intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville dans les espaces pondérés
Cy—ola, b] au lieu de celles de L(a,b). Par conséquent, nous donnerons des preuves sché-
matiques pour l'essentiel, a I'exception de la preuve de I'unicité dans la section 3.3.2 ou
la technique de travail avec des fonctions dans les espaces C,_[a, b] est démontrée.
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3.3.1 Equivalence du probléme de type Cauchy et de I’équation
intégrale de Volterra

Dans cette sous-section, on prouve ’équivalence du probléme de type Cauchy (3.12)-
(3.13) et de I’équation intégrale non linéaire de Volterra (3.8) dans le sens que si y(z) €
Ch—ala, b] satisfait 'une de ces équations, alors il satisfait également I’autre. Pour établir
un tel résultat, nous supposons qu’'une fonction f(z,y) appartient a C,_,|a, b] pour tout
y € G C R. Pour cela, on a besoin de 'assertion auxiliaire qui découle du lemme 2.1.8

(a).

Lemme 3.3.1. Si v € R, (0 < v < 1), alors Uopérateur d’intégration fractionnaire 1,
avec a € C, (Re(a) > 0) est borné dans C,[a,b] :

- )
AL St VA A4
I12gle, < (b= 0" fpg s lole (3.47)
On établit d’abord I’équivalence du probleme de type Cauchy (3.12)-(3.13) et l’équation
intégrale (3.8) dans l’espace (3.46).

Théoréme 3.3.1. Soient « > 0, n = —[—al, G un ensemble ouvert dans R et f :
(a,b] x G — R une fonction telle que f(z,y) € Ch_qla,b] pour tout y € G.

Siy(x) € Ch_nla,b], alors y(x) satisfait les relations (3.12) et (3.13) si et seulement
si y(x) satisfait I’équation intégrale de Volterra (3.8).

preuve 3.3.1. On prouve d’abord la nécessité. Soit y(x) € C,_,la,b] satisfait (3.12)-
(5.13).

Puisque f(x,y) € Ch_ala,b] et (3.12) signifie qu’il existe sur [a,b] la dérivée fractionnaire
(Dy y)(x) € Ch_yla,b]. Selon (2.7) et (2.10) la dérivée (Dg,y)(x) a la forme (3.14) et
donc par le Lemme 3.3.1, (1) %y)(x) € C)__|a,b).

Par conséquent, on peut appliquer le Lemme 2.1.9 (d), (avec f(z) = y(x) et v = n — «)
et conformément a (2.25) la relation (3.15) est vraie. En utilisant (3.13) et en prenant
les mémes arguments que dans la démonstration du Théoréme 3.2.1, on représente (3.15)
sous la forme (3.16) :

n

(I3 D)) = y(2) = 3 ﬁ

(x —a)*. (3.48)
Par le lemme 3.3.1, lintégrale (I(?Jrf(t,y(t))) (x) € Ch_ala,b]. En appliquant l'opérateur
I¢, aux deux cotés de (3.12) et en utilisant (3.48) et (2.1), on obtient Iéquation (3.8) et
donc la nécessité est prouvée.

Maintenant, on prouve la suffisance. Soit y(z) € C,_ala,b] satisfaire I’équation (3.8). En
appliquant lopérateur DS, aux deux cotés de (3.8), on a :

Dg,y)( ZF _j+1(Ds+<t—a>”)<> (D21 St @) ) (@)

De la, conformément a la formule (2.16) et au Lemme 2.1.9 (b) (avec f(z) remplacé par
f(z,y(x)), on arrive a ’équation (3.12).
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En appliquant les opérateurs D2F, (k = 1,--- ,n) des deux cotés de (3.8) et en utili-
sant les mémes arguments que dans la démonstration du Théoréme 3.2.1, on obtient des
relations des formes (3.18) et (3.19) :

Dk ¥y b k=i ! C(@ = OFUf( y(0))dt 3.49
D) =3 e =) f o @O e 3.49)
et

Do) = D e oy [ e G (050

Application de la limite quand © — a+ dans (3.49) et (3.50), on obtient les relations
dans (8.13). Ainsi la suffisance est aussi prouvée, ce qui compléte la preuve du Théoréme

3.3.1.

Corollaire 3.3.1. Soient n € N, G un ensemble ouvert dans R et f : [a,b] x G — R une
fonction telle que f(x,y) € Cla,b] pour tout y € G.

Si y(x) € Cla,b], alors y(x) satisfait les relations dans (3.5) si et seulement si y(z)
satisfait I’équation intégrale (3.20).

3.3.2 L’existence et 'unicité de la solution globale au probléme
de type Cauchy

Dans cette sous-section, on établit I'existence d’une solution unique au probléme de
type Cauchy (3.12)-(3.13) dans l'espace C%__[a, b] défini dans (3.45) dans les conditions
du Théoréme 3.3.1 et une condition Lipschitzienne supplémentaire (3.21).

On a besoin de l'affirmation préliminaire suivante.

Lemme 3.3.2. Soienty € R, a <c<b, g € C,la,c] et g € C,c,b], alors g € C,la,b] et

190l iaer < max ([[gllesfas l9lleses) -
1l y a le résultat suivant.

Théoréme 3.3.2. Soient « > 0, n = —[—a], G un ensemble ouvert dans R et f :
(a,b] x G — R une fonction telle que f(x,y) € Ch_ala,b] pour tout y € G et la condition
(3.21) soit vérifiée.

Il eziste alors une solution unique y(z) au probléme de type Cauchy (3.12)-(3.13) dans
Uespace C_ [a,b).

preuve 3.3.2. Tout d’abord, on prouve l’existence d’une solution unique y(x) € Cy,_4[a,b].
Selon le théoreme 3.3.1, il suffit de prouver l’existence d’une solution unique y(z) €
Ch—ala,b] a Uéquation intégrale non linéaire de Volterra (3.8). Pour cela, comme dans
la démonstration du théoreme 3.2.3, on applique la méthode connue pour les équations
intégrales de Volterra non linéaires.

L’équation (3.8) a du sens dans n’importe quel intervalle [a, 1] € [a,b], (a < z1 < b).
Choisissez x; telle que ['inégalité :

MNa—n+1)

Mz = o) 5o =)

<1 (3.51)
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est vérifie, puis prouvez ezistence d’une solution unique y(x) € Ch_sla, 1] a l’équation
(3.8) sur lintervalle [a, z1]. Pour cela, on utilise le théoréme du point fize de Banach pour
Uespace Cy,_qla, b], qui est l'espace métrique complet avec la distance donnée par :

(e =)' (m(2) — () ).

d(yi,v2) = lly1 — v2llon_afae) = max

z€la,r1]

On réécrive l’équation intégrale (3.8) sous la forme :

y(x) = (Ty)(x),

ou T est opérateur défini dans (3.23) avec yo(x) donné par (3.24). Pour appliquer le
théoreme 1.11.3, on doit prouver ce qui suit :

o Siy(x) € Ch_nla,x1], alors (Ty)(z) € Cph_nla, x1]

et

e Pour tout yy,ys € Cy,_ala, x1], Uestimation suivante est vérifie :

HTyl - Ty2||Cnfa[a,ac1] < WHyl - yZHCnfa[a,m] (3-52)

avec
INa—n+1)

= Mn—a —a) .
“ (1 =) o =)

Il résulte d’apres (3.24) que yo(x) € Ch_nla, x1]. Puisque f(x,y(z)) € Ch_qsla, z1], alors
par le lemme 3.3.1 (avec v = n —a, b = x1 et g(t) = f(t,y(t))) Uintégrale a droit de
(3.23) appartient aussi o C,_,la, x1] et donc (Ty)(x) € Cy_ola, x1].

Maintenant, on prouve l'estimation dans (3.52). Par (3.23)-(3.24) et (2.1), en utilisant la
condition Lipschitzienne (3.21) et en appliquant la relation (3.47) qui donne [’estimation
(3.52) (avec vy =n —a, b=z et g(t) = f(z,y1(x)) — f(x,y2(x))), on obtient :

12 (1) = (@) )|

| Ty1 — Ty2llcpafaz) <

Cn—ala,z1]
< M|zl -wol)|,
'a—n+1)
< M - @ - a,r1|
iy (l']_ (Z) F(QO{ —-n + 1) Hyl y2||cn—a[ ) 1}

qui donne ’estimation (3.52). Conformément a (3.51), 0 < w < 1 et donc par le théoreme
1.11.3, il eziste une solution unique y*(x) = yi(z) € Ch_ala, x1] de équation (3.8) sur
Uintervalle [a, x1].

D’apres le théoréme 1.11.3, cette solution y*(x) est une limite d’une suite convergente
(T™y) ()

Jim Ty — v llen-alaen = 0,

ot yi(x) est nimporte quelle fonction dans C,_4[a,b]. Si au moins un b, # 0 dans la
condition initiale (3.13), on peut prendre yj(x) = yo(z) avec yo(x) défini par (3.24). La
derniére relation peut étre réécrite sous la forme :

m g =yl sy =0,
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o

. 1 e f(E @)
() = (T55)(@) = (o) + s | =t (m €19,

Ensuite, on considére lintervalle [x1,xs], 0t x9 = x1 + hy et hy > 0 sont tels que
x9 < b. Réécrivez I’équation (3.8) sous la forme (3.27), ot yo1(x) définie par (3.28) est la
fonction connue. En utilisant les mémes arguments ci-dessus, on déduit qu’il existe une
solution unique yi(x) € Cy_q[x1, 23] G U'équation (3.8) sur l'intervalle [x1, x3]. En prenant
Uintervalle suivant [xq, 3], 0t 3 = x9 + hy et hy > 0 sont tels que x3 < b et en répétant
ce processus, on trouve qu’il existe une solution unique y(x) a l’équation (3.8) telle que
y(x) =yi(z) et yi(zr) € Cpoglap—1,ax)(k=1,-- L) ota =9 <21 < -+ <z, =Db.
FEnsuite, par le lemme 3.3.2, il existe une solution unique y(z) € Ch_ala,b] sur tout
Uintervalle [a, b].

Donc il existe une solution unique y(x) = y*(x) € Ch_q[a,b] a Uéquation intégrale de
Volterra (3.8) et donc au probleme de type Cauchy (3.12)-(3.13).

Pour compléter la preuve du théoréme 3.3.2, on doit montrer qu’une telle solution unique
y(x) € C_ya,b] appartient a l'espace C2__la,b]. Conformément a la définition (3.45) il
suffit de prouver que (D3, y)(x) € Ch_qla,b]. Par la preuve ci-dessus, la solution y(x) €
Chr—ala, b] est une limite de la suite yp,(x) 0t ym(x) = (T™y5)(z) € Cp_ula,b] :

ml_i)r_lif_loo Hym - yHCnfa[ayb} = 07 (3'53)
avec le choix de certains y,, sur chacun [a,z4], -+ ,[rp—1,b]. Par (3.12) et (3.21), on a :

”Dg+ym - Dg-i-yHCn—a = lf(2,ym) = f(@,9)llcn e < Mu—allym — yllo,_a-

donc par (3.53),
hm ||Dg+ym - ng,y”Cn,a[a,b] = 07

m—-+00

et donc (Dg,y)(z) € Ch_ula,b]. Ceci compléte la prewve du théoréme 3.3.2.

Corollaire 3.3.2. Soient 0 < a < 1, G un ensemble ouvert dans R et f: (a,b] x G — R
une fonction telle que f(x,y) € C1_4[a,b] pour tout y € G et (3.21) soit vérifie.
Alors il existe une solution unique y(x) au probleme de type Cauchy.

(Dgyy)(x) = f(z,y(x)) (0 <a <1).
(La:"y)(a+) =b (b € R).
dans l’espace C{_|a, b].

Corollaire 3.3.3. Soient n € N, G un ensemble ouvert dans R et f : [a,b] x G — R une
fonction telle que f(x,y) € Ci_ala,b] pour tout y € G et (3.21) soit vérifie.
Alors il existe une solution unique y(z) au probléme de Cauchy (3.5) dans Uespace C™[a, b].

3.3.3 Le probléme de type Cauchy pondéré

Lorsque 0 < o < 1, le résultat du corollaire 3.3.2 reste vrai pour le probleme de type
Cauchy pondéré (3.7) avec c € C :

(DLy)(@) = f(e,y(@), lm (=) y(z)) =c,(0< Re(a) <1). (354

r—a+

Sa preuve est basée sur 1’assertion préliminaire suivante :
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Lemme 3.3.3. Soient 0 < a <1 et y(x) € C1_,a,b].

1. Si
g (=) = <)
alors :
(ly*y)(a+) = lim (I,7%y)(z) = T (a).
2. Si

lim (I,;*y)(z) =b, (b € R),

T—a+

et s’il existe la limite lim+ <(x - a)l_o‘y(:v)>, alors :

lim <(m — a)l_ay($)> = %,

T—a+

Théoréme 3.3.3. Soient 0 < a < 1, G un ensemble ouvert dans R et f : (a,b] x G — R
une fonction telle que f(x,y) € Ci_4[a,b] pour tout y € G et (3.21) soit vérifie.

Alors il existe une solution unique y(x) au probleme de type Cauchy pondéré (3.54)
dans l’espace C{__a, b].

3.4 Equations avec la dérivée de Caputo dans I’espace
des fonctions continument différentiables

Dans la section 3.3, on a donné les conditions pour I'existence des solutions uniques
globales, continues pour les problémes de type Cauchy (3.12)-(3.13) lorsque les condi-
tions initiales sont données au point final a d’un intervalle bornée [a,b] et en tout point
xo € (a,b), respectivement. On considére ici des problémes similaires pour les équations
différentielles non linéaires avec la dérivée de Caputo (°D,y) (z) définie dans (2.60).
On utilisera les mémes méthodes qui ont été développées dans la section 3.3 basées sur la
réduction des probléemes considérés aux équations intégrales de Volterra et en utilisant le
théoréme du point fixe de Banach.

Les résultats seront différents pour les cas xqg = a et £y > a. On commence par le cas le
plus simple.

3.4.1 Le probléme de Cauchy avec les conditions initiales au point
final de I’intervalle. Solution globale

Dans cette sous-section, on considére I’équation différentielle non linéaire d’ordre o >

(“Dayy)(x) = f(2,y(x)), (@ > 0,a <z <b), (3.55)

impliquant la dérivée fractionnaire de Caputo (D2, y) (z) définie dans (2.60) sur l'inter-
valle borné [a, b] de l'axe réel R, avec les conditions initiales

yPa)=by eR,(k=0,1,--- ,n—1;n=—[-q]). (3.56)
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On donne les conditions d’une solution unique y(z) & ce probleme dans I'espace C! [a, b]
défini pour a >0, re Net y e R, (0 <~y < 1) par:

C[a,b] = {y(x) € C"[a,b] : D2y € Cya,b]} ,CL" = Cl[a, b]. (3.57)

Comme dans les Sections 3.2-3.3, nos méthodes sont basées sur la réduction du probléme
considéré a ’équation intégrale de Volterra :

o) =S~ Y(n—a) + . (1a) / (x(_ t§1>>adt, (a<z<b). (3.58)

Lorsque o € N, alors conformément a (2.63), (“D2,y) (z) = y™(x) pour une fonc-
tion appropriée y(z) et donc (3.55)-(3.56) est le probléme de Cauchy pour l'équation
différentielle ordinaire d’ordre n € N :

Yy (z) = f(z,y(x)),(a <z <b) et y¥(a) =b, €R, (k=0,1,--- ,n—1). (3.59)

L’équation intégrale correspondante (3.57) prend la forme :

v =3 Ho—op 4oy [ =0 GO a <o <. (360

On établit d’abord une équivalence entre le probléme (3.55)-(3.56) et I’équation intégrale
(3.58) dans l'espace C"[a, b] des fonctions continument différentiables.

Théoréme 3.4.1. Soient « > 0, n = —[—al, G un ensemble ouvert dans C et f :
(a,b] x G — C une fonction telle que f(x,y) € C,la,b] avec 0 < v <1 et v < «, pour
tout y € G. Soit r =n pour « € N et r =n — 1 pour a ¢ N.

Si y(x) € C"a,b], alors y(x) satisfait les relations (3.55) et (3.56) si et seulement si
y(z) satisfait I’équation intégrale de Volterra (3.58).

preuve 3.4.1. On prouve d’abord la nécessité. Soit « =n € N et y(x) € C"[a,b] la solu-
tion au probleme de Cauchy (3.59). En appliquant l'opérateur I7, a la premicre relation
dans (3.59) et en prenant en compte (2.27) et la deuziéme relation dans (3.59), on arrive
a léquation intégrale (3.60). Inversement, si y(x) € C"[a,b] satisfait (3.60), alors par
dérivation terme a terme de (3.60), on a :

;k)! / ) (3.61)

(n —

yO@) =Y e =)

pour k=1,--- . n—1. En prenant la limite x — a et en prenant compte de la continuité
des mtegmntes dcms (3.60) et (3.61), on obtient y*)(a) = by, pour k =0,1,--- ,n—1. En
dérivant I’équation (3.60) n fois, on obtient y™ (z) = f(x,y(z)). Ainsi le théoréme 3.4.1
est prouvé pour o € N,

Soit maintenant n — 1 < a < n et y(z) € C" a,b]. Selon (2.60) et (2.5),

<Da+y><>=(%)n<zg;a[ y t_aD(x).
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Par les hypothéses du théoreme 3.4.1, f(x,y) € C,la,b] et il résulte de (3.55) que
(°D¢yy) (z) € Cyla,b] et donc,

(e ,
(f:;a [ya) - - >D () € Cla.b]

ol () ,
(I7.°D3,y) () = (fstzu TOEDIE jf <t—a>ﬂ]><x>

B — 49 (a) 5= P
— y(,ﬁl}‘) — P j' (I CL) — £ m(&? — CL) ,(362)
o (g ,
nale) = (IZ;;“ [y(t) - - >D @) (369

En intégrant (3.63) par parties, en dérivant l’expression obtenue et en utilisant la premiére
formule dans (2.24) avec k =1, on a :

(g ,
o = 2 - 5220

= 7
n=t,0)
n—a y(a)
(s [m_ ., @_ayp@
=1 7
En répétant ce processus n — k fois (k=1,--- ,n) on arrive a la relation suivante :
n— k} n—o n— y n
s (z) = <]a+ [y —a)’” ““]) ().
j=n—k
En faisant le changement de variable t = a + s(x — a), on obtient pour k =1,--- . n
_ \n—a pl n=lo ()

(n—k) _ (x (l) / n—a—1 (n—k’)( ) Yy (a) j—n+k
Yoo () = =—F— 1-s Y s+alr—a))— : s(x—a .
@) = Foray [ 09 (w=0) = ¥ Hrleta=a)
Puisque o < n et y™ ¥ (x) € Cla,b] pour k = 1,--- n, alors les derniéres relations

donnent y™*)(a+) =0, (k=1,--- ,n) et donc (3.62) prend la forme :
n—1 ;
(12,°D2, y)(x ¥ ) (- ay. (3.64)

=0

Comme f(x,y) € C,la,b] et v < a, par le lemme 2.1.8(b), 12 (t,y(t))(x) € Cla,b].

En appliquant Uopérateur I$, aux deux cotés de (3.55) et en utilisant (3.64) et les condi-
tions initiales (3.56), on trouve que y(z) € C" a, b] est la solution de ’équation intégrale
(3.58) et donc la nécessité est prouvée.

.
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Soit maintenant y(x) € C"a,b] la solution de l’équation intégrale (3.58). Montrons
d’abord que y(x) satisfait auzx conditions initiales (3.56). En dérivant les deux cotés de
(3.58) et en prenant en compte (2.24), pour tout k =1,--- ,n—1, on a :

y W (z) = 4_ . bj (x —a)ih g 1j(al_ . /aff (:Efitf;(fl{rkdt (3.65)

Faire le changement de variable t = a + s(x — a) dans les intégrales dans (3.58) et
(8.65) pour tout k =1,--- ,n— 1, on trouve que :

(x —a) "+ dt.

(z —a)** 1 f(a +s(x —a),y(a+ s(z — a))>
(J —k)! Pla—Fk) /0 (x — )itk

Puisque o« > n — 1 et f(z,y(x)) est continu, les intégrants dans ces relations sont
continus et en prenant la limite v — a+, on obtient la relation (3.56).

Maintenant on a montré que y(x) satisfait [’équation (3.55). En appliquant ['opérateur
D¢, a (8.58), en prenant compte (3.56) et (2.61) et en utilisant la premiére relation dans
(2.22), on arrive a l'équation (3.55). Ainsi le théoreme 3.4.1 est prouvé pour o ¢ N.

Corollaire 3.4.1. soient n € N, G un ensemble ouvert dans R et f : (a,b] x G — R une
fonction telle que f(x,y) € C,la,b] avec 0 <~y < 1, pour tout y € G.

Siy(x) € C"a,b], alors y(x) satisfait la relation (3.59) si et seulement si y(x) satisfait
’équation intégrale de Volterra (3.60).

Corollaire 3.4.2. Soient 0 < a < 1, 0 < v < «, G un ensemble ouvert dans R et
f:(a,b] x G — R une fonction telle que f(x,y) € C,a,b], pour tout y € G.
Si y(z) € Cla,b], alors y(z) satisfait les relations

(“Dgyy)(x) = f(z,y(x)), y(a) = by € C, (3.66)

si et seulement si y(x) satisfait I'équation intégrale de Volterra

_ L [* fty)
y(x) = by + o) /a (7= 75)1_adt, (a <z <b).

Maintenant, on établit l’existence et l'unicité de la solution au probléme de Cauchy
(3.55)-(3.56) dans Uespace C™[a, b] dans les conditions du théoréme 3.4.1 et une condi-
tion Lipschitzienne supplémentaire (3.21). Pour cela, on a besoin de l’assertion prélimi-
naire similaire au lemme 3.3.2.

Lemme 3.4.1. Soientn € N, a < ¢ <b, g € C"[a,c] et g € C"[c,b], alors g € C"[a,b] et

lgllcmiap) < max (HgHC"[a,c]a ||g||C’"[c,b]>'

Théoréme 3.4.2. Soient « > 0, n = —[—a], 0 < v <1, v < a, G un ensemble ouvert
dans C et f : (a,b] x G — C une fonction telle que f(x,y) € C,[a,b], pour tout y € G et
la condition de Lipschitz (3.21) soit vérifie.

1. Sin—1<a<n, (ne€N), alors il existe une solution unique y(x) au probléme de

Cauchy (3.55)-(3.56) dans lespace C™a, b].
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2. Sta=n €N, alors il existe une solution unique y(x) au probléeme de Cauchy (3.59)
dans Uespace Cla, b].

3. En particulier, lorsque v = 0 et f(x,y) € Cla,b], il existe des solutions uniques au
probléeme de Cauchy (3.55)-(3.56) dans ’espace C*"1[a, b]

C*" a,b) = Cy" '[a,b] = {y(z) € C"}[a,b] : °D2,y € Cla,b]},
et au probléme de Cauchy (3.58) dans l’espace C"[a, b].

Corollaire 3.4.3. Soient n € N, G un ensemble ouvert dans R et f : (a,b] x G — R
une fonction telle que f(x,y) € Cla,b] pour tout y € G et la condition (3.21) soit vérifie.
Alors il existe une solution unique y(x) € C"[a,b] au probléme de Cauchy (3.58).

Corollaire 3.4.4. Soient 0 < a < 1, 0 < v < «a, G un ensemble ouvert dans R et
f:(a,b] x G — C soit une fonction telle que f(x,y) € C,la,b] pour tout y € G et la
relation (3.21) soit vérifie.
Il eziste alors une solution unique y(x) au probléme de Cauchy (3.66) dans l’espace
Cola,b] -

C2la,b] = CI°a,b] = {y(z) € Cla,b] : °Dg,y € C,la,b]} .

Corollaire 3.4.5. Soient n — 1 < a« < n, (n € N), 0 < v < 1 tel que v < « et
g(l’) < C’Y[a7b]'
Si a(z) € Cla,b], alors le probléme de Cauchy :

(“D¢yy) = a(z)y(z) + g(x), y*(a) = by,

avec k = 0,1,---,n — 1 et by € R a une solution unique y(x) dans 'espace C*"1[a, b]
lorsque o ¢ N et dans lespace CZa, b] lorsque o =n € N.
En particulier, le probléme de Cauchy :

(“Dgyy) = Mz — a)’y(z) + g(x), y¥(a) = by,

avec k=0,1,--- ;n—1,bp, e R, A € C et f > 0 a une solution unique y(z) dans l’espace
Co"a, b] lorsque o ¢ N, tandis que dans C2[a,b] lorsque o =n € N,

3.5 Equations avec les dérivées Fractionnaires d’Hada-
mard dans ’espace des fonctions continus

Dans cette section, on donne les conditions d’existence d’une solution unique globale
continue au probleme de type Cauchy dans I'espace C§,,_, _ [a, b] défini pour n—1 < e <n,
(neN)et0<~y<1par:

(O{n—aw[a’b] = {y(x) € Ch_alogla, 0] : (D:-s-y)(x) € C, 10gla, b]}a

ici DY, y est la dérivée fractionnaire d’Hadamard (2.105) et C, 1o¢[a, b] est I'espace pondéré
des fonctlons continues (1.7) :

Chaogla, ] = {9(x) : (log 2 ) g(a) € Cla,b), lylle,, = || (o5 =) 9(@)]| }-
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On considére le probléme de type Cauchy suivant
(Day)(@) = f(z,y(x)), (x> a,a>0), (3.67)

(De*y)(a+) = by, by €R, (k=1,--- ,n avec n = —[—al). (3.68)

La notation (Dg;ky)(a%—) veut dire que la limite est prise a tous points du voisinage
a droit (a,a+¢€), (e > 0) de a
(D*y)(a+) = zlgng(Dg;ky)(x)’ (k=1,---,n—1),

(DE"y)at) = lim (L57y)(2), (@ # n), (Dgyy)(at) = y(a), (@ = n),

ou I, est 'opérateur fractionnaire d’'Hadamard d’ordre n — .

En utilisant les propriétés des opérateurs d’intégration et de dérivation d’Hadamard
données en (2.44) et (2.45) et en appliquant les mémes arguments que dans les preuves des
théorémes 3.2.1 et 3.3.1, on prouve I’équivalence du probléme (3.67)-(3.68) et d’équation
intégrale de Volterra.

Théoréme 3.5.1. Soient « > 0, n = —[—al, 0 <y < 1, G un ensemble ouvert dans R
et f:(a,b] x G — R une fonction telle que f(z,y) € C, 10g[a, b] pour tout y € G.
St y(x) € Cp_aogla, b], alors y(x) satisfait les relations (3.67) et (3.68) si et seulement si
y(x) satisfait I’équation intégrale de Volterra.

En particulier, si 0 < a <1 et y(x) € Ci_q 0], b], alors y(x) satisfait les relations :

(Dayy) (@) = f(2,y(@)), (L:"y)(a+) =bER (3.69)

si et seulement si y(x) satisfait ’équation intégrale suivante :

y(z) = % (1o g)“_l + ﬁ / (1o %)‘H f(t, W))%, (x> a) (3.70)

Pour prouver un résultat d’unicité pour (3.67)-(3.68), on a besoin d’une assertion préli-
minaire.

Lemme 3.5.1. Soient v € C, a < ¢ < b, g € C,0gla,c] et g € C,10]c,b], alors g €
Cyogla, b] et
HgHC'y,lOg[aub] S max |:HgHC'y,log[avc]7 ||g||c'y,log[cvb}i|

Théoréme 3.5.2. Soient o« > 0, n = —[—al, 0 <y < 1 tel que vy > n—a, G un ensemble
ouvert dans C et f : (a,b] x G — C soit une fonction telle que f(z,y) € C,10gla, b] pour
tout y € G et la condition de Lipschitz (3.21) soit vérifie.

Alors il existe une solution unique y(x) au probléme de type Cauchy (3.67)-(3.68) dans
lespace C§,,_, . [a,b].
En particulier, si 0 < a < 1 et v > 1 — «, alors il existe une solution unique y(x) au

probleme de type Cauchy (3.69) dans Uespace C§,_, _[a,b].

Corollaire 3.5.1. Sotent n € N, 0 < v < 1, G un ensemble ouvert dans R et [ :
(a,b] x G — R une fonction telle que f(z,y) € C,10g(a,b] pour tout y € G et la relation
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(3.21) soit vérifie.
Alors il eziste une solution unique y(x) au probléme de Cauchy

(0"y)(x) = f(z,y(@)), (" *y)(a) =bx €R,(k=1,--+ ,n)

dans Uespace Cla,b] = {y € Cla,b] : 0"y € Cla, b]}.

Les espaces de la solution y(z) du probléme de type Cauchy (3.67)-(3.68) sont caractérisés
plus précisément lorsque b, = 0 et les résultats sera différent pour 0 < a < 1 et pour a > 1.
Considérons d’abord le premier cas :

(Desy)(z) = f(z,y(2)), (0 < a < 1), (I,7"y)(a+) = 0. (3.71)

L’équation intégrale (3.70) correspondant au probleme (3.71) prend la forme suivante :

1 v A dt
=— [ (1 —) toy(t)) = .
o) = s | (o) sy T > o
Par le lemme 2.7.6 (a), si f(z,y(x)) € Cyiogla,b], (0 < vy < 1), alors la solution y(x)
appartiennent a C,_q[a,b] pour v > a et a Cla,b] pour v < a. De la, on conclure le
résultat.

Théoréme 3.5.3. Soient 0 < a < 1, 0 < v < 1, G un ensemble ouvert dans C et
[ (a,b] x G — R une fonction telle que f(x,y) € C,iogla,b] pour tout y € G et la
condition de Lipschitz (3.21) soit satisfaite.

1. Si v > «, alors le probléme de type Cauchy (3.71) & une solution unique y(x) €
Cyg [a, b].

677_0‘77

2. 8i v < «, alors le probleme de type Cauchy (3.71) & une solution unique y(z) €

Csola,b].
De méme, on peut prouwver le résultat pour le probléme (3.67)-(3.68) avec v > 1 :
(Dgyy) () = f(x,y(x)), (> 1), (3.72)
(D2 Fy)(at+)=br e R(k=1,--- ,n—1 avec n = —[—a]), b, = 0. (3.73)
Théoréme 3.5.4. Soient a« > 1, n = —[—a], G un ensemble ouvert dans R et f :

(a,b] x G — R une fonction telle que f(x,y) € Cy10g(a, b] pour tout y € G et la condition
de Lipschitz (3.21) est satisfaite.
Alors le probleme de type Cauchy (53.72)-(3.73) a une solution unique y(z) € C§la,b].
En particulier, si f(z,y) € Cla,b] pour tout y € G, alors le probleme de type Cauchy
(3.72)-(3.78) & une solution unique y(z) € C¢a, b].

Lorsque 0 < a < 1, les résultats du théoréme 3.5.2 reste vrai pour le probléme suivant :

-«
(D)) = Sl (0 < < 1), tim |(1og2) " yto)| =cem 7
Théoréme 3.5.5. soient 0 < a < 1, 0 < v < 1 telle que v > 1 — «a, G un ensemble
ouvert dans R et f : (a,b] x G — R une fonction telle que f(z,y) € C,10g]a, b] pour tout
y € G et la condition de Lipschitz (3.21) soit satisfaite.

Alors il existe une solution unique y(x) au probléeme de type Cauchy pondéré (3.74) dans
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lespace C§,_, . [a,b]. Le théoréme 3.5.3 donne le résultat pour le probleme pondéré (3.74)
avec c =0 :

r—a

(D)) = S0 << 1)t | (g 2) " yto)| =0 (a7)

Théoréme 3.5.6. Soient 0 < o < 1, 0 < v < 1, G un ensemble ouvert dans R et
f:(a,b] x G — R une fonction telle que f(x,y) € C,i0gla,b] pour tout y € G et la
condition de Lipschitz (3.21) est satisfaite.

1. Si vy > a, alors le probleme de type Cauchy pondéré (3.75) a une solution unique
y(x) dans l’espace C§ [a, b].

S, y—ayy
2. Si v < «, alors le probléme de type Cauchy pondéré (3.75) a une solution unique
y(x) dans Uespace C§ la,b].
3. En particulier, si pour tout y € G et f(x,y) € Cla,b], alors le probleme de type
Cauchy pondéré (3.75) a une solution unique y(x) dans lespace C¢|a, b].

Les résultats ci-dessus peuvent étre étendus a I’équation suivante, qui est plus générale que
(3.67) :

(D3 y)() = f (z,y(2), (Dgiy)(2), - (Dgy)(2)) . (3.76)
Théoréme 3.5.7. Soient « > 0, n = —[—a] et 0 < v < 1 tel que v > n — . Soient
le N\{1} et a; >0, (j=1,---,0) tel que 0 =ap < g < -+ < ay < a. Soient G un
ensemble ouvert dans R et f : (a,b] x G — R une fonction telle que f(z,y,y1, -+ , ) €

C1ogla, b pour tout (y,y1,--- ,u) € G et la condition de Lipschitz (3.38) soit satisfaite.
Alors il existe une solution unique y(x) au probléme de type Cauchy (3.76)-(5.68) dans

lespace C§,,_, . [a,b].

En particulier, si 0 < a < 1 et v > 1 — a, alors il existe une solution unique y(x) €

§1_an~la,b] au probleme de type Cauchy pour l’équation (3.76) avec les conditions ini-

tiales (I.:°y)(a+) =b € R et lim, ., [(log %)17& y(x)} =ceR.

Théoréme 3.5.8. Soient > 0,0<~v<1,leN\{1l} eta; >0, (j=1,---,1) telle que
0=ap<a < <aq <a. Soient G un ensemble ouvert dans R et f: (a,b] x G — R
une fonction telle que f(x,y,vy1, - ,y) € Cyiogla,b] pour tout (y,y1,--- ,y) € G et la

condition de Lipschitz (3.38) soit satisfaite.
1. 8510 < a < 1ety > a, alors il existe un unique solution y(z) € C§,_, _[a,b]
au probléeme de type Cauchy pour l’équation (3.76) avec les conditions initiales
-«

() =0 et | (%) y(o)] =0

2. 810 < a<1ety < a,aors il eriste une solution unique y(r) € C§_[a,b]
au probleme de type Cauchy pour ’équation (3.76) avec les conditions initiales

(I,:%y)(a+) = 0 et lim,_, [(log f)l_a y(x)] =0.

3. Sia>1etn= —[—a], alors le probleme de type Cauchy pour l’équation (3.76)
avec les conditions initiales :

(DeFy)(a+) =b, € C,(k=1,2,--+ ,n—1), b, = 0.

a une solution unique y(x) € C¢|a, b).



3.5. EQUATIONS AVEC LES DERIVEES FRACTIONNAIRES D’HADAMARD DANS L’ESPACE D.

4. En particulier, si pour tout (y,y1,-- ,y) € G et f(z,y,41,- - ,y) € Conogla,b],
alors les problemes de type Cauchy dans (1)-(3) ont une solution unique y(z) €

C¢la, b].
Corollaire 3.5.2. Soient n,l € N et a; >0, (oj <mn,j =1,---,1) tels que 0 = ap <
ap < -0 < aqp < a avec o = n soient satisfaites. Soient G un ensemble ouvert dans

R et f: (a,b] x G — R une fonction telle que f(z,y,y1, -+ ,u) € Cogla,b] pour tout
(Y, y1,- - ,y) € G et la condition de Lipschitz (3.38) est satisfaite.
Alors il existe une solution unique y(x) € C?’Oﬂ[a, b] pour le probleme de Cauchy

n aq 7] — d
(5"9)(x) = f (z.y(2). (DL y) (@), . (D3y) () . (x>a5 d—)

(" Fy)(a) =bp eR, (k=1,--- ,n).

Corollaire 3.5.3. Soient a > 0, n = —[—a] et 0 < v < 1 tel que v > n — a. Soient
Il e N\\{1} et aj >0, (j = 1,---,0) tel que 0 = ap < a1 < -+ < o < a. Soient
aj(x) € Cla,b], (j=1,---,1) et g(x) € C,10g]a, b].

Alors le probleme de type Cauchy pour ’équation différentielle linéaire suivante d’ordre
a)

DS y)(z) + Z a;(x)(Dgly)(x) + ao()y(x) = g(x), (x > a)

avec les conditions initiales (5’ 68) a une solution unique y(zx) dans lespace Cg,,_, _[a,b].
En particulier, il existe une solution unique y(z) € C§,,_, [a,b] au probléme de type
Cauchy pour l’équation avec \j € R et 3; >0, (j=0,1,---,1) :

(Dgyy)(@) + Y Nl — ) (D) (@) + Ay — a)Py(a) = g(a), (z > a).

J=1
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