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Introduction générale

Les équations différentielles sont apparues Historiquement tout au début du dé-
veloppement de I'analyse, en général a 1’occasion de problemes de mécanique ou de
géométrie.

Une théorie classique dans la modélisations mathématique dune transformation
physique est de supposer que le comportement futur du systeme peut étre résumé,
dans le cadre déterministe, par son seul présent, sans dépendre de son évolution
antérieure. Cette supposition conduit a une modélisation sous forme de systéme
d’équation différentielles ordinaires. Mais il existe de nombreux cas ou cette théorie
est mise en imperfection, et il est alors nécessaire de prendre en compte d’autre phé-
nomenes, ce qui entraine alors pour ’analyse du systeme un surcroit de complexité.
L’une de ces causes est le phénomeéne de retard ou d’hérédité qui caractérise l'in-
fluence que I'état d’un processus exerce sur son comportement au moment actuel.
Ainsi, les systémes imposés présentant des retards non négligeables ne peuvent plus
étre formulés mathématiquement sous forme de systemes différentiels ordinaires,
mais ils sont décrits par des équations héréditaires dont la dimension théorique de-
vient infinie.

Les équations différentielles semi linéaires a retard surviennent dans la formulation
de nombreux phénomenes dynamiques ou certains effets ne sont pas instantanés,
mais interviennent avec retard, autrement dit lorsque 1’état a un instant donné est
une fonction de son passé.

On peut les rencontrer dans plusieurs domaines d’applications, notamment en éco-
nomie, physique, médecine, biologie,.....etc. La signification du retard dans un tel
ou tel modele peut étre différente : le temps de gestation en biologie, le temps de
réaction en conduite automobile, la période d’incubation d’une maladie contagicuse,

le temps d’accumulation,....etc.



On trouve ainsi dans la théorie des ces équations différentielles semi linéaire a retard
un moyen plus réaliste que dans les équations différentielles ordinaires.
A partir des années (50) la théorie des équations a retard a connu un grand déve-

loppement, notamment on trouve Belman et Cooke(1963) ; Hale (1977).

Dans ce mémoire on s’intéressera aux équations différentielles fonctionnelles semi-
linéaires avec retard a domaine non dense et plus précisément aux résultats d’exis-
tence et d’unicité de solutions.

Ces résultats sont basés sur la théorie des semi-groupes et sur 'argument du point
fixe.

Le mémoire est organisé de la fagon suivante :

Le premier chapitre est consacré aux notations et définitions, théorie de Cy semi-
groupe et semi-groupe intégré, quelque théorémes de point fixe et des exemples sur

les opérateurs a domaine non dense et les modeles d’équations a retard.

Le deuxieme chapitre nous étudions I'existence et I'unicité des solutions pour des

équations différentielles semi-linéaires a retard fini :

—(t) = Ax(t)+ f(t,x), teJ=10,b],
z(t) = ), te[-r0].

Ou A :D(A) C £ — & est un opérateur linéaire a domaine non dense, satisfait la
condition de Hille-Yosida génére un semi-groupe intégré {S(t)}+>o sur un espace de
Banach, f: J x C' — & est une fonction continue. ¢ : [—7,0] — £ est une fonction

continue donnée et z; 'élément de C([—r,0],&) défini par

z(0) =x(t+6), 0¢€[-r0],

Le troisieme chapitre nous étudions l'existence et I'unicité des solutions pour des



équations différentielles semi-linéaires a retard infini :

dz

(O = A+ [(t,z), t€]0,0],

Ty = 90687

ou A:D(A) C & — £ est un opérateur linéaire fermé & domaine non dense dans &,
et satisfait la condition de Hille-Yosida géneére un semi-groupe intégré {S(t)}i>0. ¢
est dans un espace de phase B, f est une fonction défini de [0,b] x B dans & et zy

représente une fonction définie de (—oo, 0] dans £ par

z(0) = z(t +6) pourd € (—o0,0].



Chapitre 1
Préliminaires

Dans cette section, nous allons exposer 1’ensemble de toute les notions de base
utilisées dans notre travail, a savoir les définitions importantes et les théoremes

fondamentaux.

1.1 Notation et Définitions

Les notions suivantes serons utilisées dans tout ce qui va suivre. Soit J = [0, 0]
un intervalle de R et soit (&, ||.||) un espace de Banach.
C'(J,E) est I'espace de Banach des fonctions continues définies de J a valeur dans
&€ muni de la norme

[ulloo = sup {lu(t)| - t € J}

Pour ¢ € C([—r,b],€&), la norme de 1 est définie par

[Pl = sup{|(0)], 6 € [—-r, 0]}

Supposons que r > 0 est un nombre réel donné.
C([—r,0],&) désigne 'espace des fonctions continues définies sur 'intervalle [—r, 0]

a valeurs dans £ muni de la topologie de la convergence uniforme avec la norme

lplle = sup {lp@)], —r < 6 <0},



Et nous allons utiliser tout simplement C' pour C([—r,0],E).
B(E) est I'espace de Banach des opérateurs linéaires bornés définis de € a valeur

dans £ muni de la norme

1H |y = sup {[H (u)] : |u] =1}

Définition 1.1.1. [2]] Une fonction mesurable u : J — & est dite intégrable au
sens de Bochner si et seulement si ||u|| est intégrable au sens de Lebesgue.
LY(J,E) est lespace de Banach des fonctions mesurables u : J — & qui sont Bochner

intégrables, muni de la norme

b
lull: = [ Ju(s)| s
0

Définition 1.1.2. (La convergence dominée de Lebesgue [3]). Soit (fy)nen
une suite de fonction de L*(J,R™) converge presque partout (p.p) vers f.

Supposons qu’il existe une fonction positive g € L*(J,R,) telle que

|fu(2)] < g(x) pp Vreld

Alors la fonction f est intégrable et on a

n—oo

b b
lim [[fu = fll =0 et lim [ fule)de = [ f(x)do.
0 0

Définition 1.1.3. Soient £ et F deux espaces de Banach et l'opérateur H : £ — F.

On dit que lopérateur H est complétement continu si :

1. H est continu.

et
2. H transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement compact .
Proposition 1.1.1. Soit C(J, &) l'espace des fonctions continues de J vers [’espace

de Banach & et M C C(J,€).

M est relativement compact si est seulement si

1. M est borné i.e 3b > 0 tel que || f|| ., < b,Vf e M,



2. M est équicontinu i.e
Ve > 0,30 > 0Vzy, 29 € J @ |11 — 23] <= |f(21) — fa2)| < &,Vf € M,

3. Ve e J{f(x): fe€ M} estrelativement compact dans E.

Théoréme 1.1.1. (Arzela-Ascoli [7] [23]) Soit F une famille des fonctions
continues définies sur un intervalle [a,b] d valeurs dans € . Alors F est relative-
ment compact (pré-compact) dans C([a,b],E) si F est équicontinue et uniformément

bornée.

1.2 Théorie des semi-groupes

Dans cette section, nous donnons un bref apergu de la théorie des semi-groupes
(Cp semi-groupes et semi-groupe intégré) qui est tres important dans I’étude des
équations différentielles semi-linéaires avec retard. Pour plus détails peuvent étre
trouvés dans les revus :([0], [], [20])

Nous commengons par :

1.2.1 (), semi-groupe
Définition 1.2.1. Une famille {T'(t) };>0 d’opérateurs linéaire bornés sur & est dite
Co semi-groupe ( ou semi-groupe fortement continu ) si :
1. T(0) =1 (ou I est lopérateur identité de € );
2.T(t+s)=TH)T(s) Vt,s=0;
3. tl_i}r[% |T(t)xr — x| =0, Vxef.
Proposition 1.2.1. Soit {T(t)}:>0 un Cy semi-groupe, alors il existew > 0 et M > 1

tel que :
IT()] < M, Vit >0

Dans ce cas, on dit que {T(t)}1>0 est un Cy semi-groupe exponentiellement borné,
et on note par SG(Mw ) l’ensemble des Cy semi-groupe exponentiellement borné.

En particulier :



a) Les Cy semi-groupes bornés i.e

1T <M, Vt=DO0.
b) Les Cy semi-groupes de contractions i.e

IT@t) <1, Vt=0.

Définition 1.2.2. On appelle générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe

{T'(t)}t>0, un opérateur A linéaire défini sur ’ensemble :

T(t)x —

t—0t

D(A) = {1’ € &/ lim ~ existe dans 5}.

par
Az — Tim T(t)x —x _ dT(t)x
t—0+ t dt

, Vx € D(A)

t=0
Proposition 1.2.2. Soit {T(t)}i=0 € SG(M,w) et A Son générateur infinitésimall.
Six € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a l’égalité :

T(t)Ax = AT(t)z, Wt >0

Proposition 1.2.3. Soit {T'(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.

Alors Uapplication
T()x: [0,4+00) — €&
t — T(t)x

est dérivable sur [0, +00), pour tout x € D(A) et on a :

ZT@x:T@Ax:AﬂﬂL V>0

Proposition 1.2.4. Soit {T'(t) }+>0 un Cy semi-groupe. Alors

1 ft+h
lim — T(s)xds =T(t)x

h—0 h J¢

Quelque soit x € € et t > 0.



Définition 1.2.3. Pour un opérateur linéaire A : D(A) C € — &£, on note par
p(A) ={\ € C/\I — A est inversible dans B(E)}

lensemble résolvante de A € B(E), et par

la résolvante de 'opérateur linéaire A

Théoréeme 1.2.1. (Hille Yosida) un opérateur linéaire A est le générateur infinité-
simal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)},5, sur & vérifiant

I1T()|| < Me*" avec w >0, M > 1 si et seulement si :
1. D(A) =& et A un opérateur fermé .

2. Pour tout X € C tel que Re(A\) >w on a A € p(A) et

M
||R()\7 A) ||B(8) (Re)\ _ w)rw ne

1.2.2 Semi groupe intégré
Définition 1.2.4. [1] on appelle semi-groupe intégré sur € une famille {S(t)},5, C
B(&) vérifiant les propriété suivantes :
i) S(0)=0
i) L’application : t — S(t) € B(E) est fortement continue ¥t > 0 .
i) Vt,s =0 on a :

S()5(s) = [ 1S(r+s) = S(r)lar

Proposition 1.2.5. Soit {S(T')}+=0 un semi-groupe intégré, alors ¥t,s >0, on a :
t+s s
1. S(t)S(s) = [ S(r)dr — [S(r)
¢ 0
2. 8(t)S(s) = S(s)S(t)

Définition 1.2.5. On appelle espace dégénéré du semi-groupe intégré {S(t)}i=o

l’ensemble :

10



N={xe&/S({t)x=0, Vt=0}

Définition 1.2.6. On dit que le semi-groupe intégré est non dégénéré si N = {0}.

Dans le cas contraire, on dit que {S(t)},., est un semi-groupe intégré dégénéré.

Remarque 1.2.1. Le semi-groupe intégré {S(t)},., est non dégénéré si :

ViZ0: Stlr=0=2=0

Proposition 1.2.6. Un semi-groupe intégré {S(t)},. est non-dégénéré si et seule-

ment si on a : S'(0)x =x; Ve €&

Définition 1.2.7. [1] On appelle générateur d’un semi-groupe intégré non dégénéré
1S(t)},50 Vopérateur linéaire A : D(A) — £ définit par v € D(A) et Av =y si et
seulement st :

t
Vt>0 ona S(t)x—tx:/S(T)ydr
0

On voit que x € D(A) et Az =y si et seulement si :
S't)r —x=S{t)y Vt>0

Proposition 1.2.7. [1] Soit A: D(A) C €& — &£ le générateur d’un semi-groupe in-

tégré non dégénéré {S(t)},.,. Alors Ve e C', on a :
S't)yr=ASH)xr+z VE=0
De plus Vx € D(A) :
S(t)yr € D(A) et AS(t)zr=S(t)Ax Vt=0
et VYeef&, Vt=0

/S(s)xds €eD(A) et .A/ S(s)xds = S(t)x — tx

Définition 1.2.8. [/] On dit que le semi-groupe intégré {S(t)},., est exponentiel-

11



lement borné, s’il existe M > 0 et w € R tel que
1S(#)]| < Me*t vt >0,

Si{S(t)},so est un semi-groupe intégré exponentiellement borné, Alors le transformé
de Laplace R(\) = )\/e_MS(t)dt existe, pour Re(\) > w.

0
R(X) est injective si et seulement si {S(t)},-, est non dégénéré, R(\) satisfait I’ex-
pression :

R(A) = R(p) = (= M RA)R(p).

Théoreme 1.2.2. [I] Soient A:D(A) C E = & un opérateur linéaire fermé et
{S(t)},50 une famille fortement continue et IM > 0,w € R tel que
|1S(t)]| < Me“t, ¥Vt =0 et l'espace non dégénéré N = {0}
Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. {S(t)},5o est un semi-groupe intégré non dégénéré exponentiellement borné

pour le générateur A.

2. [w,400) Cp(A) et ¥V Rex>w, ona:R(N\NA) =) Ofoe*)‘tS(t)dt
0

Remarque 1.2.2. Si l'opérateur A est un générateur d’un semi-groupe intégré
(S(t))i>0, alors pour tout A € R, A — A est le générateur du semi-groupe inté-

gré (Sx(t))e>0 €tant donné par

Su(0) = S0+ [ "N (s)ds.

Théoréme 1.2.3. Soit {S(T") }1=0 un semi-groupe intégré non dégénéré. Alors {S(T') }+=o

est un Cy semi-groupe.

Remarque 1.2.3. Soit A un opérateur de Hille- Yosida et (S(t))i>0, un semi- groupe
intégré continu localement lipschitzienne généré par A. Alors la dérivée (S'(t))i>o est
un Cy semi-groupe généré par la partie Ay de l'opérateur A dans W, qui est défini
par :

D(Ay) ={zx € D(A): Ax € D(A)},

Aoz = Az pour x € D(Ap).

12



Définition 1.2.9. [10] Un semi-groupe intégré {S(t)}, est dite localement lipschit-
zienne si :

V7 > 0,3L(7) > 0 tel que : ||S(t) — S(s)|| < L(7) |t — s|, pour tout t,s € [0,7].

Définition 1.2.10. [15] On dit que l'opérateur linéaire A satisfait la condition de
Hille-Yosida (HY) s’il existe M >0 et w € R tels que [w, +00) C p(A) et

M

(Vn € N¥)

Le théoreme suivant montre que la condition de Hille-Yosida caractérise les gé-

nérateurs de semi-groupes intégrés continus localement lipschitziens.

Théoréme 1.2.4. [16] Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est le générateur d’un semi-groupe intégré continu et localement lipschitzien.

2. A satisfait la condition de Hille-Yosida (HY).

1.3 Théoremes du point fixe

Dans cette section nous présentons quelques théoremes de point fixe qui sont

utilisés dans la suite pour montrer I'existence et 'unicité de solution intégrale.

Théoréme 1.3.1. Contraction de Banach [1]] [20]

Soit X un espace de Banach et f : X — Xune contraction alors f a un unique point

fize.

Théoréme 1.3.2. Leray-schauder/ (]
Soit £ un espace de Banach et U C € convexe avec 0 € U, et soit F': U — U est un

opérateur complétement continue , alors ou bien :

1. F a un point fize .

ou bien

2. Uensemble £ = {x e U,x = A\F(z),0 < XA < 1} est non borné.

Théoréme 1.3.3. Schauder [19]
Soient £ un espace de Banach et C' un convexe compact.
Si T est une application continue de C dans C telle que : T(C) soit relativement

compact alors T a un point fixe.

13



1.4 Quelques exemples d’opérateurs a domaines
non dense

Dans cette section, nous allons présenter des exemples d’opérateurs linéaires a
domaines non denses satisfaisant la condition de Hille-Yosida. Plus de détails peuvent

étre trouvés dans l'article de Da Prato et Sinstrari [7]

Exemple 1.4.1. Soit £ = C([0,1],R) et l'opérateur A : D(A) — £ défini par Ay =
Yy, ou

D(A) = {y € C*((0, 1), R);y(0) = 0} .

Alors
m = {y S C([Ov 1]7R);y(0) = O} #E.

Exemple 1.4.2. Soit £ = C([0,1],R) et l'opérateur A : D(A) — £ défini par Ay =

y//7 O’d

D(A) = {y € C*([0, 1], R); y(0) = y(1) = 0}

Alors

DIA) = {y € C(10,1], R); y(0) = y(1) = 0} # €.

Exemple 1.4.3. Soit ) C R™ un ensemble ouvert borné avec I la frontiére réguliére

et &= C(,R) et lopérateur A : D(A) — € défini par Ay = Ay, ou
D(A) = {C(QR);y =0 sur I Ay € C(AR)}.

Ici A est Laplacien au sens des distribution sur €. Dans ce cas nous avons

D(A) = {y € C(Q,R);y =0 sur F} £E.

1.5 Quelques modeles d’équations a retard

On vient de voir que les équations a retard sont des équations différentielles dans
lesquelles la dérivée a un moment ¢ dépend de la fonction (et de la dérivée dans le

cas des équations neutre) a des moments antérieurs ¢t — 7,7 € R. Autrement dit ces

14



équations tiennent compte de l'effet du passé dans la prédiction du future, pour plus
de détails voir ([15] [11] [24] [3] [2]) . Les systémes d’équations différentielles a retard
occupent désormais une place de premiere importance dans tous les domaines de la
science, en particulier dans la modélisation des phénomenes biologiques.

On a choisi dans cette section quelques modeles intervenant dans des domaines

différents monde réel.

1.5.1 Un modele en logistique

Le premier modele de développement démographique est introduit par Malthus

Ocl; = Az(t), A >0 (équation Malthus)

Il traduit 'accroissement exponentiel d’'une population au cours du temps. Dans
sa simplicité, il oublie en particulier que de nombreuses populations ont un plafond
démographique imposé par les contraintes extérieures comme ’espace, les ressources,
ect.....Pour remédier a ce probléme, un des moyens les plus simple est d’évaluer la
capacité maximum K de la population et de remplacer le taux de croissance A par
une quantité qui sera d’autant plus petite qu’elle s’approche de K. Encore une fois,
le souci de simplification amene a proposer le modele suivant :

dx x(t)

i ra(t) (1 - K) (équation logistique)

Meéme si ce modele parait plus réaliste, il présente encore un défaut de principe.
Ainsi, il se peut que la capacité maximale soit atteinte et méme dépassée(situation
que le modele ne peut pas prévoir). Cette situation ne se manifeste qu’a travers
I’apparition de probleme, tels que 'apparition des maladies, le manque d’espace, le
manque des ressources,...ect. On peut déduire au moins une remarque intéressante ;
le taux de croissance de la population a l'instant ¢t dans 1’équation logistique ne
fait pas intervenir la taille de la population a cet instant mais il est fonction de la
taille de la population précédente. Une traduction mathématique simple de ce qui

précede est I'équation logistique retardée, connue aussi sous le nom de ’équation de

15



Hutchinson suivante

d t—
di; = ra(t) (1 — x(KT)) (équation logistique a retard).

Ou r est le taux de croissance de la population, K est la capacité de charge du milieu
et 7 > 0 est le retard.

L’équation de Hutchinson suppose que 'effet de régulation dépend de la population
au temps t — 7 plutdét qu’a l'instant ¢£. Dans un modele réaliste, l'effet du retard
devrait étre une moyenne distribuée sur tout le passé de la population ou sur une
partie de ce passé. Ceci a comme conséquence une équation a retard distribué ou
a retard infini. le premier travail utilisant une équation a retard distribué est du a
Volterra. Ce travail fut ensuite étendu par Kostitzin. Volterra a utilisé un terme in-
tégral ou il a distribué le retard pour examiner I'effet cumulatif du taux de mortalité

d’une espece. Le Modele qui a été considéré est une équation intégro-différentielle

1 jtoo
Cj; = rx(t) (1 % F(t— s)x(s)ds) (logistique & retard distribué).
0

Ou F représente le noyau retard, correspondant a une pondération du retard. Gé-

néralement, le noyau retard est normalisé de sorte que

/OJFOO F(s)ds =1

Considérons a titre d’exemple 1’évolution d'une population animale ne tenant compte
que de le natalité et de la mortalité naturelles. En supposant que la mortalité est
instantanée dans la population, par rapport a ’échelle de temps considérée (typique-
ment, la semaine ou le moi), la description de I’évolution de la population nécessite
de connaitre le nombre d’individus a l'instant t, que 'on peut noter N(¢), mais éga-
lement le nombre d’individus a I'instant £ —7, ou 7 est la durée de gestation moyenne

de la population. On peut alors écrire I’équation linéaire a retard discret suivante,

d
%N(t) =—aN({t)+8N(t—71), t>0

N(t) =(t) te][-T,0]
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Ou a et [ sont respectivement les taux de mortalité et de naissance de la popu-

lation, et ¢ une condition initiale, définie sur I'intervalle [—7, 0].

1.5.2 contréle d’un Bateau(Minorsky)

En 1962 Minorsky (voir [0]) a congu un dispositif pour le controle automatique de
la direction pour un bateau. Le modele se décrit comme suit. Soit x(t) une position
angulaire fixée du gouvernail de direction du bateau et supposons qu’il existe une
force de frottement proportionnelle a la vitesse, cz’(t). On suppose qu’il existe un
dispositif qui indique la direction du mouvement du bateau en temps réel et reliés a
un appareil connecté a un moteur électrique qui produit une certaine force agissant
sur le gouvernail dans le but de le faire pivoter (orienter) pour ramener le bateau sur
le chemin désiré. De toute évidence il y a un décalage (retard) de magnitude r > 0
en temps entre le moment ou le moteur électrique exerce la force pour redresser le
bateau et le moment ou le bateau réagit pour se réorienter. Minorsky décrit cela par

I'équation suivante donnée sur x(t)
a"(t) + cx'(t) + g(x(t — 7)) =0

Ou il considere que xg(x) > 0, si z = 0 et ¢ une constante positive. L’objectif du
probléme est de chercher des conditions qui assurent le maintien de z(t) pres de
zéro de sorte que le bateau suivra étroitement son cours appropriés pour arriver a

sa destination fixée.
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Chapitre 2

Equation Différentielles
semi-linéaires a domaine non

dense avec retard fini

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme a valeur initiale d’équations dif-
férentielles fonctionnelles semi-linéaires a retard fini, nous nous intéressons a l'exis-
tence et I'unicité de solutions intégrales utilisant la théorie de semi-groupes intégrés
et 'approche du point fixe. Plusieurs études ont été faites lorsque 'opérateur A est
a domaine non dense. On citera a titre d’exemple les travaux de Adimy et Ezzinbi

4]

Plus précisément. nous considérons le probleme suivant :

dx
S0 = Ar()+ f(tx), te =00, 2.1)

z(t) = (), te[-r0].

Ou A :D(A) C E — &£ est un opérateur linéaire a domaine non dense, f : JxC — &
est une fonction continue.

Dans tout ce chapitre, nous supposons que A satisfait la condition de Hille-Yosida.
¢ : [-r,0] — & est une fonction continue donnée et (£,].|) un espace de Banach

réel. Pour toute fonction x définie sur [—r, b] et tout ¢ € J on note par z; I’élément
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de C([—r,0],€&) défini par
r(0) =z(t+6), 6e[-r0],
Avant de prouver nos résultats principaux pour ce chapitre, nous donnons la défini-

tion de la solution intégrale du probleme (2.1).

Définition 2.1.1. On dit que la fonction continue x : [—r,b] — £,b > 0 est une

solution intégrale du probléme (2.1) si :
i) x € C([0,0]; &),

zz)/ s)ds € D(A), pourt € [0,b],

—i—A/ ds+/ (s,z5)ds, 0<t<b,
i) x(t) =
o(t) —r<t<0.

De la définition on déduit que z(t) € D(A), vVt > 0. De plus, x satisfait la formule

de variation des constantes :

() = S'(£)p(0) + ;lt /Ot S(t — s)f(s,2)ds, t>0 (2.2)

Ou S(t) est le semi-groupe intégré généré par A.

Lemme 2.1.1. [20] Soit (S(t))i>0 un semi-groupe intégré localement Lipschitzien
continu sur un espace de Banach (E,|.|) généré par (A, D(A)) et G : [0,T] — £(0 <

T), une fonction Bochner intégrable. Ensuite, la fonction K : [0, T] — & définie par

t
K(t) = / S(t — s)G(s)ds
0
est continument différentiable sur [0,T)] et satisfait, t € [0,T]

K'(8) = tim~ [ St — )S(W)G(s)ds = lim [ S'(t— s)(ArG(5))ds,

t—0 h Jo A—~+o00 Jo
avec Ay = AT — A)~!

Démonstration. On a K est continument différentiable sur [0, T, et nous avons par
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la définition d’un semi-groupe intégré que

SH)S(h)a = / (S(s + h)x — S(s)z)ds,

0

pour t,h > 0; etz € €. Cela donne que la fonction t — S(t)S(h)z est continument

différentiable sur [0, 7], pour chaque h > 0;z € &, et satisfait
S'(t)S(h)x = S(t + h)x — S(t)x.
De plus, nous avons

K'(t) = lim(flL /t(S(t +h—s)—S(t—s))G(s)ds

h—0

+}1L / S+ b — 5)G(s)ds)

Si on met, dans la seconde intégrale du coté droit, u = %(s — t), on obtient

L[S+ 9)Gs)ds = [ S w6t + .

Ceci implique que
1 [t+h
1imﬁ S(t+h—s)G(s)ds =0

h—0 t

Par conséquent

K'(t) = lim(}lL /Ot(S(t +h—s5)=5(t—s))G(s)ds.

h—0

Mais
St+h—s)—S{t—s)=S5"(t—s)S(h).

Il s’ensuit que, pour t € [0, T

K'(6) = lim [ §'(t - s)is(h)a(s)ds.

h—0 .0

Alors pour tout y € D(A), Ayy — y quand A\ — co.

Aussi de la condition de Hille-Yosida (avec n=1), il est facile de voir que
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lim [Ayy| < M |y|, depuis
A—00

MM\
A—w

Al = MM = A)7Y <
Notons aussi que, si x satisfait (2.2), alors

v(t) = /(1) (0) + Jim Ot St — $)Ayf(s, 22)ds, > 0.

2.2 Résultats principaux

Notre premier résultat d’existence est basé sur le principe de contraction de

Banach.

Théoréme 2.2.1. Soit f : J x C([—r,0],E) — & continue. Supposons qu’il existe

une constante positive K telle que
Ftw) = [ 0)| S K Ju—ole, teTetuvel

Si
K M?

" (e? —1) < 1. (2.3)

Alors il existe une solution intégrale unique du probléme (2.1) sur [—r,b].

Démonstration. Transformons le probléeme (2.1) en un probléme du point fixe.

On considere lopérateur T : C([—r,b],E) — C([—r,b], E) défini par :

(p(t), te [_Tv 0]7

T(y)(t) = ¢
S/(t)gp(O)Jrjt /0 S(t — s)f(s,2s)ds, te€0,b].

Soient x,y € C([—r,b],E), alors d’apres le lemme (2.1.1) on a pour tout ¢ € [0, b], et
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A > w

T - T = [3'0000) + 5 [ 8= )5, u)ds

~S0e(0) - < [

_ i/otS(t—s)[f(S,ys) — f(s,2,)]ds

1tS(t — 8)f(s,xs)ds

t
< lim / S'(t — 8) AN f(5,ys) — f(s,2,)]ds
A—00 tO
gz@/sw—@maw—f@%ws
0
t
< / M=) | f(s,ys) — f(s,2,)| ds
0
t
< KAt [ ey, — ol ds
0
t
< KM?%*e |y — :c||oo/ e “%ds
0
< KM% |y —af (Fet+1)
—KM2 KM26wt
< ly =zl + ——lly — 2l
K2 N
< |2l -] - sl

Prenons le supremum sur ¢ € [—r, b], nous avons

sup |T(y)(t) —T(z)®t)|] < sup

te[—r,b) te[—r,b]

1) - Ty < *

wt_l .
(e =) ly — 2l

[KM2

(e’ =D ly = =llp-

Par la condition(2.3) 'opérateur T" est une contraction et donc 7" a un unique point
fixe par le principe de contraction de Banach, qui est une solution intégrale unique

au probleme (2.1). O

Ensuite, nous donnons un résultat d’existence basé sur ’alternative non linéaire

de Leray-Schauder aux opérations completement continus.

Théoréme 2.2.2. Soit f : J x C([—r,0],E) — & continue. Supposons que les
conditions suivantes sont vérifiées :

(H1) A est un opérateur de Hille-Yosida.

(H2) Il existe > 0 telle que || f(t,z:)|| < p pour tout t € [0, b]

(H3) Le semi-groupe {S'(t)}>q est compact sur (D(A), |.|).

Si ©(0) € D(A), alors le probléme (2.1) a au moins une solution intégrale x sur

[—7, b].
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Démonstration. Transformons le probleme (2.1) en un probléme du point fixe.

On considere V'opérateur 7' : C([—r,b],E) — C([—r,b],€) défini comme dans le
théoreme (2.1).

La preuve est donnée en quatre étapes.

Etape 1 : T est continu.

Soit (U,,) une suite dans C'([—r, b], ) telle que U,, — U dans C([—r, b], £), alors pour
t €[0,b] on a :

jt /0 CS(t— 8)[f (s, (Un)s) — f(5,UL)]ds
lim

m /Ot S'(t — s)AN[f (s, (Un)s) — f(s,Us)]ds
/Ot M2 | f(s, (Un)s) — f(s5,Uy)| ds
AFWWﬂ&WMJ—ﬂ&%WmAeWWS

Af(e“’b =) [|f(s, (Un)s) — f(s, US>H©

T(U)(@) =TWU))| =

IA

INIA

IN

Puisque f est continue, alors
f(s,(Upn)s) = f(s,Us) lorseque n — oo

Alors d’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, nous avons :
| T(U,) —T(U)|lg =0 lorseque n — oo

d’ou la continuité de T.
Etape 2 T transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformément borné
dans C([—r,b], ).

Pour tout nombre positif [, soit

Bi={zeC(-r1.6): |lzly <1}

Alors pour tout [, B; est clairement un ensemble borné. Il suffit de montrer que

pour tout [ > 0, il existe une constante L telle que pour chaque = € B; nous avons

23



T(x) € Byp. Pour chaque t € [0, 0]

[T () ()]

d rt
+%/0 S(t—s)f(s,:z:s)ds|

< IS @pO)] + Jim | [0 = 5)ANF(5,2.)ds
< SOl o) + [ M |75 ds
< Me'o(0) +M2,ue”t/0 e “ds

< Me'o(0) + M:M(ff“t —1)

< Me“bp(0) + ]\/fu(ewb -1)=1L

Alors, || T(z)||o < L. Donc T'(x) € By.

Etape 3 T transforme tout ensemble bornée en un ensemble équicontinu dans
C([=r,bl,&).

Nous considérons B; comme dans 1'étape 2. Soient 71,75 € [0, b] avec 75 > 7. Ainsi,

si e <1 < 79 nous avons :

T(x)(72) = T(x)(m)| =

S'(12)p dt/ (1o — 8)f(s,x5)ds

=5 (11)p(0) — S(Tl — s)f(s,:zs)ds‘

dt 0
< 18'(m) = Sl 0(0) + Jim |( /75 = ) (s. )
—/ (11— 8)Arf(s, xs)ds>’
< [8/(m) = S| (O + M [T (72— 8) = 57 = ) (5. 2)ds

+ ‘]\4/T1 (S (2 — s) = S'(11 — 5)) f(s,2s5)ds|.

Comme 71 — 75, le nombre droit de I'inégalité ci-dessous tend vers zéro et puisque
{5'(t)}, > 0 est un opérateur compact fortement continu, ceci implique la continuité
uniforme d’opérateur.

Puisque T'(B;) est une famille équicontinue et uniformément borné. On conclu
d’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli que I'ensemble {T'(z)(t) : © € B} est relative-
ment compact dans &.

Les étapes précédentes impliquent que 7' : C([—r,b],&E) — C([—r,b],E) est un opé-
rateur completement continu.

Etape 4 Estimations & priori des solutions.

24



Maintenant, il reste a prouver que 1’ensemble

E={zeC([-n?],E),x=nT(x),0 <n<1}

est borné.
Soit x € £ un élément arbitraire.

Alors, pour tout ¢ € [0, 0],

8
—~

~
S~—

WT(@)(E) = [S'<t><,o<o> s s)f(s,xs>ds]

/@)1 0) + Jim | [ 5'(¢ = )4 (s, 2.)ds
< IS'@)10(0) + M [ 18t = 9)||f(s,w.)ds

=X
—
=
IA

Il s’ensuit que

IN

t
[E2[PS Me“ﬂp(())%—/ M2 s
0

IN

¢
Me“tp(0) + MQ;Le‘“t/ e “*ds
0

IN

w

Me=® [p(0) + M&] — M:“ =d.

Alors, pour tout ¢t € [—r,b], il existe une constante d telle que
2]l < d.
Donc I'ensemble ¢ est borné. En conséquence du théoréme (2.2.2) on déduit que T’

a un point fixe qui est une solution du probléme(2.1). ]

Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solutions du problemes (2.1).

Le lemme suivant est essentiel pour notre résultat principale.

Lemme 2.2.1. ( Gronwall) Soient u,a € C([0,b],€), B(t) > 0, B intégrable sur
[0,0] et
t
u(t) < alt) +/ B(s)u(s)ds, 0<t<b
0

Alors
u(t) < alt) + /Ot B(s)a(s)exp (/Ot B(T)dT) ds, 0<t<b

t
Démonstration. Posons F(t) = / B(s)u(s)ds. En multipliant les deux membres de
0
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I'inégalité donnée en hypothese par B(t), on obtient

B(tu(t) < B(t)alt) + B{t)F(t)
F'(t) < B(balt) + B{)F()
F'(t) — BOF(t) < B(t)a(t)

t
Et en multipliant les deux membres de I'inégalité par exp (— / B (s)ds) , on obtient
0

exp (— / t B(s)ds) [F'(t) — B()F(t)] < eap (— / t B(s)ds) B(t)a(®)

Ce qui s’écrit aussi
t
G'(t) < a(t)B(t)exp (— / B(s)ds)
0
avec

G(t) = F(t)exp (— /Ot B(s)ds)

Comme G(0) = F(0) = 0, on en déduit, par intégration

G < [ " a(s)B(s)exp (— / tB(T)dT) ds

Or par hypothese
u(t) < a(t)+ G(t)exp (/Ot B(s)ds)

D’ou le résultat en utilisant 'inégalité ci-dessus. O]

Théoréme 2.2.3. Supposons que les conditions du théorémes (2.2.2) sont vérifiées.

Supposons de plus qu’il existe une constante positive K telle que
|f(t?u) - f(tvv)‘ <K HU - UHC pour t € [Ovb] et u,v € C([_T7 0]75)

Alors le probléeme (2.1) a une solution intégrale unique sur [—r,bl.

Démonstration. L’existence d’au moins une solution intégrale x(¢) de probleme (2.1)

est assurée par le théoréme (2.2.2). Pour prouver 'unicité de z(t), soit y(t) une autre
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solution intégrale du probleme (2.1). Alors pour chaque t € [—r, b] nous avons

o(0) =) = | [/ 5l ) = Fls.m

)}Lrglo /Ot S'(t— s)Ax[f(s,xs) — f(s,ys)] ds

< M [ I8/t =9)||f(s,w.) — (s ds
t
< 1St = 9)llpgay [ ME llz = el ds

IN

A

Ce qui implique encore
t
o= yllo < KM [ e |z~ yilg ds

Maintenant, en utilisant le lemme (2.2.1) avec a(t) = 0 on obtient I'unicité de z(¢).

O
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Chapitre 3

Equation Différentielles
semi-linéaires a domaine non

dense avec retard infini

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a l'existence et I'unicité de solution intégrales
pour des équations différentielles semi-linéaires a retard infini lorsque la partie A
est a domaine non dense. L’outil de base dans notre étude est la théorie de semi-
groupes intégrés et 'argument du point fixe. On citera a titre les travaux de Hale
et Kato [17], Kappel et Schppacher [22], Schumacher [15], Travis et Webb [5, 13] et
Webb [20, 21].

Considérons le probleme d’équations différentielles fonctionnelles avec retard infini

donné par :

dx
{dt@) = Au(t) + f(tz), teJ=[0b], (3.1)

Lo = 9068,

ou A:D(A) C £ — & est un opérateur linéaire fermé a domaine non dense dans &,
dans tout ce chapitre, nous supposons que A satisfait la condition de Hille-Yosida. ¢
est dans un espace de phase B, f est une fonction défini de [0, b] x B dans £ et, pour
chaque x : (—o0,b] — & et t € [0, b], z; représente une fonction définie de (—o0, 0]
dans & par

z(0) = z(t +6) pour 6 € (—o0,0]
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3.1.1 Espace de phase

Dans la littérature consacrée aux équation avec retard fini, ’espace d’état est
I'espace de toutes les fonctions continues sur [—r,0],7 > 0, muni de la norme uni-
forme. Quand le retard est infini, la notion de l’espace de phase B joue un réle
important dans 1’étude de la théorie qualitative et quantitative. Un choix habituel
est 'espace B des fonctions appliquant (—oo, 0] dans £ muni de la semi-norme ||.||4
satisfaisant les axiomes appropriés, qui a été présenté par Hale et Kato [17], Kappel
et Schppacher [22], et Schumacher [15]

L’espace B satisfait les axiomes suivant :

A) il existe une constante positive H et des fonctions K(.); M(.) : [0, +00) —
[0,4+00), avec K continue et M localement bornée, telle que pour tout o € R
et b>0,siz:(—00,0+b — &z, € B, et z(.) est continu sur [o, o + b, puis
pour tout ¢ dans [0, 0 + b] les conditions suivantes sont réalisées :

i) z, € B
i) (@) < H [zl
i) el < (¢ = 0) sup ()] + Mt = 0) ]l

B) Pour la fonction z(.) dar;s _(A), t — x; est une fonction continue de valeur dans

B pour t dans [0, 0 + b].

C) L’espace B est complet.

Remarque 3.1.1.  a) la condition (ii) est équivalente a : ||¢(0)]| < H ||¢] 4

b) Puisque ||.||z est un semi norme, deuz éléments i, ¢ € B peut vérifier ||¢ — ||z =
0 sans nécessairement ¢(0) = 1(0) pour tout @ < 0. Mais, de a) nous voyons
que

b,¢peB et ||p—ylg=0 implique que $(0) = 1(0).

3.1.2 Quelques exemples d’espaces de phase

Exemple 3.1.1. on note par
BC l’espace des fonctions continues bornées définies de (—oo, 0] dans €

BUC espace des fonctions continues uniformément bornées définies de (—oo, 0] dans

£
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C* = {gb € BC: elim ¢(0) existe dans 5}
——00

CO = {¢ € BC: elim o(0) = 0} , muni de la norme uniforme
——00

o]l = sup {[o(0)] : 0 < 0}

Nous savons que les espaces BUC,C™ et C° satisfont les conditions (A) — (C).
BC satisfait (B) — (C) mais (A) n’est pas satisfait.

Exemple 3.1.2. Soit g : (—00,0] — [0, 4+00) une fonction continue. Nous définis-
sons

Cy ={¢ € C((—0,0],&) : (¢(0)/g(0)) est bornée sur (—oo, 0]}

UC, ={p e C,:(0(0)/g(8)) est uniformement continue sur (—oo,0]}

C) = {gb €Cy: 9EIPm(¢(9)/g(9)) = O} , muni de cette norme

|!¢!I—sup{w:—m<9§0}.

Considérons les conditions suivantes sur la fonction g,

(G) = sup sup
0<t<a

{g(@ +1)
9(0)

:—oo<6§—t} < 00 pour tout a > 0
Alors nous savons que l’espace Cy et Cg satisfont la condition (C). Ils satisfont les
conditions (A) et (B) si (G) est réalisée.

Exemple 3.1.3. L’espace C,.

Pour n'importe quelle constante réelle v, nous définissons l’espace fonctionnel C, par

C, = {gb € C((—00,0],&) : lim e’¢(0) existe dans 5} :

60— —o0

Muni de la norme suivante

o]l = sup {e™ |6(0)] : 0 < 0}.

Alors dans lespace C., les aziomes (A) — (C) sont satisfait. Pour plus de détails sur
la théorie d’espace de phase, le livre de Hino et Al [12] contient une bibliographie

approfondie et une discussion détaillée sur ce sujet.
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Soit Ay = AR(\, A) = M(AI — A)~. Alors pour tout z € D(A), Ayz — = quand
A — o0.

Aussi de la condition de Hille-Yosida (avec n=1), il est facile de voir que
lim |Ayz| < M |z|,
A—00

de puis
MM

Al = POT =) <

Ainsi

lim |Ay] < M.
A—00

3.2 Résultats principaux
On commence par introduire les définitions suivantes :

Définition 3.2.1. Soit ¢ € B, on dit que la fonction x : (—oo,b] — E,b > 0, est
une solution intégrale de probléme (3.1) dans (—oo,b] si les conditions suivantes

sont vérifiées :

i) x est continu sur [0, b];
zz)/ s)ds € D(A), te]0,b];

—l—A/ ds+/ f(s,z5)ds, 0<t<b,
iii) x(t) =

o(t), —o0 <t <0.

De la définition on déduit que z(t) € D(A),Vt > 0. De plus, x satisfait la formule

de variation des constantes :

uwzswmmy“iAS@—gﬂ&%M& >0 (3.2)

Ou S(t) est le semi-groupe intégré généré par A.

Notons aussi que, si z satisfait (3.2), alors

v(t) = §'0p(0) + lim [ St~ ) Auf(s,2)ds, 120,

—00 JO
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3.2.1 Existence locale de solution intégrale

Soit 2 un sous-ensemble ouvert non vide de B. Nous supposons :
(H1) A:D(A) C £ — &£ est un opérateur de Hille-Yosida, i.e, qu’il existe M > 0 et
w € R tels que [w, +00) C p(A) et
M

IROAN € 5=

Observez que le théoreme (1.2.3) implique que, dans cette hypothese, A est le géné-

rateur d'un semi-groupe intégré continu localement Lipschitzienne (S(t));>o sur €.

De plus S(t) : D(A) — D(A) est un C semi-groupe satisfaisant

15"yl < Me* |yl pourt =0 ety e D(A).

Nous avons également besoin de la propriété de compacité suivante de (S’(t)):>o.

(H2) Le semi-groupe (S’(t)):>0 est compact sur (D(A), ||.||).
Théoréme 3.2.1. Soit f : [0,b] x Q — & une fonction continue et supposons les
conditions (H1) et (H2).

Si p € Q avec p(0) € D(A); alors le probléme (3.1) a une solution intégrale
x: (—o00,b] = &, De plus,

£(t) = S'(t)(0) + CZ /Ot S(t—s)f(s,x5)ds, 0<t<b,

o(t), —00 <t <0.

Démonstration. Soit ¢ €  avec ¢(0) € D(A). L'idée principale de la preuve est
d’utiliser le théoreme de point fixe de Schauder.
la preuve est donnée en quatre étapes.

Premierement, il existe des constantes 7, > 0 et u > 0 telles que B, (¢) = {¢ €

B:lv—wpllg <ri} CQet|f(s,¥)| < ppour tous s € [0,71] et ¥ € B, (p).

Considérons la fonction y : (—oo, +00) — & définie par

S'(t)p(0)  pourt >0,
y(t) =
o(t) pour t < 0.
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En vertu des axiomes (A)(7) et (B), et pour ro € ]0,7[, il existe by € |0, ] tel que

By, (o) ={y: € B, |lys — ¢llg < 2, t €[0,04]}

. _ _ N _ / .
Soient Kj = @gﬁK(t),Mb = Oiifng(t) et M, = OigngS (s)llzgzy et, soit b une
constante telle que

0<b<min bl,g )
M MyKypu

Nous introduisons 1’espace
Fy ={z: (—o0,b] = & tel que zyp € B et la restriction x : [0,b] — & est continue },

muni de la semi norme |. ||, , défini par

[#]lg, = llzollg + sup [lz(s)]-
0<s<b
Nous définissons également, pour ¢ € B, le sous-ensemble de F,
Fy(p) = {z € Fy tel que ||z — ¢[|z = 0 et pour tout ¢ € [0, 8], [z, — [z < r1}.

Etape 1 : Fy(¢) est fermé, borné et convexe.

Il est clair que la restriction de y & (—o0,b] est un élément de Fy(p). Alors, Fy(yp)
est non vide.

Pour tout = € Fy(¢), nous avons

llle, = llzolls + sup [lz(s)[l,
0<s<b

< lwo —ellg + llells + sup H |zs]l5,
0<s<b
< llells + H sup {[[(zs — ) + ¢ll5}
0<s<b
< lella + 2 { s 1o = 9l + el .
0<s<b

< llells + Hrs + llells)-
Alors, Fy(p) est borné.
En utilisant I'inégalité triangulaire dans B, il est clair que ay; + (1 — @)y € Fy(),

pour tout y1,y2 € Fy(p) et a € ]0,1]. Alors, Fy(¢) est convexe.

Finalement, F;(¢) est fermé dans F,. Pour prouver cela, considérons une suite conver-
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gente (z™),>0 de Fy(p) avec 1_131 (z") = x dans F,. Alors, pour tout n dans N, nous

avons

lz0 = @l < llzo = 251l + 25 — @l

Quand n — +o00, |zg— ¢||g = 0. Alors, axiome (A)(4ii) implique que pour tout

t € [0; 0],

|z = ailly < K@) sup |la"(s) — 2(s)l| + M(#) [l — zolls

< Max(Ky, My) [|2" — 2|, -

Alors, pour tout t € [0,b], z}" — z; dans B. A partir de cela avec I'inégalité suivante

lze = ellg < llwe—afllg + a7 — @l

<l — s + 11 vn €N,

on en déduit que ||z; — ¢||z < r1. Par conséquent, x € Fy(¢).

Nous avons prouvé que (o) est un sous-ensemble non vide, borné, convexe et fermé
de FFy.

Transformons le probléme (3.1) en un probleme du point fixe.

Considérons maintenant 'opérateur 7" défini sur Fy(p) par

S'(t)(0) + c;lt/ot S(t—s)f(s,x5)ds, te€]0,b],
(1), —00 <t <0.

(Tx)(t) = (3-3)

Etape 2 : Tz € Fy(p) et T est continu.

En fait, par (H2) et axiome (B), pour chaque x € Fy(p), la fonction s — f(s, z) est
continue sur [0, b]. Donc, pour chaque x € Fy(¢p), la fonction ¢ — /t S(t—s)f(s,xs)ds
est continuellement différentiable on [0, b]. De 14, la fonction z 0: Tz est continue
sur [0,b]. Alors, z € F,,

Pour prouver que z € Fy(y),

On met w = z — y, on obtient alors pour tout ¢ € [0, b],

Iz = ¢lls < lwellg + [ly: = ¢l
< Jlwellg + 72
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Par axiome (A)(éii), on a pour tout ¢t € [0, b],

|wellz < Ky sup [[w(s)|| + My [[wol| g -
0<s<t ————

=0

A partir du lemme(2.3.2), on obtient pour ¢ € [0, b]

@l = |5 [ 5= 9.0

lim /t S'(t — s)Axf(s, a:s)dsH
0
lim

t /
Jim | 8= 5) A f(s,,)
< M M,ub

rn —r

Ky

IN

IN

Alors ||z — ¢llz <71 pour tout t € [0,b], ce qui montre que z € Fy(p).
Nous allons prouver maintenant la continuité de 7'
Soit (z™),>1 est une suite convergente dans F,(p) avec 1_15{1 " =z, 0na
1T (") = T(2)llg, = llxo = 2ollg + sup [T(z") = T(z)]
[

0<s<b
=0

Alors c’est exactement la norme ||.||  donc :

&St 9)[F(5,02) ~ S, 2.))ds
lim

| /t S'(t — ) AN[f(s,27) — f(s,25)]ds
— 00 0
< MbM, ||f(57 ZU?) — f(s, :L's)|

T(")(t) = T(2)(1)]

IN

| oo

Puisque f est continue, alors

f(s,2%) — f(s,zs) lorseque n — oo

Alors d’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, nous avons :

|T(z") —T(x)||,, — 0 lorseque n — oo

d’ou la continuité de T
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Etape 3 : T transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformément borné
dans Fy(¢p).

Pour tout nombre positif [, soit
B = {x € Fy(p) : llalls, <1}

Alors pour tout [, B; est clairement un ensemble borné. Il suffit de montrer que

pour tout [ > 0, il existe une constante L telle que pour chaque x € B; nous avons

T(l’) € BL-

1T, = [Trolls+ sup [Ta(s)]
< |Ta0—lls + liells + sup 7| T
0<s<b
< liplls + H{ sup 1T, = ¢lls + lells}
0<s<b

< llellg+ Hir + llellg} = L

Alors, || T(z)|lz, < L. Done T'(z) € By.
Etape 4 : T transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans

Fy ().
Nous considérons B, comme dans 'étape 3. Soient 71,75 € (—00,b| avec 75 > 7.

nous avons :

T(x)(72) = T(x)(m)| =

S'(12)p dt/ (1o — 8)f(s,x5)ds

=S5'(m1)p(0) — S(Tl — s)f(s,:cs)ds’

dt 0
< 18(m) = S/l 9(0) + Jim |([7 S'(m — 5) s S (5,2 ds
—/ (11— 8)Arf(s, Is>d8>’
< 19'(7) = ()| 9(0) + |3 [ (872 = ) = §'(m = )) F(5,.)ds

+ ‘M/: (S (1 — 5) = S'(11 — 9)) f(s,25)ds|.

Comme 71 — 75, le nombre droit de I'inégalité ci-dessous tend vers zéro et puisque
{5'(t)}, > 0 est un opérateur compact fortement continu, ceci implique la continuité
uniforme d’opérateur.

Puisque T'(B;) est une famille équicontinue et uniformément borné. On conclu
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d’apres le théoreme d’Arzela-Ascoli que 'ensemble {T'(z)(t) : © € B;} est relative-
ment compact dans &£.

Enfin, le théoreme de point fixe de Schauder implique que 7" a un point fixe x dans

Fy (). O

3.2.2 Existence global et caractére unique de la solution in-

tégrale

Notre objectif ici est de donner des conditions suffisantes pour I'existence globale

et I'unicité de la solution intégrale de 'équation (3.1), (la contraction de Banach).

Théoreme 3.2.2. Soit f : J x B — £ est continue et satisfaite une condition de

Lipschitz : il existe une constante positive L telle que

1f(t o) = fE DN < Lile = ¢llg, pour chaquet € J et p, ¢ € B.

Si -
LK,

- (e’ —1) < 1. (3.4)

Alors il existe une solution intégrale unique du probléme (3.1) sur (—oo,b)

Démonstration. Soit ¢ € B tel que p(0) € D(A). Considérons I'ensemble Z,(¢) =
{z € C([0,0],€),2(0) = (0)}

Soit Z : (—o0,b] — £ la fonction définie par

z(t), tel0,0b],

o(t), —oo<t<0.

Soit K, = maxK(t) et M, = maxM(t). Puisque f est continue et de I’axiome
0<t<b 0<t<a
(B), la fonction s — f(s,2s) est continue sur [0,b]. Cela implique que la fonction
¢
t— / S(t —s)f(s, zs) est continuellement différentiable sur [0, b].
0
Transformons le probleme (3.1) en un probléme du point fixe.

on considere 'opérateur P : Z,(p) — Zy(p) défini par

(P2)(t) = S(0)p(0) + 5 [ S0t~ )f(5,%.)ds.
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Soient y, 2 € Zy(p),t € J et A > w,

PRI~ PO = S 0e0) + 5 [ (= 5)7(s,Z)ds
—S'(t)p(0) — CZ S(t—s)f(s,y,)ds
d -
= |5 | St=9)f(s.%) = f(s,5,)]ds
< /\1;1{.10 /0 S,<t—3).,4)\[f(37;5)_f(syys>]d3
< /0 VSt - $)[f(5,3.) — F(5,7.))ds

~

/Ot M26w(t7$) f($7 ZS) - f(57 as)

PR
LM et / e W ds
0 B

LW [ (ms) sup [12(6) — y(©)|

0 0<E<s

IN

ds

VAN

Zs — Ys

IN

+ M(s) [lz0 — ol | ds
=0
L t
LI Kye [ e sup [|2(€) = y(€)] ds

0<€<s

IN

IN

LM Ky [re™ + 112 =yl 4,0
LK,
w

<

(e =1) |z — ?J||zb(<p)
Prenons le supremum sur [0, b], nous avons

=52
LMK,
1P(2) = P)Il < =——(e"" = 1) |2 = ¢ll 5,

Par la condition (3.3) I'opérateur P est une contraction et donc P a un point fixe

par la contraction de Banach, qui est une solution intégrale unique au probléme

(3.1). O
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3.3 Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons vu quelques méthodes de résolution pour des
équations différentielles semi-linéaires a domaine non dense avec retard basées sur
quelques versions du théoreme du point fixe pour établir ’existence et méme 1’uni-

cité de la solution lorsque les hypotheses sont bien choisies.

Les théoremes relatifs au point fixe fournissent un excellent outil pour ce genre

de probleme et pour tant d’autres.

Nous avons étudié les équations différentielles semi-linéaires & domaine non dense
avec retard fini auquel cas I’espace de phase C([—r,0],&) est 'espace des fonctions
continues de [—r, 0] dans £ muni de la convergence uniforme. On observe que lorsque
le retard est non borné, on parlera d’équations différentielles semi-linéaires a domaine
non dense avec retard infini et cette propriété a permis de développer une théorie
complete d’équations différentielles semi-linéaires a retard sur des espace multi di-
mensionnels. Néanmoins, l'investigation des équations avec retard infini sur de tels
espaces exige et nécessite le développement d’autre outils d’analyse fonctionnelle

pour faire face aux problemes liés a 'aspect qualitatif des solutions.

La nature du retard (discret, continus, infini, dépendant de ’état, ...... ) com-

plique potentiellement 1’étude de systeme.

Généralement la plupart des systemes d’équations différentielles semi-linéaires a

retard reste encore un probléme ouvert.
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