REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

CENTRE UNIVERSITAIRE BELHADJ BOUCHAIB D’AIN-TEMOUCHENT

L - ]
ﬂ_._-_'--H_;'-a*

F Y
q f T‘:‘

Institut des Sciences

Département des Mathématiques et de 'Informatique

Mémoire
Pour 'obtention du Diplome de Master en Mathématique

Option : Equations Différentielles et Modélisation

Présenté par :

M. GANIAR MOUAFAK

OSCILLATION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE D’ORDRE 7
DANS LES ECHELLES DE TEMPS

Encadrant :

Mr. ABDERRAHMANE BENIANI
Maitre Conférence "A" & C.U.B.B.A.T.

Soutenu en 2020

Devant le jury composé de :

Président :  Mr. Mamr Tourik (M.C.A) C.U.B.B.A.T.

Examinateur : Mr. HAMMOUDI AHMED (Professeur) C.U.B.BAT.

Encadrant : Mr. BENIANI ABDERRAHMANE (M.C.A) C.U.B.B.A.T.

Année Universitaire : 2019/2020




Table des matieres

Introduction

1 Préliminaires

1.1

1.2

Calculs sur les échellesde temps . . . . . . . . . . . . .. o
1.1.1 Classification des points . . . . . . . . . . ... oL
1.1.2  Dérivation . . . . . . . .. L
1.1.3 Imtégration . . . . . . . . .
1.1.4 Dérivation d’'une fonction composée . . . . . . . . .. ... .. ...
1.1.5  Polynomes généralisés . . . . . . . . . . ..
Théorie de l'oscillation . . . . . . . ... oo
1.2.1  Fonction éventuellement Positive . . . . . ... ... .. ... ... .. ..
1.2.2  Fonction éventuellement Négative . . . . . . . .. . ... ...
1.2.3 Fonction et équation Oscillante . . . . . . . . . .. ... ... ... ....
1.2.4 Etude de l'oscillation . . . . . . . . ... oo o L
1.2.5 Critere d'oscillation . . . . . . . . ..o L oo

2 Oscillation d’une équation différentielle d’ordre n

2.1
2.2
2.3
24

Introduction . . . . . . .. e
Oscillation de I'équation 2.1 pour A >a . . . . . . . . . ... ... ... ...
Oscillation de I'équation 2.1 pour A=a . . . . . . . ... .. ...

Oscillation de 'équation 2.1 pour A< a . . . . . . . . ... .

3 Oscillation d’une équation différentielle généralisée d’ordre n

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

Introduction . . . . . . .. L
Résultats principales . . . . . . . . . . e
Oscillation de 'équation 3.1 pour o >~y . . . . . . . . ...
Oscillation de I'équation 3.1 pour :ae ="y . . . . . . . . . ..

Oscillation de I'équation 3.1 pour o <y . . . . . . . . . . o

N o W W

12
15
17
19
19
19
20
23
23



Oscillation d’une équation différentielle Master Maths

Conclusion 61

Bibliographie 61

i



REMERCIEMENTS

J’en profite humblement pour remercier publiquement toutes les personnes qui ont contribué
positivement a mon éducation. Je donne d’abord I'honneur et la louange a Dieu. Il a encore une
fois montré sa toute-puissance.

Je suis reconnaissant au Département de mathématiques de I’Université de Ain-Temouchent
pour leur soutien sans fin. De plus, je remercie mes enseignants pour leur conseilles.

Je remercie mon encadreur Dr.BENIANI, Leur patience et leur confiance en ma capacité
de réussir ont été remarquables. Je voudrais également remercier mes collegues de Master d’avoir
fait de cette expérience une expérience inoubliable.

Je tiens a remercier le Pr HAMMOUDI de m’avoir initié a la recherche et au domaine des
échelles de temps. Je voudrais également remercier Dr.BENAISSA-CHERIF pour ses conseils
avisés.

Je suis reconnaissant a tous ceux qui me sont entrés dans ma vie.

1ii



Introduction

L’étude des équations dynamiques dans 1’échelle du temps remonte a son fon-
dateur Stefan Hilger (1988), et constitue un nouveau domaine d’exploration en-
core assez théorique en mathématiques. L’étude des échelles de temps a conduit
a plusieurs applications importantes, par exemple dans 1’étude des modeles de
population d’insectes, des réseaux de neurones, des transferts de chaleur et des
modeles épidémiques.

Outre 'aspect d’unification de la théorie des échelles de temps, il existe un
aspect d’extension, qui pourrait méme avoir un impact plus large sur 'avenir de
Poscillation. Au lieu d’équations différentielles ou de différences, tout autre type
d’équation dynamique est également applicable a la théorie , et il pourrait étre
tres important de comprendre les propriétés d’oscillation des solutions de ces
équations plus générales.

La théorie de l’oscillation en tant que partie de la théorie qualitative des
équations dynamiques a été développée rapidement au cours des dix dernieres
années et quelques articles intéressants ont été publiés. Le mémoire actuel s’in-
téresse a ’oscillation de différents types d’équations dynamiques d’ordre n sur
des échelles de temps.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous introduisons quelques notions sur la théorie
des échelles de temps, nous présentons aussi les propriétés oscillatoires et non
oscillatoires des équations différentielles. L’existence de solutions éventuellement

positives ou éventuellement négative d’équations différentielles avec des coeffi-
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cients variables sont également considérés.
Au chapitre deux, on s’intéresse a l'oscillation d’équations différentielles

d’ordre n sur les échelles de temps de type :

(a®)@ ™ (1)) + )@ (1) =0, ¢ € [to: +ooly.

Enfin, dans le chapitre trois, on étudiera l'oscillation d’équations différen-
tielles d’ordre n dans un cas plus générale que le chapitre précédent, nous donnons
quelques résultats sur 'oscillation des équations dynamiques sur des échelles de

temps.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques concepts de base concernant le
calcul sur des échelles de temps que 1’on doit connaitre pour comprendre le reste
de ce mémoire. La plupart de ces résultats seront présentés sans preuve. Des

preuves peuvent étre trouvées dans les livres [1, 2].

1.1 Calculs sur les échelles de temps

La théorie des échelles de temps est un nouveau domaine des mathématiques
qui unifie et étend 1’analyse discrete et continue. Le calcul dans 1’échelle de temps
nous permet de modéliser des situations dans lesquelles le comportement est a la
fois continu et discret. Par exemple, il peut modéliser des populations d’insectes
qui sont continues pendant la saison, disparaissent, disons, en hiver, alors que
leurs ufs sont en incubation ou en dormance, puis éclosent dans une nouvelle

saison, donnant naissance a une population qui ne se chevauche pas.

Définition 1.1 (Echelle de temps). Une échelle de temps est un sous-ensemble

fermé arbitraire non vide des nombres réels.
Exemple 1.1. Les ensembles R, N, Z sont des échelles de temps.

Exemple 1.2. Les ensembles suivantes sont des échelles de temps : {0, 1,2, 3,4},

{i;n € N*} u {0}, [0,1], [0,1]U{3,4},[0,1] U [3,4].

3
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Exemple 1.3.

1. L’ensemble hZ = {--- ,—2h,—h,0,h,2h,---} avec h € R est une échelle de

temps.

2. L’ensemble ¢Z = { B T N I S } U {0} est une échelle de temps.

n o1 3 11 25 137 49 363 761
3. L’ensemble H = {Z k:n€Z+} = { }

k=1
des nombres harmoniques est une échelle de temps.

Exemple 1.4. Les ensembles suivantes : Q , C, R—Q, |0,1[, [0,1], ]0,1] ne

sont pas des échelles de temps.

Tout au long de ce chapitre, nous désignerons une échelle de temps par le
symbole T
Nous supposons tout au long de ce mémoire qu’'une échelle de temps T a la
topologie induite de la topologie standard.
Nous introduisons maintenant les notions de base liées aux échelles de temps.

Nous commencons par définir les opérateurs de saut avant et arriere.

Définition 1.2 (Opérateur de saut avant). Soit T une échelle de temps. Pour

t € T on définit 'opérateur de saut avant o : T — T par :
o(t):=inf {s€T:s>1t} pourtout t €T

Dans cette définition, nous posons par convention inf ¢ = sup T (c’est-a-dire

o(M) =M si T a un maximum M) , ou ¢ désigne I'ensemble vide.

Exemple 1.5. soit T = {0,1,2,3,4} , alors on a :

o(4)=inf {s€T:s>4} =inf¢p =supT = 4.
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1
Exemple 1.6. Soit {; n e N*} U {0} , alors on a :
n

)=r o) =s (i)

ol=z|=1 ol|lz|== ol|<]=2

2 3 2 1 3
c(0)=inf {s€T:s>0} =infT=0.

o(l)=inf{s€T:s>1} =inf¢p =supT = 1.

1 1 t
pourn#0etn#1onat=— alorso(t) = =
n n—1 1-—1

Exemple 1.7. Si T = Z alors o(t) =t — 1 pour tout t € Z.

SiT=hZ={--,—2h, —h,0,h, 2h,---} tel que h > 0 alors o(t) =t + h pour

tout t € hZ.

Définition 1.3 (Opérateur de saut arriere). Soit T une échelle de temps. Pour

t € T on définit l'opérateur de saut arriere p: T — T par :

p(t):=sup {se€T:s<t} pourtout teT.

Dans cette définition, nous mettons sup ¢ = inf T (c’est-a-dire p(m) = m si T

a un minimum m), ou ¢ désigne I’ensemble vide.

Exemple 1.8. Soit T = {0,1,2,3,4} , alors on a :

p(0) =sup {s€T:s<0} =supp =infT = 0.

1
Exemple 1.9. soit {; n e N*} U {0} , alors on a :
n

p(0) =sup {s€T:s <0} =sup¢p =infT = 0.

5
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1t
n+1 1+t

pourn#Oetn#lonat:ialorsp(t):
Exemple 1.10. Si T = Z alors p(t) =t — 1 pour tout t € Z.
SiT=hZ={--,—2h,—h,0,h,2h,---} tel que h > 0 alors
p(t) =t — h pour tout ¢t € hZ.
1.1.1 Classification des points
Définition 1.4. Soit T une échelle de temps, t € T
1) Sio(t) > t, on dit que t est dispersé a droite.
2) Si p(t) < t, on dit que t est dispersé a gauche.
3) Les points qui sont a la fois dispersés a droite et a gauche sont dites isolés.
4) Sit <supT et o(t) =t, on dit que t est dense a droite.
5) Sit > infT et p(t) = t, on dit que t est dense a gauche.

6) Les point qui sont a la fois dense a droite et & gauche sont dites dense.

t dispersé a droite t<ol(t)
t dense a droite t=o(t)
t dispersé a gauche p(t) <t
t dense a droite p(t) =t

¢ point isolé p(t) <t<o(t)

t point dense p(t)y =t=0o(t)

TABLE 1.1 — Classification des points

Définition 1.5. Si T a un maximum dispersé a gauche M, alors on définit T* =
T — {M}, sinon T = T.
Définition 1.6. La fonction granulation u : T — [0; 0o[ est définie par

p(t) :==o(t) —t pour tout t e T.

6
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Exemple 1.11. Soit T = {0, 1,2, 3,4}, alors

p(0) = 0(0) ~0=0, p(1)=o(1)=1=0, p(z)=o0(3)~5=s,
1 1 1 1 1 1 1 1

Exemple 1.13. Si T = Z alors pu(t) = 1 pour tout t € Z.
SiT=hZ={--,-2h, —h, 0, h, 2h,--- } tel que h > 0 alors pu(t) = h pour tout
t € hZ.

Remarque 1.1. Dans ce mémoire nous nous intéressons au comportement oscil-
latoire quand ¢ — 400, nous supposerons pour le reste que T est une échelle de

temps qui n’est pas bornée de la forme [ty, +00]r.

1.1.2 Dérivation

Le calcul sur les échelles de temps a été initié par Stefan Hilger afin de créer
une théorie capable d’unifier I'analyse discrete et continue. En effet, ci-dessous
nous introduirons la delta dérivée pour une fonction f définie sur T.
Considérons maintenant une fonction f : T — R et définissons la dérivée dite

delta (ou Hilger) de f en un point ¢t € T".

Définition 1.7 (Différentiabilité). Soit f : T — R est une fonction et soit t € T
Nous définissons f2(t) comme le nombre, & condition qu'il existe, comme suit :

pour tout € > 0, il existe un voisinage U de t, ( U = |t —4,t+6[ N T) pour
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certain 0 > 0, tel que :
[f(@(t) = f(s) = FA(t)(a(t) = s)| < elo(t) —s| pour tout seU, s#oa(t)

A est A-dérivée de la fonction f.
Remarque 1.2. Si T = R la delta dérivée coincide avec la dérivée classique.

Définition 1.8 (Continuité). Une fonction f: T — R est dite rd-continue si elle
est continue en tout point dense a droite de T et si sa limite a gauche existe est
finie en tout point dense a gauche de T.

On note ’ensemble des fonctions f : T — R rd-continues sur T par :
Crd = Crd(T) = Crd(Ta R)a

et on note ’ensemble des fonctions f : T — R A-différentiables et ses dérivées

rd-continues sur T¥ par :
cl, =c(T)=C'(T,R
rd rd( ) rd( ) )

Théoréme 1.1. Soient f,g: T — R deux fonctions , on a alors :
e Si f est continue, alors f est rd-continue.
o Si f est rd-continue et g continue, alors g o f est rd-continue .
Théoréme 1.2. Soit f : T — R est une fonction et soit t € T*. Alors on a :
1) Si f est différentiable en ¢, alors f est continue en ft.

2) Si f est continue en t et t est dispersé a droite , alors f est différentiable en

t avec :
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3) Si t est dense a droite, alors f est différentiable en ¢ si la limite

A0~ £

s—t t— s
existe comme un nombre fini. Dans ce cas

fA(t) — lim f(t) _ f(3>

s—t t—s

4) Si f est A-différentiable en ¢, alors

Fo() = F() + p(t) F2()
ou f? := foo

Exemple 1.14. Si f(t) = ¢ tel que ¢ est une constante alors f2(t) = 0 quelque
soit I’échelle de temps T.
Si f(t) =t alors f2(t) = 1 pour n’importe quelle échelle de temps T.

Ensuite, nous aimerions pouvoir donner les dérivés de sommes, de produits
et de quotients de fonctions différentiables. Ceci est possible selon le théoreme

suivant :

Théoréme 1.3. Supposons que f, g : T — R sont différentiables en ¢t € T* .
Alors :

1) La somme f+ g : T — R est différentiable en ¢ avec
(f +9)2(1) = f2(8) + g2(1)
2) Pour toute constante o, a.f : T — R est différentiable en ¢ avec :

(af)2(t) = af(t)
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3) Le produit fg: T — R est différentiable en ¢ avec :
(f9)2(t) = F2()g(6) + fo(t)g>(t) = [(t)g>(t) + f2()g(o(t)

1
4) Si f(t)f(o(t)) # 0, alors 7 est différentiable en ¢ avec :

N0
(f) e ONC0)

5) Si g(t)g(o(t)) # 0, alors / est différentiable en t avec :
9

AL A9 - .92 1)
(g) O ORICI0)

Exemple 1.15. Soit f(¢) = t* La dérivée de f est :
fA) =t +o(t) =2t + pu(t)
e Si T =R alors u(t) = 0 et on trouve f2(t) =2t = f (¢).

e SiT=2Zalors u(t) =1 et ona f2(t) =2t + 1.

e Si T = hZ tel que h > 0 alors u(t) = h et on a f2(t) = 2t + h.

1 —1
Exemple 1.16. Soit f(t) = i la dérivée de f est donnée par : f2(t) = to(t)
o

—1

2+ tu(t)
—1 /
e« Si T =R alors u(t) = 0 et on trouve f2(t) = == f.
—1
e SiT=7alors u(t) =1 et on a f2(t) = e

—1
e Si T = hZ tel h ] t) = h et At) = ———.
Si el que h > 0 alors pu(t) et on a f=(t) bt

Exemple 1.17. Soit f(t) = t* la dérivée de f est :

FA() = 4 to(t) + (o(t)* = 3% + 3tu(t) + (u(t))’

10
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« Si T =R alors u(t) =0 et on trouve f2(t) = 3t> = f.
e SiT=2Zalors u(t) =1 et ona f2(t) =3t + 3t + 1.
e Si T = hZ tel que h > 0 alors p(t) = h et on a f2(t) = 3t> + 3ht + h°.

Exemple 1.18. Soit f(t) = v/t la dérivée de f est :

Pl ==
Vi o(t) Vi ()

1 /
« SiT=Ral t)=0etont At)=—+=F.
i alors pu(t) et on trouve f=(t) NG f
1
¢ SiT=2Zal t)=1et A1) = .
i alors pu(t) et on a f=(t) iV

1
. SiT:thelqueh>Oalorsu(t):hetonafA(t):\/g+\/t+_h.

Définition 1.9 (Dérivée d’ordre supérieur). Une fonction f : T — R est dite deux
fois A-dérivable sur TF = (T*)* si la dérivée f2 est différentiable (A-dérivable)

sur T*. Elle est notée f22 ou (f2) ou fA2.

On généralise, en disant que f est n fois A-dérivable sur TF = (Tkn_l)k si

(...((fA)A>A...) existe. Elle est notée f&" = (fNH)A.

n fois
On notera l’ensemble des fonctions f : T — R qui sont n fois différentiables et

A" rd-continues sur T par :
ra = Cla(T) = Cy(T, R).
Exemple 1.19. Soit f(t) = t?, la dérivée seconde de f est :
P = (o) = (2t + p(t)> =2+ p2(1)

e SiT =R alors u(t) = 0 et on trouve f2°(t) =2 = f"(¢).

e SiT=7Zalors u(t) =1 et u(t) =0 et on a fAQ(t) = 2.

11
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e« Si T = hZ tel que h > 0 alors u(t) = h et () =0 et on a f2°(t) = 2.

Exemple 1.20. Soit f(t) = t*, la dérivée seconde de f est :

= (362 + 3tu(t) + (u(1))?)"

— 6t + 6pa(t) + 3 (1) + (4pu(t) + 7 () (1),

"

e« SiT =R alors u(t) = 0 et on trouve f2°(¢) =6t = f

QF
e Si T =Z alors pu(t) = 1 est constante et on a f2°(¢) = 6t + 6.

e Si T = hZ tel que h > 0 alors u(t) = h constante et on a f2°(t) = 6t + 6h.

1.1.3 Intégration

Définition 1.10 (Fonction Primitive). Une fonction F' : T — R est dite une

primitive de f: T — R si :
FA(t) = f(t) pour tout t € T*.

Exemple 1.21. La fonction primitive de f(t) = 1 est F'(t) =t + ¢ tel que ¢ est
une constante.

t+o(t) st t2

5

Exemple 1.22. La fonction primitive de

Théoréeme 1.4 (Existence de Primitive). Toute fonction rd-continue a une pri-

mitive.

Définition 1.11 (Intégrale). Soit f : T — R une fonction rd-continue , et soit

F : T — R une primitive de f, alors on définit I'intégrale (de Cauchy) de f par :

/Sf(t)At = F(s) — F(r) pour tout r,seT.

12
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Théoréme 1.5 (Propriétés élémentaires de l'intégrale). Si a,b,c € T ,a € R |

et f,g € C.q, alors :
b

b b
(1) [ 1) + (] At =] f(B)AL+ [ g(t)At

a

b

b
2) [ (af) ()AL =a [ f(t)AL

b
(8) si f(t) > 0 pour tout a <t < b alors /f(t)At >0

(9) si |f(t)| < g(t) sur [a,b], alors

/bf(t)At < /bg(t)At

Théoreme 1.6. Si f : T — R est une fonction quelconque et t € T, alors

Démonstration : Soit /' une primitive de f, on a donc

o(t)
/ f(t)At = F(o(t)) — F(t) = M(t)F(O'UIE

13



Oscillation d’une équation différentielle Master Maths

Théoréme 1.7 (Calcul d’intégrales ). Soit a , b€ T et f € C,q.

(1) Si T =R, alors
b
[ £t At—/f

ou l'intégrale de droite est I'intégrale de Riemann habituelle du calcul.

(2) Si [a,b] n’est constitué que de points isolés, alors

> w)f(E) st a<b
b tela,b)
/f(t)AtZ 0 si a=b
— %:b),u(t)f(t) si a>b

(3) SiT =hZ ={hk : k € Z}, ou h > 0, alors

h.f(kh) si a<b

(4) Si T = Z, alors
b-1
> f(k) si a<b
b k=a
/f(t)At: 0 si a=b
— azjlf(k) si a>0b
k=b

Exemple 1.23.

21"
e SiT = Ralors/tAt /tdt {2]0:8.
k=3
-EﬁT:ZMMﬁﬂAh:Zkzﬁ
0 k=0
4 k=7— k=71
« SiT=hZalors [tAt = 35 Mmg—m S k=8-—2h.
0 k=0 k=0

14
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1.1.4 Dérivation d’une fonction composée

Nous considérons ici deux théoremes concernant la dérivation d’une fonction

composée.

Théoreme 1.8 (Regle de dérivation d’une fonction composée [3]). Supposons
que ¢ : R — R est continu, g : T — R est A- différentiable sur T, et f : R — R

est continuement différentiable. I existe alors ¢ € [t,o(t)] avec (f o ¢)2(t) =
F(9(e))g™ ().

Exemple 1.24. Soit T = Z, f(t) = t* +1, g(t) = t*. Nous avons g : R — R
est continue, ¢ : T — R est A-différentiable sur T¥, f : R — R est continuement

différentiable, o(t) =t + 1. Alors

et,

et,
(fog)?(1) = (a(1))’ + (o(1)! + (0(1))* + (0(1))* + o (1) + 1 = 63.

D’aprés le théoréme 1.8, nous obtenons 63 = 9¢*, donc ¢ = V7 € [1,2].

Théoreme 1.9 (Regle de chaine [3]). Soit f : R — R continuement différentiable

15
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et supposons que g : T — R est A-différentiable. Alors fog : T — R est A-

différentiable, et on a la formule :

(fo {/f t) + hu(t)g @»dh}gA@)

Corollaire 1.1 (voir [14]). On suppose que ¢(t) est A-différentiable et de signe

constante, alors

=« {/1 [(1— )+ hyg°(t )]O‘ldh} g2 (t).
0

1
1+ Y
f : R — R est contintiment différentiable et g : T — R est A-différentiable. On a

f@):(ifip,ﬂ@):14ﬁ@)zletﬂﬂ+4m@MA@}:t+l+h.

Par conséquent,

Exemple 1.25. Soit T = Z , f(t) = (1) = t + 1. On notera que

!

Fgt) + hu(t)g®(t) = f(t+1+h)
ot 1+4h)
 (T+(t+1+h)2)?2

D’apres le théoreme 1.9 , nous concluons que fog: T — R est A-différentiable

et

2(t+ 1+ h)

b (14 (t+1+n))°

/ t—i—l—l—h)

0 L‘+1+h))2
1 h=1

L+ (t+1+h)%,_,

1 1

1+ (t+2)?% 1+ (t+1)>
—9t — 3
(2 + 4t +5)(2 + 2t + 3)

dh

16
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1.1.5 Polynomes généralisés

On va donner la définition des polyndémes généralisés dans les échelles de temps

(voir[ ?]).
Définition 1.12. Soit k£ € N, on définit les fonctions hy : T x T — R par :

1 si k=0
hk(t,s) = t
/hk_l(T, S)AT si k>1

h(t,s) s’appelle polynome généralisé.

Exemple 1.26.

¢ ¢
hi(t,s) = /hO(T, S)AT = /IAT =t—s

S

pour une échelle de temps T quelconque.

Exemple 1.27. Si T =[0,1] U [3,4], on a :

hO(tao) = 17 hl(tvo) =1

t2
— s1 0<t<1
h?(t70): t2
——2 51 3<t<A4
2
et
t3 _
— si 0<t<1
h3(t70): 3 8

Exemple 1.28.
e Si T=R alors

(t—s)"
n!

hn(t,s) = pour tout t,s € R et pour tout n € N

17
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e SiT=7 alors

hn(t,s) = —F— = pourtout t,s € Z

o (t—s)"W = (t—s)(t—s—1)--- (t—s—n+1) est la fonction dite de chute

e SiT =gV avec ¢ > 1 alors

hn(t7 S) - H m
m=0 Z q]
=0
e Si T = hN alors .
II (t —ih—s)
ha(t,s) = =2 ' t>s.
n!

En général pour ¢ > s, nous avons que hi(t,s) >0, et

(t— )"
K

hi(t,s) < pout tout t > s, k€N

Nous considérons également les monomes de Taylor g : T x T — R, k € N, qui

sont définis de maniere récursive.

Définition 1.13. Soit £ € N, on définit les fonctions g : T X T — R par :

1 si k=20

gr(t,s) :==14
[ora(o(r),)Ar si k> 1

Si on désigne par gA(t, s) la A-dérivée de g par rapport a t , alors on a :
gkAH(t,s) =gr(o(t),s) keN, teT
pour chaque s € T fixe. On peut voir que

hi(t,s) = (—1)"gi(s,t).

18
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1.2 Théorie de l'oscillation

Ces dernieres années, il y a eu un intérét croissant pour étudier l'oscillation
et la non-oscillation des solutions d’équations dynamiques sur des échelles de
temps.De nombreux résultats concernant les équations dynamiques du second
ordre ont déja été établis [ 7, 15].

Son objectif principal est de présenter quelques concepts de base de la théo-
rie des oscillations des équations différentielles et d’esquisser quelques résultats

préliminaires qui seront utilisés tout au long de ce mémoire.

1.2.1 Fonction éventuellement Positive

Nous avons besoin tout d’abord de donner la définition mathématique d’une

fonction éventuellement positive.

Définition 1.14. Une fonction f : [a;+oo[; — R est dite éventuellement posi-

tive, s'il existe ¢y € [a; +o00[ tel que : f(£) > 0 pour tout t € [ty; +00[g.

Exemple

La fonction

f(l') = 1Il({13) } } } } } } } >
-1 (/1 2 3 4 5 6 7
-1

est éventuellement positive.

1.2.2 Fonction éventuellement Négative

Nous avons besoin tout d’abord de donner la définition mathématique d’une

fonction éventuellement négative.

Définition 1.15. Une fonction f : [a;+oo[p — R est dite éventuellement néga-

tive, s’il existe ¢y € [a; +oo[r tel que : f(¢) < 0 pour tout ¢ € [ty; +00[r .
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Exemple

2 &

La fonction

-1 0o 1 2
oyl
f(lU) — SlIl(.CE') o ? cy
914
est éventuellement négative. ~3 4

1.2.3 Fonction et équation Oscillante

Nous avons besoin de donner la définition mathématique d’une fonction oscil-

lante et d’une équation différentielle oscillante.

Définition 1.16. On dit qu’'une fonction f : [a; 400l — R est oscillante sur
[a; +oo[p si elle ni éventuellement positive ni éventuellement négative; c’est a
dire pour T' € [a; +00[ assez grand , I'équation f(t) = 0 admet une infinité des
zéros au voisinage de l'infini sur T € [a; +oo[;. Elle est dite non oscillante dans

le cas contraire.
Voici une autre définition d’une fonction oscillante.

Définition 1.17 (voir [?]). Une fonction f est appelée oscillante si pour tout

t1 € [a, +ool, il existe ty € [t1, +00] tel que f(t2)f(o(t2)) <O.

Définition 1.18 (Non-oscillation (voir| ?])). La fonction f est non oscillante si
elle est éventuellement positive ou négative, c’est-a-dire qu'il existe t; € [a, 0]

tel que f(t)f(o(t)) > 0 pour tout t € [t1, 00].
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Exemple
La fonction f(x) = gsin(x)

est oscillante car I’équation 2

gsin(x) =0

admet une infinité des zéros —

au voisinage de l'infini.

Définition 1.19. On dit que I’équation différentielle est oscillante si et seulement

si toute solution de I’équation est oscillante.

Exemple 1.29. On considere ’équation différentielle suivante :

"

x (t)+z(t) =0 pour tout ¢t € [0;+oo]

elle a des solutions périodiques z1(t) = sin(t) et xo(t) = cos(t) sur [0; +o0[ et ces
deux solutions sont oscillantes,et toutes les solutions sont oscillantes.

donc on dit que I’équation est oscillante.

Exemple 1.30. Une équation dynamique donnée peut avoir des solutions oscil-

lantes et non oscillantes. Prenons par exemple 1’équation suivante :

221 + iazA(t) + ;l:c(t) — 0

out € T = 7Z. Les solutions de cette équation aux différence sont faciles a trouver.

Parmi les solutions on a les deux solutions suivantes :

21(8) = (=1)' et ma(t) = (;)t

Il est clair que x; est oscillante et x5 est non oscillante.
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Exemple 1.31. On considere 1’équation différentielle suivante :

2 () — 1:}5’(1&) +422(t) = 0

cette équation admet une solution non périodique z(t) = sin(¢?). Cette solution

est oscillante.

Exemple 1.32. On considere 1’équation différentielle a retard suivante :

11 1 ! ].
x (t) + 57 (t) — ix(t —7) pour t>0
dont la solution y(t) = 1 — sin(¢) a une infinité de zéros. Cette solution est

oscillante.

Exemple 1.33. On considere 1’équation différentielle suivante :
z (t)—az(—t)=0

Cette équation admet une solution oscillante x1(t) = sin(t) et une solution non

oscillante z5(t) = e’ + e .

Exemple 1.34. I’équation différentielle suivante :

t 4¢3

1,0\ 3
<x (t)) + 2 () =0
admet une solution non-oscillantez(t) = v/t) tandis que I’équation différentielle

<1x/(t)> + i:1&'(ct) =0

t 4¢3

: 8e
est oscillante pour tout ¢ > exp 5 )
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1.2.4 Etude de l'oscillation

Définition 1.20. Soit T une échelle de temps. Une équation dynamique du second
ordre de la forme (pyA)A+qy" = 0 est appelée une équation dynamique du second
ordre auto-adjointe.

1.2.5 Critere d’oscillation

Théoréme 1.10 (Théoreme de Wintner [1]). Considérons I’équation auto-adjointe

(py™)2 + qy° = 0. Supposons que supT = 00 ,a € T,u(t) > K > 0et 0 < p(t) <

M pour tout t € [a,00) et /Oo q(t)At = oo. Alors 'équation auto-adjointe est
a

oscillante sur [a, 0o[.

Exemple 1.35. Pour T = ¢ ot ¢ > 1, ’équation suivante :

AA c o
o4+ ——-2°=0
q(q — 1)t2

tel que ¢ > 0 est oscillante sur T.

Théoréme 1.11 (Théoreme de Leighton-Wintner [1]). Considérons 1’équation
auto-adjointe (py™)> + qy° = 0. Supposons a € T, p > 0, sup T = oo, et
/OOlAt = /ooq(t)At: 00
a a )

p(t)

Alors I’équation auto-adjointe oscille sur [a, 00).

Exemple 1.36. Pour T = ¢" ol ¢ > 1, Péquation suivante :

est oscillante sur T.
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Chapitre 2

Oscillation d’une équation différentielle

d’ordre n

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier ’oscillation de toute solution de I’équation

différentielle d’ordre n suivante dans I’échelle de temps T :

A

(a®@#)") +a®) @) =0, t€ [t +ooly (2.1)

On suppose qu’elle admet au moins une solution. T est une échelle de temps
arbitraire T C R avec sup T = 0o, n est un entier positif impair.

On impose les conditions suivantes :

(H1) « et A sont des quotients positifs de la forme P avec p et ¢ entiers positifs
q

impairs.

(Ha) a et ¢ : T — R" deux fonctions réelles rd-continues, aA(t) > 0 pour t €

() 7(@38))iA3 .

t

On considere quelques lemmes et théoremes qui seront utiles dans les démons-

trations.
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Lemme 2.1 (voir [11]). Soient A, B, X des constantes strictement positives. On

a I'inégalité suivante :

. )\/\B)\+1
Bz — Az~ < 0o 1)/\+1A/\ pourz > 0.
+

Lemme 2.2 ([ 7], Corollaire 1). Pour n € N s,t € Tet f € C.q(T,R) alors
t

Théoréme 2.1 (Lemme de Kiguarde,[7]). Soit n € N, f € C(T,R) et supT =

t

/..

Tn+1 Ui

() Am A, -+ Ay = (=1)" [ hu(s, o (n) f () An.

t
2

oo. Supposons que f est soit éventuellement positive ou éventuellement néga-
tive et soit f2" oscillante , donc il existe t; € [tg, +oolp, m € [0,n[y tel que

(=)™ (1) 2" (t) > 0 est vérifiée avec :
(i) F(O) A (1) >0  pour tout t € [t1, 400y et tout j € [0, my .
(i) (=1)™H ()2 (t) >0 pour tout ¢ € [t;, +00ly, et pour tout j € [m,n[y.

Lemme 2.3 ([?]). Soit supT = 400 et f € C(T,R) ,(n > 2). De plus, on
suppose que le Théoreme de Kiguarde est vrai avec m € [1,n[y et fAn < 0 dans

T. Alors il existe t; € T suffisamment grand tel que :
FA) > b1 (t, 1) f27 (1) pour tout t € [ty, +00]y.
Corollaire 2.1. Supposons que les conditions du Lemme sont satisfaites. Alors

F(t) > hy(t, 1) f27 (1) pour tout t € [ty, +oo[y

Lemme 2.4 ([8]). Si X et Y sont deux réels positifs et A > 1, alors
XA = AXYM (A= 1)YA >0,
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et 1’égalité est vraie si et seulement si X =Y.

Démonstration : On va étudier le signe de P(X,Y) = X* = AX.Y* ! 4 (A —

X
1)YA pour X > 0etY > 0et A > 1 divisons par Y et on pose z = v et posons

f(2) = 28 = Xz 4+ (A — 1) le tableau de variation de cette fonction est donné

ci-dessous :
z 0 1 400
f(2) — 0 +
A—1 400
1(2) \ /
0

on voit bien que f(2) > 0 et f(z) =0 <= 2z =1 cest a dire pour X =Y.

Pour Y = 0 la démonstration est triviale. ]

Lemme 2.5. On suppose que supT = +oo et f € Cly([to; +oo[,RT) et A > 0

alors :

A <

2.2 Oescillation de I’équation 2.1 pour A\ > «

Nous allons présenter les résultats de l'oscillation de I’équation (2.1) dans le

cas A > «

Théoréme 2.2. Sous les hypotheses (H1) — (Hs) et

Si
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alors I’équation (2.1) est oscillante.

Démonstration : Soit z(¢) une solution non oscillante de 1’équation (2.1) dans
[to; +oo[g il suffit de discuter le cas éventuellement positive ( car —xz(t) est aussi
solution si x est l'est).

On a z(t) > 0 pour t > t; > tg

On sait que :
(a(t) (xAn_l(t)>a)A <0 pour t>t
(a0« 1)")" +a®)(x(t)* = 0
(a0 (= ®)")" = ) ((®) <0

n—1

D’aprés le Théoréme 2.1, on trouve 22" (t) > 0 pour ¢ > t;, sinon on obtient
une contradiction.

Maintenant a(t) > 0 pour ¢ € [ty; 0o[y on a :

(a0 (= )") = (> 1) +a 0 (> 1)) <.

ceci implique
An—l (€7 A
((33 (t)) ) <0 pour t>t.
Anfl

On pose : y =x > 0 dans [t1;+00)p. D’apres le Théoreme 1.9, on voit que :

1
0> (y)* = ay® [ (y+ huy™)" dh
0

1
a. yA/ hy + (1 — h)y")* dh
0

1
ZocyA/ (hy)*"dh
0

e

a—1 A"

Puisque y > 0 alors y® = 22" < 0 dans [t1;+00)r et par le lemme (2.2),
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il existe un entier m € {1,3,...,n — 1} tel que (i), (ii) du Théoreme (2.1) sont
vérifiés dans [t1; +00]y.
il est clair que z2(t) > 0 pour tout t > t, [voir [5], Lemme 4.2.3 |.

Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0 tel que

z(o(t)) > x(t) > ¢ pour tout ¢ > ;.

On suppose que : z°" T<0et 22 >0 pour tout ¢ > t;. Par intégration de

I'équation (2.1) det >ty au >t

(a.(a* 7)) ) + a(0).(27(9)* = 0
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Par intégration de cette derniere relation de ¢ a v puis faisant v tendre vers oo

/U$An1(s)As > ci/v (1 /Ooq(s)As) aAu.

t a(u) s

On déduit que,

donc

et

t1 t1

c’est a dire :

xA"‘B(tl) — xA”‘g(t) > cg/ oo((a(n))l /Ooq(s)As) aAuAfr] >0

et
t +oo

Az ] ( N <S>As) Aud > 0

tl T

D’apres le lemme (2.1), et on posons

Fln) = (<a<n>>1 /Ooq<s>As) )

alors

A
et

w27 (0) = e (=) [ In(ty, o (n) () An > 0

mais —h(t1,0(n)) = hi(t1,0(n)) donc

t

22 (0) Z ev [ Ino(n),t) (<a<n>>1 /ooqcsms) An>0
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et par passage a la limite

/Ooh1<o<n>, t) ((a(n))l /ooq<s>As) CAn < A )

ou bien avec changement des variables on trouve,
+00 +00 a \ L
[ oot (@™ [ atwdu) as <2t ) <
to 5
ce qui fait une contradiction avec la quatrieme hypothese du théoreme.

il suit du lemme (2.3) avec m =n — 1 que

1

T2(t) > hy ot t)2™" (t) pour tout t € [t;, +00)y.

D’autre part, on a

(@7 0)" 2 [ @) b2 [ a)As(e(o)
donc, 1
27002 (1) [ at9s) (oto(0)?
ensuite,

ﬂwz 2(t, 1) | (alt i 5)As i.
oy 2 sl (@0) [ as)

En intégrant la derniere inégalité de t; a ¢, et on appliquons le lemme 2.5, nous
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obtenons
1t z T (t
ho—a(t tl)(a(t) t/ Q(S)AS) < @ 0<(t))))3
7
< [ _ 2
puis

1 +00
/hn o(u tl)(a(u) U/ q(s)As) Au <t 3 Au
(07 A (07 A
=0 (t) a— £ (t)
« A
S _CV - >\.ﬁl’:1 a(t1)7

et par passage a la limite et avec un changement des variables on trouve;

+o0 | e * L
/ hp—2(s,t1) (as) / q(u Au) As < )\_aa: a(t1) < o0.
Ce qui donne une contradiction. ]
2 p 7
Exemple 2.1. Pour a(t) =t et q(t) = 2 =3 et A > a pourt >0
1 | |

On a aussi hy(t,s) =t —s et hi(o(s),ty) = o(s) — ty et donc pour ¢y > 0

:/oohl(a(s),to) (a(ls) i/ooiAu)iAs _ :/Oo(a(s) ) (512 :/OO im) A
_ 70(0(3) ) (;2 y f)%s
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o(s)—ty 1 -

——5—— ~ — au voisinage de oc.
S7 S7

et on a aussi

car

Ce qui fait que I’équation :
7\ A
<t2<asm_l(t)>3> + g(x"(t))/\ =0 pour 3>0,n>3 et A> ;

est oscillante.
Théoréme 2.3. Sous les hypotheses (Hi) — (Hs), et

1
“+00

+00 /Oz
/hl(a(s),to).(<(l(lsj) / q(u)Au) As = o0,

S

et si

Q=

1

o) q(S)AS> = 00,

~ e+
\8

lim sup h,,_1(¢, o) (

t——+00

alors I’équation (2.1) est oscillante.

Démonstration : On applique le corollaire (2.1) avec m =n — 1 on trouve
x(t) > hn_l(t,tl)xAnfl(t) pour tout ¢ € [t1, +00]r,

et par conséquent,

oY
8
Yy
~
~
~—
'V
>
7
—_
—
\J@F
~
—
N——
~/
—~
)
Yy
~
~—
N——
L
st
8
=
—
(V)
N—
(V)
SN————
Q=
&
oY
Q
—~
~
SN——
~—
Q>
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donc,

o>

(@) 2 hyatto ()™ [ a(as)

et par passage a la limite quand ¢ — 400 on a

+00 o
lim sup hn_l(t,tl)((a(t))_l / q(s)As) < limsup (x(t))l_% < 400,
t—400 , t—400
d’ou une contradiction. []

2.3 Oscillation de I’équation 2.1 pour )\ = «

Nous allons présenter les résultats de l'oscillation de ’équation (2.1) dans le

cas A = «

Théoréme 2.4. Sous les hypotheses (Hy) — (Hs) et

/Oohl(a(s), o) (a(ls) /ooq(u)Au) "As = 400, (2.2)

et s’il existe une fonction g décroissante positive et A—différentiable tel que

pour tout ¢; € [ty, +00[p

lim sup [g(s)q(s) — a(5)g™ () (hn_1(s, to))_a] As = o0, (2.3)

t—+o00 i
alors I’équation (2.1) est oscillante.

Démonstration : Soit z(¢) une solution non oscillante de 1’équation (2.1) dans
[to; +o0o[g il suffit de discuter le cas éventuellement positive ( car —xz(t) est aussi
solution si z est l'est). On sait que x(t) > 0 pour t > t; > t.

D’abord on a : x(t) > hy_y(t, 1)z (t) pour tout ¢ € [t;, +00[p. Nous définis-

sons la fonction w par

xAn—l «
w = ag( ) dans [t1, +00[;.
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Alors, pour t € [t, +00[g, on a

Ce qui implique que

A« a)A
g-Tr — g\x n—1\ &
w® < (z%) a(xA 1) — 99

<
A o o A N
- o) _55@3)&@(3;& )" - ga
1

< —gq +ag® () (xm_l)a.

1 1
Puisque 7 > z car 22 > 0 et donc — < .

x° x
Alors

xAnfl (0%
wAS—gq+agA( " )

Nous avons :
x(t) > hn_l(t,tl)a:An_l(t) pour tout ¢t € [t;,400)

ce qui fait

on trouve

wi(t) < —g(t)q(t) + a(t)g™(t) (- (t, 1))

Intégrant la derniere inégalité de to > t1 a t > t9, on aura
t
w(t) < w(ts) — [ [g(s)a(s) — a(s)g™(s) (hn-1(s,11)) "] As,

to
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donc,
[ l9(s)a(s) = a(s)g™ (s)(hn-1(s,11)) "] As < w(ta) — w(?)
puis
limsup / [g / )a(s) = a(5)g () (hn-a(s, 1))~ "] As < Timsup [w(ts) — w(?)]
Ce qui donne la contradiction avec (2.3). ]

Théoréme 2.5. Sous les conditions (H1) — (Hs) et

+00 1 +00

| hi(o(s),t0) ( q(u Au)As-+oo (2.4)

2 a(s)
et s’il existe une fonction g décroissante positive et A—différentiable tel que pour
tout ¢ € [to, —|—OO[T

. ! 1 A a+1 —a .
i s o)) = (st ot ) As(+oo)
2.5

alors I’équation (2.1) est oscillante.

Démonstration : Soit z(¢) une solution non oscillante de ’équation (2.1) dans
[to; +oo[g il suffit de discuter le cas éventuellement positive ( car —xz(t) est aussi
solution si z est l'est). On sait que x(t) > 0 pour t > t; > t.

On pose

'%.An 1\ &
w = ag( ) dans [t1, +00[p.
T

Nous obtenons

o gAxoz _ g.(moz)A
v (27)"
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Par le Théoreme 1.9, on trouve
1
:ozxA/ sc+,uh:1: 0‘ 1dh>oza:A/ “ldh = azPa* 1,
0

donc

A A
w® < —gq+ (g) w’ —« (g) <$) w’,
g° g9° x

pour t > ty > t1, on sait que

1 An—1 1 o 1
CLaI w \ « w a
T S
x g g

Alors,

x(z)?
_ —q(z7)* x> — a(xAn_l)a(xo‘)A
x(z®)?
= —q— a(@®)" (@)*
x(x)’

ctona: (z%) > az® 'z > 0, ce qui fait

A
w n—1\ @
() < —q-— a(xA 1) ar® 2?2 <0
g

. w , . w\? w _ w\7%\ @
donc la fonction — est décroissante et alors (—| < (— | ensuite | [ — <
g

g
1 An—l o é
(w) donc (I ) >q i<<w> ) alors on a :
g L g
g° g LW\
w® < —gq + () w’ — o ( ) (hp—o) [a™ @ () w’
9° (97) 9°
p 1
_o) (w
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pour t > ty > t1, on pose
(o) ()
a \Y, A\ as AN
Y:<a+1> (9°) ((Oéghnz) )

a—+1

et d’apres le lemme 2.4 avec A = > 1, on conclut que

1 il A A a—H
(g°)"* ) \hn2 9° (a+ 1) g@hy_

to

Par conséquent,

. / a(s 1 YA, ot
hmsuPt{ [g<8>q<8)_ (a +(1§“H (Q(S)hnz(satl)) 7))

t——+00 t——4o00

Ce qui fait une contradiction avec (2.5). [

Théoréme 2.6. Sous les conditions (H;) — (H3) et

/Oohl(a(s), o) (a(ls) /ooq(u)Au) "As = 400, (2.6)

et s’il existe une fonction g décroissante positive et A—différentiable tel que

37
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pour tout ¢; € [ty, +00)

! 1 ) (a(5))" (9% (5))° As = 400, (2.7)

tEE—noosup/ {g(s)q(S) a (404 g(s)(hn—l(satl))a_lhn—Q(Satl)

ty
alors I’équation (2.1) est oscillante.
Démonstration : Soit z(¢) une solution non oscillante de 1’équation (2.1) dans

[to; +o0o[g il suffit de discuter le cas éventuellement positive ( car —xz(t) est aussi

solution si x est l’est). On sait que z(t) > 0 pour t > t; >t

Nous définissons la fonction w par

a(xAn_l)a
W= g dans [t1, +00|.

On trouve
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on aura
A he ) th,_
w® < —gq + (2) W’ — a (9( ”—10) : 2) (w?)?
(@) (g") 2
o— % o\ = o 2

— _gq— (ahn—Z( n-1) 19) W — (a”)2g" n (a )<9A)
o 1 1 o a—1 -

(aa)zgo 2<&ghn_2(h%_1)a_1)2 4aghn—2(hn—1)

= ot (410) (ghiazszsi))“)

Intégrant la derniere inégalité de t9 a t, on obtient

t’U}A S S t —dagl\s S ! (aJ(S)) <gA(S))2 ) S
[R5 < [ =l Jats) + )(g(s)hng(s,tl)(hg1(s,t1))0‘1 A

et aussi

oas) — () ( (@) ()’ )

da) \ g(s)hnols, 1) (ho_y (s, 11))" "

t

/

t1

As < w(ty) —w(t) <w(ty) < oo,

Ce qui fait une contradiction avec (2.7). O

2.4 Oscillation de ’équation 2.1 pour \ < «

Nous allons présenter les résultats de 'oscillation de 1’équation (2.1) dans le

cas A < «

Théoréme 2.7. Sous les hypotheses (H1) — (Hs) et

/ q(u)Au) aAs = 400, (2.8)
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et si
—+00

/ (a(t))_%q(s)(hn_l(s, to))/\As = +00, (2.9)

to

alors ’équation (2.1) est oscillante.

Démonstration : Soit z(t) une solution non oscillante de 1’équation (2.1) dans
[to; +o0o[g il suffit de discuter le cas éventuellement positive.

On pose w(t) = a(t) <J;An1(t))a dans I’équation (2.1). On a

et

a(t)hn_ (t tr)alt)”

Par intégration de ¢; a t

t

~

a—A

(w(ty)) @ est un nombre fini, ce qui une contradiction avec (2.9).

«
a— A\
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Chapitre 3

Oscillation d’une équation différentielle

généralisée d’ordre n

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques premiers progres dans le sens de
la généralisation des résultats d’oscillation donnés dans le chapitre précédent de
ce mémoire au cas des échelles de temps. En effet nous allons traiter le probleme

dans un cas général soit 1’équation suivante :

2

(a0 @)")" + 7atw) =0 te ftrocly 3.)

avec sup T = oo, n nombre pair n > 4, a et v des nombres rationnels de la
forme b tel que p et ¢ sont impaires.
a € CH(T,R") tel que a®(t) > 0 pour t € [ty; 00[y et f une fonction qui satisfait

les conditions suivantes :

(Hy) : la fonction f : T x R — R est continue

(Hy) : f(t,—z) = —f(t,z) pourtout t € [ty;00)r , x € R.

(Hs) : Il existe une fonction 7 : T — R positive et rd - continue tel que :
f(i;x) > r(t); Vt € [to; 00)p, T € R?

Lemme 3.1 (voir[6]). Sin € N, supT = oo et f € Cy([to; +00),RT) Alors les
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Oscillation d’une équation différentielle Master Maths

affirmations suivantes sont vraies :

i) Jim_inf f4°() > 0= lim (1) =400 Vke€[0,n)y

t—+400

in1m1$mfN@y<oétg&_%%w:—m>Vkemmm

t—-+o00

3.2 Résultats principales

Dans cette section , on établit quelques conditions suffisantes pour garantir
que toute solution de 'équation (3.1) est oscillante dans [ty; o[

On commence par donner les lemmes suivantes :

Lemme 3.2. Supposons que la solution x de (3.1) est éventuellement positive

et :

1
lim — =XeR} (3.2)

t——+o00 a(t)

Alors il existe t; € [ty; 0o[p tel que :
An72 Y A
(a®)(=*®) ) >0, Vte hi+oo)y

Démonstration : Supposons que x est une solution éventuellement positive de
(3.1), alors il existe t; € [to; +00[ tel que z(t) > 0, pour tout ¢ € [t1; +00[.

n— A
Par (3.1), en déduit que la fonction (a(t) (;cA 2(75)) ) est décroissante sur [t1, +00[;.

On va montrer que c’est une fonction positive c’est a dire
ne ™A
(a®)(*(1)) >0, ¥t € [t +ooly.

Par absurde, on suppose le contraire, donc il existe une constante M > 0 et

t € [to; +o0[r tel que :

(a(t) <xAn_2(t)>7>A <—M <0, Vte [ty;+0|r.
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En intégration de ¢ a t on obtient
! An—2 Y AA ! . A
t{(a(s)(:ﬁ (s)) ) S §t{ MAs <0,

et donc

a(t) (227 (1) < =Mt + Mty + a(t) (¢ (1))

On pose n = Mty + a(tg)(xAnz(tg)y.

On obtient
(xAnz(t)>7 < —Mt+n
—oa(t)

Par passage a la limite

lim (a:An_Q(iE)>7 < lim ————— = lim —— x lim (—=Mt+n)=—o0,

t——+00

Puisque v = n ouy; et, o sont des entiers positifs impairs, alors lim xm_z(t) =
V2

=400
—00.
D’apres le lemme 2.1, en déduit que lgrn x(t) = —oo, donc x est éventuellement
o0
positive. D’ou une contradiction. ]

Lemme 3.3. Supposons que la solution = de (3.1) est éventuellement positive et
(3.2) vérifiée, si de plus

t +00
lim — [ r(s)As =40 (3.3)
OFA

t—+o00
Alors il existe t; € [to; 0o[p tel que :
An—?
x (t) >0 ,Vte [t1,+OO[T.

Démonstration : On suppose que = est une solution éventuellement positive
de (3.1).

Par le lemme 3.2, en déduit qu'il existe t; € [to, +oo[y tel que 22" sont de signe
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constante sur [t1, +ooly pour k € [1,n — 1[. On suppose que y(t) = 2" < 0
pour tout ¢ € [¢1, +00[r.
On a :

(aly))2(t) = a® () (y(1))" +a”()(y")*(t) > 0 , Vt€ [ty +ooly.

A

Puisque a(t) > 0, et a®(t) > 0 pour tout ¢ € [t;, +0o[p. On trouve ((y)?)> > 0

pour tout ¢ € [t;,4+00|r, et encore

()2 () =19 [ (hy() + (1 = h)y"(£)"'dh  pourtout ¢ € [t1,+00l;.

A"~

Par conséquent y>(t) = 2" < 0 pour tout ¢ € [ty, +00]y.

D’aprés le Théoréme 2.1 il existe ¢y € [t;, +0o[g tel que 2°(¢) > 0 pour tout ¢ €

[ta2, +00][, il existe une constante ¢ > 0 tel que x(t) > ¢ pour tout t € [ta, +00][r.
n-2)\ 7\ A

On sait que la fonction (a (a:A 2) ) est décroissante sur [t1, +00[r.

Donc pour tout ¢ € [t;,4+00[p , on a :

A

a(t) (xAn_2)7(t) = a(tl)(:cA”_Qy(tl) + /t (a(s)(xmﬁ)ﬁ (s)As.
On pose n = a(ty) <xAn2)7(t1), On obtient

a() (= )) (5) = a)((=2 7)) @) Vs € .

Donc
a(t) (xAn_zy(t) >n+ (a(xMﬂ)V)A(t)/tAs >n4 (t— t1)<a(xAn_2)7>A(t)

De I’équation (3.1) on trouve

2

(a(2 ")) () = =t 2"(1)) < —r(D)2"(0).
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Par intégration de ¢ a u avec u >t

2

/u_(a<SCM_2)7>A (s)As > /ufr’(s)xo‘(s)Ag_
Ceci implique
alz® A(t) > (alx™ A(75) — (alz™ A(u) > uT(S)xa(s)As_
An=2\7 An—2\7 An-2\7 /

Par passage a la limite quand ©v — +o00 on aura :
+00

(a(azA”_Q),y)A(t) > (a(xM_Q)W)A(t) — (a(xA7l_2)7>A(u) > / r(s)z®(s)As

t

Donc

Vv

! r(s)As pour t € [tg, +00
T
t
+

v
=
_|_
o
Q

) /T(S)As pour t € [t3,+00|r.
i

Ou t3 > 2ty donc

D’ou une contradiction. (]

Lemme 3.4 (voir [4]). Supposons que z est une solution éventuellement positive

de (3.1) tel que
li ! =\ e R} li t F As = 3.4
Jm o T AR tiinooa(t)tfr(s) s = +o0. (3.4)

Alors il existe t; € [ty, +00) tel que

22" () >0 pourtout t € [t, +00)r et pour tout k € [1,n — 1[y.
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A

, . N / / . k .
Démonstration : D’apres le lemme précédente les fonctions = sont de signe

constant sur [t;, +oo[p, pour k € [1,n — 1[. Puisque

(xAn_Qy(t) > nt) + ( ! ) Jr/oor(s)As pourt € [ty, +00[.

a(t) " \2a(t)) |

Alors

(xA"Q) (t) > (J(;)) y pourt € [tz, +00),

avec 1 > 0 définit précédemment et to € [t1, +00[p. On conclut par passage a la
.o T An—2 1

limite que : tLleroox (t) > (An)” > 0.

Par le lemme 2.1, on déduit que tLler 2 (t) = 400, Vk € [1,n — 2]y

A

Donc les fonctions = sont éventuellement positive, donc

22 () >0, Vke[ln—2.

[]

Lemme 3.5. On suppose que la solution x de I’équation (3.1) est éventuelle-
ment positive et la relation (3.2) est vérifiée, supposons qu’il existe une suite de
fonctions ¢, ¢, ..., on_a € Cry([to; +00lp , RT). Soit Ay, As, ...., A, des fonctions

définies par :

(qbl(s))iAS t € [ty;+ooly

o) | Ve
Ak(t,tl) — ¢k1(t) /¢k(3)A3 IS [tl; —f—OO[T , k€ [2,7”& — 1[N

Ou t; € [ty; +00[r, de plus on suppose que :

P1(t) — ¢2(t).(t —t1) <0 Vt € [t1; +0o[r,
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et
du(t) — 62 () Apr(t, 1) < 0 Vt € [ty +00)p . k€ [2,n— 1)y
Alors
2 () > Bt t) 2™ (t) Vt € [t1;+oolp , ke [0,n— 2,
ou
n—k—2
Ep(t,t1) = JI An(t, t1) Vit € [t1; +00[.
m=1

Démonstration : Supposons que x est une solution éventuellement positive de

(3.1). On a :

(a(xwy)ﬁ . (a(e® ) (Dn(t) — 62 (Dalt) (=) (1)

o o1 ()67 (1 ’
on sait que
a®)(> ) () 2 (a(e* 7)) 0 - 1)
Donc
s\ A
a2\ (=) ) .
( o ) 0= gman DO AOE-w)<0
CL(IM_Q)7
Ce qui fait que la fonction 5 est décroissante sur [t1; 4+00[r.
1
On a
A t
) =2 () [ 2V ()8 =[5 () As
>0 t1 h
Mais

2= (49 () (e = (5) ()
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Donc
ey o f(O)) (als) @ 6) )
0= %) ( 50) ) A
et
sy o [AOET @) t(¢1@g)i . (a@))i t(¢ﬂ3))i o
“)>< o1 (t) )f i) 2= am) [ aw) 270
Ay(tty)
Donc
22 > Ayt )2 (1) pour tout ¢ € [ty, +00[.
De méme

22" (1)
Pa(t)

Par suite la fonction est décroissante sur [¢1; 00| . Donc

227N = 22 (1) +/ A (5)As > /xAnig(s)As
————

>0 t1

_/@ (A”()) S

)

(s)As (+2"(1))

2/¢ﬂﬂAS(

51

As(t,t1)
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ce qui fait,

2() > Aot )™ (1),

De méme et par récurrence on montre que
xAIH(t) > An—k—1(t,t1)xM(t) pour tout k € [1,n — 1)

On suppose que

22 (1) > Aot )2 (1),

on a

S W k() — 22 ()6, (1)

28
¢n—k—1(t) ¢n—k—1(t)¢g—k—l(t)
22 (O bnp1(t) — Anpoa(t, 1) ()5 41 (1)

<
- Pr—t—1(1) Py _j_1(t)
xAkJrl (t) A
n—k— - An, — ) n—k—
= a0 () (2t A e O
< 0.
Ak
La fonction qu(t()t) est décroissante, on obtient
n—k—1
t t
2271 =22 (1) —I—/xM(s)As > /xM(s)As
>0 t ty
/ 2 (s)
> / T ) (%_k_l(s))As
1 / ;
> {(W) /¢nk1(3)A3}$A (t)
n—k— f
An—n_1(ttr)

> Ao (t, 1) 2™ ().
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Donc

22 (1) > Ap_po(t, 1)z (1)
> Ap_po(t, t1) X An_k_s(t, t1)$M+2(t)

> Appko(t,t1) X Ap_p_s(t,t1) x -+ X Ay(t,t1) :UAn_Q(t)
Ey(t,t1)

3.3 Oscillation de I’équation 3.1 pour a > vy

Théoréme 3.1. On suppose que les relations (3.4) du lemme(3.4) soient vraies,

et a > . On suppose qu'il existe t; € [to; +oo[p tel que :

+0oo t—t +0oo
| Ex(t.t) a(t)l [ rwhu| At = +oo.
31 o(t)

Ou E est définie dans le Lemme précédent. Alors I’équation (3.1) est oscillante.

Démonstration : Supposons le contraire c’est a dire que la solution z(t) est
non-oscillante. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que x(t) est éven-
tuellement positive, puisque la substitution y(t) = —xz(t) transforme ’équation
(3.1) en une équation du méme forme, disons x(t) > 0 pour t > t; > t.

Par la condition (H3) On a :
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Par intégration entre ¢ et u, on obtient

t/u_(a(g;A"_Q)V)AQ(S)As > ZT(S)IO‘(S)AS u € [ +00)r

(a.(xA”Q)”)AQ(t) < —r(t)a®(t) <0 tE[t;+00)g

Donc

Ou
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Ceci implique

A (t — tl) 7 Q
22 (t) z{ wes t/ r(s)z (S)As} By (t, 1)
(t=1) 7 ariasl
> o) 1 r(s)x*(s)Asy .Ei(t, t1)
(t_tl) 7 (g S %
> o) 1 r(s)x (o(t)) A } En(t,ty)
(t—t,) 77° i o
> o) 1 T(S)As} Er(t,t)x (o(t))
Donc .
22 (t) t—t *OOTS . !
2 (o (t) { Tl } Al
Par le Lemme 2.5 avec (A = —) on trouve :

a(t)

Par intégration de t; a t,

/El(u,tl)((ua(u§1> OOT(S)AS) Aug/ 7 (xlfg)A(u)Au
3] o

puis ¢ — 400, on trouve

+/OOE1(t,t1)<(ta h) +OOT(5)A5) At<——1 (xl_%> (t1) < +o0.

D’ou une contradiction. (]
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Corollaire 3.1 (voir [5]). On suppose que les relations (3.4)du Lemme 3.4 soient

vraies, et av > 7. Supposons que pour t; € [tg, +0o[; assez grand, tel que :
400
| R(t) Hy-a(t, 1) At = oo,

1

avec

I
-

R(t) = | [ r(u)Au et Hyth) = [ (Sazsil)vhk(t,a(s))As.

Alors toute solution de I’équation (3.1) est oscillante.

Exemple 3.1. On considere I’équation différentielle d’ordre n suivante :
2 () + 7220 = 0, te[l,+00)5

avec n € [3,+00)y et n pair.

o)
Onaicia(t)=1 ,rt)=t 2 ,y=1 et a=— >1, tel que oy et ap impairs

positifs. On a

On voit que les relations (3.4) sont vérifiées. Soit

or(t) = hi(t,t1)  kell,n—1)
Les hypotheses du Lemme 3.5 sont vérifiées.
Pour k € [1,n — 1), et ¢t € [1, +00[3z nous avons

i1 (t, t1)

Ak(tatl) - hk(t tl) :
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Alors pour tout ¢ € [1,4+00)5z. On a

E1(t,t1)(ta(t§1 /T(u)Au) Zth\%f,tl)
o(t)

= t/ El(t,tl)( a(ti (/t)r(u)Au) At = 400

On déduit du Théoreme 3.1 que toute solution x de notre équation est oscillante.

3.4 Oscillation de ’équation 3.1 pour :a =7

Théoréme 3.2. On suppose que les relations (3.4)du lemme(3.4) soient vraies, et
soit a = v > 1. On suppose qu'il existe une fonction positive § € C, ([to; +00[p , R)

tel que il existe ¢; € [ty; +00[p suffisamment grand, pour ty € [t1;+00[ tel que :

I @) e
t{a(t)r(t)— T3 POE -y = T

Ol 65 (t) = max {0, 5A(t)} et Ey est définit dans le lemme (3.5). Alors I’équation

(3.1) est oscillante.

Démonstration : Supposons que 1’équation (3.1) admet une solution non os-
cillante z(t) dans [to; +oo[y. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que
x(t) > 0 pour tout ¢ € [t1; 00|y, t1 > to.

On définit la fonction w(t) par :

Donc w(t) > 0 pour ¢ € [t,+00[p on a

(a.(xAn_2>7)A2(t) < —r(t).a%(t).
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Calculons w™ (t)

2 A A
w0 = (o)) 05 + (7)) 0 ()
e B0 w027 (0(0) (3007 (0)  5(0).(27 (1)
= f(t, (t)) x”(t) 5‘7(75) ( x”V(t).$7(O'(t)) )
_ oy B wT (). w().0(1)-(a7(1)"
f(t7x (t)) :UV(t) 50@) B 50(1;).1‘7@)

A 1(£))A

< sty + 200 JURCHON

Par dérivation on a,
(27(1)> = 722 (t). [ (ha(t) + (1= h).a” (1)) dh

mais h.z(t)+(1—h).2%(t) > h.a(t) donc (z7(t))> > 2(t).27"'(t). Ceci implique
(27(1)" _ e(1)

()~ oxt)
Donc

2 Lt 6).22 (1) = El(t’tll) at)(z2" (1)) v
() > Ea(t,t) 2" (1) mmw<®< ®))
Mais
o)) 02 o) o
Donc

Ceci implique
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Alors

Car

=

5(t)E1(t,t1).( t—t

(t)5a(t>) (w(t)) "

141 ok Bt
By= Ay s oy o
Avec
y =w’(t)
A_(S(t)El(t,tl) ( t—t )i
- 5A(§f;’<t> alhoo (1)
M0
Donc .
wi(t) < =8(t)r(t) ” (02(0)) _alt)

Par intégration de t5 a t

! v As Hv.a S
/(5(8)7“(8) S— (95 ))7 . (5) )As < w(ts) — w(t) < w(ty).

to

Par passage a la limite ¢t — 400

+00

gl (05(1)" " at)
Z (5(t)r(t) ) E ) tl))m < w(ty) < +00.

Ce qui fait une contradiction.
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Corollaire 3.2 (voir [5]). On suppose que les relations (3.4) du lemme(3.4) soient
vraies, et soit & = v > 1. On suppose qu’il existe une fonction positive § €
Cy ([to; +oo[r , R) tel que il existe t; € [ty; +oo[p suffisamment grand, pour ty €

[t1; +o0[g tel que :

+00

A v+1
/ (5(t) (t) — Cvm((é)];y)i(t’tl))At—+oo

to

; 1

_ t vy

Ou Hy(t, ty) == / (Sa(s)l) hi(t,o(s))As et ¢, une constante qui dépend de .
tq

Alors toute solution de I’équation (3.1) est oscillante.

3.5 Oscillation de I’équation 3.1 pour a < vy

Théoréme 3.3. On suppose que les relations (3.4) du lemme(3.4) soient vraies, et
soit v > a > 0. On suppose qu'il existe une fonction positive § € C, ([to; +00[p , R)

tel que il existe ¢; € [to; 00| suffisamment grand, et

o t—tp \7
/5 () ES ttl)(a(t)é(t)) At = +00,

ot 621 < 0 pour tout ¢ € [t;, +oo[p et Ey est définie dans le lemme (3.5). Alors

’équation (3.1) est oscillante.

Démonstration : Supposons que ’équation (3.1) admet une solution non-oscillante
x définie sur [ty, +oo[p . Nous pouvons sans perte de généralité supposer que x(t)
est éventuellement positive c’est a dire qu’il existe ¢; € [ty, +00[ tel que z(t) > 0
pour tout ¢ € [t1, 00|

An—Q Y A
On pose w(t) = 6(t). (a. (x ) ) (t) pour t € [t1, +00]r.

n—2\ 7\ &

Alors w(t) > 0 pour t € [t1,+00), car 6(t) > 0 et <a. (a:A 2) ) (t) > 0 par le
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Lemme 3.4. Calculons w?(t),

Mais

Donc
wi(t) < 67(t) (= f (t,2°(1))) .-

D’apres I'hypothese (Hs) on a,

—f(t2%(t) < —r(t)z"(1).

Donc

wh(t) < =67 (t).r(t).a(t).

Par le Lemme 2.5 on a

z(t) > Eo(t, 1)z (1),

o8
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et

a(:cm_z)v(t) = a(:cAn_Q)W(tl) +/t (a(a:AnJy)A(s)As

>0 >0

Donc

Alors

Ceci implique

—w (w5 (1) > 67 (t)r(t)ES(t, 1) (att_ 2 )W.

Par le Lemme 2.5

29
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Par intégration de ¢; a t puis passant a la limite quand ¢ — 400, on obtient

/5a (s)ES(s tﬂ(%)w s < 71% (w'5)"(s)As
Y 1-2 Y 1-2
< - (2w
y e
S G

Par le passage a la limite ¢t — +00, on trouve

o o o t—11 g Y 1—2
| (). (t)Eg (t,tﬂ(w) Ab< w0 < oo

fini
D’ou la contradiction. (]

Corollaire 3.3 (voir [5]). On suppose que les relations (3.4) du Lemme 3.4 soient
vraies, et soit v > a > 0. On suppose qu’il existe une fonction positive § €

Cry ([to; +0olp, R) tel que pour tout ¢ € [tg; +0oo[ suffisamment grand, tel que :

+00

| ()07 (£)6 3 () (Hy-s(t, 1)) At = +00.

3]

2=

t
—1

O 62 < 0 pour tout t € [t;, +oolp et Hy(t, ;) == / (S ( )1) hi(t, o(s))As .
7\ a(s

Alors toute solution de I’équation (3.1) est oscillante.
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Conclusion

Nous avons traiter des criteres d’oscillation pour des équations de type neutre
d’ordre supérieur sur des échelles de temps arbitraires par comparaison avec des
équations dynamiques du second ordre. Puisqu’il existe plusieurs criteres d’os-
cillation pour de telles équations dynamiques de second ordre, on peut fournir
plusieurs résultats correspondants pour le cas d’ordre supérieur. Cette approche
a été utilisée avec beaucoup de succes pour les équations différentielles et de dif-
férence, mais elle en est a ses débuts pour les équations dynamiques a des échelles
de temps arbitraires. Comme il est mentionné dans l'introduction, cela est di au
fait que nous n’avons pas la version a 1’échelle du temps complet du lemme de
Kiguradze, a savoir I'inégalité entre les dérivés d’ordre supérieur et ceux d’ordre
inférieur.

Il existe plusieurs techniques souvent utilisées dans la théorie de l'oscillation
des équations différentielles et de différence séparément, mais non disponibles
pour une échelle de temps générale. Plus il y a d’outils disponibles pour le calcul
de 1’échelle de temps, plus les meilleurs criteres d’oscillation peuvent étre obte-
nus pour des équations d’ordre supérieur. Dans le présent travail, nous n’avons

démontré qu’'une seule méthode pour étudier de telles équations.
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