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Résumé

Le problème de satisfaction de contraintes (CSP) binaire consiste à modéliser
plusieurs problèmes tels que la coloration de cartes géographiques, la

conception d’emplois... Cependant il existe deux grandes familles de méthodes
pour tester la consistance (montre que le problème admet au moins une

solution). La première famille représente les méthodes complètes qui consiste
a faire un parcours totale de l’espace de recherche de solutions. L’avantage de
ses méthodes est de prouver l’inconsistance de du problème de satisfaction de
contraintes (CSP), cependant leur complexité croît exponentiellement avec la
taille du problème. La seconde famille représente les méthodes incomplètes qui
font un parcours local de l’espace de recherche de solutions. Ces méthodes ont
été utilisées efficacement pour chercher des solutions pour des problèmes de
grande taille que les méthodes complètes ne peuvent résoudre.Ces méthodes
incomplètes ne prouvent pas l’inconsistance d’une instance du problème de

satisfaction de contraintes (CSP).
Parmi les challenges mis en avant par la communauté CP est le challenge de

Selman et al en 1997 qui consiste à proposer des méthodes incomplètes
efficaces pour montrer l’inconsistance du problème de satisfaction de

contraintes (CSP). Notre travail consiste à reprendre et éventuellement
continuer la contribution de Saïdi et Benhamou faite en 2008 dans laquelle les

auteurs introduisent une nouvelle méthode incomplète pour le test
d’inconsistance qui s’appuie sur la notion de dominance entre des problèmes
de satisfaction de contraintes (CSPs) et la coloration de la microstructure.
Mots-clés : Microstructure de CSP, clique, coloration dans les graphes,

dominance entre CSPs ( problème de satisfaction de contraintes).
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Abstract

The binary Constraint Satisfaction Problem (CSP) consists of modeling
several problems such as coloring of geographic maps, job design... However

there are two large families : The first family represents the complete methods
which consists in making a route total solution search space, however their
complexity increases exponentially with the size of the problem. The second

family represents the incomplete methods that make a local exploration in the
space of search for solutions. These methods have been used effectively to find

solutions to large problems that complete methods cannot solve. These
incomplete methods do not prove the inconsistency of a Constraint

Satisfaction Problem (CSP) instance.
Among the challenges put forward by the CP community of Selman and al in
1997 is to propose efficient incomplete methods to show the inconsistency of
Constraint Satisfaction Problem (CSP). Our work consists of taking up and
possibly continuing the contribution of Saïdi and Benhamou made in 2008 in
which the authors introduce a new incomplete method for the inconsistency
test which is based on the notion of dominance between CSPs ( Constraint

Satisfaction Problem ) and the staining of the Constraint Satisfaction
Problem (CSP) microstructure.

Keywords : Microstructures for CSPs, graph coloring problem, dominance
between CSP ( Constraint Satisfaction Problem ), arc consistency.
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Chapitre 1
Introduction Générale

La programmation par contrainte PPC (en anglais constraint programming)
est un paradigme hérité du domaine d’intelligence artificielle. De nombreux
problèmes combinatoires sont résolus par l’approche PPC, elle permet de
représenter les problèmes d’une manière déclarative en les représentant par un
ensemble de contraintes portées sur un ensemble de variables. En effet la
modélisation de problèmes combinatoires a été introduite par Montanari en
1974 sous la forme de CSP (en anglais Constraint Satisfaction Problem)[3]..
Le problème de satisfaction de contrainte CSP est un formalisme occupant
une grande place au sein des applications de domaine d’intelligence artificielle
et de recherche opérationnelle, il existe plusieurs problèmes combinatoires qui
peuvent être modélisés efficacement par CSP tel que : le problème de la
coloration des graphes, la planification, l’allocation des fréquences, la gestion
du trafic aérien et l’allocation des ressources. Le but de résoudre le CSP est
d’obtenir une solution qui satisfait toutes les contraintes.
La résolution de CSP repose sur l’utilisation des approches combinatoires qui
sont reparties en deux grandes classes :
La première classe définit les méthodes complètes qui consistent en une
recherche arborescente pour trouver une solution, son avantage est montrer
l’inconsistance de CSP (la preuve de non existence de solution). A cause de la
taille de l’espace de recherche, ces méthodes systématiques prennent beaucoup
de temps afin d’obtenir une solution, cependant leur complexité croît
exponentiellement, elles ne sont donc utiles en pratique que lorsque la taille
des problèmes est relativement petite.
La deuxième classe représente les méthodes incomplètes qui font une
réparation d’une configuration permettant d’exploiter l’espace de recherche
d’une manière non systématique, ces méthodes permettent de résoudre
efficacement et d’obtenir la solution pour le problème de grande taille mais
elles ne sont pas capable de prouver l’inconsistance d’une instance CSP.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Étant donner que la recherche n’est pas systématique l’obtention de solution
n’est pas sûr, autrement dit on ne peut pas savoir si le problème admet une
solution ou pas.
En 1997 Selman et Al ont propose un challenge pour prouver l’inconsistance
de CSP par les méthodes incomplètes [2], peu de travaux ont été proposés
pour la résolution de ce chalenge, on peut citer la méthode de coloration de la
microstructure qui a été proposé par Gaur[31], la méthode de dominance et
coloration de la microstructure qui a été présente par les auteurs Saïdi et
Benhamou en 2008[2].
L’objectif de notre travail est de retrouver les résultats obtenu dans la
contribution de Saïdi et benhamou afin de les valider et les améliorer
éventuellement, aussi contrairement au auteurs (Saïdi et Benhamou, 2008) qui
exportent leurs résultats uniquement sur des problèmes aléatoires, nous
comme il est possible d’utiliser cette méthode concrètement pour la résolution
d’optimisation (recherche du nombre chromatique des problèmes de coloration
des n-reines) qui représente une classe de problème difficile.
L’organisation de notre travail est comme suit :
- nous commençons par une introduction générale sur ce travail.
- Chapitre 2 nous rappelons les notion de graphe et nous représentons le
problème de coloration de graphe.
- Chapitre 3 nous présentons les principes fondamentaux de problème de
satisfaction de contrainte et ses méthodes de résolution.
- Chapitre 4 nous rappelons le principe de l’optimisation, puis nous passerons
à la notion de coloration de la microstructure, ensuite nous représenterons une
méthode améliorée qui est basée sur la notion de l’arc de consistance et la
coloration de la microstructure dans le CSP binaire quelconque.
- Chapitre 5 nous montrons les résultats de les expérimentations.
- le dernier Chapitre conclut ce travail et donne une vision souhaitée dans le
future (utiliser d’autres algorithmes de coloration plus performants ... ).
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Chapitre 2
Notions de bases sur les graphes

Contents
1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2 Notion des graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3 Historique de problème de coloration de graphes . . . . . . . . . . . . . . 18
4 Le problème de coloration de graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
5 Les méthodes de résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

5.1 Les méthodes exactes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
5.2 Les méthodes constructives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
5.3 Les métaheuristiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

6 Domaines d’applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1 Introduction

La théorie des graphes est une théorie importante dans l’informatique, elle
consiste à étudier les graphes et modéliser plusieurs problèmes concrets. Dans
ce chapitre nous allons rappeler les différentes notion de graphes, puis nous
allons présenter le problème de coloration et ses méthodes de résolution.

2 Notion des graphes

Dans le cadre de la théorie des graphes, nous allons faire un rappel sur les
différentes définitions de la notion des graphes.

Définition 1 (Graphes)
Un graphe est un couple G(S,A) qui représente un ensemble de sommets et
un ensemble des arrêtes dans lequel les sommets sont reliés entre eux par des
arrêtes.

16



CHAPITRE 2. NOTIONS DE BASES SUR LES GRAPHES

Définition 2 (Graphes non orientés)
Un graphe G est non orienté si tout couple (S,A) composé d’un ensemble de
sommets S et d’un ensemble d’arrêtes A.
Une arrête de graphe est une paire de sommets (s, s′)[11].

Définition 3 (Graphes orientés)
Un graphe G est orienté si tout couple (S,A) composé d’un ensemble de
sommets S et d’un ensemble d ’arcs A.
Un arc de graphe est un couple (s, s′ ) de sommets où s est l’extrémité initiale
et s′ est l’extrémité terminale [11].

Définition 4 (Graphes complets)
On définit un graphe complet si toute paire de sommets est reliée par un arc
ou une arrête [11].

Définition 5 (Graphes partiels )
On dit que G′(S,A) est un graphe partiel de graphe G(S,A′) si A′ ⊂ A [12].

Définition 6 (Sous-graphes )
Soit un sous ensemble de sommets S ′ ⊂ S, le sous graphe de G engendré par
S ′ est le graphe G =(S ′,A(S ′) où l’ensemble des sommet est S ′ et l’ensemble
des arrêtes est A(S ′) = {(u, v) ∈ A et u, v ∈ S ′} [12].

Définition 7(Cliques)
Une clique est un sous ensemble complet de sommets du graphe où chacun des
sommets du sous ensemble est relié deux à deux [37].

Définition 8 ( Chaînes )
Une Chaîne entre une paire de sommets (u,v) dans un graphe G est une suite
des arrêtes, où chaque arrête relie u avec v [12].

Définition 9 (Chemins )
Un chemin dans un graphe G est une suite des arcs, où chaque arc relie une
paire de sommets [12].

Définition 10 (Graphes connexes )
Un graphe non orienté G=(S,A) est dit connexe si pour tout couple de
sommets (s,s′), il existe une chaine entre s et s′.
Un graphe orienté G=(S,A) est dit connexe si pour tout couple de sommets
(s,s′), il existe un chemin de s vers s′ et un chemin de s′ vers s [11].
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CHAPITRE 2. NOTIONS DE BASES SUR LES GRAPHES

Définition 11 (Graphes bipartis )
Un graphe est biparti si l’ensemble de sommets S sont divisés en deux sous
ensembles s1 et s2 dans lequel toutes les arrêtes relient un sommet dans s1 à
un sommet dans s2 [11].

Définition 12 (Isomorphismes de graphes )
Deux graphes G(S,A) et H(S ′, A′) sont isomorphismes s’il y a une bijection F
telle que : F : S → S ′ ,et (x,y) est une arrête dans G si (F (x),F (y)) est une
arrête dans H [11].

3 Historique de problème de coloration de graphes

Le problème de coloration de graphes date depuis plus d’un siècle. Parmi les
problèmes le plus connu est le problème de quatre couleurs, ce dernier est
resté sans solution. Le problème des quatre couleurs permet de colorier
n’importe quelle carte géographique en utilisant quatre couleurs au maximum
de sorte que deux régions voisines ne porte pas la même couleur. En 1852 un
étudiant anglais en cartographie et mathématiques qui s’appelle Francis
Guthrie a montré que quatre couleurs suffisantes pour colorier la carte des
cantons d’Angleterre, sans affecter la même couleur à deux cantons ayant une
frontière commune et Il a essayé de prouver que les quatres couleurs sont
suffisent pour colorier n’importe quelle carte géographique de telle sorte que
deux pays voisins ne porte pas la même couleur. En 1976 les deux
mathématiciens Appel et W. Haken ont montré cette conjecture des quatre
couleurs à l’aide d’un programme réalisé qui s’appelle Heesch [10].

4 Le problème de coloration de graphes

Le problème de coloration de graphes consiste à affecter une couleur à chaque
sommet de sorte que chaque paire de sommets adjacents ne porte pas la même
couleur [10].

Définition 13 (Coloration)

Une coloration C est une application de l’ensemble de sommets S dans
l’ensemble des entier compris entres 1 et S [14].
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CHAPITRE 2. NOTIONS DE BASES SUR LES GRAPHES

Définition 14 (La k-coloration)

On définit la k-coloration d’un graphe G = (S,A) par une application
c :S → C, où C est un ensemble de k couleurs (généralement un ensemble
d’entiers, C = {1, 2, , , k}).
La coloration est dite propre si seulement pour toute arête (u, s) de A ( entre
les deux sommets u et s ) : C(u) 6= C(s).
Un graphe admettant une k-coloration propre est dit k-colorable [10].

Définition 15 (Le nombre chromatique)

Le nombre chromatique de graphe G=(S,A) représente le nombre minimum
de couleurs nécessaires pour colorier G, on note χ(G) [12].

Définition 16 (La coloration des sommets)

La coloration de sommets d’un graphe consiste à assigner des couleurs à tous
les sommets de graphe où chaque couple de sommets adjacents ne possède pas
la même couleur [10].

Définition 17 (La coloration des arêtes)

La coloration des arêtes d’un graphe consiste à mettre une couleur à chaque
arête du graphe de sorte que deux arêtes ayant un sommet commun ne porte
pas la même couleur. L’indice chromatique χ(G) est le nombre minimum de
couleurs nécessaires à la coloration d’arêtes [10].

5 Les méthodes de résolution

Montre que un graphe donnée est k-colorable est NP-complet c’est à dire qu’il
y a un temps exponentielle pour le pire de cas pour montrer l’inconsistance,
alors la recherche de nombre chromatique de graphe est un problème
d’optimisation et il est de la classe NP-dure.
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5.1 Les méthodes exactes

Les méthodes exactes sont utilisées généralement pour résoudre les problèmes
de graphes et de trouver des résultats optimales pour des graphes ayant une
petite taille. En 1972 l’algorithme de Randall-Brown a proposé d’effectuer une
coloration des sommets du graphe à l’aide d’un algorithme d’énumération
implicite de sorte que chaque sommet soit coloré à travers la plus petite
couleur possible. Cette conjoncture a été développé par Brélaz en 1979 et
Peemöller en 1983, ils ont utilisé une coloration d’une clique maximale pour
lancer l’algorithme, ce qui donne une borne inférieure sur le nombre
chromatique, en utilisant des éléments de sélection pour la coloration de
sommet prochain. Les deux autres chercheurs Mehrotra et Trick transforment
la coloration de graphe en un problème d’optimisation linéaire en nombres
entiers (OLNE), ils ont développé un algorithme de génération de colonnes qui
s’appelle branch and price. Le but est de minimiser le nombre total de stables
pour recouvrir tous les sommets de graphe et instancié une couleur déférente à
chaque stable. Cette technique de résolution a servi de point de départ pour la
plupart des sous-algorithmes exactes [15].

5.2 Les méthodes constructives

Les approches constructives permettent de colorier le graphe un sommet à la
fois, en sélectionnant à chaque étape celui qui semble être le meilleur selon un
critère bien défini, elles sont rapides et donnent une solution proche à la
solution optimale. Brélaz a développé un algorithme simple et efficace qui
s’appelle DSATUR, le principe est d ’attribuer la plus petite couleur
disponible aux nœuds par ordre décroissant de degré de saturation de nombre
de couleurs distincts de ses voisins, en cas d’égalité, prioriser le nœud de degré
maximal. L’algorithme s’arrête lorsque tous les sommets sont colorés, dans la
même année Leighton a proposé un algorithme Recursive Largest First (RLF)
qui permet de construire les classes de couleurs. Généralement l’utilisation des
algorithmes constructifs ne donne pas de solution optimale mais on utilise ces
algorithmes dans les méta heuristiques [15].
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5.3 Les métaheuristiques

Les métaheuristiques consistent à colorier un graphe,attribuent graduellement
une couleur à un sommet ou à un ensemble de sommets et essayé d’obtenir un
meilleur résultat en manipulant la coloration courante. Cette méthode de
résolution est payante car les meilleurs algorithmes actuels pour la coloration
de graphe sont indéniablement les métaheuristiques. De plus il existe trois
types d’algorithmes : les algorithmes basés sur la recherche locale, les
algorithmes génétiques et les algorithmes hybrides [15].

Les Algorithmes de recherche locale

Les algorithmes de recherche locale sont devenus très connus, l’espace de
recherche représente toutes les configurations possibles pour un problème
donné, l’objectif de ces méthodes est d’approcher aux méthodes exactes en
terme de précession et minimiser une certaine fonction objectif. L’un des
algorithmes le plus célèbre Tabucol a été proposé par Hertz et Werra en 1987,
tente de minimiser le nombre de conflits (fonction objectif) en changeant la
couleur d’un sommet intervenant dans un conflit (voisinage) à partir d’une
coloration de graphe avec conflits d’arêtes qui porte la même couleur à leurs
extrémités. La couleur changée ne peut être affectée au même sommet
qu’après un certain nombre d’itérations : cette couleur est dite tabou pour ce
sommet [15].

Les algorithmes génétiques

En 1991 Davis a proposé un algorithme purement génétique qui représente
une solution par la permutation des sommets et leur attribuent de manière
séquentielle la première couleur disponible. Il existe deux algorithmes plus
célèbres qui sont introduits par Holland en 1975 et par Gold Berg en 1989 [15].

Les algorithmes hybrides

Les algorithmes hybrides sont une combinaison des algorithmes de recherche
locale avec des algorithmes génétiques, généralement les algorithmes hybrides
donneront de meilleurs résultats sur les graphes au prix d’une complexité sans
cesse accrue. L’une des méthodes les plus connues :
— Une hybridation de l’algorithme génétique et la recherche tabou a été
proposé par Galinier and Hao en 1999.
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— Une hybridation de l’algorithme de recherche locale et l’algorithme
génétique a été proposé par Dorne and Hao en 1998 [15].

6 Domaines d’applications

La coloration d’un graphe est utile dans de nombreux domaines d’applications
variés, tels que :
- Coloration des cartes géographiques.
- L’affectation de fréquences dans les réseaux cellulaires.
- Les emplois du temps.
- La gestion de chaines logistiques.
- Le calcul de dérivées, de matrices jacobienne et hessiennes.
- La gestion du trafic aérien.
- Jeux sodoku.
- Jeux de mot croisé.

Exemple :
coloration d’une carte géographique
Nous avons déjà rappelé dans l’historique que la coloration de carte
géographique est probablement l’un des premiers problèmes étudiés dans la
coloration de graphes, nous présentons la carte géographique de quelque
wilayas d’Algérie avec ses 18 wilayas dans la Figure 2.1, le problème consiste
d’attribuer une couleur à chaque wilaya de sorte qu’aucune des wilayas
voisines ne présente pas la même couleur [16].

Ce problème peut être représenté sous forme d’un graphe de telle sorte :
- les sommets du graphe correspondent aux wilayas .
- les arêtes relient deux sommets qui correspondent à des wilayas ayant une
frontière commune.
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Figure 2.1 – La carte géographique de quelque wilayas de l’Algérie

Nous montrons dans la Figure 2.2 le graphe correspondant à la carte de
quelque wilayas d’Algérie.
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Figure 2.2 – Le graphe correspondant à la carte géographique de quelque wilayas de l’Algérie

A partir de la Figure 2.2, nous montrons le coloriage de graphe qui sera
illustrée dans la Figure 2.3.
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Figure 2.3 – Le graphe colorié correspondant à la carte géographique de quelque wilayas de l’Algérie

Nous montrons dans la Figure 2.4 la coloration de carte géographique de
quelque wilayas d’Algérie où on a utilisé quatre couleurs possibles qui est un
nombre minimum de couleur, donc c’est aussi le nombre chromatique de ce
graphe.
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Figure 2.4 – La coloration de la carte géographique de quelque wilayas de l’Algérie
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7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons cité quelques notions de base de la théorie des
graphes et nous avons donné un aperçu sur le problème de coloration de
graphes en rappelant toutes ces notions de base et ces différents domaines
d’applications, ensuite nous avons donné un exemple sur la coloration d’une
carte géographique.
Dans le chapitre qui suit nous allons définir la notion de problème de
satisfaction de contraintes, puis nous allons montrer les différentes méthodes
de résolution.
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Chapitre 3
Problème de Satisfaction de Contraintes (CSP)

Contents
1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2 Formalisme CSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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4.1 Les méthodes incomplètes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 Les méthodes complètes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1 Introduction

Dans ce Chapitre, nous rappelons le formalisme CSP introduit par Montanari
et les notions de base de CSP, nous nous intéressons au cas de CSP binaire
dans lequel nous travaillons. Ensuite nous présentons quelques techniques de
résolution.

2 Formalisme CSP

Définition 18 (CSP)
Un problème de satisfaction de contraintes (CSP) P est un quadruplet
P = (X,D,C,R), où :
– X est un ensemble fini de n variables X1, ..., Xn.
– D est un ensemble de n domaines D1, ..., Dn. Chaque domaine Di est
l’ensemble fini de valeurs pour la variable Xi.
– C est un ensemble fini de m contraintes C1, ..., Cm. Chaque contrainte Cp

est définie par l’ensemble de variables V (Cp) = Xp1 , ..., Xpnp ⊆ X.
– R est un ensemble de m relations R1, ..., Rm. Chaque relation Rp est un
sous ensemble du produit cartésien Dp1 × ... × Dpn. Pour chaque contrainte
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Ci est associée à une relation Ri qui représente en fait l’événement des tuples
permis (ou interdit) pour la relation [1].
Exemple :
Soit P = (V ;D;C;R) un CSP définie par :
— V = {v1; v2; v3}.
— D = {D1= {0, 1, 2} ; D2 = {0, 1, 2} ; D3 = {1, 3}}.
— C ={C1=(v1 + v2 + v3 = 3) ; C2=(v1 6= v2) ; C3=(v3 > 2)}.
— R ={ R123={(1, 1, 1); (0, 2, 1); (2, 0, 1); (0, 0, 3)} ;
R12={(0, 1); (0, 2); (1, 0); (1, 2); (2, 0); (2, 1)} ; R3={(3)} }.

Définition 19 (Contrainte)
Une contrainte est définie par une relation logique entre des différentes
variables, ces dernières prennent des valeurs dans un domaine qui représente
un ensemble fini [4].

Définition 20 (Arité d’une contrainte)
L’arité d’une contrainte représente le nombre de variables sur lesquelles elle
porte, on dit que la contrainte est :
- Unaire si son arité est égale à 1.
- Binaire si son arité est égale à 2.
- N-aire si son arité est égale à n [5].

Définition 21 (Contrainte binaire)
Une contrainte binaire est une contrainte qui relie exactement deux variables
où on impliquant les deux variables vi et vj, on notera Cij. Ainsi Rij est la
relation correspondant a la contrainte Cij [2].

Définition 22 (CSP binaire)
Un CSP binaire P est un CSP où toutes ses contraintes sont des contraintes
binaires peuvent être représenté par un graphe de contraintes G(V ;E) où
l’ensemble des sommets V est l’ensemble des variables CSP et chaque arête
(vi ; vj) ∈ E connecte les variables vi et vj impliquées dans la contrainte Cij ∈
C [2].
Exemple :
Soit P = (V ;D ;C ;R) un CSP binaire définie par :
— V = {v1; v2; v3; v4}.
— D = {D1 = {0, 1} ; D2 = {0, 1} ; D3 = {1} ; D4 = {0, 1, 2}} .
— C= {C12 = (v1 6= v2);C14 = (v1 6= v4);C23 = (v2 = v3);C24 = (v2 6= v4)} ;
— R = {R12 = (0, 1), (1, 0);R14 = (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 2);
R23 = (1, 1);R24 = (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 2)}.
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La Figure 3.1 donne le graphe de contraintes du CSP P .

Figure 3.1 – Le graphe de contraintes de P

Définition 23 (Graphe de contraintes)
Le graphe de contrainte est défini par des variables qui sont représentées par
les sommets et les contraintes par des arrêtes [34].

Définition 24 (La microstructure) La microstructure d’un CSP binaire P
est un graphe MP (⋃n

i=1({vi} ×Di), É),
où un sommet de ce graphe représente un couple 〈variable, valeur〉 et où
chaque arête de É correspond soit à un tuple permis par une des contraintes
du CSP, soit par un tuple permis car il n’y pas de contraintes entre les
variables correspondantes [2].
La Figure 3.2 donne le graphe de contraintes du CSP P .
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Figure 3.2 – La microstructure de P

Définition 25 (Contrainte Alldifferent)
Une contrainte Alldifferent est une contrainte globale (sur toutes les variables
de CSP) qui force toutes les variables impliquées par la contrainte à prendre
des valeurs différentes [2].
Exemple :
Soit P = (V ;D;C;R) un CSP définie par :
— V ={v1; v2; v3}.
— D ={D1= {0, 1, 2} ; D2 = {0, 1, 2} ; D3 = {0, 1, 2}}.
— C ={C1=(v1 6= v2 6= v3)}.
— R ={ R123={(0, 1, 2); (0, 2, 1); (1, 0, 2); (1, 2, 0); (2, 0, 1); (2, 1, 0)}}.
La Figure 3.3 donne le graphe de contraintes du CSP P .
Remarque :
La contrainte Alldifferent est équivalente à un CSP où son graphe de
contrainte est complet c’est à dire que chaque couple de variable sont lié par
une contrainte binaire de différence. Cette contrainte Alldifferent est très
étudiée et utilisée dans PPC.
Exemple :
Soit P ′ = (V ′;D′;C ′;R′) un CSP binaire équivalent à P définie par :
—V ′ = {v1; v2; v3}.
—D′= {D1= {0, 1, 2} ; D2 = {0, 1, 2} ; D3 = {0, 1, 2}}.
— C ′={C12=(v1 6= v2) ; C13=(v1 6= v3) ;C23=(v2 6= v3) }.
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Figure 3.3 – La représentation de graphe de contraintes de P

— R′={ R12={(0, 1); (0, 2); (1, 0); (1, 2); (2, 0); (2, 1)}.
R13={(0, 1); (0, 2); (1, 0); (1, 2); (2, 0); (2, 1)}
R23={(0, 1); (0, 2); (1, 0); (1, 2); (2, 0); (2, 1)} }.
La Figure 3.4 donne le graphe de contraintes CSP P ′.

Figure 3.4 – La représentation de graphe de contraintes P ′
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Définition 26 (Instanciation )
Une instanciation I = {〈v1, d1〉, 〈v2, d2〉, ..., 〈vn, dn〉} des variables d’un CSP
P = (V,D,C,R), est une affectation de ses variables
{v1 = d1, v2 = d2, . . . , vn = dn}
où chaque variable vi est assignée une valeur di de son domaine Di. Une
contrainte Ci ∈ C est satisfaite par I si la projection de I sur les variables
impliquées dans Ci est un tuple de Ri.
Une instanciation d’un sous ensemble des variables de V d’un CSP
P = (V,D,C,R) est appelée instanciation partielle.
Une instanciation est totale si elle est définie sur toutes les variables [2].

Définition 27 (Solution)
L’instanciation totale I des variables d’un CSP P = (V,D,C,R) est
consistante si elle satisfait toutes les contraintes de C. I est appelée solution
du CSP P .
Un CSP est consistant s’il admet au moins une solution autrement il est
inconsistant [1].

Définition 28 (Espace de recherche)
L’espace de recherche d’un CSP est le produit cartésien de domaine de n
variable, on notera le nombre d’élément par :
Card {d1 × d2 × ...dn}.
Si le domaine de la variable est de même taille d alors : dn [9].
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3 Notion de consistance

3.1 Consistances partielles et méthodes de filtrage

Les techniques de filtrage permettent de supprimer des inconsistants, il existe
plusieurs niveaux de consistance telle que la consistance chemin et la
k-consistance, la consistance d’arc qui représente la base de la consistance [1].

Définition 29 (Consistance d’arc )
Dans un CSP P = (V,D,C,R), on dit un domaine Di ∈ D est arc-consistant
si et seulement si Di 6= ∅ et pour tout a ∈ Di, ∀vj telle que Cij ∈ C, ∃b ∈ Dj

telle que (a, b) ∈ Rij. Si tous les domaines sont arc-consistants alors le CSP P
est arc-consistant [1].

Définition 30 (Consistance de chemin )
Dans un CSP P = (V,D,C,R), le couple de variables {vi, vj} vérifie la
consistance de chemin si et seulement si ∀(a, b) ∈ Rij,∀vk ∈ V, ∃c ∈ Dk telle
que (a, c) ∈ Rik et (b, c) ∈ Rjk. Si ∃vi, vj ∈ V le couple {vi, vj} vérifie la
consistance de chemin alors la consistance de chemin est vérifiée par le CSP P
[1].

Définition 31 (La k-Consistance )
La k-consistance est une généralisation de la consistance d’arc et la
consistance de chemin et d’aprés Freuder un CSP est dit k-consistant si et
seulement si toute instanciation de k − 1 variables sont consistante et qui
peuvent être étendue d’une façons consistante à n’importe quelle keme variable.
Un CSP est défini k-consistant s’il est i-consistant pour tout i ≤ k.
- la 2-consistance correspond à la consistance d’arc.
- La 3-consistance est la consistance de chemin.
Chaque niveau de consistance est une opération de filtrage. La complexité de
calcul du filtrage k-consistant est de O(nk.dk), où n est le nombre de variables
et d la taille du plus grand domaine [1].
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4 Les techniques de résolution des CSPs

On définit deux grandes familles de technique de résolution, la première
famille qui s’appelle méthodes complètes et la seconde famille sont des
méthodes incomplètes [1].

Figure 3.5 – Les méthodes de résolution de CSP

4.1 Les méthodes incomplètes

Les méthodes incomplètes (telles que la recherche locale (LS)de [Aarts and
Lenstra,1997]) s’appuient sur des heuristiques qui consistent à exploiter des
parties spécifiques de l’espace de recherche dans le but d’obtenir une solution.
Il existe des différentes approches qui appartiennent à la classe de méthode de
la recherche locale tel que :
Le recuit simulé, la recherche tabou et les méthodes basées sur les algorithmes
génétiques. Les techniques incomplètes ont un avantage de résoudre des
problèmes de grand taille que les méthodes complètes ne peuvent résoudre,
mais l’obtention de solution n’est pas garantie [1].
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Figure 3.6 – Les méthodes incomplètes

4.2 Les méthodes complètes

Les méthodes complètes consistent à parcourir totalement l’espace de
recherche de solutions, ces méthodes ont l’avantage de prouver l’inconsistance
d’un CSP. Dans cette Section nous allons présenté le principe de différentes
méthodes complètes pour résoudre le CSP, on peut citer : la méthode de
filtrage, la méthode énumérative, la méthode de décomposition et le principe
de chacune d’elles [1].
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Figure 3.7 – Les méthodes complètes

1.Les méthodes énumératives
Les algorithmes de recherche énumératif consistent à exploiter toutes les
affectations possibles des variables dans l’espace de recherche[4].

Générer et tester(GeT)
L’approche Générer et tester est une technique qui consiste à générer toutes
les configurations possibles, c’est à dire toutes les combinaisons possibles de
valeurs des variables et de tester si les contraintes sont vérifiées, jusqu’à
obtenir une instanciation qui permet de vérifier toutes les contraintes, qui
seront considérées alors comme une solution.
Trouver une solution revient à parcourir potentiellement l’espace de recherche,
donc cette méthode est très couteuse puisqu’elle est exponentielle [1].
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Exemple : Nous allons illustrer dans la Figure 3.8 un arbre de recherche
développé par la méthode GeT correspondant à l’exemple précédent de Figure
3.1.

Figure 3.8 – L’arbre de recherche de P

Algorithme de Backtrack
L’algorithme de Backtrack est une amélioration de la méthode GeT qui
consiste à générer progressivement une solution de sorte que les variables sont
affectées une par une et à chaque échec détecté en revenant en arrière.
Elle permet de tester la consistance durant l’instanciation de variable entre
cette instanciation courante et la nouvelle instanciation obtenue pour vérifier
si l’instanciation est consistance et toutes les contraintes testées sont
satisfaites par la nouvelle instanciation.
Donc l’instanciation courante est consistance. Si on a arrive à instancier la
dernière variable du problème, l’instanciation courante réalise une solution au
problème, sinon on passe à la variable suivante. Si la nouvelle instanciation ne
satisfait pas une contrainte, on sélectionne une nouvelle valeur pour instancier
la variable courante, s’il n y en a plus alors le Backtrack est réalisé sur
l’instanciation de la variable qui précède la variable courante pour essayer une
autre valeur. L’algorithme 1 définit cette technique [1].
L’utilisation de l’algorithme de Backtrack pour la résolution d’un CSP est
coûteuse car il est exponentielle dans les pires des cas. A cause de cet
inconvénient ils ont proposé deux stratégies pour améliorer cet algorithme .

Amélioration du Backtracking
Les améliorations suivent deux stratégies :
Approches du type regarder devant (Look-Ahead)
Les méthodes du type regarder devant (Look-Ahead) consistent à détecter
d’avance de futures situations d’échec. Elles diffèrent selon le niveau du
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Algorithm 1 algorithme de Backtrack
PROCEDURE Backtrack(I, k) debut
Require: I = {〈v1, d1〉, 〈v2, d2〉, ..., 〈vk, dk〉} une instanciation partielle, k un entier
1: if (I est consistant) then
2: if (k = n) {n est le nombre de variables.} then
3: < I est une solution >
4: else
5: for all (dk+1 ∈ Dk+1) do
6: I ← I ∪ {〈vk+1, dk+1〉}
7: Backtrack(I, k + 1)
8: end for
9: end if
10: end if

fin

filtrage appliqué. Le premier niveau représente la procédure FC
(ForwardChecking) qui est l’un des algorithmes les plus célèbres (voir
Algorithme 2). Il existe d’autres tels que : la procédure Partial Look-Ahead et
la procédure Full Look-Ahead ou aussi la procédure Real Full Look-Ahead
dont une version célèbre d’implémentation est MAC (Maintaining Arc
Consistency). La méthode Forward Checking permet d’utiliser le filtrage qui
se fait sur les domaines des variables non encore instanciées en testant le
voisinage immédiat de la dernière variable instanciée. Avant de descendre d’un
niveau dans l’arbre de recherche nous sommes sûrs que toutes les valeurs qui
restent dans les domaines des variables sont compatibles avec l’instanciation
courante. Un retour arrière sera déterminé par l’épuisement du domaine d’une
certaine variable future. Le niveau de filtrage utilisé influe directement sur la
taille de l’arbre de recherche développé par la méthode de résolution. En
général, lorsque le niveau de filtrage augmente, la taille de l’arbre de recherche
diminue. Mais, le nombre de tests de consistance est supérieur. Le problème
est donc de trouver un compromis entre ces deux paramètres [1].
Algorithm 2 algorithme FC
PROCEDURE Forward_Checking(D, I, k) debut
Require: I = {〈v1, d1〉, 〈v2, d2〉, ..., 〈vk, dk〉} une instanciation partielle, D les domaines du CSP local PI , k un entier.
1: if (k = n) then
2: < I est une solution >
3: else
4: <filtrer les Di, pour tout k < i de telle sorte que si Cki ∈ C, ∀di ∈ D′

i, alors (di, dk) ∈ Rki>
5: if (∀i, j / D′

i 6= ∅) then
6: for all (dk+1 ∈ D′

k+1) do
7: I ← I ∪ {〈vk+1, dk+1〉}
8: Forward_Checking(D′, I, k + 1)
9: end for
10: end if
11: end if
fin

Approche du type Regarder en arrière (Look-Back )
Les méthodes de type Regarder en arrière (Look-Back ) permettent d’analyser
les situations d’échec pour éviter qu’elles se reproduisent. On définit la cause
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de l’échec et ensuite on réalise un retour directement vers la variable
responsable de l’échec. Parmi ces techniques, nous pouvons citer l’algorithme
BJ (Back Jumping) de Gaschnig et plusieurs variantes proposées par Dechter
avec le Graph-Based Jumping et Prosser avec le CBJ (Conflic-Directed- Back
Jumping) [1].

Heuristiques

Les heuristiques sont des règles qui permettent de définir l’ordre
d’instanciation de variable et l’ordre de choix de valeur, elles sont reparties en
deux types qui sont :
Heuristiques de choix de variable
Les méthodes énumératives utilisent généralement l’heuristique de l’ordre
d’instanciation des variables, le traitement de problème est déterminé selon le
choix du meilleur ordre, ce dernier peut être statique 1 ou dynamique 2. Ces
types d’ heuristique ont un but de détecter l’échec le plus tôt possible (fail
first principal).[4].
Heuristiques de choix de valeur
Les heuristiques de choix de valeur sont limitées par rapport au heuristique du
choix de variable. L’heuristique de choix de valeur de type min-conflict est
considérée comme meilleure heuristique et qui permet d’instancier la variable
courante par une valeur contenant un nombre minimum de valeurs qui ne sont
pas compatibles avec les valeurs des variables non instanciées et on détermine
le choix de valeur selon l’ordre croissant des nombres de conflits [4].

2.Les méthodes de décomposition
Les méthodes de décomposition consistent à transformer le problème en un
ensemble de sous-problème. On peut les répartir en deux classes :

Les méthodes de décomposition basées sur la structure du CSP
Ces méthodes reposent sur les propriétés structurelles du CSP. Elles
s’appuient sur le corollaire de Freuder, qui définit que la résolution des CSP
acycliques est linéaire. Parmi ces méthodes, nous citons la méthode de
l’ensemble coupe-cycle, la méthode du regroupement en arbre et la méthode
du regroupement cyclique, qui s’inspire des deux techniques de
décompositions précédente [1].

Les méthodes de décomposition basées sur la microstructure
1. L’ordre statique : établit au debut avant de lancer la résolution.
2. L’ordre dynamique : la future variable est choisi au fur et à mesure de la résolution.
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Cette méthode repose sur la microstructure d’un CSP, cette dernière permet
de diviser un problème en plusieurs sous problèmes, il existe plusieurs
méthodes qui utilisent la décomposition telle que la méthode de triangulation
de la microstructure qui repose sur la recherche des cliques maximales dans le
graphe de la microstructure d’un CSP dans laquelle chaque clique maximale
représente une décomposition des domaines.
Ainsi la méthode base sur la recherche d’un sous graphe triangulé induit
maximal qui s’appuie sur MTIS dans la microstructure d’un CSP et sur
l’exploitation des cliques maximales. Plusieurs méthodes de décomposition
s’appuient sur la notion des graphes triangulés.
Les graphes triangulés constituent une classe particulière des graphes parfaits
Possédant des propriétés remarquables, notamment la facilité de
reconnaissance ainsi que la facilité de recherche de cliques, ils rendent leur
exploitation fort utile.

Il existe d’autres types d’approches qui sont connues sous le nom méthodes
hybrides qui consistent a faire une combinaison entre des approches
différentes, tel que : la méthode BTD qui représente la combinaison entre la
méthode de décomposition et la méthode de Backtracking et la methode
FC-CBJ qui consiste à combiner la méthode ForwardChecking avec la
méthode CBJ (Conflic-Directed-BackJumping) [1].

5 Conclusion

Dans ce Chapitre nous avons montré le formalisme de CSP, puis nous avons
présenté les différentes méthodes de résolution, chacune de ces méthodes a des
avantages et des inconvénients. Donc le choix de la technique dépend du
problème à résoudre.
Dans le Chapitre suivant nous allons rappeler quelques notions de base sur les
méthodes de preuve d’inconsistance et notre méthode améliore.
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1 Introduction

Dans ce Chapitre nous allons faire un rappelle sur la notion de la complexité
et l’optimisation combinatoire, puis nous allons présenter les différentes
méthodes de preuve d’inconsistance.

Définition 32(Complexité algorithmique)
La performance des algorithmes est déterminée par les deux paramètres le
temps et l’espace mémoire pour résoudre un problème, ainsi la performance
d’un algorithme dépend du temps de calcul nécessaire.
On définit la complexité en temps d’un algorithme la fonction H(n) qui
définit le nombre maximum d’opérations élémentaires effectuées afin de
pouvoir résoudre un problème de taille n est le nombre de variables décrivant
le problème, ainsi on relie chaque opération élémentaire avec une unité de
temps [18].
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Définition 33(L’algorithme polynômiale et l’algorithme
exponentielle)
On appelle un algorithme polynomiale si sa fonction de la complexité
H(n) ∈ O(p(n)), P est un polynôme en n, autrement dit s’il existe k > 0 telle
que H(n) ∈ O(nk).
Une fonction est dite non polynomiale (NP ) ou exponentielle si la fonction de
complexité H n’est pas majorée par un polynôme [18].

2 Les classes de complexité

Dans le problème de satisfaction de contrainte, la difficulté des problèmes
appartient à quatre classes : P , NP , NP -Difficile et NP -Complet.
La classe P (Polynomial) : cette classe contient tous les problèmes de
décision pouvant être résolus par un algorithme (algorithme polynomial)
s’exécutant en temps polynomial (selon la taille de l’entrée) sur une machine
de Turing déterministe [7].
La classe NP (Non-déterministe Polynomial) : cette classe contient
tous les problèmes de décision pouvant être résolus par un algorithme en
temps d’exécution (algorithme) polynomiale sur une machine de Turing
non-déterministe [7].
La classe NP -complet : c’est un problème qui appartient à la fois NP et
NP -difficile, tous les problèmes qui appartiennent à NP peuvent être réduit
en temps polynomial [26].
La classe NP -difficile : c’est un problème plus difficile que NP , il consiste
à vérifier s’il existe un problème NP -complet se transformant à ce problème
par une réduction de Turing [26].
Nous montrons dans la Figure 4.1 un schéma qui illustre des inclusions des
classes de la complexité dans la conjecture P 6= NP .

Figure 4.1 – La représentation des inclusions des différentes de classes de complexité
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3 L’optimisation Combinatoire

3.1 Introduction

L’optimisation combinatoire est une des origines de la théorie mathématique,
son principe consiste à chercher une solution optimale (meilleure solution) à
travers un ensemble fini. Ainsi elle permet de résoudre des problèmes
combinatoires classiques tels que : le problème de sac a dos, le problème de
voyageur de commerce, le problème de coloration de graphe, le problème de
transport, en utilisant des méthodes combinatoires, en effet l’optimisation
combinatoire est utilisée dans plusieurs domaines et elle joue un rôle
important dans les problèmes de décision [24].
Dans cette Section nous allons montrer le concept fondamental de
l’optimisation combinatoire.

3.2 Le problème d’optimisation combinatoire

On définit le problème d’optimisation comme suit :
- L’espace d’état : c’est un espace de recherche grand et fini, il définit un
ensemble de domaine de sorte que des différentes variables prennent des
différentes valeurs.
- Les variables de problème : appelées aussi variables de décision possèdent
des différents types (réelle, entière, booléenne) et représentent les données
qualitatives ou quantitatives.
- Fonction objectif : cette fonction appelée aussi une fonction de coût qu’on
cherche à optimiser (soit on maximise ou minimise ), elle définit le but à
atteindre ainsi elle est liée aux deux problèmes d’optimisations mono-objectif
et multi-objectif.
- L’ensemble des contraintes : ils consistent à limiter l’espace de recherche, ils
représentent l’ensemble des contraintes égalités et non égalités pour lequel les
variables doivent être satisfaites.
Le problème d’optimisation combinatoire est reparti en deux catégories à
partir de nombre d’objectif qu’on cherche à maximiser ou minimiser, l’une de
ces catégories s’appelle problème d’optimisation mono-objectifs et l’autre
s’appelle problème d’optimisation multi-objectif [19].
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3.3 Le problème d’optimisation mono-objectif

Le problème d’optimisation mono-objectif est un problème d’optimisation qui
possède une seule fonction d’objectif (fonction unique), il permet de chercher
à optimiser (maximiser ou minimiser) la fonction objectif par rapport à un
ensemble de solution admissible, pour obtenir une meilleure solution qui est
représentée à travers un seul objectif (critère) de problème.
La formule mathématique de problème optimisation mono-objectif est définit
comme suit :
On représente une seule fonction objectif f .
— L’ensemble S représente l’ensemble des solutions réalisables.
— Soitx ∈ S, min f(x) ou maxf(x), (soit maximiser f ou minimiser).
— On définit le point k est minimum global si :
k ∈ S, ∀x ∈ S, f(k) � f(x).
— On définit le point k est un, maximum global si :
k ∈ S, ∀x ∈ S, f(k) � f(x).
— On note le minimum ou le maximum de la valeurf(k) par fmin ou fmax
[24].

3.4 Le problème d’optimisation multi-objectif

Le problème d’optimisation multi-objectif (PMO) est un problème qui permet
de maximiser ou minimiser (optimiser) plusieurs objectifs simultanément, il
consiste de fournir aux décideurs un ensemble de solutions optimales appelées
Front de Pareto.[23]
Le problème d’optimisation multi-objectif peut être définit comme suit :
Optimiserf(k)(f1(k), f2(k), ..., fp(k)) et
telquek ∈ etn ≥ 2S.
La résolution de problème d’optimisation multi-objectif ne fournit pas une
seule solution mais plusieurs, ainsi ses principes permettant de trouver la
solution par la minimisation d’un ensemble de fonction objectif, de plus on
peut transformer un problème de maximisation en un problème de
minimisation selon l’équivalence suivante :
Maximiser f(k)⇐⇒ minimiser − f(k) [23].
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4 Etat de l’art

L’exploitation des méthodes incomplètes pour la preuve d’inconsistance des
CSPs est un défi très intéressant, il a été déjà proposé en 1997 par Selman et
Al, mais malheureusement il existe très peu de travaux qui contribuent à ce
défi à cause de sa difficulté. L’une des premières méthodes qui a été proposé
par Gaur et Al en 1997 pour la preuve d’inconsistance des CSPs binaires est
basée sur la coloration de la microstructure. Grâce à cette méthode ils sont
arrivés à montrer que si le graphe de microstructure d’un CSP avec n variables
peut être coloré avec (n− 1) couleurs alors le problème est inconsistant. Pour
plus de détail nous vous invitons de lire l’article de Gaur et Al de 1997 [31].
A partir de là, Saïdi et Benhamou ont contribué à ce défi avec l’article de la
nouvelle méthode de 2008 afin de détecter l’inconsistance des CSPs, cette
nouvelle méthode est une amélioration de la méthode de preuve
d’inconsistance basé sur la coloration de la microstructure qui a été proposée
par Gaur et Al de 1997. Le principe de la nouvelle approche s’appuie sur la
notion de la coloration de la microstructure et dominance, en effet les
expérimentations faites montrent que les résultats obtenus sont meilleurs (en
taux de détection) par rapport aux anciennes méthodes [2].

5 Les méthodes basées sur la coloration

Dans cette Section nous commençons par une définition de l’algorithme de
coloration de graphe Trick et nous allons rappeler les notions de bases des
méthodes introduites par Saïdi et Benhamou en 2008, Gaure et Al en 1997,
puis nous présentons notre méthode proposée.

5.1 L’algorithme de coloration de graphe Trick

L’algorithme Trick c’est un algorithme de coloration de graphe qui est parmi
les méthodes exactes les plus connu, il donne une borne inférieure sur le
nombre chromatique, l’algorithme a été programmait par Michael Trick en
1994, par le droit d’auteur l’utilisation de ce programme est permisse c’est un
code facile pour la coloration des graphiques.
L’algorithme Trick a comme entrée un graphe dans un fichier sous la forme
suivant :
- La première ligne contient le nombre des sommets et le nombre des
contraintes.
- Tout ce qui suit contient les numéros de sommets (de 1 à n) incidents à
Contrainte.
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Exemple : d’un graphe cycles à quatre sommets C4.
p edge 4 4
e 1 2
e 2 3
e 3 4
e 4 1
Nous avons représenté dans la Figure 4.2 graphe cycles à quatre sommets C4 .

Figure 4.2 – Le graphe cycles à quatre sommets C4

Le résultat de la coloration de graphe par l’algorithme Trick est stocké dans
un fichier nommé Solution sous la forme suivant :
- La première ligne représente le nombre de sommets.
- La deuxième ligne représente le nombre de couleurs.
- Les autres lignes représentent la coloration des sommets (de 1 à n) chaque
nombre correspond a une couleur .
Exemple : coloration de graphe cycles à quatre sommets C4 par l’algorithme
Trike.
4
2
1
2
1
2
Nous avons représenté dans la Figure 4.3 la coloration de graphe cycles à
quatre sommets C4 par l’algorithme Trike.

Figure 4.3 – La coloration de graphe cycles à quatre sommets C4 par l’algorithme Trick
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5.2 La méthode coloration de la microstructure

Théorème 1 Un CSP binaire composé de n variables possède une solution si
et seulement si sa microstructure possède une clique de taille n [31].

Preuve voir [31].

Théorème 2 Si un graphe G de s sommets (s ≥ n) peut être coloré avec
n− 1 couleurs alors il ne peut avoir une clique de taille n [31].

Preuve voir [31].

Ceci consiste donc de représenter le corollaire suivant, qui définit la principale
contribution de Gaur :

Corollaire 1 Si la microstructure d’un CSP binaire à n variables peut-être
colorer avec n− 1 couleurs alors le CSP est inconsistant [31].

Preuve voir [31].

Le principe de l’algorithme de coloration de la microstructure

L’algorithme consiste à traiter des CSPs binaires quelconques pour détecter
l’inconsistance par la coloration de la microstructure. Au début l’algorithme
commence par la génération de la microstructure du CSP binaire P de n
variables, il va la colorie avec un nombre de couleurs et affecter le résultat
dans la variable (NB couleur). Dans le cas où le nombre de couleur est
inférieur au nombre de variables n, l’algorithme détecte l’inconsistance du
CSP, sinon il ne détermine pas si le CSP est consistant ou non [31].
Nous avons représenté dans Figure 4.4 l’organigramme de la méthode de la
coloration.
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Figure 4.4 – L’organigramme de la méthode de Color

5.3 La méthode de Coloration-Dominance entre les CSPs

Définition 34 (Dominance de CSP)
Soit deux CSPs P (n) et P ′(n) ayant n variables, s’il existe une application qui
couple toute solution de P (n) avec une solution de P ′(n), alors on dit que
P (n) est dominé par P ′(n) [2].

A partir de la définition précédente on définit l’interaction entre la dominance
et la consistance de CSP dans la proposition suivante :

Proposition 1 Si un CSP P ′n domine le CSP Pn et que P ′n est inconsistant
alors Pn est inconsistant [1].

Preuve voire l’article de Saïdi et Benhamou [2].

Définition 35 (Coloration de microstructure)
Soient le CSP P (n) et sa microstructureMPn

= (V ×D, É), une k-coloration
de microstructureMPn

= (V ×D, É) est une application fk qui affecte a
chaque sommet deMPn

= (V ×D, É) une couleur représenté par un entier i
tel que 1 ≤ i ≤ k et chaque sommets adjacents n’ayant pas la même couleur
[2].
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Définition 36 (Coloration de microstructure de CSP Alldiff )
Etant donné un CSP Pn = (V,D,C,R), sa microstructureMPn

= (V ×D, É)
et fk : V ×D −→ K une k-coloration.
On peut toujours associer au CSP Pn et à une k-coloration fk un CSP que
l’on note Alldiff(Pn, fk).
Le CSP Alldiff(Pn, fk)= (V k,Dk,Ck,Rk) associé à Pn et fk définit par :
— V k = {vk1, vk2, ..., vkn} (à chaque vi est associé un vki)).
— Dk = {dk1, dk2, ..., dkn} (on construit chaque Dki par :

di ∈ Di ⇒ fk((vi, di)) ∈ Dki).
— Ck = {Alldifferent(vk1, vk2, ..., vkn)} (il y a une contrainte globale

Alldifferent).
— Rk = {(d1, d2, ..., dn) ∈ Rk si et seulement si ∀i, j ∈ [1..n], [1..n] : di 6= dj

[1].

théorème 3 Étant donnés un CSP Pn et fk une k-coloration de sa
microstructureMpn

. Le CSP Pn est dominé par le CSP associé Alldiff(Pn, fk)
[1].
Preuve voir [1].

Le principe de l’algorithme de Coloration-Dominance

Le principe de l’algorithme consiste à traiter des CSPs binaires quelconques
dans le but de détecter les instances inconsistantes par la notion de dominance
et la coloration de la microstructure.
Au début on a un CSP binaire P quelconque avec n variables, l’algorithme
commence par l’initialisation du nombre de tentative NBT à zéro et fixer le
nombre maximum de tentative.
Après la génération de la microstructure, l’algorithme de coloration permet de
colorier la microstructure et affecter un nombre de couleurs dans NB couleur
et si le nombre de couleurs est inférieur au nombre de variables n alors
l’algorithme détecte l’inconsistance du CSP, sinon il va générer Alldiff du CSP
et il le résoudra.
La résolution peut donnée comme sorties trois possibilités soit :
- il filtre des valeurs du CSP.
- ne filtre rien.
- détecte l’inconsistance du CSP Alldiff.
Dans le cas où le CSP Alldiff est inconsistant alors le CSP binaire quelconque
est inconsistant.
Dans le cas où il filtre des valeurs du CSP, il va mettre le nombre de
tentatives à zéro et recommencer l’étape de génération de la microstructure.
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Dans le cas où il ne filtre rien, il incrémente le nombre de tentatives et
recommencer l’étape de teste (NB couleurs < n ), dans le cas où le nombre de
tentatives dépasse le nombre maximum de tentatives, l’algorithme s’arrête [2].
Nous avons représenté dans la Figure 4.5 un organigramme qui décrit les
différentes étapes de la méthode représente.

Figure 4.5 – L’organigramme de la méthode de Coloration-Dominance
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5.4 L’amélioration de la méthode de Coloration-Dominance

Notre contribution consiste à rajouter à la méthode coloration-dominance
l’arc consistance. L’algorithme traite un CSP binaire quelconque de n
variables et initialise le nombre de tentatives NBT à zéro ( le nombre
maximum de tentative est fixé d’avance ).
Au début il va incrémenter le nombre de tentative NBT et résoudre le CSP
par l’arc consistance, sa résolution peut donner comme une sortie trois
possibilités soit :
- il filtre des valeurs inconsistantes.
- ne filtre rien.
- il détecte l’inconsistance du CSP.
Dans le cas où le CSP n’est pas arc consistant alors le CSP binaire quelconque
est inconsistant et s’il filtre des valeurs inconsistantes il met le nombre de
tentative à zéro.
Dans les deux autres cas ( s’il filtre des valeurs ou pas ) il va générer la
microstructure, cette dernière sera coloriée avec un nombre de couleurs
(NBcouleur ).
Dans le cas où le nombre de couleur est inférieur au nombre de variables n,
l’algorithme détecte l’inconsistance du CSP, sinon il va générer le CSP Alldiff,
sa résolution peut être donnée comme une sortie trois possibilités soit :
- il filtre des valeurs du CSP.
- ne filtre rien.
- détecte l’inconsistance du CSP Alldiff.
Dans le cas où le CSP Alldiff inconsistant alors le CSP binaire quelconque est
inconsistant et s’il filtre des valeurs du CSP, il va initialiser NBT à zéro et
filtre le CSP une deuxième fois par l’arc consistance.
Dans les deux autres cas s’il filtre des valeurs ou pas, il va régénérer la
microstructure du CSP binaire et refait le même traitement que l’on a cité
avant avec un teste d’arrêt, dans le cas où le nombre de tentative dépasse le
nombre maximum de tentative l’algorithme s’arrête sans déterminer si le CSP
est consistant ou non.
Nous avons expliqué dans la Figure 4.6 les différentes étapes de l’algorithme
de la méthode AC_Alldiff_Color.
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Figure 4.6 – L’organigramme de La méthode AC_Alldiff_Color

6 Conclusion

Dans ce Chapitre, nous avons défini les différentes classes de complexité et
quelques définitions de base, ainsi nous avons représenté le concept général de
l’optimisation des problèmes combinatoires, puis nous avons montré les
différentes méthodes de preuve d’inconsistance afin de décrire le principe de
chaque méthode.
Dans le Chapitre suivant nous allons décrire le principe de générateur des
CSPs binaires aléatoires pour tester les méthodes proposées pour la preuve
d’inconsistance des CSPs, ensuite nous allons évaluer les résultats obtenus par
les expérimentations.
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1 Introduction

Dans les chapitres précédents nous avons représenté les concepts
fondamentaux de problème de satisfaction de contrainte et la preuve
d’inconsistance par les méthodes incomplètes. Dans ce chapitre nous allons
utiliser notre amélioration et d’autres méthodes telles que la méthode de
Gaur, la méthode de Saïdi et Benhamou, afin détecter les instances
inconsistantes pour les CSPs binaires aléatoires et quelque instances du
problème de coloration des reines.

Définition 37 (Densité)
On définit la densité de graphe d par le nombre des arrêtes dans un graphe,
elle est exprimée par le ratio : le nombre de contraintes (le nombre des
arrêtes) sur le nombre maximal de contraintes [1].

Définition 38(Dureté)
La dureté des contraintes est exprimée par le ratio : le nombre de couples non
permis sur le nombre maximal de couples [1].
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2 Les CSPs binaires aléatoires

Ce travail constitue en une étude préliminaire d’une nouvelle approche
améliorée et quelque méthodes qu’on a cités, pour l’évaluation de la détection
d’inconsistance au sens des CSPs binaires. On a programmé un générateur des
CSPs binaires aléatoires.

Définition 39(CSP binaire aléatoire)
Un CSP binaire P est généré aléatoirement est un quadruplet P (n, d, p1, p2)
où :
- n est le nombre de variables.
- d le nombre de valeurs de chaque domaine.
- p1 la probabilité qu’il y ait une contrainte entre deux variables.
- p2 la probabilité conditionnelle qu’un couple de valeurs soit inconsistante
pour une paire de variables, sachant qu’il y a une contrainte entre les couples
variables [33].

2.1 Le générateur des CSPs binaires aléatoires

Le générateur de CSP binaire aléatoire nous permet d’avoir un jeu de données
pertinent pour l’expérimentation, au début nous fixons certains paramètres :
- Nombre de variables n=20.
- Nombre de valeurs par domaine d=10.
- Densité du graphe de contrainte p1 ={0.5, 0.9}.
- Dureté des contraintes : 0.01 ≤ p2 ≤ 0.99 avec un pas de 0.01.
Pour chaque valeur de n, d, p1 et p2 on a 100 instance aléatoire, par
conséquence le total donné est 19800 CSP binaires aléatoire (2× 99× 100).
L’organigramme représente dans la Figure 5.1 les étapes qui permettent de
générer l’ensemble de tests des expérimentation (les CSPs binaires aléatoires).
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Figure 5.1 – L’organigramme de générateur l’ensemble de tests

L’organigramme décrit les étapes pour générer un CSP binaire aléatoire à
partir des valeurs donné n, d, p1, p2 ( le nombre des variables, la taille des
domaines, la densité, la dureté).
Au début nous commençons par calculer le nombre des contraintes binaires
NBC en fonction de la densité p1 par la formule : NBC = p1 × (n× (n−1)

2 ) et
le nombre des tuples non permis TNP à partir de la dureté p2 par la formule :
TNP= p2 × d2.
Nous initialisons la matrice d’adjacence et la matrice de la microstructure à
zéro. Ces deux matrices sont carrées, binaires et symétriques.
La matrice d’adjacence est de taille n2 et la matrice de la microstructure est
de taille (n× d)2.
Nous définissons les valeurs de ces matrice comme suit :
La matrice d’adjacence [a][b] = 1 ⇒ il existe une relation entre a et b.
La matrice d’adjacence [a][b] = 0⇒ il n’existe pas une relation entre a et b.
Nous avons i ∈ Da, j ∈ Db.
La matrice de la microstructure [va × card(d) + i][vb × card(d) + j] = 0
⇒ (i, j) un tuple permis.
La matrice de la microstructure [va × card(d) + i][vb × card(d) + j] = 1
⇒ (i, j) un tuple non permis.
Nous avons choisi aléatoirement deux variables a, b a partir de la fonction
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rand() de telle sorte que la valeur de a 6= b et qu’il n’existe pas une relation
entre ces deux variables (va, vb), cette condition est de vérifier si la matrice
d’adjacence [a][b]=0, nous mettons la matrice d’adjacence [a][b]=1, ça signifie
qu’on a une contrainte Cab entre ces deux variables vaet vb, pour ça il faut
générer aléatoirement les tuples non permis en fonction de la dureté que nous
avons déjà calculé ( TNP ), les valeurs de ces tuples (i,j) i ∈ da, ∈ j db sont
générées par la fonction rand() (il faut que les tuples choisis soit déjà permis)
et nous mettons la matrice la microstructure
[va × card(d) + i][vb × card(d) + j] = 1.
Nous avons les valeurs aléatoires à partir de la fonction rand() qui est une
fonction connue dans la plupart des langages de programmation pour plus de
détails nous vous invitons à voir [36].
Nous avons représenté dans la Figure 5.2 l’organigramme de génération d’un
CSP.

Figure 5.2 – L’organigramme de générateur de CSP
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Nous avons présenté un exemple de CSP binaire aléatoire.
Exemple :
Soit P = V ;D;C;R) un CSP défini par :
— V = {v1; v2; v3}.
— D = {D1 = D2 = D3 = 0, 1}.
— C= {C12;C13}.
— R= {R12 = (0, 0), (1, 0), (1, 1);R13 = (0, 1), (1, 0), (1, 1)}(les tuples permis).
Nous avons calculé la dureté et la densité de CSP où : n=3, d=2, p1=0.66,
p2=0,25.
Nous montrons dans la Figure 5.3 le graphe de contrainte avec la matrice
d’adjacence de ce CSP.

Figure 5.3 – La représentation du graphe de contrainte avec la matrice d’adjacence

Nous montrons dans la Figure 5.4 la microstructure avec sa matrice de ce CSP.

Figure 5.4 – La représentation de la microstructure avec sa matrice
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2.2 Les expérimentations sur les CSPs binaires aléatoires

On a choisi de tester les méthodes suivant :
- AC : la consistance d’arc (méthode de filtrage).
-Color : coloration de la micro structure ( méthode incomplète de Gaur et Al
en 1997).
- Color_Alldiff : Coloration-Dominance entre CSPs ( méthode incomplète
de Saïdi et Benhamou en 2008).
- Color_AC_Alldif : le mixage des trois méthodes Color, AC et Alldiff
(notre contribution c’est une méthode incomplète).
-FC : Forward Checking (méthode complète ) qui permet de recenser toutes
les instances inconsistantes pour vérifier notre résultat.
Les Figures 5.5 et 5.6 montrent le nombre de problèmes inconsistants détectés
pour chaque méthodes sur des problèmes aléatoires pour deux densités
(0.5,0.9), nous avons choisi d’utiliser l’algorithme trick de coloration de graphe.
On remarque que les courbes des méthode Color_Alldiff et
Color_AC_Alldiff se confondent avec la courbe de la méthode FC, alors ces
méthodes détectent toutes les instances inconsistantes.
On remarque que la méthode Color détecte moins d’instance inconsistance
que la méthode AC.

Figure 5.5 – Le nombre de problème inconsistants détectés en fonction de dureté avec (n=20, d=10,
density=0.5)

59



CHAPITRE 5. EXPÉRIMENTATIONS

Figure 5.6 – Le nombre de problème inconsistants détectés en fonction de dureté avec (n=20, d=10,
density=0.9)

3 Le problème des reines

Le travail présenté par Saïdi et Benhamou en 2008 a été concentré pour
traiter que les problèmes aléatoires, dans cette section nous avons traité un
autre type de problème qui est le problème de coloration des reines .
Le problème de coloration des reines est un problème difficile qui fait partie
des problèmes les plus étudie dans l’intelligence artificielle. Dans cette section
nous avons représenté le principe de problème des reines.

3.1 Le principe de problème des reines

Le problème consiste à placer n reines dans un échiquier de taille n× n dans le
cas général mais il existe des cas où l’échiquier et de taille n× p par exemple
le problème de 8 reines avec un échiquier de taille 8× 12, de telle sorte qu’il
n’y aura pas plus d’une reine par ligne, colonne, diagonale et anti-diagonale.
Dans la Figure 5.7 nous représentons un exemple d’une solution du problème
des 4 reines avec un échiquier de taille 4× 4.
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Figure 5.7 – La représentation de la solution du problème des 4 reines

Par la suite nous détaillons dans la Figure 5.8 comment présenter un sommet
avec ses contraintes de sorte que les sommets contenus dans chaque cercle
forment un sous graphe complet. Prenons par exemple le sommet Q22 on peut
voir qu’il participe à 4 contraintes (représentées en cercle) CL, CC, CD,
CAD contrainte sur la ligne, colonne, diagonale et anti-diagonale.

Figure 5.8 – La représentation graphique des contraintes du sommet Q22
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3.2 Le problème de coloration des reines

Le problème de coloration des reines consiste a colorier le graphe de contrainte
de problème des n reines dans la Figure 5.9 nous montrons toutes les
contraintes du problème des 4 reines, chaque cercle représente une contrainte,
ces cercles sont concrètement représentés dans le graphe.

Figure 5.9 – La représentation graphique d’un échiquier de taille 4 × 4 avec les contraintes liées à
chaque sommet

Nous commençons à transformer les problèmes des reines à des problèmes de
coloration des problèmes des reines ( problèmes de coloration du graphe de
contraintes des problèmes reines CSP binaires) qui sont des problèmes de
désistions .
En utilisant l’algorithme Dimacs2CSP qui a comme entrée un problème des
reines sous la forme dimacs, un nombre des couleurs(k) qui permet de
formuler le problème de discision coloration du graphe de contrainte de
problème des reines avec k couleur.
Dans le cas où le nombre de couleurs est supérieur ou égale au nombre
chromatique alors le CSP binaire est consistant, sinon il est inconsistant.
Nous allons montrer dans la Figure 5.10 le résultat de coloration de problème
des reines par l’algorithme Trick qui est stocké dans un fichier nommé
solution. La matrice représente la coloration des sommets qui est dans le
fichier solution.
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Figure 5.10 – La représentation de fichier solution avec la matrice de coloration

Nous allons représenté dans la Figure 5.11 la coloration du graphe de
contrainte où chaque nombre représente une couleur .

Figure 5.11 – La représentation de coloration du graphe de contrainte de problème de quatre reines
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Exemple :
Pour vérifier que le résultat (cinq couleurs) qu’on a obtenu par la coloration
de graphe de contrainte du problème des 4 reines avec l’algorithme trick soit
optimal, il faux résoudre le CSP binaire du problème des 4 reines et colorié
par 5 couleurs (qu’il doit être consistant), le CSP binaire du problème des 4
reines est colorié par 4 couleurs (qu’il doit être inconsistant).
On commence par générer les CSP binaires à partir de l’algorithme Dimac2csp
qui nous donne comme résultats deux fichiers (queen4_4.col_5.csp)et
(queen4_4.col_4.csp). On a choisi la méthode FC pour résoudre les deux CSP,
les résultats sont remplis dans un tableau qui est représenté dans la Table5.1.

reines FC
4-4 avec 4 couleurs inconsistant
4-4 avec 5 couleurs consistant

Table 5.1 – La représentation des résultats de la résolution des CSP binaires par FC

On conclu par les résultats présentés dans la Table5.1 que le nombre de
couleur 5 est optimale pour colorier le graphe de contrainte.

3.3 Les expérimentations sur les problèmes de coloration des reines

Nous avons choisi le problème de coloration des reines pour tester les méthodes
de l’expérimentation, nous nous intéressons pour le moment d’évaluer la
détection des instances inconsistantes (la valeur un représente la détection de
l’inconsistance, la valeur zéro signifié qu’il n’ a pas détecté l’inconsistance ).
Les résultats des problèmes sont remplis dans un tableau de telle sorte que
chacun de ces problèmes sont testés sur quatre méthodes :
AC : la consistance d’arc (méthode de filtrage).
Color : coloration de la micro structure ( méthode incomplète de Gaur et Al
en 1997).
Color_Alldiff : mixage de méthode de la dominance avec la méthode de
coloration sur des CSP à contrainte de différence (méthode incomplète de
Saïdi et Benhamou en 2008).
Color_AC_Alldiff : le mixage des trois méthodes Color, AC et Alldiff
(notre contribution c’est une méthode incomplète).
FC (ForwardChecking) : (méthode complète ) qui permet de recenser
toutes les instances inconsistantes pour vérifier notre résultat.
Nous allons montrer dans la Table 5.2 les résultats de détectés d’inconsistance
pour les problèmes de coloration des problèmes des reines.
On conclu que la méthode expérimentale à détecter l’inconsistance des
problèmes généré avec k − 1 coloration (k :représente le nombre chromatique
de graphe de contrainte).
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Les reines FC AC Color Color-Alldiff Color-AC-Alldiff
4-4 avec 4 couleurs 1 0 1 1 1
5-5 avec 4 couleurs 1 0 1 1 1
6-6 avec 6 couleurs 1 0 1 1 1
7-7 avec 7 couleurs 1 0 1 1 1

Table 5.2 – La représentation des résultats de problème de coloration des problèmes des reines

4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons testé notre amélioration et d’autres méthodes sur
des CSPs binaires aléatoires que nous avons générer par le générateur des
CSPs binaires aléatoires.
Les résultats des expérimentations a montré que notre méthode présente des
résultats similaires au résultats de la méthode de Saïdi et Benhamou de 2008,
mais on espérait quelle donne de meilleure résultats dans le cas où les
problèmes ont une grande tailles car cela implique que leur microstructure
associée est très grande ce que serait un handicap pour la coloration (risque
plus de ne pas trouver des colorations pertinentes), alors que grâce à l’ajout
de la consistance d’arc il y a toujours une chance qu’elle pouvait filtrer des
valeurs soit de montrer l’inconsistance. Donc l’ajout de la consistance d’arc à
la méthode de 2008 ne peut être que bénéfique et le coût supplémentaire est
relativement faible.
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De nombreux problèmes peuvent être exprimer avec le formalisme CSP et
résolus grâce à des techniques qui peuvent être divisées en deux catégories :
- la premier est basée sur un parcours total de l’espace de recherche (méthodes
complètes).
- la deuxième basée sur un parcours local d’espace de recherche (méthodes
incomplètes), ça induit que les méthodes complètes peuvent détecter
l’inconsistance d’un CSP et que les méthodes incomplètes sont incapables de
le prouver.
Dans ce travail nous avons amélioré la méthode de Benhamou et Saïdi de 2008
pour la détection d’inconsistances des CSPs binaires.
Cette amélioration est basée sur un filtrage d’arc consistance, la méthode de
coloration de la microstructure et la dominance.
De sorte que les propriété de filtrage par l’arc consistance est comme suit :
- simplification du problème par réduction de l’espace de recherche.
- dans certains cas détection de l’inconsistance.
Nous avons aussi confirmé les résultats de Saïdi et Benhamaou de 2008 et
nous avons montre que la méthode de dominance-coloration et notre méthode
peuvent aider à la résolution des problèmes importants en IA qui est le
problème de la coloration des reines, ce qui implique que ces méthodes
peuvent potentiellement avoir des applications pratiques dans plusieurs
domaines concrets.
Dans le cas où la taille des instances augmente nous espérons que notre
amélioration aura de meilleurs résultats que celle de 2008.
Finalement nous avons montré que notre méthode qui est incomplète est
capable de détecter les instances inconsistantes .
Dans le cadre de la réalisation de notre mémoire, nous nous sommes initiés la
recherche dans la programmation par contrainte. Nous avons pu apprendre à
analyser, déduire et avoir un esprit d’observation et nous a permis d’être plus
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motivée et encouragée de continuer ce travail afin d’envisager au futur
d’autres types d’algorithmes de preuve d’inconsistance et avoire une machine
de calcule plus puissante, il sera intéressant de tester des instances de taille
plus importantes.
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Liste des Abréviations

AC Arc Consistency

BJ Back Jumping

BTD Backtracking with Tree Decomposition

CAD Contrainte sur la Anti-Diagonale

CBJ Conflic-Directed- Back Jumping

CC Contrainte sur la Colonne

CD Contrainte sur la Diagonale

CL Contrainte sur la Ligne

CP Constraint Programming

CSP Construct Satisfaction Problem

FC-CBJ ForwardChecking awith CBJ

FC ForwardChecking

GeT Générer Et Tester

LS Local Search

MAC Maintaining Arc Consistency

MTIS Maximal Triangulated Induced Subgraph

NBC Nombre des contraintes binaires

NP Non-déterministe Polynomial

OLNE Optimisation Linéaire en Nombres Entiers

PMO Optimisation Multi-Objectif

PPC Programmation Par Contrainte

P Polynomial

RLF Recursive Largest First

TNP Nombre des tuples non permis

68



Bibliography

[1] Mohamed Réda Säıdi. Etude de la symétrie et de la dominance dans les
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pour csp d’arité quelconque. Actes des, pages 193–202.
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