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Résumé

Le mémoire présenté est une contribution à la théoire des matrices carrées et de
l’inverse généralisé de Drazin des opérateurs linéaires et son application sur des sys-
tèmes différentiels implicites.

Ce mémoire comporte une introduction et quatre chapitres et une liste bibliogra-
phique de dix neuf titres.

Mots clés : Espaces de Hilbert, théorie spectrale, système linéaire, inverse de
Drazin, système implicite.



Principales notations utilisées

1. H, H1, H2 désignent des espaces de Hilbert.
2. L(H) désigne l’espace de Hilbert des opérateurs linéaires bornés.
3. I : L’opérateur Identité.
4. C : L’ensemble des nombres complexes.
5. A∗ : La matrice transposée du conjugué complexe de A et lorsque A est un

opérateur, A∗ dénote l’adjoint de A.
6. σ(T ) : Le spectre de l’opérateur T .
7. σ(A,B) : Le spectre du faisceau de l’opérateur λA − B pour λ ∈ C et A,B ∈
L(H).

8. σp(A,B) : Le spectre ponctuel du faisceau de l’opérateur λA−B i.e. l’ensemble
des valeurs propres de λA−B.

9. Rλ(T ) = (λI − T )−1 : La résolvante de l’opérateur T .
10. Ak = A |Dk

: La restriction de l’opérateur A au sous-espace Dk.
11. P : Projecteur orthogonal.
12. Jk(λ) , k = 1, n : Bloc de Jordan.
13. ind(A) : Indice de A.
14. H1 ⊕H2 : La somme directe de H1 et H2.
15. AD L’inverse de Drazin de A.
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Introduction

Dans ce travail, on s’intéresse à l’étude de l’inverse de Drazin d’une matrice
carrée et de l’inverse généralisé de Drazin d’un opérateur linéaire, en exposant leurs
propriétés avec quelques applications sur les équations différentielles implicites (E.D.I)
de type :

Ax′(t) = Bx(t) + f(t), t ≥ 0, x ∈ H (1)

Avec la condition initiale :
x(0) = x0

où A et B sont des opérateurs linéaires avec A non inversible. Ceci a conduit beaucoup
de mathématiciens d’introduire de nouvelles notions consistant à remplacer l’inver-
sibilité par une notion plus faible telle qu’un inverse généralisé, inverse à droite ou
inverse à gauche et même d’autres inverses qui portent les noms de leurs fondateurs,
par exemple : l’inverse de Duffin, l’inverse de Drazin etc.

Le concept d’inverse généralisé semble avoir été mentionné pour la première fois
en 1903 par Fredholm [14], où un inverse généralisé particulier (appelé par lui pseudo
inverse) d’une intégrale d’opérateur a été donné. La classe de tous les pseudo-inverses
a été caractérisée en 1912 par Hurwitz [16] qui a utilisé la dimensionnalité finie des es-
paces nuls des opérateurs de Fredholm pour donner une algébrique simple. Les inverses
généralisés des opérateurs, déjà implicites dans la discussion de Hilbert en 1904 sur les
fonctions de Green généralisées, [15], étaient par conséquent étudiés par de nombreux
auteurs, notamment Myller (1906), Westfall (1909), Bounitzky [17] en 1909, Elliott
(1928) et Reid (1931). Pour un historique de ce sujet, voir l’excellente étude de Reid
[19].

Les inverses généralisés des opérateurs ont donc précédés les inverses généralisés
des matrices dont l’existence a été notée pour la première fois par E.H. Moore, qui a
défini un inverse unique (appelé par lui la réciproque générale) pour toute matrice finie







Chapitre Premier

Notions préliminaires

Cn×n, représente l’ensemble des matrices carrées complexes d’ordre n.

La théorie des opérateurs joue un rôle important en analyse et surtout en équations
différentielles et les équations aux dérivées partielles. Dans ce travail, toute application
linéaire d’un espace vectoriel normé H1 à valeurs dans un espace vectoriel normé H2

est dite opérateur [8].

– L’espace vectoriel des opérateurs linéaires de H1 dans H2 est noté L(H1,H2).
– L’espace vectoriel des opérateurs linéaires de H dans lui-même est noté L(H).
– L’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de H est noté Lc(H).

Définition 1.0.1. [10, 11]. Soit A : H1 → H2. L’ opérateur A est dit inversible s’il
est bijectif et son inverse A−1 est continue.

Exemple 1.0.2.

1. L’identité dans un espace vectoriel normé H

I : H −→ H
x 7−→ I(x) = x

est inversible.
2. Dans H = l2(R) = {x = (xn)n≥1 :

∑
n≥1

|xn|2 < +∞} , l’application :

A : H −→ H
x 7−→ A(x) =

(
x1,

x2
2
,
x3
22
, . . . ,

xn
2n−1

, . . .
)
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est bijective et

A−1 : H −→ H
x 7−→ A−1(x) = (x1, 2x2, 2

2x3, . . . , 2
n−1xn, . . .)

n’est pas bornée donc A−1 n’est pas continue. Par conséquant, A n’est pas inver-
sible.

Définition 1.0.3. On appelle adjoint de u ∈ L(H1,H2) l’application u∗ ∈ L(H2,H1)
(noté u∗) définie par :

∀x ∈ H1,∀y ∈ H2, 〈u(x), y〉H2 = 〈x, u∗(y)〉H1 .

L’application u∗ est linéaire.

Proposition 1.0.4. Soit H un espace de Hilbert. Pour tous u, v ∈ Lc(H) et tout λ ∈ C
on a :

1. (u+ v)∗ = u∗ + v∗

2. (λv)∗ = λv∗

3. (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗

4. Si u est inversible, alors u∗ l’est aussi, et son inverse est (u∗)−1 = (u−1)∗

5. (u∗)∗ = u

6. ‖u∗‖ = ‖u‖.

Définition 1.0.5. [10, 8] Soit H un espace vectoriel normé de dimension finie n et T
un opérateur de Lc(H), un nombre complexe λ est dit valeur propre de T si l’équation :

(λIn − T )x = 0

admet des solutions non nulles, In est la matrice identité d’ordre n. On notera l’en-
semble des valeurs propres de T par :

σp(T ) = {λ ∈ C : ∃x ∈ H − {0} : (λIn − T )x = 0}.

Proposition 1.0.6. Le scalaire λ est une valeur propre de A si et seulememt si la
matrice λIn − A n’est pas inversible.

Définition 1.0.7. (Rang d’une matrice). Le rang d’une matrice A ∈ Cn×n que l’on note
rang(A), est le nombre maximal de vecteurs lignes ou de colonnes qui sont linéairement
indépendants.

Définition 1.0.8. (Indice d’une matrice). Soit A ∈ Cn×n. Le plus petit entier positif,
k tel que : rang(Ak+1)=rang(Ak), s’appelle indice de A. On le note : ind(A).
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Définition 1.0.9. Une matrice A ∈ Cn×n est dite inversible s’il existe une matrice
unique B ∈ Cn×n, notée A−1, telle que AB = BA = In.

N.B. Une condition nécessaire et suffisante pour q’une matrice soit inversible et
que son diterminant soit non nul.

Définition 1.0.10. [9] (Polynôme caractéristique d’une matrice). Si A ∈ Cn×n,
PA(λ)=det(A-λIn) est un polynôme de degré n en λ. On l’appelle polynôme caractéris-
tique de A. On montre qu’il vérifie :

PA(λ) = (-1)nλn + (-1)n−1tr(A)λn−1 + . . .+ det(A)

Définition 1.0.11. [5, 7]. Le sous-espace propre associé à la valeur propre λ de la
matrice A noté Eλ, est le noyau de la matrice λIn − A .

Proposition 1.0.12. La dimension du sous-espace propre Eλ associé à une valeur
propre λ d’ordre de multiplicité α est inférieure ou égale à cet ordre.

Proposition 1.0.13. Soient λ1, λ2, λ3, . . . , λn les valeurs propres distinctes de A. Alors
la somme des sous espaces associés est directe. Soit :

Cn = Eλ1 ⊕ Eλ2 ⊕ . . .⊕ Eλn

Théorème 1.0.14. (Cayley-Hamilton). Soit PA(λ)=det(λIn−A). Le polynôme carac-
téristique de A. On a : PA(A) = 0.

Définition 1.0.15. Soit A ∈ Cn×n. On dit que A est nilpotente d’indice de nilpotence
p si Ap−1 6= 0 et Ap = 0.

Théorème 1.0.16. (Décomposition de Dunford). Soit A ∈ Cn×n dont le polynôme
caractéristique est scindé. Alors A admet une décomposition unique : A = A1 +A2, où
A1 est diagonalisable sur C, A2 est nilpotente. De plus : A1A2 = A2A1.

D’après la décomposition de Dunford et la définiton de la matrice nilpotente, on a :

Théorème 1.0.17. (Jordan). Soit A ∈ Cn×n, λ1...,λp les valeurs propres de A.

A est semblable à une matrice de la forme :


J1 . . . 0
. . . . .
. . . . .
. . . . .
0 . . . Jp


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où chaque bloc diagonal Ji est de la forme :

Ji =


λi 1 . . 0
. . 1 . .
. . . . .
. . . . 1
0 . . . λp


n’ayant pas forcément toutes le même ordre. Suivant ce résultat, il existe une matrice

régulière P telle que J = P−1AP .

Définition 1.0.18. (Exponentielle d’une matrice). Soit A ∈ Cn×n. On définit l’expo-
nentielle de A par :

eA =
∞∑
k=0

Ak

k!

Proposition 1.0.19. Soient A,B ∈ Cn×n et soit P une matrice inversible d’ordre n,
alors :

1. eP−1AP = P−1eAP,
2. Si A et B commutent (AB = BA), alors :

eA+B = eA.eB



Chapitre Deux

Inverse de Drazin d’une matrice

2.1 Inverse de Drazin
Définition 2.1.1. Toute matrice régulière A a un inverse unique, noté A−1, tel que :

AA−1 = A−1A = I. (2.1)

Parmi les nombreuses propriétés de la matrice inverse, nous en mentionnons quelques-
unes. Ainsi :

(A−1)−1 = A
(AT )−1 = (A−1)T

(A∗)−1 = (A−1)∗

(AB)−1 = B−1A−1

où AT et A∗ désignent respectivement la transposée et la transposée conjuguée de A.

Définition 2.1.2. [19]. Pour une matrice singulière, on appelle inverse généralisé de
A toute matrice X satisfaisant :

AXA = A. (2.2)

Si A n’est pas singulière, la multiplication par A−1 à gauche et à droite donnerait
à la fois :

X = A−1.

Définition 2.1.3. Si A ∈ Cn×n, l’inverse de Drazin de A est une solution des trois
équations :

1. AX=XA
2. XAX=X
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3. XAk+1 = Ak tel que k = ind(A). Elle est notée par AD.

Théorème 2.1.4. Soient A ∈ Cn×n avec k=ind(A), alors AD est unique.

Démonstration.

Soient X, Y ∈ Cn×n satisfont les trois équations de la définition 2.1.3, alors

Ak+1X = Ak

= Ak+1Y

⇒ AkAX

= AkAY

⇒ AkXAX

= AkY AX

⇒ AkX

= AkY AX.

Maintenant,

Ak−1AX = Ak−1AY AX

⇒ Ak−1XAX

= Ak−1AY AX2

⇒ Ak−1X

= Ak−1Y AX.

Continuant ce processus jusqu’à Ak−k, on obtient X = Y AX, d’une manière ana-
logue on a : Y = XAY ,

(3) ⇒ Ak(AY − I)
= 0

donc

XAk(AY − I) = 0,

d’où :

Ak(XAY −X) = 0,

en utilisant (2),

Ak(XAY −XAX) = 0,

ce qui donne
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Ak(XA)(Y −X) = 0,

ainsi
XAk(XA)(Y −X) = 0,

en utilisant (1)

Ak−1(XAX)A(XAY −X) = 0,

donc d’après (2),

Ak−1(XA)A(Y −X) = 0,

c’est-à-dire :

Ak−1(XAY −XAX) = Ak−1(XAY −X) = 0
⇒ XAY −X = 0

donc,

X = XAY = Y.

Proposition 2.1.5. [4]. Si A ∈ Cn×n, alors :
1. A nilpotente ⇒ AD = 0.
2. A est inversible ⇒ AD = A−1.
3. AAD est la projection orthogonale sur le sous espace R(Ak).
4. (I - AAD) est la projection orthogonale sur le sous espace N(Ak).

Théorème 2.1.6. Soit A ∈ Cn×n avec ind(A)=k et rang(Ak)=r. Alors, il existe une
matrice unique X d’ordre n telle que :

AkX = 0, XAk = 0, X2 = X, rang(X) = n− r. (2.3)

pour la matrice X citée ci-dessus, il existe une matrice unique Y d’ordre n telle que,

rang

(
A I −X

I −X Y

)
= rang(A) (2.4)

La matrice Y est l’inverse de Drazin AD de A et X=I-AAD.

Démonstration.

Soit la décomposition de Jordan définie par :

A = P

(
C 0
0 N

)
P−1
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telle que C, P sont inversibles et Nk=0. Alors on a

Ak = P

(
Ck 0
0 0

)
P−1

posons :

X = P

(
0 0
0 In−r

)
P−1 (2.5)

Alors,

AkX = XAk = 0

et
X2 = X, rang(X) = n− r.

C‘est-à-dire : X satisfait la condition (2.3).

Montrons maintenant l’unicité de X, on suppose qu’il existe une matrice X0 d’ordre
n qui satisfait la condition (2.3).

Soit X1 = P−1X0P , avec

X1 =

(
E F
G H

)
.

Il découle du fait AkX0 = 0, que P−1AkPP−1X0P = 0, c’est-à-dire(
Ck 0
0 0

)(
E F
G H

)
= 0.

puisque : Ck est une matrice inversible, on a E = F = 0.

Ainsi,

X1 =

(
0 0
G H

)
.

Même dèmarche, X0Ak = 0 implique que G = 0, on obtient

X1 =

(
0 0
0 H

)
.

puisque : X2
0 = X0 et rang(X0) = n− r, donc

X1 =

(
0 0
0 In−r

)
(2.6)



2.1 Inverse de Drazin 18

De (2.5) et (2.6), il découle que X0 = X, c’est-à-dire X est unique.

Soit M = I − AAD, il est claire que,

AkM = 0, MAk = 0, M2 =M

puisque,

N(AAD) = R(I − AAD) N(AAD) = N(AD)

On a rang(M) = n − rang(AD) = n − r, donc la matrice M satisfait la condition
(2.3), et par unicité, on a

X = I − AAD.

Alors, (
A I −X

I −X Y

)
=

(
A AAD

AAD Y

)
. (2.7)

puisque : (
I 0
−AD I

)(
A AAD

AAD Y

)(
I −AD

0 I

)
=

(
A 0
0 Y − AD

)
(2.8)

donc, (2.4) découle de (2.7) et (2.8) si et seulement si Y = AD.

Théorème 2.1.7. Si A ∈ Cn×n avec ind(A) = 1, alors rang(A) = rang(AD).

Démonstration.

rang(AD) = rang(ADAAD)

≤ rang(AAD)

≤ rang(A)

et

rang(A) = rang(AADA)

≤ rang(ADA)

≤ rang(AD)

≤ rang(A) ≤ rang(AD).
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Théorème 2.1.8. Soit A ∈ Cn×n une matrice symétrique avec ind(A)=1,
alors :

AD = (AD)T .

Démonstration.

Soit AD l’inverse de Drazin de A avec ind(A) = 1, alors :

AAD = ADA, ADAAD = AD, AADA = A.

Puisque A est symétrique, on a :

A(AD)T = (AD)TA, (AD)TA(AD)T = (AD)T , A(AD)TA = A.

Donc, (AD)T est l’inverse de Drazin de A, et par unicité AD = (AD)T .

Corollaire 2.1.9. Pour toute matrice A ∈ Cn∗n avec ind(A)=1, (AD)D = A.

Théorème 2.1.10. Si λ 6= 0 ∈ C est une valeur propre de A ∈ Cn∗n, alors
1

λ
est une

valeur propre de AD.

Démonstration.

Soit x ∈ Cn le vecteur propre associé à la valeur propre λ, alors :

(A− λI)x = 0

donc,

AADx = λADx

⇒ AADx

= λADx

⇒ ADx

= λADADx.

Posons ADx = y, il vient,
1

λ
y = ADy. Ainsi

1

λ
est une valeur propre de AD.

Théorème 2.1.11. Soient A ∈ Cn×n, k = ind(A) et b ∈ Cn, alors ADb est la solution
de l’équation Ax = b si et seulement si b ∈ R(Ak).
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Démonstration. Soit

A(ADb) = b

⇔ b ∈ R(Ak)

puisque AAD est la projection orthogonale sur le sous espace R(Ak).

2.2 Calcul de l’inverse de Drazin d’une matrice

2.2.1 Première méthode :

Théorème 2.2.1. Soit A ∈ Cn×n,avec ind(A) = k, rang(Ak) = r. On suppose que la
forme normale de Jordan de A est définie par :

A = PJP−1 = P

J1 0

0 J0

P−1

où J0 et J1 sont les parties de J correspondant aux valeurs propres nulles et non
nulles. Alors l’inverse de Drazin de A est définie par :

AD = P

J−1 0

0 0

P−1

Exemple 2.2.2. Soit la matrice :

A =


0 −2 0 −5 2
0 −1 0 −2 0
0 0 0 2 0
0 1 0 2 0
−2 −2 1 −8 4


où

P =


1 : −2 1 : 1 0
−1 : 0 0 : 0 −2
2 : 0 0 : 2 0
1 : 0 0 : 0 1
2 : −2 0 : 0 1

 et P−1 =



0 1 0 2 0
... ... ... ... ...
0 1

2
0 3

2
−1

2

1 1 −1
2

3 −1
... ... ... ... ...
0 −1 1

2
−2 0

0 −1 0 −1 0


la forme normale de Jordan de :
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A = PJP−1 = P

J1(1) J2(2)
J3(3)

P−1 = P


1

2 1
0 2

0 1
0 0

P−1.
L’inverse de Drazin de A est définie par :

AD = P

J−11 (1)
J−12 (2)

J−13 (3)

P−1 = P


1

1
2
−1

4

0 1
2

0 0
0 0

P−1

=


1 3

2
−1

2
7
2
−1

2

0 −1 0 −2 0
0 2 0 4 0
0 1 0 2 0
1
2

2 −1
4

4 0


Exemple 2.2.3. Considérons le système singulier, Ax = b tel que,

A =

−1 −1 −1−1 1
3
−1

−1 −1 −1

, b =

3
1
3

, ind(A) = 1 et A = P−1JP

avec,

J =

1 0 0

0 −8

3
0

0 0 0

 , P =



1

11
− 3

11

1

11

− 9

22
− 3

11
− 9

22

1

2
0 −1

2


.

Alors :

AD = P

(
C−1 0
0 0

)
P−1 =

1

16

−1 −6 −1−6 12 −6
−1 −6 −1

 .

puisque :
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b =

3
1
3

 ∈ R(A),
La solution du systéme est :

x = ADb =
1

16

−1 −6 −1−6 12 −6
−1 −6 −1

3
1
3

 =


−3

4

−3

2

−3

4

 .

Proposition 2.2.4. (Décomposition de Wedderburn). Soit A une matrice carrée d’in-
dice k. Ils existent alors, deux matrice A1 et A2 telles que :

A = A1 + A2, A1A2 = A2A1 = 0,

A2 est une matrice nilpotente d’indice k, et ind(A1) ≤ 1, dans ce cas on a :

AD = AD
1 .

Exemple 2.2.5. Soit la matrice :

A =

2 1 0
0 0 0
0 0 0


on a

A = P−1JP

avec,

J =

2 0 0
0 0 1
0 0 0

 , P =

 1 1 0
−2 0 0
0 0 1

 ,

et

A1 =

2 0 0
0 0 0
0 0 0

 , A2 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

alors,

AD = AD
1 = P

1
2

0 0
0 0 0
0 0 0

P−1 =
1

2

0 −1
2

0
0 1 0
0 0 0

 .
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2.2.2 Deuxième méthode

Dans cette partie, on calcul l’inverse de Drazin si on connait toutes les valeurs
propres de A. On suppose que 0 est une valeur propre de A d’ordre de multiplicité l et
les autres valeurs propres de A sont λi d’ordre de multiplicités ni, i = 1, 2, ...., r alors
si m = n1 + n2 + ...+ nr donc m+ l = n.

On considère le polynôme de degré n− l :

p(λ) = λl(α0 + α1λ+ ...+ αm−1λ
m−1). (2.9)

Déterminons les coefficients de p(λ) par la résolution de m équations :

1

λi
= p(λi)

−1
λ2i

= p′(λi) i = 1, 2, ..., r. (2.10)

(-1)ni−1(ni − 1)!

λi
ni

= p(ni−1)(λi)

Proposition 2.2.6. Si p(λ) est défini par (2.9) et (2.10) alors : p(A) = AD.

Démonstration.

On peut écrire A sous la forme :

A = P

J 0

0 N

P−1

tel que J est une matrice de Jordan non singulière d’ordre m × m et N est une
matrice nilpotente d’ordre l × l.
Alors,

p(A) = P

p(J) 0

0 p(N)

P−1 = P

p(J) 0

0 0

P−1.

On a p(N) = 0, p(J) = J−1, alors,

p(A) = AD.
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Exemple 2.2.7. Soit la matrice :

A =


2 4 6 5
1 4 5 4
0 −1 −1 0
−1 −2 −3 −3

 .

Les valeurs propres de A sont {0, 0, 1, 1} alors on a p(λ) = λ2(α0I +α1λ), α0 et α1

sont solution de : 
1 = p(1)

−1 = p′(1)

⇔


1 = α0 + α1

−1 = 2α0 + 3α1

donc, α0 = 4 et α1 = −3.

D’après le théorème précédent :

AD = A2(α0I + α1A)

AD = A2(4I − 3A) =


3 −1 2 2
2 1 3 3
−1 0 −1 −1
−1 0 −1 −1

 .



Chapitre Trois

Inverse de Drazin d’un opérateur

3.1 Inverse de Drazin d’un opérateur borné
Définition 3.1.1. L’inverse de Drazin de A ∈ Lc(H) (borné), noté AD satisfait par
définition les équations suivantes :

AAD = ADA, ADAAD = AD, AADAk = Ak

Avec k est le plus petit entier positif tel que R(Ak) = R(Ak+1), appelé indice de Drazin
et noté ind(A) = k.

Remarque 3.1.1. Soit A ∈ Lc(H), et k = ind(A), alors l’opérateur :

A |D0 : H → H

est inversible et AD = A−10 = A |D0 , D0 ⊂ H.

La proposition suivante nous indique exactement sous qu’elles conditions un opéra-
teur A dans H, possède un inverse de Drazin avec indice k > 0.

Proposition 3.1.2. Soit A ∈ Lc(H) et soit k un entier positif. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. A possède un inverse de Drazin et ind(A)=k.
2. a(A)=d(A)=k.
3. 0 est un pôle d’ordre k de la résolvente RA(λ),
4. A = A1 ⊕ A2 tel que A1 est nilpotent et A2 est inversible.

3.2 Inverse généralisé d’un opérateur
Soit A un opérateur non borné dans H, alors si on prend pour restriction de A un

opérateur A0 tel que son domaine est (Ker A)⊥. Nous obtenous un opérateur inversible
tel que : D(A0) ⊂ D(A).
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Remarque 3.2.1. [13] Soit A ∈ L(H) et H = H1 ⊕H2

où :
H1 = KerA et H2 = (Ker A)⊥,

alors l’opérateur :

A0 : H2 7−→ ImA est inversible et A0
−1 : ImA 7−→ H2 et AD = A0

−1.

Considérons la projection orthogonale P sur ImA :

P : H 7−→ ImA

et définissons l’opérateur AD = A0
−1P : H 7−→ H2 qui est l’extension de l’opérateur

AD sur H.

Définition 3.2.1. [13] On appelle inverse généralisé de l’opérateur A, l’opérateur noté
AD = A0

−1P , où A0 = A |H2 et P est le projecteur orthogonal sur ImA.



Chapitre Quatre

Applications aux systèmes
différentielles implicites

Considérons le système différentielle implicite :


Ax′(t) = Bx(t) + f(t) , t ≥ 0, x ∈ H

x(0) = x0

(4.1)

avec A et B deux opérateurs linéaires bornés de H à valeurs dans H (espace de
Hilbert) où A est non inversible.

Nous allons examiner la solution de (4.1) en utilisant l’inverse genéralisé de l’opé-
rateur A. Pour cela, énnoncons les deux théorèmes suivants.

Définition 4.0.2. [1]. Un système de la forme (4.1) est dit solvable s’il existe λ ∈ C
tel que : (λA−B)−1 existe. i.e. det(λA−B) 6= 0.

4.1 Cas homogène
Théorème 4.1.1. [1]. Supposons ImA ⊂ ImB, alors l’équation (4.1) avec f(t) = 0
possède une solution unique de la forme :

x(t) = e−ADBtx0, t ≥ 0. (4.2)

Remarque 4.1.1. Si A est inversible, alors ImA = H et la condition ImA ⊂ ImB
est trivialement satisfaite. De plus la solution de (4.1) sera :

x(t) = e−ADBtx0.
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4.2 Cas non-homogène
Théorème 4.2.1. Supposons que :

1. ImB ⊂ ImA

2. AADf = f

où f est continue. Alors, il existe une solution unique de la forme :

x(t) = e−ADBtx0 + e−ADBt

∫ t

0

ADe−ADBsf(s)ds.

Démonstration.

x(t) vérifie (4.1) en effet :

Ax′(t) = −AADBe−ADBtx0 − AADBe−ADBt

∫ t

0

ADe−ADBsf(s)ds+ AADf(t)

= −AADB(e−ADBtx0 + e−ADBt

∫ t

0

ADe−ADBsf(s)ds) + AADf(t)

= −AADBx(t) + AADf(t)

= −Bx(t) + f(t)

Théorème 4.2.2. [3, 6]
1. Supposons que le système (4.1) est consistant (solvable) ;
2. La fonction f k-fois continuement différentiable.
Alors le système (4.1) possède une solution générale de la forme :

x(t) = eÃ
DB̃tÃÃDx0+ Ã

DeÃ
Dt

∫ t

0

eÃ
DB̃sf̃(s)ds+(I− ÃÃD)

k−1∑
n=0

(−1)n(ÃB̃D)nf̃n, où

Ã = (λA−B)−1A, B̃ = (λA−B)−1B, et f̃(t) = (λA−B)−1f(t),

avec :
det(λA−B) 6= 0; t ≥ 0.
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Exemple 4.2.3. Considérons le système (4.1) homogène (f(t) ≡ 0) avec :

A =

 1 0 −2
−1 0 2
2 3 2

 , B =

 0 −1 −2
27 22 17
−18 −14 −10

 .

Ici, AB 6= BA, detA = 0, detB = 0 .

Prenons λ = 1, puisque : det(λA−B) = −45 6= 0.

Le système (4.1) est donc solvable et équivalent à :

Ãx′(t)− B̃x(t) = 0, (4.3)

où

Ã = (A−B)−1A =
1

3

−3 −5 −46 5 −2
−3 2 10

 et B̃ = (A−B)−1B =
1

3

 6 5 4
−6 −2 2
−3 −2 7

 .

Une solution unique existera si et seulement si le vecteur initial x(0) satisfait :

(I − ÃÃD)x(0) = 0. (4.4)

L’ensemble des valeurs propres (i.e le spectre ponctuel) de Ã et B̃ sont {0, 1, 3} et
{0, 1,−2} respectivement, d’où :

ÃD =
1

27

 27 −41 −28
54 77 46
−27 −34 −14

 et B̃D =
1

12

 24 19 14
−24 −16 −8
12 5 −2

 .

La condition (4.4) peut être rémplacée par :

9x1(0) + 7x2(0) + 5x3(0) = 0.

Les valeurs propres de ÃDB̃ sont 0, 0, 2
3
, d’après le théorème (4.2.2) le système

(4.3) homogène possède la solution unique suivante :

x(t) = eÃ
DB̃tÃÃDx0 =

1

18


18 1− e 2

3t 2(1− e 2
3t )

0 26− 8e
2
3t 16(1− e 2

3t )

0 13(e
2
3t − 1) 26e

2
3t − 1



x1(0)

x2(0)

x3(0)

 .
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Propriété 4.2.4.

1. Si A est inversible, alors : AD = A−1.
2. AD verifie les équations suivantes :

AXA = A; XAX = X;
AX = X∗A∗; XA = A∗X∗

3. L’opérateur AD est unique. En effet,

X = XAX = XX∗A∗ = XX∗(AYA)∗

= XX∗((AY)∗A)∗

= XX∗A∗AY
= XAY = XAA∗Y∗Y
= A∗Y∗Y = Y

4. AAD =P ;
ADA = Q, où Q l’ortho-projecteur sur H2.
ADP = QAD = AD

5. Si un opérateur B est inversible et si le sous espace ImA est invariant par B∗B,
alors,

(BA)D = ADBD.

6. Si un opérateur B est inversible et si le sous espace KerA est invariant par BB∗,
alors,

(AB)D = BD.AD.

7. (AD)D = A

8. (A∗)D = (AD)∗

9. (A∗A)D = AD(AD)∗

10. ImAD = (KerA)⊥ ; kerAD = (ImA)⊥

Remarque 4.2.1. Les propriétés (4,. . . ,9) sont des conséquences directes de la pro-
priété (P.2).

Lemme 4.2.5. Si A est normale (AA∗ = A∗A), alors, (ADA = AAD). Ce résultat est
une conséquence directe de la propriété (P.2).
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Démonstration.

Les propriétés (P.9 ) et (P.2 ) nous permettent d’en conclure. En effet,

ADA = AD(AADA) = AD(AAD)∗A

= AD(AD)∗A∗A

= (A∗A)DA∗A (P.9)

= (AA∗)DAA∗ (A normale)

= A∗(D)ADAA∗

= A∗(D)(A(ADA)∗)
∗

= A∗(D)(A(ADA))∗

= A∗(D)A∗

= (AAD)∗

= AAD

Remarque 4.2.2. Si la matrice A est auto-adjointe, alors :

ADA = (ADA)∗

= A∗(A∗)D

= AAD

de plus on a, d’après la propriété (P.2), AADA = ADA2 = A ; Donc A−1 vérifie les
trois équations vérifiant AD, inverse de Drazin d’une matrice carrée, pour I(A) = 1.
Dans ce cas A−1 = AD. On a de même, si A est une matrice normale.

L’application de l’inverse généralisé d’un opérateur aux équations différentielles im-
plicites est aussi valable pour le cas des espaces de dimension finie (A et B sont deux
matrices).

Exemple 4.2.6. Soit la matrice :

A =

1 1

0 0

 , H = R2
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et H = H1 ⊕H2 , x = (x1, x2). Alors,

A0 : H2 −→ ImA

x −→

2x1

0



H2 =

KerA = x1

 1

−1

 : x1 ∈ R


P : H ⊃ H2 7−→ ImA

Donc,

AD = A0
DP =

1
2

0

1
2

0


AD vérifie toute les propriétés citées au Propriété (4.2.4).

Il peut être défini comme unique solution des quatres équations suivantes :

AXA = A. XAX = X;

AX = X∗A∗ XA = AX.

Une autre méthode pratique de calcul de l’inverse généralisé consiste à utiliser la
propriété (P.9 ), qui nous permet de donner AD à partir de (A∗A)D, inverse généralisé
de la matrice (A∗A), qui est une matrice hermitienne et peut être réduite par une
transformation unitaire en une forme diagonale :

(A∗A) = P


a1

.
.
an

P∗,

où P est unitaire. Donc,

(A∗A)D = P


a1

(D)

.
.
an

(D)

P∗,
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où ai(D) signifie aiD si ai 6= 0 et donc, A(D) = (A∗A)DA∗.

Considérons maintenant l’équation implicite homogène (1) où A et B sont deux
matrices rectangulaires de même ordre m× n. On énonce alors le théorème suivant :

Théorème 4.2.7. Supposons vérifiées les hypothèses suivantes :
1. Bx0 ∈ ImA ;
2. A est une matrice normale ;
3. AB = BA.
Alors, il existe une solution unique de (4.3), de la forme :

x(t) = e−ADBtx0

Démonstration.
x(t) = e−ADBtx0 est bien une solution de (4.3), en effet :

Ax′(t) = AADBe−ADBtx0

= AADB
∑
i≥0

(-1)i(ADB)i
ti

i!
x0

=
∑
i≥0

(-1)i
ti

i!
ADAB(ADB)ix0

or, AADB(ADB)ix0 = AADB(AD)iB(i+D)Bx0

= AADB(AD)iB(i+D)Ay (d’après 1)

= AADB(AD)iAB(i+D)y (d’après 3)

= AADBA(AD)iB(i+D)y (A normale)

= AADAB(AD)iB(i+D)y

= AB(AD)iB(i+D)y (P.2)

= BA(AD)iB(i+D)y

= B(AD)iB(i)X0.

donc, Ax′(t) =
∑
i≥0

(-1)i
ti

i!
B(AD)iB(i)X0;

= Bx(t).



Conclusion et Perspectives

Ce travail consiste à donner une idée succinte sur l’inversibilité des matrices car-
rées qui n’admettent d’inverse au sens classique mais seulement dans un sens bien
déterminé. L’inverse de Drazin est une des possibilité parmi d’autres proposées par
les mathématiciens permettant d’inverser une matrice carrée quelconque. Ceci mène
encore à élargir l’idée aux opérateurs linéaires bornés puis, non borné.

La portée de ce concept a permi de résoudre certains types d’équations différentielles
parmi lesquels des systèmes implicites.

En perspective, on peut étudier des systèmes implicites pour les équations abstraites
de second ordre en utilisant les inverses généralisés dans des espaces de Banach.
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