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Résumé

Le mémoire présenté est une contribution a la théoire des matrices carrées et de
I'inverse généralisé de Drazin des opérateurs linéaires et son application sur des sys-
témes différentiels implicites.

Ce mémoire comporte une introduction et quatre chapitres et une liste bibliogra-
phique de dix neuf titres.

Mots clés : Espaces de Hilbert, théorie spectrale, systéme linéaire, inverse de
Drazin, systéme implicite.



Principales notations utilisées

Ot W D=

H, H1, Ho désignent des espaces de Hilbert.

L(H) désigne l'espace de Hilbert des opérateurs linéaires bornés.
I : L’opérateur Identité.

C : L’ensemble des nombres complexes.

A* . La matrice transposée du conjugué complexe de A et lorsque A est un
opérateur, A* dénote ’adjoint de A.

6. o(T) : Le spectre de 'opérateur 7T
7. 0(A, B) : Le spectre du faisceau de l'opérateur AA — B pour A € C et A, B €

10.
11.
12.
13.
14.
15.

L(H).
op(A, B) : Le spectre ponctuel du faisceau de 'opérateur AA — B i.e. 'ensemble
des valeurs propres de N\A — B.

Ry\(T) = (M — T)~! : La résolvante de l'opérateur 7.

Ar = A |p, : La restriction de 'opérateur A au sous-espace Dj,.
P : Projecteur orthogonal.

Ji(\) , k =1,n : Bloc de Jordan.

ind(A) : Indice de A.

Hi ® Hsy : La somme directe de H; et Hs.

AP L’inverse de Drazin de A.
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INTRODUCTION

Dans ce travail, on s’intéresse a I’étude de l'inverse de Drazin d’une matrice
carrée et de l'inverse généralisé de Drazin d'un opérateur linéaire, en exposant leurs
propriétés avec quelques applications sur les équations différentielles implicites (E.D.I)
de type :

AZ'(t) = Ba(t)+ f(t), t>0, zeH (1)

Avec la condition initiale :
z(0) = xo

ou A et B sont des opérateurs linéaires avec A non inversible. Ceci a conduit beaucoup
de mathématiciens d’introduire de nouvelles notions consistant a remplacer l'inver-
sibilité par une notion plus faible telle qu'un inverse généralisé, inverse a droite ou
inverse a gauche et méme d’autres inverses qui portent les noms de leurs fondateurs,
par exemple : I'inverse de Duffin, I'inverse de Drazin etc.

Le concept d’inverse généralisé semble avoir été mentionné pour la premiére fois
en 1903 par Fredholm [14], ot un inverse généralisé particulier (appelé par lui pseudo
inverse) d’une intégrale d’opérateur a été donné. La classe de tous les pseudo-inverses
a été caractérisée en 1912 par Hurwitz [16] qui a utilisé la dimensionnalité finie des es-
paces nuls des opérateurs de Fredholm pour donner une algébrique simple. Les inverses
généralisés des opérateurs, déja implicites dans la discussion de Hilbert en 1904 sur les
fonctions de Green généralisées, [15], étaient par conséquent étudiés par de nombreux
auteurs, notamment Myller (1906), Westfall (1909), Bounitzky [!7] en 1909, Elliott
(1928) et Reid (1931). Pour un historique de ce sujet, voir I'excellente étude de Reid

[19].

Les inverses généralisés des opérateurs ont donc précédés les inverses généralisés
des matrices dont 'existence a été notée pour la premiére fois par E.H. Moore, qui a
défini un inverse unique (appelé par lui la réciproque générale) pour toute matrice finie



(carrée ou rectangulaire).
Depuis 1955, plusieurs articles sur divers aspects des inverses généralisés et leurs
applications sont apparus. Compte tenu de 'ampleur de cette littérature, nous n’essaie-

rons pas de retracer I'histoire sur ce sujet seulement que les chapitres suivants incluront
des références bien choisies.

Dans le premier chapitre on rappelle quelques outils de base sur la théorie spectrale.

Le deuxiéme chapitre porte sur les méthodes de calcul de I'inverse de Drazin et ces
applications.

Le troisieme chapitre, plus important, a pour objet de généraliser I'inverse de Dra-
zin sur les opérateurs linéaires bornés.

Un quatrieme chapitre sera consacré aux applications de I'inverse de Drazin sur des
systéme différentiels implicites du type (1).

Exemple de motivation d’un tel concept :[12]

Considérons le circuit R.L.C suivant :

& I, < o

g U z ( y ¢ LTC Lr+

FI1GURE 1 — Circuits électriques



A linstant t = 0, on donne [z(0),I.(0) et Ux(0). Le probleme qui se pose est la
recherche de l'intensité Ir du courant passant par la résistance R, l'intensité I du
courant passant par la bobine [, enfin la tension Us au bord du condensateur C' a un
instant ¢ quelconque.

Les lois de Kirchoff donnent :

I =1p+1Ip;
iy, g7.
Lk =U;
RIp+Us=U.
Notons par :
I
T(t) = [L
Uc
L’état cherché est :
Ig(1)
r(t)=| Io(t)
Uc(t)
sa dérivée sera : )
IR(1)
()= 1) |,
U (t)
On peut vérifier aisément que le systéme (1) est satisfait avec :
0 0 0 110 1~
A= 0 L 0|, B=| 00 0 et f(t)y=1| U~
0 0 0 r 0 1 U~

Remarquons que A n’est pas inversible.



CHAPITRE PREMIER

NOTIONS PRELIMINAIRES

C™*™ représente I’ensemble des matrices carrées complexes d’ordre n.

La théorie des opérateurs joue un role important en analyse et surtout en équations
différentielles et les équations aux dérivées partielles. Dans ce travail, toute application
linéaire d’un espace vectoriel normé H; a valeurs dans un espace vectoriel normé H,
est dite opérateur [3].

— L’espace vectoriel des opérateurs linéaires de ‘H; dans Hso est noté L(Hy, Ha).
— L’espace vectoriel des opérateurs linéaires de ‘H dans lui-méme est noté L(H).
— L’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de H est noté L.(H).

Définition 1.0.1. [0, 11]. Soit A : Hi — Ha. L’ opérateur A est dit inversible s’il
est bijectif et son inverse A~! est continue.

Exemple 1.0.2.

1. L’identité dans un espace vectoriel normé H

I+ H —H
xr — Ix)==x

est inversible.
2. Dans H = [5(R) = {z = (x,)n>1 Z |zn|* < +00} , Uapplication :

n>1

A: H —H
r A($)=<$17

T2 I3 T,
9920 g1
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est bijective et
A D H —H
x — A_l(w) = (:U172'T2722x37---,zn_ll'n,...)

n’est pas bornée donc A~ n’est pas continue. Par conséquant, A n’est pas inver-
sible.

Définition 1.0.3. On appelle adjoint de w € L(Hy, Hz) Uapplication u* € L(Hz, H1)
(noté u*) définie par :

Vo € Hy, Yy € Hay,  (u(e), y)u, = (2,0 (y)) -
L’application u* est linéaire.
Proposition 1.0.4. Soit H un espace de Hilbert. Pour tous u,v € L.(H) et tout A € C
on a:
1. (u4v)* =u*+o*
() =t
(uov)* =v*ou
. Siu est inversible, alors u* 'est aussi, et son inverse est (u*)~! = (u™1)*
(u")" =u

Nl =l

v A~ Lo o

=

Définition 1.0.5. [10, 8] Soit H un espace vectoriel normé de dimension finie n et T
un opérateur de L.(H), un nombre complexe A est dit valeur propre de T sil’équation :

(M, —T)z =0

admet des solutions non nulles, I,, est la matrice identité d’ordre n. On notera l’en-
semble des valeurs propres de T par :

op(T)={ e C : JxeH—-{0}: (N, —T)xz=0}.

Proposition 1.0.6. Le scalaire A est une valeur propre de A si et seulememt si la
matrice A,, — A n’est pas inversible.

Définition 1.0.7. (Rang d’une matrice). Le rang d’une matrice A € C™*" que [’'on note
rang(A), est le nombre mazimal de vecteurs lignes ou de colonnes qui sont linéairement
mdépendants.

Définition 1.0.8. (Indice d’une matrice). Soit A € C"*". Le plus petit entier positif,
k tel que : rang(A*™ )=rang(A*), s’appelle indice de A. On le note : ind(A).
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Définition 1.0.9. Une matrice A € C**" est dite inversible s’il existe une matrice
unique B € C"*™, notée A™', telle que AB = BA=1,.

N.B. Une condition nécessaire et suffisante pour q'une matrice soit inversible et
que son diterminant soit non nul.

Définition 1.0.10. /9] (Polynéme caractéristique d’une matrice). Si A € C"*",
Pa(\)=det(A-\1,,) est un polynome de degré n en X. On lappelle polynéme caractéris-
tiqgue de A. On montre qu’il vérifie :

Pa(A) = (-1)"A" + (-1)" AN 4.+ det(A)

Définition 1.0.11. /5, 7]. Le sous-espace propre associé a la valeur propre A de la
matrice A noté Ey, est le noyau de la matrice \I,, — A .

Proposition 1.0.12. La dimension du sous-espace propre E) associ€ a une valeur
propre X d’ordre de multiplicité o est inférieure ou égale a cet ordre.

Proposition 1.0.13. Soient A, A2, A3, ..., A\, les valeurs propres distinctes de A. Alors
la somme des sous espaces associés est directe. Soit :

C'=E\,®E\,®...0FE,,

Théoréme 1.0.14. (Cayley-Hamilton). Soit Py(\)=det(Al,, — A). Le polynéme carac-
téristique de A. On a : P4(A) = 0.

Définition 1.0.15. Soit A € C™*™. On dit que A est nilpotente d’indice de nilpotence
psi AP A0 et AP = 0.

Théoréme 1.0.16. (Décomposition de Dunford). Soit A € C™™ dont le polyndme
caractéristique est scindé. Alors A admet une décomposition unique : A = Ay + Ay, ot
Ay est diagonalisable sur C, Ay est nilpotente. De plus : AjAs = AA;.

D’aprés la décomposition de Dunford et la définiton de la matrice nilpotente, on a :

Théoréme 1.0.17. (Jordan). Soit A € C™™, \;...,\, les valeurs propres de A.

A est semblable a une matrice de la forme :

Joo. . .0
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ot chaque bloc diagonal J; est de la forme :

AL o.0
1

J; = .

|

0 . . A

n’ayant pas forcément toutes le méme ordre. Suivant ce résultat, il existe une matrice
régulicre P telle que J = P~'AP.

Définition 1.0.18. (Ezponentielle d’une matrice). Soit A € C*™*™. On définit [’expo-
nentielle de A par :

Proposition 1.0.19. Soient A, B € C"*" et soit P une matrice inversible d’ordre n,
alors :

1. AP = pleAp
2. Si A et B commutent (AB = BA), alors :



CHAPITRE DEUX

INVERSE DE DRAZIN D’UNE MATRICE

2.1 Inverse de Drazin

Définition 2.1.1. Toute matrice réquliére A a un inverse unique, noté A=t tel que :

AAT T =ATTA=1T (2.1)

Parmi les nombreuses propriétés de la matrice inverse, nous en mentionnons quelques-
unes. Ainsi :

(A1)t = 4

(AT)fl — (Afl)T
(A*)_l — (A—l)*
(AB)"! = B 'A-!

ou AT et A* désignent respectivement la transposée et la transposée conjuguée de A.

Définition 2.1.2. [19]. Pour une matrice singuliére, on appelle inverse généralisé de
A toute matrice X satisfaisant :

AXA = A. (2.2)

Si A n'est pas singuliere, la multiplication par A™' & gauche et a droite donnerait
a la fois :

X=A"1
Définition 2.1.3. Si A € C"*", linverse de Drazin de A est une solution des trois
équations :
1. AX=XA

2. XAX=X
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3. XA = A* tel que k = ind(A). Elle est notée par A”.
Théoréme 2.1.4. Soient A € C™*" avec k—ind(A), alors A” est unique.

Démonstration.

Soient X, Y € C™*" satisfont les trois équations de la définition 2.1.3, alors

Ak
Ak+1Y
AFAX
A Ay
ARXAX
AFY AX
Akx
AFY AX.

Ak’-i—lX

[ R A

Maintenant,

AFTAY AX
AFIXAX
AR AY AX?
ALY
ARy AX.

AFTAX

[ T |

Continuant ce processus jusqu’a A¥% on obtient X = Y AX, d’une maniére ana-
logue on a : Y = XAY,

(3) = AFAY —1)
= 0

donc

XAM(AY — 1) =0,
d’ou :

AMXAY — X) =0,

en utilisant (2),

AF(XAY — XAX) =0,

ce qui donne
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AMXA)(Y - X)=0,

ainsi

XAHXA)(Y - X) =0,
en utilisant (1)
AFHXAX)A(XAY — X) =0,
donc d’aprés (2),
AMHXA)AYY — X) =0,
c’est-a-dire :

AMH(XAY — XAX) AMHXAY —X)=0

= XAY - X =0
donc,
X =XAY =Y.

Proposition 2.1.5. [//. Si A € C"*", alors :
1. A nilpotente = AP = 0.
2. A est inversible = AP = A7

3. AAP est la projection orthogonale sur le sous espace R(AF).

4. (I- AAP) est la projection orthogonale sur le sous espace N(A*).

Théoréme 2.1.6. Soit A € C™*" avec ind(A)=k et rang(A*)=r. Alors, il existe une
matrice unique X d’ordre n telle que :

AFX =0, XA* =0, X =X, rang(X)=n—r. (2.3)
pour la matrice X citée ci-dessus, il existe une matrice unique Y d’ordre n telle que,
A T-X
rang (I x v ) = rang(A) (2.4)
La matrice Y est Uinverse de Drazin AP de A et X=I-AAP.
Démonstration.

Soit la décomposition de Jordan définie par :

o (C 0\
er(§ )
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telle que C, P sont inversibles et N*=0. Alors on a

k
Ak_P<% 8) p-!

posons :
X=Pr <8 [n0r> p~! (2.5)
Alors,

APX = XAF =0

et
X? =X, rang(X)=n—r.

Clest-a-dire : X satisfait la condition (2.3).

Montrons maintenant 'unicité de X, on suppose qu’il existe une matrice X, d’ordre
n qui satisfait la condition (2.3).

Soit X7 = P71 X P, avec

E F
w-(E5)

Il découle du fait A¥Xy =0, que P'A*PP71X P = 0, c’est-a-dire

(0 0) (& 7)o

puisque : C* est une matrice inversible, on a E = F = 0.

0 0

Méme démarche, XoA* = 0 implique que G = 0, on obtient

0 O
o (00).

puisque : X§ = X; et rang(Xo) = n — r, donc

X, = (8 ]nO_T) (2.6)

Ainsi,
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De (2.5) et (2.6), il découle que Xy = X, c’est-a-dire X est unique.
Soit M = I — AAP, il est claire que,
APM =0, MA* =0, M? = M
puisque,
N(AAP) = R(I — AAP)  N(AAP)= N(AP)

On a rang(M) = n — rang(A”) = n — r, donc la matrice M satisfait la condition
(2.3), et par unicité, on a

X =1 — AAP.
Alors,
A I-X A AAP
(4= (i %)
puisque :
I 0 A AAPN (T —-AP\ (A 0 2.8)
—AP 1) \4AP Y 0 I ) \0o Y—-AP '

donc, (2.4) découle de (2.7) et (2.8) si et seulement si Y = AP,

Théoréme 2.1.7. Si A € C*" avec ind(A) = 1, alors rang(A) = rang(AP).

Démonstration.
rang(AP) = rang(AP AAP)
< rang(AAP)
< rang(A)
et

rang(A) = rang(AAPA)

IN

rang(AP A)

IN

rang(A®)

IN

rang(A) < rang(A®).
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Théoréme 2.1.8. Soit A € C"*" une matrice symétrique avec ind(A)=1,
alors :
AP = (AP)T,

Démonstration.

Soit AP Iinverse de Drazin de A avec ind(A) = 1, alors :

AAP = AP A, APAAP = AP, AAPA = A.
Puisque A est symétrique, on a :
AAPYT = (APYTA,  (APYTA(APYT = (AP)T,  A(AP)TA = A
Donc, (A”)T est I'inverse de Drazin de A, et par unicité AP = (AP)T,

Corollaire 2.1.9. Pour toute matrice A € C"™*" avec ind(A)=1, (AP)P = A.

1
Théoréme 2.1.10. Si A # 0 € C est une valeur propre de A € C"™", alors " est une

valeur propre de AP.

Démonstration.

Soit x € C" le vecteur propre associé a la valeur propre A, alors :

(A=X)z =0

donc,
AAPz = APz
= AAPz
= APz
= APz
= MPAPg.
D . . 1 D .. 1 D
Posons A7z =y, il vient, —y = A”y. Ainsi — est une valeur propre de A”.

A A

Théoréme 2.1.11. Soient A € C"", k = ind(A) et b € C", alors APb est la solution
de Uéquation Az = b si et seulement si b € R(A").
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Démonstration. Soit
A(ADb) = b

& be R(AY)

puisque AAP est la projection orthogonale sur le sous espace R(A¥).

2.2 Calcul de 'inverse de Drazin d’une matrice

2.2.1 Premiére méthode :

Théoréme 2.2.1. Soit A € C"",avec ind(A) = k, rang(A*) = r. On suppose que la
forme normale de Jordan de A est définie par :

J. 0
A=PJjpP'=p P!
0 Jo

ou Jo et Ji sont les parties de J correspondant aux valeurs propres nulles et non
nulles. Alors l'inverse de Drazin de A est définie par :

J 0
AP =P r
0 0
Exemple 2.2.2. Soit la matrice :
0 -2 0 =5 2
0 -1 0 -2 0
A=]10 0 0 2 0
0 1 0 2 0
-2 -2 1 -8 4
ou
0 1 0 2 0]
1 -2 1 :1 0 e
~1 0 0:0 —2 0 & 0 32 —3
P=2 0 0:2 0| e P'=]1 1 -1 3 -1
1 0 0:0 1
2 -2 0 :0 1 0 -1 5 —2 0
0 -1 0 -1 0 |

la forme normale de Jordan de :
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1
Ji(1) 2 1
A=pJp'=P J2(2) Pt=P| 0 2
J3(3)
L’inverse de Drazin de A est définie par :
1
JrH () ;i
AP = P J51(2) prt=pP| 0 3
J5'(3)
13 o1
0 -1 0 -2 0
= 0 2 0 4 0
0o 1 0 2 0
Lo 14 g

Exemple 2.2.3. Considérons le systeme singulier, Ax = b tel que,

-1 -1 -1 3
A=[-1 1 -=1|,b=(1],ind(A)=1etA=P'JP
-1 -1 -1 3
avec,
1 3 1
11 11 11
1 0 0
8 9 3 9
J = _Z P=-- - = _ -
0 3 0 22 11 22
0 0 0
1 0 1
2 2
Alors :
L -1 -6 -1
AD._f>(ﬁ; 8)}*1_. -6 12 —6
-1 -6 -1

puisque :

o O

P—l
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3
b=|1]| € R(A),
3
La solution du systéme est :
3
-1 -6 -1 3
1
x:ADbzl—G -6 12 —6|[1]= _%
1 -6 -1/ \3 3
4

Proposition 2.2.4. (Décomposition de Wedderburn). Soit A une matrice carrée d’in-
dice k. Ils existent alors, deux matrice Ay et Ay telles que :

A=A+ Ay, A1Ay = AA, =0,

Ay est une matrice nilpotente d’indice k, et ind(A;) <1, dans ce cas on a :

AP = AP
Exemple 2.2.5. Soit la matrice :
210
A=1(10 0 0
0 00
on a
A=PljpP
avec,
2 00 1 10
J=(0 0 1), P=|-2 0 0},
0 00 0 01
et
2 00 010
Ai=(10 0 0], A,=10 0 0],
000 000
alors,
500 (0 -3 0
AP =AP=P[0 0 0O P—lz5 0 1 0
0 00 0 0 O
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2.2.2 Deuxiéme méthode

Dans cette partie, on calcul I'inverse de Drazin si on connait toutes les valeurs
propres de A. On suppose que 0 est une valeur propre de A d’ordre de multiplicité [ et
les autres valeurs propres de A sont \; d’ordre de multiplicités n;, ¢« = 1,2, ....,r alors
sim=mn; +ns+..+n,doncm-+1{=n.

On considére le polynéme de degré n — [ :

P(A) = Mo + 1A + .o + a1 A, (2.9)

Déterminons les coefficients de p(\) par la résolution de m équations :

1
Y p(\)
—1 , )
7 :p()\z) 1= 1,2,...,7’. (210)
TLi—l
(‘1) )\(Zz - 1)' _ p(ni—l)()\i)

Proposition 2.2.6. Si p(\) est défini par (2.9) et (2.10) alors : p(A) = AP,

Démonstration.

On peut écrire A sous la forme :

0 N

tel que J est une matrice de Jordan non singuliere d’ordre m x m et N est une

matrice nilpotente d’ordre [ x [.
Alors,
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Exemple 2.2.7. Soit la matrice :

2 4 6 5
1 4 5 4
A= 0 -1 -1 0
-1 -2 -3 -3

Les valeurs propres de A sont {0,0,1,1} alors on a p(\) = N (ol + iy \), ap et ay
sont solution de :

1=p(1) l=ap+ o
-1 =p/(1) —1 =209+ 3
donc, g =4 et a3 = —3.
D’apres le théoreme précédent :

AP = A%(apl + ay A)

3 -1 2 2
2 1 3 3
-1 0 -1 -1
-1 0 -1 -1

AP = A*(4] — 3A) =



CHAPITRE TROIS

INVERSE DE DRAZIN D’UN OPERATEUR

3.1 Inverse de Drazin d’un opérateur borné

Définition 3.1.1. L’inverse de Drazin de A € L.(H) (borné), noté AP satisfait par
définition les équations suivantes :

AAP = AP A, AP AAP = AP, AAP AR = AF
Avec k est le plus petit entier positif tel que R(A*) = R(A*™), appelé indice de Drazin
et noté ind(A) = k.
Remarque 3.1.1. Soit A € L.(H), et k =1ind(A), alors l'opérateur :
A |D0: H—H

est inversible et AP = Ayt = A|p,, Do C H.

La proposition suivante nous indique exactement sous qu’elles conditions un opéra-
teur A dans H, posséde un inverse de Drazin avec indice k > 0.

Proposition 3.1.2. Soit A € L.(H) et soit k un entier positif. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. A posséde un inverse de Drazin et ind(A)=k.

2. a(A)=d(A)=k.

3. 0 est un pole d’ordre k de la résolvente R(N),

4. A=A & Ay tel que Ay est nilpotent et Ay est inversible.

3.2 Inverse généralisé d’un opérateur

Soit A un opérateur non borné dans H, alors si on prend pour restriction de A un

opérateur Ay tel que son domaine est (Ker A)L. Nous obtenous un opérateur inversible
tel que : D(Ag) C D(A).
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Remarque 3.2.1. [139] Soit A € L(H) et H = H1 D Ha

ou :

Hy = KerA et Hy = (Ker A)",
alors l'opérateur :

Ay : Ho — ImA est inversible et Ag™' : ImA — Hq et AP = Ay~ L.

Considérons la projection orthogonale P sur ImA :

P:H+— ImA

et définissons Uopérateur AP = Ay P : H — Ho qui est Uextension de Uopérateur

AP sur H.

Définition 3.2.1. [19] On appelle inverse généralisé de 'opérateur A, l'opérateur noté
AP = Ay P, ot Ay = A |y, et P est le projecteur orthogonal sur ImA.



CHAPITRE QUATRE

APPLICATIONS AUX SYSTEMES
DIFFERENTIELLES IMPLICITES

Considérons le systéme différentielle implicite :

Ax'(t)=Bx(t)+ f(t) , t>0,z€H
(4.1)
x(0) = xg

avec A et B deux opérateurs linéaires bornés de H a valeurs dans ‘H (espace de
Hilbert) ot A est non inversible.

Nous allons examiner la solution de (4.1) en utilisant 'inverse genéralisé de 'opé-
rateur A. Pour cela, énnoncons les deux théorémes suivants.

Définition 4.0.2. [//. Un systéme de la forme (4.1) est dit solvable s’il existe A € C
tel que : (ANA — B)™! existe. i.e. det(A\A — B) # 0.
4.1 Cas homogéne
Théoréme 4.1.1. [/]. Supposons ImA C ImB, alors l’équation (4.1) avec f(t) =0
posséde une solution unique de la forme :

z(t) = e Pl t >0, (4.2)

Remarque 4.1.1. Si A est inversible, alors ImA = H et la condition ImA C ImB
est trivialement satisfaite. De plus la solution de (4.1) sera :

x(t) = e APy,
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4.2 Cas non-homogéne

Théoréme 4.2.1. Supposons que :
1. ImB C ImA

2. AAPf=f
ou f est continue. Alors, il existe une solution unique de la forme :

t
x(t) = e A Bty 4 e_ADBt/ ADe_ADBSf(s)ds.
0

Démonstration.

x(t) verifie (4.1) en effet :

t
Az (t) = —AAPBe A"Blg — AAP Be "B / APe A"Bs £(5)ds + AAP (1)
0

t
— —AAPB(e A" Blgy 4 e AP / APeA"Bs f(5)ds) + AAP f(t)
0
= —AAPBx(t) + AAP f(t)

= —Bux(t) + (1)
Théoréme 4.2.2. [7, (]
1. Supposons que le systeme (4.1) est consistant (solvable) ;

2. La fonction f k-fois continuement différentiable.

Alors le systéme (4.1) posséde une solution générale de la forme :

E

Y ~ ~ t ~ o~ o ~ ~ -1 ~ ~ ~
z(t) = eADBtAADx0+ADeADt/ AP f(s)ds + (I — AAPYS " (=1)"(ABP)" f", o
0

n

Il
o

A=(MA—B)'A, B=WMA—-B)'B, et f(t)=(MA—B)'f(t),

avec .

det(AA — B) £ 0; t > 0.
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Exemple 4.2.3. Considérons le systéme (4.1) homogéne (f(t) =0) avec :

1 0 -2 0 -1 =2
A=|(-1 0 2|, B=|2r 22 17
2 3 2 —-18 —-14 -10

Ici, AB # BA, detA =0, detB =0 .
Prenons A = 1, puisque : det(AA — B) = —45 # 0.

Le systéme (4.1) est donc solvable et équivalent a :

Ax'(t) — Bx(t) = 0, (4.3)
ot
) L (3 5 4 ) (6 5 4
A:(A—B)*A:5 6 5 -2 eth:(A—B)*lB:§ —6 —2 2
-3 2 10 -3 =27

Une solution unique existera si et seulement si le vecteur initial x(0) satisfait :

(I — AAP)z(0) = 0. (4.4)

L’ensemble des valeurs propres (i.e le spectre ponctuel) de A et B sont {0,1,3} et
{0,1, =2} respectivement, d’ot :

i L [ 27 41 -28 i L (24 19 i
AD:2—7 54 77 46 et BD:E —24 —16 -8
—927 —34 —14 12 5 =2

La condition (4.4) peut étre rémplacée par :

Les valeurs propres de APB sont 0, 0, %, d’apres le théoreme (4.2.2) le systéme
(4.3) homogéne posséde la solution unique suivante :

18 1—ew  2(1—ew)] [2,(0)
a o~ 1 5 )
w(t) = et B AA o = 5|0 268w 16(1—c¥)| | 22(0)

0 13(es —1) 26esr —1 | \@3(0)
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Propriété 4.2.4.

1. Si A est inversible, alors : AP = A7!.

2. AP werifie les équations suivantes :
AXA = A, XAX = X;
AX = X" A%, XA=A"X"

3. L'opérateur AP est unique. En effet,

X = XAX = XX A" = XX (AVA)*
= XX ((AY) A)
= XX A*AY
= XAY = XAA Y'Y
—A'YY =Y

4. AAP =P:
AP A = Q, o Q Uortho-projecteur sur H.
APP = QAP = AP

5. Si un opérateur B est inversible et si le sous espace ImA est invariant par B*B,

alors,
(BA)P = AP BP.
6. Si un opérateur B est inversible et si le sous espace KerA est invariant par BB,
alors,
(AB)” = BP AP
7. (AP)° = A

8. (A7) = (AP)
9. (A*A)P = AP (AP )
10. ImAP = (KerA)™ ; kerAP = (ImA)*

Remarque 4.2.1. Les propriétés (4,...,9) sont des conséquences directes de la pro-
priété (P.2).

Lemme 4.2.5. Si A est normale (AA* = A*A), alors, (AP A = AAP). Ce résultat est
une conséquence directe de la propriété (P.2).
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Démonstration.

Les propriétés (P.9) et (P.2) nous permettent d’en conclure. En effet,

APA = AP(AAPA) = AP(AAPY A
= AP(AP)'A*A
= (A*A)PA*A  (P.9)
= (AA)PAA* (A normale)
= A*DIAD AN
= A" P)(A(APA))
= AP (A(APA))
— A*D) A
= (AAP)’
= AAP

*

Remarque 4.2.2. Si la matrice A est auto-adjointe, alors :

APA = (APA)
= AAP

de plus on a, d’apres la propriété (P.2), AAP A= AP A> = A; Donc A™" vérifie les
trois équations vérifiant AP, inverse de Drazin d’une matrice carrée, pour I (A) = 1.
Dans ce cas A~ = AP, On a de méme, si A est une matrice normale.

L’application de ["inverse généralisé d’un opérateur aux équations différentielles im-
plicites est aussi valable pour le cas des espaces de dimension finie (A et B sont deux
matrices).

Exemple 4.2.6. Soit la matrice :

A= , H=R?
0 0
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et H=H1®Hs, v = (x1,22). Alors,

Ag:Hy — ImA

2171
r —
0
1
Hy = KerA = a4 cxr1 €R
-1
P:HDHyr— ImA
Donc,
10
AP = AP P =
10

AP vérifie toute les propriétés citées au Propriété (4.2.4).

Il peut étre défini comme unique solution des quatres équations suivantes :
AXA=A. XAX = X;

AX = X"A" XA=AX.

Une autre méthode pratique de calcul de I'inverse généralisé consiste a utiliser la
propriété (P.9), qui nous permet de donner A” A partir de (A*A)D, inverse généralisé
de la matrice (A"A), qui est une matrice hermitienne et peut étre réduite par une
transformation unitaire en une forme diagonale :

ay
(A*A)=P ' pP*
. .
ol P est unitaire. Donc,
a;P)
(A*A)P =P ' P*,

a, (D)
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ot a;(P) signifie a;” si a; # 0 et donc, AP = (A*A)DA*.

Considérons maintenant 1’équation implicite homogeéne (1) ou A et B sont deux
matrices rectangulaires de méme ordre m x n. On énonce alors le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.7. Supposons vérifiées les hypotheses suivantes :
1. Bxy € ImA;
2. A est une matrice normale;

3. AB = BA.

Alors, il existe une solution unique de (4.3), de la forme :
z(t) = e A" By,
Démonstration.
z(t) = e A7 Bz est bien une solution de (4.3), en effet :
Az (t) = AAP Be " Bly,

— AAPB Z )Y(APB)' —xo

120
=> (1 ADAB (APB)'z,
120
or, AAPB(A”B)'z, = AAPB(AP)'BU+P) B
— AAPB(AP)'BE+P) 4 (d’apres 1)
= AAPB(A D) AB( ’+D) (d’aprés 3)

= AADBA(AD) BHD)y, (A normale)
= AAP AB(AP)'BEHD)y,
— AB(AP)'B@P)y (P2
= B(AP)'BYX,.
tl i
done, Ax'(t) =" (-1)11,—13(AD) BY X,;
i>0 ’

= Bzx(t).



Conclusion et Perspectives

Ce travail consiste a donner une idée succinte sur l'inversibilité des matrices car-
rées qui n’admettent d’inverse au sens classique mais seulement dans un sens bien
déterminé. L’'inverse de Drazin est une des possibilité parmi d’autres proposées par
les mathématiciens permettant d’inverser une matrice carrée quelconque. Ceci méne
encore a ¢élargir I'idée aux opérateurs linéaires bornés puis, non borné.

La portée de ce concept a permi de résoudre certains types d’équations différentielles
parmi lesquels des systémes implicites.

En perspective, on peut étudier des systémes implicites pour les équations abstraites
de second ordre en utilisant les inverses généralisés dans des espaces de Banach.
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