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NOTATIONS GENERALES

Les notations, symboles et abréviations les plus fréquemment utilisés sont répertoriés ci-
dessous :

R : Ensembles de tous les nombres réels.
R, : Ensembles de tous les nombres réels positifs.
R™ :  Ensemble de tous les n tuples z = (z1, x2, ..., ).

r: z(t)
Lo

EDO : Equations différentielles ordinaires.
C': La classe des fonctions dérivable et sa dérivée est continue.
Ry Le nombre (ou taux) de reproduction de base.
Re()) : Partie réelle de A.
p(A) :  Le rayon spectrale : p(A) = maxRe|\;|,.
SI :  Susceptibles—Infectés.
SIS :  Susceptibles—Infectés—Susceptibles.
SIR :  Susceptibles—Infectés—Retirés.
SIRS : Susceptibles—Infectés—Retirés-Susceptibles.
SEIR : Susceptibles—Exposés—Infectés—Retirés.
SEI :  Susceptibles—Exposés—Infectés.
DFE : Desease Free Equilibrium : Point d’équilibre sans maladie .
EE : Endemic Equilibrim : Point d’équilibre endémique.



INTRODUCTION GENERALE

Le nombre de reproduction de base est un mesure clé utilisé en épidémiologie pour évaluer la
propagation d’'une maladie. Il représente le nombre moyen des individus infectés par un individu
infecté dans une population susceptible. Plus le nombre de reproduction de base est élevé, plus
la maldie est susceptible de se propager rapidement. Le calcul du nombre de reproduction de
base est essentiel pour comprendre comment une maladie se propage et comment elle peut étre
controlée.

Le but de ce mémoire est de consacré a I’étude du modele de la transmission de la maladie
pour trouver le taux de reproduction de base qui est le nombre moyen de nouvelles infections a
travers de I’étude de la méthode de la matrice de la prochaine génération.

Dans le premier chapitre, nous faisons tout d’abord un court rappel de quelque outil de base
sur l'analyse qualitative des équations différentielles ordinaires, comme la stabilité, le critere de
Routh-Hurwit, le théoreme de Lyapunov, le principe d’invariance de LaSalle et matrices de Metz-
ler. Ces outils de base sont illustrés par des exemples importants des systeme d’équations diffé-
rentielles ordinaires et de leurs applications dans les modeles en épidémiologie.

La méthode de la matrice de la prochaine génération est une technique souvent utilisée pour
calculer le nombre de reproduction de base. Dans le deuxieme chapitre, on va étudié cette méthode
pour mieux comprendre comment elle fonctionne. Nous donnons des esquisses de la preuve des
résultats bien connus sur le nombre de reproduction de base Ry et la stabilité du point d’équilibre
sans maladie (DFE).

Finalement ; En étudiant le Ry pour des exemple classiques en épidémiologie .Ensuite; on
utilise les outils étudiés dans les chapitres précédents, pour 'application de la matrice de la
nouvelle génération. On donne une preuve détaillée d'un résultat bien connu sur la stabilité
globale et le point d’équilibre endémique qui porte sur 'existence des fonctions de Lyapunov.



CHAPITRE 1
PRELIMINAIRES

L’objectif de ce chapitre vise a offrir un bref rappel sur quelques définitions qui nous sera tres
utiles pour les chapitres suivants.

1.1 Quelques définitions épidémiologique

Définition 1.1.1. Une épidémie est définie par l’augmentation rapide de l'incidence d’une ma-
ladie en un lieu donné, pendant une période donnée. Initialement, le terme d’épidémie était
réservé auxr maladies infectieuses, comme la grippe ou la variole.

Définition 1.1.2. Les individus susceptibles sont celles qui n’ont pas encore été infectés par une
maladie, mais qui sont un risque d’étre, s’ils entrent en contact avec les individus infectés.

Définition 1.1.3. Les individus infectés sont les individus qui ont la maladie ou ['infection et
peuvent la transmettre a d’autres.

Définition 1.1.4. Les individus récupérés se sont les individus qui ont €été infectés et se sont
rétablis, devenant immunisés contre la maladie.

Définition 1.1.5. Les individus exposés se sont les individus qui ont été infecté, mais ne sont
pas encore contagieur.

Définition 1.1.6. L ’équilibre sans maladie (DFE) est l’état dans lequel tous les compartiments
contenant des individus infectés sont vides.

Définition 1.1.7. (Equilibre endémique (EE)). L’équilibre endémique noté T est [’état dans lequel
la maladie ne peut pas étre totalement éradiquée mais reste dans la population.

1.2 Equation différentielle ordinaire

Définition 1.2.1. /3]
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Soient J un ouvert de R™ et f: JJ — R"™ une fonction continue, une équation différentielle
ordinaire sur J de la forme :

Y = i) (1)
avec v € CH(R") et t € R

Définition 1.2.2. Soit z une fonction de R dans R™, la fonction z est dite solution de l’équation
(1.1) sur Uintervalle I C R :

> si elle est définie et continument dérivable sur I.

> si (t,x(t)) € J pour tout t € J et si x satisfait la relation (1.1) sur L.

Théoréme 1.2.1. (Cauchy-Lipschitz)[3]. Si f est continue sur J et s’il existe une constante k > 0
tel que :

I (t) = fa(8) < K|y — 22 |,

Ve, e € Ut > 0,
alors le probléme (1.1) admet une solution globale et unique.

Définition 1.2.3. [22]. Soit f une fonction définie sur un ouvert J de R™.
On dit que f est de classe C' sur J si et seulement si f est différentiable sur J et si lapplication
x — [ est continue.

1.3 Systeme différentiel
Définition 1.3.1. [20/

Soit X un ouvert conneze de R™ et f : X — R" fonction de classe C',
On appelle systeme différentiel autonome un systeme d’équations différentielles de la forme :

r = f(x). (1.2)

Le systeme est appelé autonome car la variable indépendante t n’apparait pas de maniére
explicite dans le deuxieme membre des équations données.

Exemple 1.3.1. Les équations différentielles suivantes sont des équations autonomes :
=z, r =241

Définition 1.3.2. [20]

Soit X un ouvert connexe de R™ et f : X — R"™ fonction de classe C*. On appelle systéme
différentiel non-autonome un systeme d’équations différentielles de la forme :

z = f(z,t). (1.3)

Exemple 1.3.2. Les équations différentielles suivantes sont des équations non-autonomes :

o =at+ 1t T =expr—t
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1.4 Stabilité des points d’équilibre

Dans cette partie, nous allons considérer les équations différentielles autonomes.

Définition 1.4.1. [}/ On appelle un point d’équilibre ou un point fize tout x* € X tel que :
f(z*) =0.

Exemple 1.4.1. Soit [’équation différentielle suivante :

x/:r:v(l—%) avecr € R et k>0

Les points d’équilibres sont :
x/:0:>r:c(1—%)20
=2 =02 =k

Définition 1.4.2. [}/ Soit x* € R™, un point d’équilibre du systéme (1.2).
— On dit que x* est stable si :
pour tout € >0, 3 ¢ > 0 tel que ||x(ty) — 2| < { = ||z(t) — z*|| < e Vt > to.
— On dit que x* est asymptotiquement stable si :
x* est stable et si g > 0 tel que ||x(tg) — 2| < 0 = tgfrnoox(t) =2z

— On dit un point d’équilibre est instable s’il n’est pas stable.

Définition 1.4.3. [}/ Soit x* € R"™, un point d’équilibre du systéeme (1.2)
On dit que x* est globalement asymptotiquement stable si :

1. x* est stable .

*

2. Si¥q >0 tel que ||z(ty) — x*|| < ¢ = tliin x(t) =z
—400

La stabilité globale veut dire que le systeme parviendra au point d’équilibre, quel soit son
point de départ.

Conditions suffisantes pour la stabilité asymptotique et I’instabilité
On va voir comment étudier la stabilité sans graphe et sans les solutions de ’équation différen-
tielle.
Autrement dit, il n’est pas toujours nécessaire de prendre le travail de résolution de ’équation
différentielle pour connaitre la stabilité et I'instabilité des points d’équilibre.

La matrice jacobienne

Définition 1.4.4. Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R"™ a valeurs dans RP. C’est a
dire f = (fi1,..., fp). Soit a un point de U ou f est différentiable.

La matrice jacobienne est donc la matrice de la différentielle de f en a, qui est une application
linéaire de R™ dans RP, donnée par :

) a
a—ﬂ(a) %(a)
: %(a) :

P ! P
8—5’;(@) %(a)
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i

Asymptotiguemert stahie

Taratahie

Liahde
FIGURE 1.1 — Stabilité.

On prend en considération f : R® = R" de classe C' et 2" € R™ tel que f(z*) = 0, et on
prend J = D f(z") la jacobienne en z*, on compare le systeme différentiel :

v = f(x)
{ O (1.4)

Théoréme 1.4.1. Soit le systéme autonome (1.4) avec x* € R™ un point d’équilibre :

1. x* est asymptotiquement stable si A\ < 0 tel que \ se sont les valeurs propres de J.

2. x* est instable sil existe une valeur propre X\ tel que son réel soit positif A > 0

1.5 Critere de Routh-Hurwitz

La matrice B admet n valeurs propres séparées au maximum, c’est a dire la solution de
I'équation caractéristique det(B — AI) = 0 qui est un polynome de degré n que I'on peut écrire
sous la forme suivante [5] :

AN+ NP a N2+ o+ a, AN +a, =0

considérons les n déterminants suivants :

H =1
| a1 asg
el ]
a; asz das
H5 = 1 Ao Qg
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a; asz as

1 Ao Ay

. 0 a; das

=109 1 4
0 0 0 a |

avec k € 2,n; a; =0, pour i > n.
On doit donc s’assurer que les déterminants de Hj, sont strictement positifs, ¢’est une condition

nécessaire et suffisante pour la stabilité locale en (0,0).
Autrement dit, le point d’équilibre est asymptotiquement stable si et seulement si :

Vk € 1,n,H > 0.
Dans le cas de dimension trois, le polynome caractéristique s’écrit sous la forme suivante[5] :

PA()\) = )\3+(11)\2 —l—(l2>\—|—a3 = 0.

H1:a1
a1 das
Hy = =ai1a9 — a
2 1 ay 1a2 3
et
a; as as
2
Hs; = = a1a9 — a3 — a5 = a3 Hs
3 1 a9 ay 3 3 3
0 ay das

dong, les conditions de stabilité en appliquant le critere de Routh-Hurwitz sont [5] :

a; >0
ajas —asg >0
a3>0

1.6 Meéthode de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov jouent un grand role dans I’étude de la stabilité des systemes.
Cette partie est consacrée a quelques résultat de Lyapunov.

Définition 1.6.1. (Fonction de Lyapunov)[18]. Soit U un ouvert de R"™ la fonction V : U — R"
continue et différentiable sur U telle que :

o V(0)=0 et V(z)> 0, pour tout = # 0.

/ av
Pour obtenir Pexistence de V'(x), la fonction doit

“trecontinues, etavecdesdrivespartiellescontinues.
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Les propriétés suivantes sont vérifiées pour le systeme (1.4).

k4

e
Lo oy Cona o bnna g ol s

FIGURE 1.2 — Courbes d’'une fonction de Lyapunov.

Théoréme 1.6.1. (Stabilité de Lyapunov)[2]. Soit x* € R™ un point d’équilibre du systeme (1.4).

1. Si la fonction de Lyapunov eziste pour le systeme (1.4), donc le point d’équilibre x* est
stable. De plus, si
dV(x)
dt
alors le point x* est asymptotiquement stable.

<0y pour tout x # 0

2. Sila fonction V(z) a les propriétés suivantes :
o V(z) est de classe C*.

o V(z*) =0, et chaque boule B(x*,r), r > 0 contient au moins un point = tel que E(x)>0.

dV(x)
dt

donc le point x* est instable.

> 0 pour x # 0

Dans I'exemple suivant, on va déterminer a travers du théoréme ci-dessus, la stabilité d’un
point d’équilibre.

Exemple 1.6.1. Nous considérons le systeme suivant :

7 =32~y
y =a" -2

On a le point d’équilibre du systéme est (z*,y*) = (0,0).

Pour déterminer la stabilité de ce systeme, on peut utiliser la fonction de Lyapunov suivante :

Vix,y) = 2% + 3y

1l est facile de vérifier que cette fonction satisfait les deux conditions requises pour étre une
fonction de Lyapunov pour le systéme.
Tout d’abord, V(x) est toujours positive ou nulle pour tout x et y. Autrement dit V(x,y) > 0.
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De plus, la dérivé de V(x) par rapport au temps est donné par :
V'(z,y) = 62°(—32° — y) + 6y(z° — 2¢°).
Vi(z,y) = —1822 — 1242
V'(z,y) < 0.
Alors, le théoréme nous permet d’assurer que le point d’équilibre (0,0) de ce systéeme est
asymptotiquement stable.

1.7 Principe d’invariance de LaSalle

Théoréme 1.7.1. :/6] [7] Soit U un sous ensemble de R™, supposons que U est un ouvert po-
sitivement invariant pour un systéme en xo. Soit V : U = R une fonction de classe C* telle
que :

1. V' <0 sur U.

2. {E =2 € U|V =0} et L le plus grand ensemble invariant par X et contenu dans E.
Alors, toute solution bornée issue dans tend vers une limite dans ’ensemble L lorsque le
temps tend vers l'infini.

1.8 Matrices de Metzler

Définition 1.8.1. (Matrice de Metzler). Une matrice dont les termes hors la diagonale sont
positifs, c’est a dire sii # j alors a;; > 0 est appelée matrice de Metzler.



CHAPITRE 2

CALCUL MATHEMATIQUE DU NOMBRE
DE REPRODUCTION DE BASE

Dans ce chapitre on va présenter le concept du nombre de reproduction de base Ry en épidé-
miologie mathématique. On va voir des exemples classiques en épidémiologie ot I’étude de nombre
de reproduction de base nous donne des informations intéressantes sur ces exemples.

2.1 Le nombre de reproduction de base

Les modeles mathématiques dans 1’épidémiologie jouent un role tres important afin de éradi-
quer les maladies infectieuses.

Le Ry qui a plusieurs appellations telles que indice de contagion, nombre de reproduction
d’origine, taux de reproduction de base ..., ¢c’est-a-dire le nombre de individus qui sont infectées
en moyenne par un seul individu contaminée.

2.1.1 Le concept de R, en épidémiologie [19]

La définition épidémiologique de Ry est le nombre moyen d’infections secondaires qui sont
des infectées qui surviennent pendant ou apres le traitement d’une autre infection, produits par
un individu infecté introduit dans une population d’individus sensibles, ou un individu infecté
a contacté la maladie, et les individus sensibles sont en bonne santé mais peuvent contacter la
maladie.

2.1.2 Définition mathématique de R, [19]

La définition mathématique correcte de Ry a été présentée par O. Dikemann, J.A.P. Heers-
terbeek et J.A.J. Metz en 1990 [19], liée a la valeur propre dominante du soi-disant “opérateur
de nouvelle génération”. Dans cette définition, les auteurs se concentrent sur un état d’équilibre
spécifique du systeme dynamique épidémiologique, communément appelé 1’équilibre sans maladie
DFE, correspondant a la situation ou la population est a un équilibre caractérisé par une popu-
lation sensible constante en ’absence de ’agent infectieux. La valeur Ry, c’est-a-dire la valeur
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propre dominante de I'opérateur de prochaine génération, vise a assurer la stabilité [15] (Ry < 1)
sinon l'instabilité (R, > 1) du DFE.
Il se calcule sur le mode d’une équation simple :

Ro=p.cd

— [ : représentant la probabilité de transmission.
— ¢ : le taux de contact (ou nombre de contacts par unité de temps).
— d : la durée de contagiosité.

2.2 Meéthode de la matrice de la prochaine génération

Dans cette section, on utilise une méthode efficace pour calculer le Ry.

Cette méthode, proposée par P. Van Den Driessche et J . Watmough pour déterminer les prin-
cipales valeurs propres de "'opérateur de nouvelle génération” qui spécificités épidémique EDO.
Cette méthode est appelée la matrice de la prochaine génération <Next Generation Matrix>
[13]. Les auteurs proposent d’écrire le systéme épidémique des EDO en séparant les variables
d’état et les flux liés au processus infectieux des autres. On définit les X comme l’ensemble de
toutes les maladies Etats libres. C'est-a-dire X = {z; > 0|z; = 0,1,...,n}. La dynamique est alors
écrite comme le systeme compartimenté suivant :

z;(t) = filx(t) = Fi(x) = Vi(x),i = 1.,
avec V; =V — V"
Ou F;, V; etV;" sont des fonctions positives tel que :
F; : Le taux d’apparition de nouvelles infections dans le compartiment i.
Vi ¢ Le taux de transfert d’individus dans le compartiment i.
V. : Le taux de transfert d’individus hors du compartiment i.

Les fonctions satisfont aux hypotheses (H;) — (Hs) suivant :

1. (H1) : si x > 0 ,donc F;,V;; V" > 0, i = 1...n, notons que chaque fonction présente un
transfert dirigé d’individus, ils sont toutes non négatives.

2. (H2) : siz; =0, alors V; = 0 ¢’il n’y a rien dans le compartiment, rien ne peut en sortir.

3. (H3) : F; = 0sii < m cela signifie qu’il ne peut rentrer des infectés dans les compartiments
non infectés.

4. (H4) :siz € X donc F;(z) =0 et Vi(z) = 0 pour i = 1...n §’il n’y a aucune d’immigration
pour l'infection, et la population est libre de la maladie, ils demeureront libres de la maladie.

5. (H5) : si F' =0 pour tout x, alors les valeurs propres de la matrice jacobienne du D f ()
ont des parties réelles négatives.

Avec zg est le DFE et D f(z) est la matrice jacobienne.
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FIGURE 2.1 — Variable d’état, flux entant et sortant liés au compartiment i.

Lemme 2.2.1. Si xq est un DFE, avec les hypotheéses (H1)-(H5), alors les dérivées F(xo) et V(zo)

sont partitionnées comme :
F 0

DV(o) = ( }i i )

Ou F et V sont des matrices carrées de m dimension définies par :

P = 35(x0) ]

et

V= [ 5(wo) ]

de plus, F est non négative, V est une matrice Matzler non singuliére, et toutes les valeurs
propres de Jy ont une partie réelle positive.

Définition 2.2.1. (Rayon spectral) : Le rayon spectral d’une matrice carré A de m dimension
est la valeur mazximale du module de ses valeurs propres.

p(A) = max ||

Définition 2.2.2. [1/] Le nombre de reproduction de base lié au DFE d’un systéme dynamique,
noté Ry est définie par :
Ro = p(-FV_l)

Ou :
FV = :la Matrice de Nouvelle Génération pour le modéle.
p(=FV =) : le rayon spectral de la matrice FV 1.
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2.3 Les modeles classiques en compartiments

Le modeéle SI :

comprend deux compartiments :

devenir.

Susceptible

I : Infectés, ce sont les individus atteints et qui sont donc contagieu.

De plus les populations d’individus sains et d’individus infectés sont en permanence en
contact L’infection s’établit par contact direct entre un individu infecté et un individu sain.
Par Uhypothése de la constante de la population, le modéle se forme comme suit :

Infecte

FIGURE 2.2 — Schéma épidémiologique du modele SI.

Le systeme des équations différentielles s’écrit :

ou; 8, Sy et Iy sont positives.

par suite I'interprétation du modele est la suivante :

S : les individus saines.
I : les individus infectés.
P : la population totale.
[ : le taux d’infection.

S = —BSI

BS1 : le nombre des individus infectés par unité de temps.
La taille de la population est constante, autrement dit :

P=S(t)+1(t)
=P =5+TI

= P' = —BSI+ BSI

= P =0.

Le modele SIS :

Définition 2.3.1. Le modele déterministe simple ou modeéle de type SI s’agit du modéle que W.H.
Hamer a développé en 1906. 1l postule au départ qu’il n’y a ni déceés ni guérison. Ce modele

S : Sains ou Susceptibles c’est a dire les individus qui ne sont pas contaminés mais peuvent le

(2.1)

Il y a des cas ou les susceptibles deviennent infectés et les infectés guérissent au taux y mais
ne développent pas une immunité et deviennent susceptibles, le graphe suivant résume de maniere

concise le modele :
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S35

oW ope

~—af—

FIGURE 2.3 — Le modele SIS.

Les équations différentielles associées sont :

I'=BSI — I —pul (2:2)

{ S = —BSI+~I
Avec : 3, v et u sont des constantes positives.
S : les individus saines.
I : les individus infectés.
[ : taux d’infection.
i : taux de mortalité.
v : taux de guérison.
BST : le nombre de personnes infectés par unité de temps.
~I : le nombres de personnes guéris par unité de temps.
il : le nombre de personnes mortes par la maladie par unité de temps.

2.3.1 Le modele SIR :

Définition 2.3.2. Le modele SIR est historiquement le premier modeéle de compartiments, a été
présenté pour la premiere fois par KERMACK MCKENDRICK a Londres et Cambridge en
1927 [21] .
A chaque instant on décide de diviser la population en trois catégories :
> La catégorie des individus "Susceptibles”(S) : se sont des individus sains ceux qui ne
sont jamais eu la maladie, et peuvent la contracter.
> La catégorie des individus "Infectés™(1) : les malades; ce sont aussi ls contagieuz.
> La catégorie des individus "Rétablis”(R) : ceux qui sont déja eu la maladie et sont dé-
sormais immunisés contre cette maladie.

Mathématiquement le modele SIR est donné par le systeme suivant :

S = —pSI +6R.
I' = BSI —~I. (2.3)
R =~I —6R.
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Le tableau suivant présente 'interprétation du modele :

Le parametre | La description

S les individus saines.

I les individus infectés.

R les individus rétablis (guéris).

P la population totale.

15} taux d’infection.

~y taux de mortalité.

) taux de guérison.
BST le nombre des individus infectés par unité de temps.
R le nombre des individus guéris par unité de temps.
~vI le nombre des individus mortes par la maladie par unité de temps.

La figure suivante schématise les transferts d’individu entre chaque catégorie :

I .
H““HHK:’:?S{E ) I(t)
™~

vI(t) S

i

)

R}

FIGURE 2.4 — Diagramme épidémiologique du modele SIR.

La taille de la population est constante. C’est-a-dire :

P(t) = S(t) + I(t) + R(t).

=P =5 +I'+R

= P' = -ASI +0R+ \SI —~yI +~I — oR.
= P =0

On peut réduire le systeme (2.3) en un systeme de deux équations, car

R=P-S—-1
=R =-5-T

= R = pBSI+~R— BSI + 61
= 6] —yR=06I+~R

=R =0
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donc; on obtient R en fonction de S et 1.
En effet, on obtient le systeme ci-dessous

S'=-BSI+~y(P—-5-1)
{ I' = 3SI — 61 (24)
2.3.2 Recherche des points d’équilibres
Dans cette partie, on détermine les points d’équilibres :
Preuve 1. : D’apres le systéme (2.4) on a :
§=0
=0
on obtient :
BSI+~y(P—-S—-1)=0
{ BSI— 61 =0 (2:5)

Par la deuxieme équation du systéme (2.5), on a :
I(BS —9)=0.
ce qui implique :

S:% ou I =0

St I =0 on aura S = P, autrement dit le cas sans épidémie, d’ou le point d’équilibre sans
maladie (ST, 1) = (P,0).

Par contre si I # 0, c’est-a-dire le cas épidémique, on obtient S =
premiére équation du (2.5), on obtient :

)

5 on remplace dans la

Conclusion 1. e systéme (2.4) admet deuzx points d’équilibres :
le point d’équilibre sans maladie, c’est-a-dire le point DFE (ST, I7) = (P,0), et le point d’équilibre

endémique, autrement dit le point EE; (S3,13) = (%,% — %) si et seulement si 5 > 1

2.3.3 Calcul du R, :

Dans cette partie, on va appliquer la méthode de la matrice de la nouvelle génération pour
calculer la taux de reproduction de base "R,” pour les modele SIR.

En appliquant la méthode de la matrice de la prochaine génération pour calculer le Ry pour
le modele (2.4) : On a le point d’équilibre sans maladie DFE : (S*, I*)=(P,0)

F(S,1) =BS V(S,I)=—6
F(S*,I*)=8P V(S*, I*)=—6.

ol F' est non négatif et V' est une matrice de Metzler non singuliere.
avec § # 0, en effet V est inversible donnée par :
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yol= =t
ce qui implique :
FV='=—(5)
d’ou :
Ry = (%)

2.3.4 Etude de stabilité :

Dans cette partie, on va étudier la stabilité des points d’équilibres en fonction de Ry, La
matrice Jacobienne est donnée par :

on va distingué 1’étude en fonction des points d’équilibres constatés :

1. Au point (ST, ) = (P,0) :
J(F,0) = ( o ips )

Les valeurs propres sont :

A=-7=> X\ <0.

Par suite :
i Si Ry < 1= A\ <0, ce qui donne la stabilité du point d’équilibre.
ii Si Ry > 1= Ay > 0, par suite le point d’équilibre (P,0) est instable.

2. Au point (S5, I5)= (%,% - %) :

J<S*’I*):<RORO£17 50 7)
Le polynome caractéristique est :
P(A) =X = ARy —1.7) + (Ry — 1)(=0 — 7)
Les valeurs propres sont :
S Ry—1—7  (Ro—1-7)?—4(Ry—1)(=0 — )
B 2 - 2

:R0_1_7_\/(R0—1—7)2—4(R0_1)(_5_7)
2 2

Si Ry > 1, Ay > 0 et Ay < 0 ce qui implique que le point (53, I3) est instable.

A

Az

Conclusion 2. Le systéme (2.4) admis deuz points d’équilibre : (ST, I}) et (Si,13), par suite si
Ry > 1 on a linstabilité des deux points d’équilibre. Par contre si Ry < 1 on obtient la stabilité
du point (ST, 1) et le deuzieme point n’eziste pas.
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2.3.5 Le modele SIRS

En revanche, on rencontre que des maladies ou l'individu n’acquis pas des immunisations
permanente, il perde son immunité est redevient au compartiment S au taux 7, il s’agit du modele
SIRS schématisée comme suit :

I 4

L

(1)
s )——)
1

FIGURE 2.5 — Modele SIRS.

Ce modele correspondant est formulé par :

S'=—BSI —nR
I'=pBSI—~I (2.6)
R =R
avec les parametres 3, n et 7y sont strictement positives.
On a :
P=S+1+R.
d’ou
=R=P-S-1
=R =-5-T.

Alors, on obtient R en fonction de S et I, le systeme (2.6) se réduit en deux équations diffé-
rentielles :

S'=—-BSI—n(P—S—1)
{ I' = 3SI—~I. (2.7)

2.3.6 Recherches des points d’équilibres :

Dans cette partie, on va calculer les points d’équilibres. D’apres le systeme (2.7), on a :
S'=0
I'=0

BSI—n(P—S8—1)=0
BSI —~I =0

On obtient :

(2.8)
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Par la deuxieme équation du systeme (2.8), on a :
I(BS —~)=0
Ce qui donne :

S = ou I=0

X
B

Si I =0 on aura S = P, ¢’est-a-dire le point d’équilibre sans épidémie (ST, IT) = (P,0).
D’autre coté, si I # 0, autrement dit le cas épidémique. On obtient S = %
On le remplace dans la premiere équation du systeme (2.8), on aura :

n
-1 (p_2
77—7( 3)

Conclusion 3. le systéme (2.7) admet deuz point d’équilibres :

(ST,IT) = (P7 0)? (55,15) = (%7 #(P_ ))

™R

P
et le deurieme point existe si et seulement si 6— > 1
Y

2.3.7 Calcul de R, :

Le point d’équilibre sans maladie est : (S*, I*) = (P,0). On applique la méthode de la matrice
de la prochaine génération au systeme (2.6) pour calculer le taux de reproduction de base "Ry :

F(S,1) = pBS V(S 1) =—v
d’autre part :
F(S* I*) = pP V(S*I*) = —v

avec v # 0, alors V est inversible donnée par :

S
v
ce qui implique :
Fy = 28
8
d’ou :
P
o P
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2.3.8 Etude de La stabilité :

On s’intéresse de déterminer la stabilité en fonction de Ry. On doit tout d’abord calculer la
matrice Jacobienne quelque soit S et I :

J(8.1) = ( —BI+1 —BS+77)

pI BS =~

On va distingué ’étude en fonction des d’équilibres constatés :

1. Au point (57, I7)
_(n —BP+n
o= (1 )
Le polynome caractéristique est donné par :

P(X) = N+ A[y(Ro — 1 —n] + ny(Ro — 1).
Les valeurs propres associés sont :

—[(Ry — 1 — 1] N VIV(Ro — 1 — ]2+ 4ny(Ry — 1)

)\1:

2 2
Ay — —[(Ro—1=n]  [y(Ro—1—nP+4ny(Ro — 1)
T 2 2 '

i Si Ry <1, alors A\; <0 et \y < 0. De plus le point d’équilibre (S5, I7) est stable.
ii Si Ry > 1, alors A\; > 0 et A2 < 0. De plus le point d’équilibre (S, I7) est instable.

2. Au point (S5, )

J(z n (P Ty [ —PIE+n —BP+n
B'n—n peta 2%etal BP —~
d’ou 5
—en(p -2 —BP
Jpoy= ( all B P
S P-3)  BP-—vy

L’équation caractéristique s’écrit sous la forme suivante :
ny
PA) =N+ A — ——(Ro — 1)] +n7(Ro — 1).
n—°
Par suite, les valeurs propres sont :

_[nh— _ _ﬂRO_l 4 Ro—l
M= [ n;(Ro 1)]+\/[77 e 2)] 7 )

_[py — — —ﬂRo—l —4 Ry—1
N n_72<Ro 1)]_@7 e ( 2)1 7Ry — 1)

Si Ry > 1, alors Ay > 0 et Ay < 0 par suite le point d’équilibre (S5, I5) est instable.

Conclusion 4. Le modele SIRS admis deux points d’équilibre, pour Rg > 1 les deux points sont
instables. Contrairement pour Ry < 1 on a la stabilité du point (S}, IT).



CHAPITRE 3

ETUDE DE STABILITE DES MODELES
EPIDEMIOLOGIQUES

Le but de ce chapitre est d’appliquer les outils introduits dans les chapitres précédents (I’ana-
lyse qualitative d’'EDOs et la matrice de la prochaine génération) a 1’étude explicite du numéro
de reproduction de base pour les modele épidémiologique.

3.1 Modele SEIR

Définition 3.1.1. Le modele SEIR est un modéle mathématique utilisé en épidémiologie pour dé-
crire la propagation d’une maladie infectieuse dans une population. Il est basé sur la répartition
de la population en quatre compartiments :
— Les individus susceptibles(S) : qui n’ont pas encore été infectés par la maladie, mais
peuvent le devenir s’ils entrent en contact avec les individus infectés.
— Les individus exposés (E) : qui ont été infecté mais ne sont pas encore contagieut.
— Les individus infectieuz (1) : qui ont la maladie et peuvent la transmettre a d’autres.
— Les individus récupérés(R) : qui ont été infectés et se sont rétablis, devenant immunisés
contre la maladie.

Le modele SEIR est donc défini par les équations différentielles qui décrivent le taux de chan-
gement de chaque compartiment en fonction du temps. Ces équations prennent en compte les
taux de transmission de la maladie, les taux de récupération et les taux d’exposition.

Le modele SEIR est utilisé pour étudier ’évolution d’une épidémie et pour évaluer l'efficacité des
mesures de prévention et de controle de la maladie.
La taille de la population est constante. C’est-a-dire :

P=S(t)+ E(t)+ I(t) + R(¢).

Le schéma est élaboré comme suit :
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SgEﬁi%R

LT

FIGURE 3.1 — Modele SEIR.

Le modele est traduit comme suit :

S = —pSI

E' =pSI —aF

I = aF 1 (3.1)
R =~I

avec les parametres 3, « et v sont des constantes positives, et les conditions initiales sont positives.
I'interprétation de ce systeme est la suivante :

x S : les individus susceptibles.

x K : les personnes exposés.
I : les personnes infectés
B : le taux d’infection.
a : le taux d’exposition.

x 7 : le taux de guérision.

x [ASI : le nombre de personnes infectés par unité de temps.

x «aF : le nombre des individus exposés par unité de temps.

x [ : le nombre des personnes guéris par la maladie par unité de temps.
Comme R n’apparait pas dans les trois premiers équations. On peut alors écarter la derniere
équation.

Alors on réduit le systéeme en seulement trois équations :

* ¥ X

S' = —pSI
E = BSI —aF (3.2)
I' =aF —~I

3.1.1 Détermination des points d’équilibres

D’apres le systeme (3.2), on a :

S =0
E =0
I'=0
d’ou1, on obtient :
—BSI =0
BSI — aE =0 (3.3)

all —~yI =0
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de la 3eme équation du systeme (3.3), on obtient :

I
B=1
a
En remplacant dans la 2éme équation, donc :
i
S=-= ou I=0
s
pour I = 0, on obtient le point d’équilibre sans maladie DFE (S}, Ef, I7) = (P, 0,0) ; c’est-a-dire
I7 = 0, ST représente toute la population qui est une population saine. Par contre, dans le cas ou
la population représente une épidémie, ie : I # 0, on trouve S = %
En posant S = % dans la premiere équation du systeme (3.3) :

on trouve : P
E=P—JLer=22_¢
B ¥

Par conséquent, le point d’équilibre endémique est donné par :

P
(S5, B3, 15) = (1 p-1 2 g) si et seulement si P > %

8’ By B
3.1.2 Calcul deR,

Etant donné que les compartiments E et I sont infectés, une solution d’équilibre avec £ =1 =0
a la forme z* = (P,0,0). Il s’agira d'un DFE.
Par conséquent :

En effet :

D’ot le rayon spectral de (—FV 1) :

Ry=p(—FV™!) = %P + P
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3.1.3 Etude de la stabilité des équilibres

La matrice jacobienne du systéme (3.2) est donnée par :

—-pI 0 —=pBS
J(S,E,I)= gl  —a BS
0 a =y

Stabilité de 1’équilibre sans maladie DFE
Le jacobien du systéme au point (ST, BT, IT) = (P,0,0) :

0 0 -—-pBP
J(P,0,0)=| 0 —a pP
0 a —v

D’autre coté, ’équation caractéristique s’écrit sous la forme :
PA) = =A[(—a=X)(xy—A) —afP]=0.
Ici, les valeurs propres de J(S§, ET, IT) sont :
A =0,
—(a+9) | V(e +9)*+ 48P —day(1 — Ry)

Ao =
2 9 + 9 9

—(a+7) V(a9 +4BP —day(1 - Ry)

Ay —
2 9 9

Notons que si Ry > 1, Ao > 0, A3 < 0 et Ay = 0. Le point d’équilibre z* est donc instable.
Tandis que si Ry < 1, nous avons A; et A3 sont négatives et \; = 0. Le point d’équilibre x* est
asymptotiquement stable.

Stabilité de I’équilibre endémique
On a I’équilibre endémique si P > %, au point (S5, E3, I3)
La matrice jacobienne au point (S5, E3, I5) est la suivante :

—BPa

+a 0 —v
0 a =y
D’autre part, le polynome caractéristique est le suivant :
BPa BPa
PA) = =X+ (=7 = — )X + [(a = —)(@+7)]A = &’BP + o’y
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En appliquant le critere de Routh-Hurwitz, on obtient :

—~2 _ B3P
o= PP

a?BP

ajay — az = +ay+y2+a?BP —a?y >0

az = ya? — a?BP <0

Ce que le point (53, E5, I5) est instable.

3.2 L’immunité collaborative est une stratégie de vaccination

On rappelle que I'immunité collaborative est une forme de protection contre les maladies
infectieuses qui se produit lorsqu’un pourcentage suffisant de la population est devenu immunisé
contre une infection, soit par la vaccination, soit par des infections antérieures, ce qui réduit la
probabilité d’infection chez les individus qui ne sont pas immunisés. Pour éclairer la vaccination
permet d’avoir une population sur immunité collaborative, nous concentrons sur un exemple
spécifique du modele épidémique avec les caractéristiques suivantes :

e Pas de transmission verticale : Il n’y a pas le passage direct d’'une maladie, d'un caractere
génétique, ou d’'un état particulier, d’'une génération a ’autre, soit par hérédité, soit par
transmission de la mere a l’enfant.

e Période d’exposition .

e Pas d’immunité native : Il fait référence a I’absence de mécanismes de défense non spécifiques
qui entrent en jeu immédiatement ou dans les heures suivant I’apparition d’un antigene
dans l'organisme.

e Pas de récupération possible.

représenté par le diagramme épidémiologique suivant :

31 O
S E I

-—
P

J [T J §+y

FIGURE 3.2 — Schéma épidémiologique du SEI

La population est séparée en trois catégories : Les susceptibles ”S”; qui sont les individus qui
peuvent étre contaminés, les exposés "E”;qui sont les individus déja infectés mais qui ne sont
pas encore dans un état contagieux et les infectés "I”; qui sont des individus infectés pouvant
transmettre la maladie aux susceptibles.[16]
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Ce modele est mathématiquement traduits par les équations différentielles suivantes :

S'=A—BSI—us
E =BSI— (u+k)E (3.4)
I'=kE — (u+a)l

dont le point DFE (S*, E*, I*) et le nombre de reproduction de base Ry sont donnés par :

A kB
! (M’O’O)’ " u(p+ k) (p+a)

La question qu’on pose, concernant 1’effet de 'immunité collective sur la proportion minimale
de nouveau-nés qui doivent étre vaccinés afin de prévenir 1’éclosion.Pour I’étude de cette situation,
on introduit un parametre £ €]0, 1] qui représente la proportion de vaccinés dans le flux A de la
population susceptible, alors on peut écrire le modele avec vaccination a (1 — ¢)A.

D’ou, on a le modele avec vaccination suivant :

S = (1—-e)A—BSI —puS
E =8SI —(un+k)E (3.5)
I'=kE— (p+a)l

Par I'utilisation de la méthode de la matrice de la prochaine génération pour obtenir le nombre
de reproduction de base Ry pour ce nouveau modele de vaccination, on obtient :

A

i) Le point d’équilibre DFE (S*, E*, I*) = (—,0,0)
,u

ii) La matrice F(—V ') est donné par :

B(1 —e)Aa B(l—¢e)A
o+ ug(v + 1) u(’yar A)

iii) le rayon spectral de F(—V 1) est :

1—¢e)A
/8( 8) @ = (1 — €)R0
plor+ p) (v + p)
On veut Ry = (1 —¢)Ry < 1 pour éradiquer la maladie. Donc € > 1 — Rio et notons que la

quantité 1 — RL est le seuil d'immunité collective, autrement dit ; le pourcentage d’une population
0

donnée qui est immunisée, contre lequel ; si un sujet infecté est introduit, il ne transmettra plus
la maladie, car les autres sont protégés.

3.3 Persistance d’une maladie

On rappelle que I’étude du nombre de reproduction de base R, réside dans 1’étude qualitative
des équations différentielles ordinaires. De plus, on sait que la méthode de la matrice la prochaine
génération nous assure, ses hypotheses adéquates, que le point DFE est asymptotiquement stable
si Ry < 1 et instable si Ry > 1, et c’est la qu'on intéresse a 1’étude du comportement des
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personnes infectées et de leur degré de persistance de la maladie, autrement dit ; si les maladies
restent inchangées dans le temps.

Dans cette section, on introduit la définition mathématique de la persistance de la maladie.

On est intéressé par I'étude du comportement de la population infectée au cours du temps
et de sa relation avec la présence de la maladie et pour étudier la persistance nous utiliserons le
modele SI. Le modele SI est un classique en épidémiologie mathématique. On présente dans cette
partie les résultats d’étude de stabilité proposé dans l'article [10], cette analyse est basée sur le
principe d’invariance de LaSalle présenté dans le chapitre 1.

Dans la littérature récente, la méthode de Lyapunov a été utilisée avec succes pour prouver la
stabilité globale de I'équilibre endémique. La méthode consiste a trouver une fonction de Lyapunov
notée V , définie positive telle que sa dérivée le long des trajectoires est définie négative. Si la
dérivée est seulement semi définie négative, le principe d’invariance de LaSalle étend le principe
de Lyapunov dans certains cas.

La dynamique du modele est illustrée dans la figure suivante :

A

+
B Sl

S — |

uis? ul

FIGURE 3.3 — Schéma épidémiologique su modele SI.

Le modele SI s’écrit comme suit :

{ S/:A—ﬁSI—MS (36)

Ou f est le taux d’infection qui controle le taux de propagation qui présente la probabilité
d’une transmission d’une maladie entre un individu sensible et un individu infectieux. Tandis que
is et py représentent les taux de natalités et de mortalités, respectivement, pour le modele. Le
modele suppose un recrutement constant A des personnes sensibles, et pour que la population
soit constante, on suppose que fg = ;.

On applique la méthode de la matrice de nouvelle génération pour calculer le Ry pour le
modele SI, alors on obtient :

* Le point d’équilibre DFE (S, ) = (2, 0).
BA

x La matrice F'(—V ') est donnée par : F(=V 1) = .
Hspr

* Le taux de reproduction de base est :

BA

Ry = :
HSr
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Rappelons que la méthode de la matrice de prochaine génération implique que le point DFE
(S*, I*) est instable si Ry > 1 mais cela ne suffit pas pour conclure que la maladie est persistance.

Dans ce modele on note que le point (S*, I*) est I'unique solution du systéme avec condition
initiale (Sy, Ip). Alors :

lim inf [|(5(2), I(2)), (5%, 0)[| = 0
—+00

et on note que la stabilité du DFE signifie dans ce cas que toute solution convergea vers lui.
Contrairement, I'instabilité de ce point signifie qu’il existe au moins une solution qui ne convergera
pas vers lui. Par conséquent, dire que le DFE est instable n’exclut pas la convergence de certaines
solutions vers lui, ce qui implique qu’il n’y a donc pas de contradiction avec I'instabilité du point
DFE (S*, I*), ce qui signifie qu’il n’implique pas la persistance de la maladie.

Donc, la notion de persistance est liée au fait d’avoir des solutions qui s’éloignent du point du
point d’équilibre. Ainsi on introduit la définition suivante.

Définition 3.3.1. (Définition de persistance). On dit que la maladie est persistance si :

e>0 , Iy>0=liminfI(t) >¢

t—+o00

En d’autres termes, la persistance signifie que la population infectée reste dans le temps, avec
un seuil minimal qui est uniforme dans I’état initial et notons que cette définition nous parle d’un
autre point d’équilibre tel que la population initial des infectés Iy est non nulle. Ce qui conduit a
introduire la notion de point d’équilibre endémique.

En général, pour que la maladie persiste dans la population, la classe immunisée, la classe
sensible, la classe des infections récentes, la classe infectieuse et la classe de récupération ne doivent
pas étre nulles a I’état d’équilibre. En d’autres termes, si & est I'état d’équilibre endémique,alors
T # 0 et notons que ce point d’équilibre ne doit pas d’avoir aucune composante égale a zéro.

Dans le modele SI pour que la maladie persiste, on doit avoir un point d’équilibre satisfaisant

(5%, I*) # (0,0)
3.3.1 Calcul des points d’équilibres :

D’apres le systeme (3.6) on obtient le systéme suivant :

A—S[—;LS:O
BST —pur =0

De la deuxieme équation du systeme précédent, on a :

1(8S — ).
D’ot, si on suppose que I # 0 donc :
M1
St =—.
5
Maintenant, on remplace dans la premiere équation du systeme , on obtient :
A e s
I'=s——-—"=(Ry—1)—=
s Ml
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L’équilibre endémique est donné par :

£ T Hr Hs
p p
Sous I’hypothese Ry > 1, une réalité biologique peut étre assurée pour le point d’équilibre
endémique EE. nous avons donc le résultat suivant impliquant la persistance de la maladie lorsque
Ry > 1.

3.3.2 Etude de la stabilité de 1’équilibre endémique (EE)

Avec de la définition de ’équilibre endémique (EE), on introduit ensuite un résultat qui porte
sur la stabilité globale du point (EE). Plu précisément on a :

Théoréme 3.3.1. o si Ry <1 alors le point DFE est globalement stable dans R, x R, .

e si Ry < 1 alors le point DFE est instable et le point EE (S*, I*) est globalement stable dans
lorthant positif O C R2.

Démonstration :
Cas 1 Ry > 1 : on considere la fonction suivante

E(S, 1) =5 (&) +I"f(+)-
S 1
ou S* et I* sont les composantes du point d’équilibre endémique EE et f : 28x — logx — 1 pour
tout x € R,
On montre que E est une fonction de Lyapunov, en effet :

1. E(S*,I*) =0 car :

(5", I%) = §*f(5) + I f ()
E(S*,I*) = S*f(1) + I* f(1)
E(S*,I*) = f(1)(S* + I*).
E(S*,I*) = (1 —log 1 — 1)(S*, I*).
E(S*,I*) =0

2. E est définie positive : pour tout (S,I) # (S*, I*). On sait que f(x) > 0, Vx > 0, alors :
E(S,I) >0, pour tout (S,1I) # (S*,I*).

3. E est coercive, cela signifie que, si [[(S, I)|| — +oo= f(S,I) — 40

df

4. o > 0 : la question principal est de prouver ce dernier point. Puisque I’équilibre endémique
est une solution de I’équation (3.6), alors les égalités suivantes :

A= psS+ prl
A= psS*+ purl*

de I'équation ST — pu;l = 0 se suit que S*I = ;I et de 'équation A — SST — pugS = 0,
ona:

AS
S*

A — pgS = BSI* = BST* = =2 — 1gS.
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Alors,

dE 1 1 1
— = 8" (dgr — o)A~ BST — pusS) + Moy -7

S
= A= S = psS = A + B8] + pusS” + fSI =l = BSI" = paI.

et on utilisant les relations suivantes, on trouve que :

dE S* S —AS*. S,
g A A s g U =0

d’out E est une fonction de Lyapunov

Par suite le point d’équilibre endémique EE est asymptotiquement stable.

Maintenant, on va prouver 'attractivité globale du point EE.
—AS S

On considere la fonction g : (S,1) € O — ¢(S,1) = T(l —=)Y2oug=0« S =5"qui
implique que g est nulle sur la droite S = S* de 'orthant O. Puisque le point EE(S*, I*) est le seul
ensemble invariant ensemble du systeme du modele SI sur la droite S = S* alors, par le principe
d’invariance de LaSalle on obtient que le point d’équilibre endémique (S*, I*) est globalement
attractif.

Si on combine ce travail avec la stabilité asymptotique du point EE, donc on obtient le point
d’équilibre endémique EE(S*, I*) est globalement stable par rapport a O.

Cas 2Ry < 1:

On travaille sur ensemble O = (S,1) € R, x R,, S > 0; on consideére le point d’équilibre
DFE z* et la fonction

S

V(S.1) = S () +1

On montre que V est une fonction de Lyapunov. En effet,
1. V(5*,0) =0 car :

V(S*,0) = S*f(1) + 0
= 0.

2. V est semi défini positive : Pour tout (S,1) # (S*,1*). On a z > 0, logz < z — 1, ainsi
f(z) >0, Y > 0. Alors,

V(S,I) = S*f(%) +1>0.

S S
3. V est coercive : notons que f(§) = —log(5)—12> o Alors;

V(S,I) > S*% +1=5+1>|(S D).

Par suite V(S,I) — 400 quand [|(S, )] — +oc.
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av
4. o < 0 : Comme 'équilibre DFE est la solution du systeme (??), alors on a les égalités
suivantes :
A= ,uSS*
AS
S = :
Hs S
Alors,
av AS*
:A—MSS— —,ujf—i—ﬂS*I
S gA
=-A—01-—=)2—-I(u; — —
et comme Ry < 1, on trouve que :
dE S S
— =—-A—1-=)2-1 —1) <.
L (=) = Tu(Re—1) <0
Ainsi, on assure Pattractivité globale en O, et par suite en R, dans R, apres S (t)>—>0

Hs
du systeme (3.6).

Rappelons que si Ry < 1 la maladie disparait, par contre si Ry > 1 la maladie se stabilise avec
‘ Hs N . . , . .
des prévalences : == (Ry — 1). Ou la prévalence est la proportion d'une population qui est encore

affectée par la maladie a un moment donné.

Finalement on peut trouver dans la littérature plusieurs articles d’épidémiologie mathématique
qui examinent la question de I'extinction des maladies versus la persistance des maladies pour les
systemes d’EDO, au moyen d’une analyse globale.

3.4 Simulation numérique

Cette section est consacrée a la réalisation des résultats de la simulation du modele SEI
(3.5). Le modele est résolu numériquement dans Matlab. Les valeurs estimés des parametres sont
données par :

A:10,6:2, n:05,k:05 a:05,5 :1, Ey: 8, I: 10.

on définit le programme suivant :
function dx=f(t,x);
dx=zeros(3,1) ;

A:10;8:2; 4:05;k:0.5; a:0.5;
dx(1)=4- 8 x(1) x(3)- p x(1);
dx(2)=p x(1) x(3) - (utk) x(2);
ax(3)=k x(2)-(u-+a) x(3)

Par Dutilisation de la fonction ode45 :
[t, x]= oded5 ('f’, [0 100 ],[ 1 8 20]);



CHAPITRE 3. ETUDE DE STABILITE DES MODELES EPIDEMIOLOGIQUES 37

plot (t,z(:,1),t,2(:,2),t,2(:,3));
legend ('S’ E')I')

14

= mw

12r

10 ¢

FIGURE 3.4 — Simulation numérique.



CONCLUSION

En conclusion, le nombre de reproduction de base est un outil essentiel pour évaluer la pro-
pagation d’une maladie. Les modeles épidémiologiques présentés, les individus de la population
peuvent se trouver dans plusieurs compartiments différents, ce qui reflete a la fois les différences
de statut d’infection.

Parmi les états applicables aux personnes infectés, nous soulignons les états ou il est possible
que des gens soient immédiatement infectées. Ces états jouent un role particulier dans la définition
et le calcul de Ry qui est défini comme le rayon spectral de la matrice de la prochaine génération
associée au systeme d’EDO.
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ABSTRACT

We are going to study the dynamic systems by using the mathematical analysis which makes
it possible to describe their behavior in the neighborhoods of the points of balance, and to make
a qualitative and quantitative study on the behavior of a population.

Key words : Epidemiological model, Susceptible, Infected, Recovered, Exposed, Reproduction
rate.



RESUME

On va étudier les systemes dynamiques en utilisant I’analyse mathématique qui permet de dé-
crire leurs comportements au voisinages des points d’équilibres, et de faire une étude qualitative
et quantitative sur le comportement d’une population.

Mots clés : Modele épidémiologique, Susceptibles, Infectés, Rétablis, Exposés, Taux de repro-
duction.
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