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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La modélisation mathématique est essentielle dans de nombreuses disciplines telles que l’écologie,
la dynamique des populations et l’épidémiologie, car elle permet de traduire les phénomènes
biologiques en systèmes dynamiques. L’étude de la modélisation mathématique et d’analyse des
infections virales pathogènes revêt une grande importance pour comprendre la dynamique de ces
virus au saine des cellules non infectées. Les modèles mathématiques utilisent des équations
évolutives, telles que les équations ordinaires, à retard ou aux dérivées partielles. En particulier, la
modélisation en épidémiologie se situe à l’intersection de l’épidémiologie, de la biologie et des
mathématiques, suscitant ainsi l’intérêt de nombreux chercheurs au cours des dernières décennies.
Dans leurs travaux, Nowak et Bangham [4] ont proposé un modèle simple décrivant l’interaction
entre un virus qui se réplique et des cellules non infectées. Depuis lors, de nombreux chercheurs ont
tenté de développer des modèles mathématiques de plus en plus réalistes, répondant ainsi à des
questions de plus en plus complexes. Cette complexification est le résultat de la diversité des
problématiques abordées et de l’abondance croissante de données de haute précision. L’infection
persistante par le virus de l’hépatite B (VHB) constitue un problème de santé majeur à travers le
monde, car elle peut entraîner une cirrhose ou un carcinome hépatocellulaire primitif. L’infection
chronique par le VHB est souvent le résultat d’une exposition précoce dans la vie, conduisant à une
persistance virale en l’absence de réponses immunitaires puissantes. Les thérapies des porteurs du
VHB peuvent viser soit à inhiber la réplication virale, soit à améliorer les réponses immunitaires
contre le virus. Dans ce mémoire, notre objectif est de modéliser l’infection par le virus de l’hépatite
B en prenant en compte sa dynamique au saine des cellules non infectées. Nous chercherons à
comprendre les mécanismes sous-jacents à l’infection persistante et à évaluer l’efficacité de
différentes stratégies thérapeutiques pour inhiber la réplication virale ou renforcer les réponses
immunitaires. En utilisant des outils mathématiques appropriés, nous espérons obtenir des
informations précieuses qui pourraient contribuer à la lutte contre cette infection et à l’amélioration
des stratégies de traitement. Nous commencerons par présenter un aperçu des modèles
mathématiques utilisés dans le domaine de l’épidémiologie, en mettant l’accent sur les modèles
d’infection virale. Ensuite, nous développerons notre propre modèle mathématique pour l’infection
par le virus de l’hépatite B, en tenant compte de la persistance virale et des réponses immunitaires.
Nous analyserons la dynamique de ce modèle et discuterons de ses implications pour la
compréhension de l’infection par le VHB. En conclusion, cette étude vise à combiner les
connaissances en biologie et en mathématique.

Notre objectif dans ce mémoire est de développer deux modèles pour représenter l’infection des
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cellules par un virus .

Ce mémoire est structuré en trois chapitres comme suite :
Dans le premier chapitre,(préliminaires) est consacré aux résultat préliminaires, des définitions et
des théorèmes très importants utilisés dans le mémoire ainsi que des outils mathématiques dont
nous aurons besoin.
Le seconde chapitre, est un étude générale sur la modélisation du virus tel qu’on commence par
interprétation du modèle de base et leur étude mathématique.
Le troisième chapitre, on a étudié dynamique globale de modèle classique de virus et leur stabilités
globale par la fonction de Lyapunov et théorème d’invariance de LaSalle.
En ajoutant un modèle mathématique qui proposé pour simuler l’infection par le virus de l’hépatite
B (VHB) avec dépendance spatiale.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 Généralités sur les systèmes dynamiques

Définition 1.1.1. (Équation différentielle)

Soit Ω est un ouvert de Rn , x0 ∈Ω et b ∈R∗+.
On appelle une équation différentielle ordinaire du premier ordre associée à f l’équation suivante :

d x

d t
= f (t , x(t )). (1.1)

Où f (t , x) = ( f1(t ; x), ..., fn(t , x)) et chaque fonction fi est continue sur I ×Ω à valeurs dans R.
La fonction f est appelée champs de vecteurs, l’équation représente un système de n équations différen-
tielle ordinaires.
Soit le système suivant : { d x

d t = f (t , x(t )), t ∈ (0,b)
x(0) = x0,

(1.2)

où f :Ω× I →Rn est une fonction donnée.

1.2 Définition de la stabilité

Définition 1.2.1. x∗ est appelé point d’équilibre ou fixe pour le système (1.1) si :

f (x∗) = 0. (1.3)

Définition 1.2.2. - Le point d’équilibre x∗ est stable si

∀ϵ> 0, ∃ρ > 0, tel que ∥x(0)−x∗∥ < ρ =⇒ ∥x(t )−x∗∥< ϵ.

- Le point d’équilibre est instable s’il n’est pas stable.
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- Le point d’équilibre x∗ est asymptotiquement stable s’il est stable et il existe γ > 0 tel que pour toute
solution x(t ) de (1.1) on a

∥x(0)−x∗∥< γ =⇒ lim
t→∞x(t ) = x∗.

Définition 1.2.3. Le point d’équilibre x∗ est dit attractive s’il existe ρ > 0 tel que

∥x(0)−x∗∥< ρ.

Définition 1.2.4. Le point d’équilibre est exponentiellement stable s’il existe deux scalaire strictement
positive k et α telle que ∀ t>0 :

∥x(t )−x∗∥≤ k∥x0 −x∗∥exp(−αt ).

Définition 1.2.5. (Stabilité Globale)
Si la condition de stabilité asymptotique est vérifiée dans tout Rn , le point d’équilibre est globalement
asymptotiquement stable .

Définition 1.2.6. L’équilibre x∗ de (1.1) est dit globalement asymptotiquement stable s’il est stable et
globalement attractif .

Soit J f (x∗) = ∂ f
∂x (x∗) la matrice jacobienne de f évalue au point x∗ .

Où A = J f (x∗) s’appelle le linéarisé ou l’approximation linéaire du système non linéaire (1.1) en x∗.

Théoreme 1.2.1. Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle strictement négative
alors l’équilibre x∗ du problème (1.1) est stable.
S’il existe au moins une valeur propre de la matrice A de partie réelle strictement positive alors x∗ est
instable.
Lorsqu’un équilibre x∗ est stable n’est pas asymptotiquement stable on dit que la stabilité est neutre,
c’est-à-dire les trajectoires qui commencent au voisinage de x∗ restent au voisinage de cette équilibre
lorsque t →+∞.
Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x∗.

1.3 Existence et unicité des solution

Théoreme 1.3.1. (Existence)
Soit f : Ω → Rn une fonction continue, pour tout (t0, x0) ∈ Ω le système (1.2) admet au moins une
solution.

Définition 1.3.1. f :Ω→ Rn une fonction continue, on dit que f = f (t , x) est K-lipschitzienne en x si

∀(t , x1), (t , x2) ∈Ω,∥ f (t , x1)− f (t , x2)∥≤ K ∥x1 −x2∥.

K ne dépend pas de t (K ≥ 0).
f est dit localement lipschitzienne en x, si ∀(t0, x0) ∈Ω, ∃v(t0, x0) un voisinage de (t0, x0) dans laquelle
f est K- lipschitzienne.

Théoreme 1.3.2. (Unicité)
f :Ω→ Rn , est une fonction continue, et localement lipschitzienne en x, pour tout (t0, x0) ∈Ω, le pro-
blème (1.2) admet une solution unique.
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1.4 Stabilité des équilibre au sens de Lyapunov

Définition 1.4.1. Soit Ω un ouvert de Rn contenant 0 et V : Ω→ R une fonction de classe C 1, V est dite
définie positive si :
i) V(0)=0,
i i )V (u) > 0, pour, u ∈Ω
Définition 1.4.2. V est dite définie négative, si (-V) est définie positive.

Définition 1.4.3 (Fonction de Lyapunov). .
x∗ est le point d’équilibre.
Soit U=vois (x∗) ⊂ E et L :U ∈Rn continue. L est une fonction de Lyapunov en x∗ si :
1) L(x) > L(x∗) pour x ̸= x∗ dans U,
2)Pour toute solution x(.), t 7→ L(x(t )) décroissante i.e.

d

d t
L(x(t )) ≤ 0, ∀t ∈ I0.

L une fonction de Lyapunov stricte en x∗ si de plus :
3)Pour toute solution x(.), t 7→ L(x(t )) est strictement décroissante.

Théoreme 1.4.1. (Stabilité au sens de Lyapunov)
Soit x(t) solution de d x

d t = f (x), et soit V une fonction de classe C 1 définie positive surΩ un voisinage de
x∗ = 0.
(i) Si dV

d t est semi-définie négative alors x∗ est stable.

(ii) Si dV
d t est définie négative alors x∗ est asymptotiquement stable.

Dans le cas (i) V(x) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (ii) V(x) est dite fonction de Lya-
punov stricte .

Définition 1.4.4. Un ensemble invariant I , pour un système dynamique d x
d t = f (x), est défini comme

un ensemble de conditions initiales x0, tel que la solution χ(x0, t ) reste dans l’ensemble I , ∀t c-à-d
I = {x|x0 ∈ I =⇒ χ(x, t ) ∈ I ∀t ≥ 0}.

Théoreme 1.4.2. (Principe d’invariance de LaSalle)
Considérons le système d’équation différentielles.

d x

d t
= f (x). (1.4)

Où f :Ω⊆R→R est continue. V est une fonction de Lyapunov sur G ⊆Ω pour le système (1.4) si
1) V est continue sur G.
2) Si V n’est pas continue sur G à x̄ ∈ Ḡ, dans ce cas limx→x̄ V (x) =+∞, cV ′ = g r adV.
f ≤ 0 sur G .

Théoreme 1.4.3. (Théorème de Lyapunov-LaSalle)
V est une fonction de Lyapunov de (1.4) sur G.
Définie S = {x ∈ Ḡ ∩Ω : V ′(x) = 0}.
On considère ensemble invariante de S alors toutes trajectoire (pour tout t >0) le système (1.4) converge
tant que t →+∞ .
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1.5 Le taux de reproduction de base

Définition 1.5.1. Le taux de reproduction est le nombre de moyen de cas secondaires générés par des
cellules infectées durant la période d’infection par le virus, on note R0. Si ce taux est inférieur à 1, chaque
cas donne naissance en moyenne à moins d’un cas secondaire, le nombre de cas diminue à chaque
génération et la chaine de transmission finit par s’interrompre, inversement, si R0 > 1, le nombre de cas
s’accroit à chaque période d’infectiosité créant une situation épidémique.
Le taux de reproduction de base joue le rôle d’un coefficient multiplicatif. Il s’agit d’une approximation
au voisinage d’une situation ou il y a peu d’infectieuse, par rapport à la population totale. On a que si
R0 < 1 alors les cas disparaitront. Le taux de reproduction de base apparait donc comme susceptible de
jouer le rôle d’un seuil, pour les apparitions d’épidémies.

Définition 1.5.2. (Règle des signes de Descartes)
La règle des signes de Descartes est une méthode pour déterminer le nombre de racines positives d’un
polynôme. On compte le nombre de changements de signes dans les coefficients en partant du monôme
de plus haut degré jusqu’au monôme de plus bas degré. Si n est le nombre de changements de signes,
alors n est le nombre maximum de racines positives, et s’il n’y a pas exactement n racines, alors il y en
n −2, ou n −4,... .

1.6 Modèle SEIR avec une dynamique vitale

Définition 1.6.1. Le modèle SIR est le modèle proposé par Kermack et MC Kendrick, se compose de trois
catégories de population : les personnes susceptibles S(t), les personnes infectés I(t), les personnes remis
ou guéris R(t) qui sont confères une immunisation contre la réinfectionou mort.
La figure suivante schématise les transferts d’individu entre chaque groupe.

FIGURE 1.1 – Diagramme épidémiologique de la maladie de la peste à Bombay

Définition 1.6.2. Comme pour le modèle SIR, une dynamique vitale (naissances et décès) peut soute-
nir une épidémie ou permettre à de nouvelles introductions de se propager car les nouvelles naissances
fournissent des individus plus sensibles. Dans une population réaliste comme celle-ci, la dynamique
de la maladie atteindra un état stable. Où Λ et µ représentent les taux de natalité et de mortalité, res-
pectivement, et sont supposés être égaux pour maintenir une population constante. Ces considérations
peuvent être résumées par le schéma décrit dans la Figure 1.2.
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FIGURE 1.2 – Schéma de l’infection

Dans ce modèle, S,E , I ,R et N = S +E + I +R sont des nombres. La progression dans les compar-
timents est illustrée à la Figure 1.1. Les nouvelles infections dans le compartiment E sont dues à des
contacts entre des personnes sensibles et infectées dans les compartiments S et I à un rythme βSI . Les
individus passent du compartiment E au compartiment I à un rythme κ et développent une immu-
nité à un rythme α. En outre, la mortalité naturelle touche les individus à un rythme µ. Par souci de
simplicité, le modèle suppose un recrutement constant,Λ, d’individus sensibles. Si l’incidence

βSI et β est constante, ce modèle est communément appelé modèle d’action de masse. Plus généra-
lement, β peut être considéré comme une fonction de la population totale N .
Le modèle SEIR habituel s’écrit comme suit :

dS
d t =Λ−µs −βSI ,

dE
d t =βSI − (µ+κ)E ,

d I
d t = κE − (µ+α)I ,

dR
d t =α−µR,

(1.5)

ainsi que des conditions initiales non négatives.

Définition 1.6.3. (Onde progressive)
Une onde est la propagation d’une perturbation produisant sur son passage une variation réversible
des propriétés physiques locales du milieu. Elle se déplace avec une vitesse déterminée qui dépend des
caractéristiques du milieu de propagation.
Une onde progressive unidimensionnelle se modélise par une fonction A(x, t ) d’amplitude A, x repré-
senter la position dans l’espace (vecteur) et t l’instant considéré. Une très grande famille des solutions
d’équations de propagation des ondes est celle des fonctions sinusoïdales, sinus et cosinus.

1.7 Critère de Routh-Hurwitz

Soit le système linéaire de dimension n suivant :
Pour i ∈ 1,n

x ′
i =

n∑
j=1

ai j x j .

Où A = [ai j ] une matrice carré de dimension n à coefficient constants.

11



FIGURE 1.3 – Onde progressive

La matrice A admet n valeurs propres qui sont solutions de l’équation caractéristique
det (A−λI ) = 0, qui est polynôme de degré n qu’on peut mettre sous la forme suivante :

λn +a1λ
n−1 +a2λ

n−2 + .....+an−1λ+an = 0.

Considérons les n déterminant suivant :

H1 = a1,

H2 =
∣∣∣∣a1 a3

1 a2

∣∣∣∣ ,

Hk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 . . .
1 a2 a4 . . .
0 a1 a3 . . .
0 1 a2 . . .
...

...
...

0 0 0 . . . ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

avec k = [1, . . . ,n].
Dans le cas de dimension n tous les a j avec j < k sont pris égaux à zéro.

Proposition 1.7.1. L’équilibre est asymptotiquement stable si seulement si ∀k ∈ [1,n], Hk > 0.

Proposition 1.7.2. Si les n déterminants Hk sont strictement positifs alors les valeurs propres ont toutes
des parties réelles négative.
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CHAPITRE 2

MODÈLE CLASSIQUE DE VIRUS

Ces dernières années, des biologistes et les mathématiciens on consacré une grande attention à
proposer et développer différents modèles mathématiques d’infection virales. Nowak et Bangham [4]
ont proposées un modèle qui d’écrit l’interaction entre un virus qui se réplique et des cellules non
infectées. Dans le même travail, en ajoutant un deuxième modèle qui améliore le premier modèle en
incluant la réponse immunitaire des lymphocytes T cytotoxiques (CLT) contre les cellules infectées.

2.1 Modèle de base

La dynamique d’une population de virus comporte trois densité : cellules non infectées x, cellules
infectées y et des virus v, les cellules non infectées sont produites à une vitesse constanteλ et meurent
à la vitesse d, le virus infecte des cellules non infectées pour produire des cellules infectées βxv. Les
cellules infectées meurent au taux a. Le nouveau virus est produit à partir des cellules infectées au
taux k et meurt au taux u. Conduisent aux équations différentielle :

d x
d t =λ−d x −βxv,

d y
d t =βxv −ay,

d v
d t = k y −uv,

(2.1)

λ : les cellules non infectées sont produits à un taux constant .
d : taux de mortalité des cellules non infectées.
β : le taux de l’interaction entre les cellules non infectées et le virus .
a : le taux de mortalité des cellules infectées.
k : le taux de conversion des cellules infectées.
u : le taux de mortalité des virus.
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2.2 Étude mathématique

2.2.1 Point d’équilibres

d x
d t = 0,

d y
d t = 0,

d v
d t = 0,

⇐⇒



λ−d x −βxv = 0,

βxv −ay = 0,

k y −uv = 0,

=⇒



λ= d x +β xv,

ay =β xv,

k y = uv.

Avant l’infection (y0 = 0, v0 = 0), les cellules non infectées sont à l’équilibre x0 = λ
d .

Alors dans ce modèle on trouver deux état d’équilibre, un état d’équilibre sans infection
E0 = (x0, y0, v0) avec

x0 = λ

d
, y0 = 0, v0 = 0.

Et un état d’équilibre positif E∗ = (x∗, y∗, v∗) ou

x∗ = au

kβ
, y∗ = λ

a
− du

kβ
, v∗ = λk

au
− d

β
.

L’état d’équilibre positive E∗ existe si la condition R0 = βλk
adu > 1

avec R0 représente le nombre moyen des cellules infectées par un virus durant la période infectiosité.

2.2.2 Étudier la stabilité d’équilibre

Pour étudier la stabilité d’équilibre, on doit calculer la matrice Jacobienne
La matrice Jacobienne est données par :

J (x, y, v) =
−d −βv 0 −βx

βv −a βx
0 k −u

 .

On remplace E0 = (x0, y0, v0) dans la matrice Jacobienne
Nous avons :

J (x0, y0, v0) =

−d 0 −βλ
d

0 −a βλ
d

0 k −u

 .

La matrice Jacobienne admet 3 valeurs propres :

λ1 =−d , λ2 =−a, λ3 =−u.

Comme les valeurs propres sont des signes négatifs, alors (x0, y0, v0) est asymptotiquement stable.
On calcule la matrice Jacobienne au point E∗ = (x∗, y∗, v∗)
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J (x∗, y∗, v∗) =

 −βλk
au 0 −au

k
βλk
au −d −a au

k
0 k −u

 .

Le déterminant s’écrit sous la forme suivante :

det J (x∗, y∗, v∗) =−βλk +aud ,

1) Si βλk > aud alors det J (x∗, y∗, v∗) < 0.
En calculant la trace de la matrice Jacobienne, on a :

tr J (x∗, y∗, v∗) =−(βλk +a +u) < 0.

Donc (x∗, y∗, v∗) est localement stable.

2.3 Simulations numériques
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Cellule non infectée

Cellule infectée

FIGURE 2.1 – Dynamique du système (2.1) dans R0 = 2.5 > 1 .

D’après la figure (2.1) , on remarque que le nombre des cellules non infectées est converge vers
l’équilibre positive, d’un certains temps le nombre des cellules infectées est stabilisé tends vers l’équi-
libre positive.
On a utiliser le matlab pour la simulation numérique(méthode de Euler).
function y=MC2(x)
λ= 107;d = 0.1;β= 5∗10−10; a = 0.5;u = 5;k = 500;
y=zeros(3,1) ;
y(1) =λ−d ∗x(1)−β∗x(1)∗x(3);
y(2) =β∗x(1)∗x(3)−a ∗x(2);
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y(3) = k ∗x(2)−u ∗x(3);
for i=1 :N+1
t(i+1)=(i-1)*h;
k1=MC2(y) ;
y=y+h*k1 ;
z=[z y] ; end
R0
figure
plot(z(1, :))
hold on
plot(z(2, :),’r’)
title(’Cellule non infectée et infectée’)
legend(’Cellule non infectée’,’Cellule infectée’)
grid
figure
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FIGURE 2.2 – Les trajectoires dans le cas R0 > 1 .
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FIGURE 2.3 – Dynamique du système (2.1) dans R0 = 0.025 < 1.

D’après la figure (2.3) , on remarque que le nombre des cellules non infectées est augmente pour
ce stabiliser à partir d’un certains temps avec la disparition du virus et des cellules infectées.
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FIGURE 2.4 – Les trajectoires pour R0 = 0.025 < 1 .
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2.4 Dynamique de la résistance

L’émergence de virus résistants aux médicament est un problèmes majeur de la thérapie antivi-
rale. Plusieurs modèles mathématiques ont été élaborés pour décrire l’émergence de virus résistantes
aux médicaments. un modèle approprié qui rend compte de la dynamique essentielle de la résis-
tance : 

d x
d t =λ−d x −β1xv1 −β2xv2,

d y1
d t =β1(1−µ)xv1 +β2µxv2 −ay1,

d y2
d t =β1µxv1 +β2(1−µ)xv2 −ay2,

d v1
d t = k1 y1 −uv1,

d v2
d t = k2 y2 −uv2,

(2.2)

avec y1,y2,v1 et v2 désignent, respectivement les cellules infectées par le virus de type sauvage, les
cellules infectées par le virus mutant, type sauvage libre virus et virus mutant libre.
µ : représente le taux de reproduction entre type sauvage et mutant.

Pour petit µ, les taux de reproduction de base de virus de type sauvage et mutant sont R1=β1λk1
adu et

R2=β2λk2
adu .

2.5 Étude Mathématique (Points d’équilibre)



d x
d t = 0,
d y1
d t = 0,

d y2
d t = 0,

d v1
d t = 0,

d v2
d t = 0,

⇐⇒



λ−d x −β1xv1 −β2xv2 = 0,
β1(1−µ)xv1 +β2µxv2 −ay1 = 0,
β1µxv1 +β2(1−µ)xv2 −ay2 = 0,
k1 y1 −uv1 = 0,
k2 y2 −uv2 = 0,

=⇒



λ= d x −β1xv1 −β2xv2,
β1(1−µ)xv1 +β2µxv2 = ay1,
β1µxv1 +β2(1−µ)xv2 = ay2,
k1 y1 = uv1,
k2 y2 = uv2.

Dans ce modèle on trouve deux état d’équilibre :

E0 = (x0, y0, y01, v0, v01),

avec

x0 = λ

d
, y0 = 0, y01 = 0, v0 = 0, v01) = 0.

Et un état d’équilibre positif E∗ = (x∗
1 , y∗

1 , y∗
2 , v∗

1 , v∗
2 ) avec

x∗ = au(1−µ)

k2β2(1−2µ)
,
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y∗
1 = duµ

β1k1(1−2µ)
− β2µλk2

aβ1k1(1−µ)
,

y∗
2 = −du(1−µ)

k2β2(1−2µ)
+ λ

a
,

v∗
1 = dµ

β1(1−2µ)
− β2µλk2

auβ1(1−µ)
,

v∗
2 = −d(1−µ)

β(1−2µ)
+ λk2

au
.

L’état d’équilibre positive E∗ existe si les conditions suivantes sont vérifiées :

R1 = β1λk1

adu
> 1, R2 = β2λk2

adu
> 1.

Si on suppose R1 > R2, alors l’abondance à l’équilibre des cellules infectées par le virus de type sau-
vage y∗

1 est approximativement donnée comme précédemment, tandis que la valeur correspondante
de y∗

2 est inférieure d’un facteur d’ordre µ.
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2.6 Simulations numériques
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FIGURE 2.5 – Dynamique du système (2.1) pour R1 > R2.

D’après la figure (2.5) , on remarque que les cellules non infectées et cellules infectées augmente
pour ce stabiliser à partir d’un certains temps.

20



CHAPITRE 3

DYNAMIQUE GLOBALE DE MODÈLE CLASSIQUE DE VIRUS

Nous étudions le modèle précédent (2.1), mais dans ce cas, par rapport au taux de reproduction
de base. Le taux de reproduction de base, également appelé R0, est défini comme le nombre moyen
d’infections secondaires causées par un seul individu infecté dans une population entièrement sen-
sible à l’infection.
Le taux de reproduction de base est un paramètre important dans les modèle épidémiologiques, car
il détermine la vitesse et l’étendue de l’épidémie.

3.1 Étude mathématique (les points d’équilibre et leur stabilité)



d x
d t = 0,

d y
d t = 0,

d v
d t = 0,

⇐⇒



λ−d x −βxv = 0,

βxv −ay = 0,

k y −uv = 0,

=⇒



λ= d x +β xv,

ay =β xv,

k y = uv.

Ce modèle admet deux états d’équilibre, un état d’équilibre sans infection E0 = (x0, y0, v0) avec

x0 = λ

d
, y0 = 0, v0 = 0,

et un état d’équilibre positif E∗ = (x∗, y∗, v∗) avec

x∗ = λ

d

1

R0
, y∗ = du

βk
(R0 −1), v∗ = d

β
(R0 −1).

L’équilibre existe si le nombre de reproduction de base R0 = βλk
adu > 1.

Une méthode différente de celle présentée dans le chapitre 2 sera utilisée, faisant appel à des tech-
niques telles que la trace et le déterminant.
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La matrice Jacobienne associée au modèle (2.1) est données par :

J (x, y, v) =
−d −βv 0 −βx

βv −a βx
0 k −u

 ,

en remplaçant par l’équilibre E0 dans J (x, y, v)
On trouve :

J (x0, y0, v0) =

−d 0 −βλ
d

0 −a βλ
d

0 k −u

 ,

en calculant la trace de la matrice Jacobienne :

tr J (x0, y0, v0) =−(d +a +u) < 0,

en procédant au calcul du déterminant de la matrice Jacobienne,

det J (x0, y0, v0) =−d(au − βλk

d
),

nous écrivons le déterminant en fonction d’un nombre de moyen :

det J (x0, y0, v0) =−d(1−R0).

1) Si R0 > 1 =⇒ det J (x0, y0, v0) > 0,
donc (x0, y0, v0) est un état asymptotiquement stable.
2) Si R0 ≤ 1 =⇒ det J (x0, y0, v0) < 0,
donc (x0, y0, v0) est un état instable.
on remplace par E∗ = (x∗, y∗, v∗)

J (x∗, y∗, v∗) =

 −dR0 0 − βλ
dR0

d(R0 −1) −a βλ
dR0

0 k −u

 ,

en calculant la trace de la matrice Jacobienne :

tr J (x∗, y∗, v∗) =−(dR0 +a +u) < 0,

en calculant le déterminant de la matrice Jacobienne :

det J (x∗, y∗, v∗) =−d auR0 + βλk

R0
,

1) Si R0 > 1 alors det J (x∗, y∗, v∗) > 0,
donc (x∗, y∗, v∗) est asymptotiquement stable.
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2) Si R0 ≤ 1, alors il n’y a pas d’équilibre positif E∗.

Les équations différentielles (2.1) sont équivalents à celles d’un modèle épidémiologique SEIR cal
avec une hypothèse de taille de population hôte constante. En effet, si l’équation pour la population
récupérée R est omise (l’hypothèse de la taille constante de la population nous permet de la faire ),
le système (2.1) est équivalent au modèle SEIR telle que x correspond à la population sains S, y à la
population exposée E, et v à la population infectieuse I. cette équivalence implique que la dynamique
de ces systèmes est également similaire, est que la plupart des résultats connu pour le modèle SEIR
peut être directement étendue au système (2.1) . Pour le modèle SEIR, il existe une fonction de lya-
punov globale qui permet une étude directe des propriétés globales du systèmes (2.1) également.Le
théorème suivant est valable pour le système.

Théoreme 3.1.1. [7]
i) Si le nombre de reproduction de base R0 > 1 alors l’équilibre positif E∗ est globalement asymptotique-
ment stable.
ii) Si R0 ≤ 1 alors il n’y a pas d’équilibre positif E∗ et l’équilibre sans infection E0 est globalement asymp-
totiquement stable.

Preuve.

Pour R0 > 1 on a :
λ= d x∗+ay∗,

ay∗ =βx∗v∗,

au

k
= ay∗

v∗ .

i) Pour prouver la premier partie nous pouvons utiliser la fonction de lyapunov :

V (x, y, v) =V1(x, y, v)+V2(x, y, v)+V3(x, y, v),

avec

V1(x, y, v) = x∗(
x

x∗ − ln
x

x∗ ),

V2(x, y, v) = y∗(
y

y∗ − ln
y

y∗ ),

V3(x, y, v) = a

k
v∗(

v

v∗ − l n
v

v∗ ).

Si on dérive V1 par rapport à t, on obtient :

dV1
d t (x, y, v) = x ′(t )− x∗

x x ′(t ),

=λ−d x −βxv −λ x∗
x +d x∗+βv x∗.

Si on dérive V2 par rapport à t, on trouve :

dV2
d t (x, y, v) = y ′(t )− y∗

y y ′(t ),

=βxv −ay −β y∗
y xv +ay∗.
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En calculant la dérivée de V3 par rapport a t, on trouve :

dV3
d t (x, y, v) = a

k v ′(t )− av∗
kv v ′(t ),

= ay − a
k uv − v∗

v ay + auv∗
k .

Donc, en combinant les trois dérivées de V1, V2 et V3, on trouve :

dV
d t (x, y, v) =λ−d x −βxv −λ x∗

x +d x∗+βv x∗+βxv −ay −β y∗
y xv +ay∗+ay − a

k uv − v∗
v ay + auv∗

k ,

on obtient :

dV

d t
(x, y, v) = d x∗+ay∗−d x − d x∗2

x
− ay∗x∗

x
+d x∗+ ay∗v

v∗ + ay∗2
xv

x∗v∗y
+ay∗− av y∗

v∗ − ay v∗

v
+ay∗.

Alors

dV

d t
(x, y, v) = d x∗(2− x

x∗ − x∗

x
)+ay∗(3− x∗

x
− xv y∗

x∗v∗y
− y v∗

y∗v
).

Comme la moyenne arithmétique est supérieure ou égale à la moyenne géométrique, la fonction

x

x∗ + x∗

x
−2 ≤ 0 et

x∗

x
+ xv y∗

x∗v∗y
− y v∗

y∗v
≤ 0,

alors on en déduit que dV
d t ≤ 0 , ∀ x, y, v ≥ 0.

Comme x∗et y∗ sont positifs, en utilisant le principe de LaSalle on considère le plus grand ensemble
M = {(x, y, v) ∈R+, dV

d t = 0}, qui contient le point d’équilibre (x∗, y∗, v∗).
Comme le point d’équilibre est localement stable, alors on déduit que le point également globalement
asymptotiquement stable.

ii) La seconde partie de la démonstration est dédiée à prouver la stabilité globale de l’état d’équi-
libre (x0,0,0), sous l’hypothèse que R0 est inférieure ou égal à 1.

x0 = λ

d
,

R0 = βλk

adu
.

On cherche à démontrer l’attractive du point (λd ,0,0), pour cela on définit la fonction de Lyapunov
suivante :

U (x, y, v) =U1(x, y, v)+U2(x, y, v)+U3(x, y, v),

avec

U1(x, y, v) = x0(
x

x0
− l n

x

x0
),
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U2(x, y, v) = y,

U3(x, y, v) = a

k
v.

En calculant la dérivée de U1, on obtient :

dU1
d t (x, y, v) = x ′(t )− x0

x x ′(t ),

=λ−d x −βxv −λ x0
x +d x0 +βv x0.

On dérive U2, on trouve :

dU2
d t (x, y, v) = y ′(t ),

=βxv −ay.

On cherche la dérivée de U3, nous trouvons :

dU3
d t (x, y, v) = a

k v ′(t ),

= ay − a
k uv.

Donc

En ajoutant les trois dérivées, on trouve
dU
d t (x, y, v) =λ−d x −βxv −λ x0

x +d x0 +βv x0 +βxv −ay +ay − a
k uv

On obtient :

dU
d t (x, y, v) =λ− λx0

x − λx
x0

+λ+βx0v − auv
k

= 2λ− λx0
x − λx

x0
+ βλv

d − auv
k

Alors

dU

d t
(x, y, v) =λ(2− x0

x
− x

x0
)+ au

k
(R0 −1)v

Si R0 ≤ 1, alors dU
d t ≤ 0.

Par le principe de LaSalle, nous avons que les trajectoires convergeront vers le plus grand ensemble
invariant M = {(x, y, v) ∈ R+, dU

d t = 0} inclus dans la région où la fonction de Lyapunov est nulle, donc
nous avons le point est globalement asymptotiquement stable.

3.2 Modèle à l’état exposé

Pour prendre en compte certaines caractéristique des systèmes réelles, comme le délai entre le
moment de l’infection et le moment où la cellule infectée commence à produire le virus, des classes
supplémentaires de cellules peuvent être ajoutées au systèmes. Par exemple , pour les cellules à l’état
latent une classe supplémentaires, la classe des cellules exposées z(t), peut être utilisée.
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Alors les équations du système sont : 

d x
d t =λ−mx −βxv,

d z
d t =βxv − (b + c)z,

d y
d t = cz −ay,

d v
d t = k y −uv.

(3.1)

Nous désignons des cellules non infectées par x(t), cellules infectées par y(t), les cellules exposées
par z(t), et des virus v(t).
λ : les cellules non infectées sont produits à un taux constant.
m : taux de mortalité des cellules non infectées.
β : le taux de l’interaction entre les cellules non infectées et le virus .
b : le taux de mortalité des cellules exposées.
c : le taux de transmission des cellules exposées deviennent cellules infectées d’après la période d’in-
fectiosité.
a : le taux de mortalité des cellules infectées.
k : le taux de conversion des cellules infectées.
u : le taux de mortalité des virus.

Ce système suppose un délai exponentiellement distribué entre l’événement d’infection et le mo-
ment où la cellule infectée commence à produire le virus.

3.3 Étude mathématique

3.3.1 Points d’équilibres
d x
d t = 0,
d z
d t = 0,
d y
d t = 0,
d v
d t = 0,

⇐⇒


λ−mx −βxv = 0,
βxv − (b + c)z = 0,
cz −ay = 0,
k y −uv = 0,

=⇒


λ= mx +βxv,
βxv = (b + c)z,
cz = ay,
k y = uv,

Le système (3.1) admet deux état d’équilibre, un état d’équilibre sans infection E0 = (x0, z0, y0, v0)
avec

x0 = λ

m
, y0 = 0, z0 = 0, v0 = 0.

Et l’équilibre coexistant E∗ = (x∗, z∗, y∗, v∗) avec coordonnées

x∗ = λ

m

1

R0
, z∗ = aum

kβc
(R0 −1), y∗ = um

βk
(R0 −1), v∗ = m

β
(R0 −1),

avec R0 = λβck
aum(b+c) est le nombre de reproduction de base du système (3.1).
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3.3.2 Stabilité d’équilibre

Afin d’analyser la stabilité d’un équilibre, il est nécessaire de procéder au calcul de la matrice Ja-
cobienne, cette matrice est donnée par :

J (x, z, y, v) =


−m −βv 0 0 −βx

βv −(b + c) 0 βx
0 c −a 0
0 0 k −u

 ,

en remplaçant E0 = (x0, z0, y0, v0)

J (x0, z0, y0, v0) =


−m 0 0 −β λ

m
0 −(b + c) 0 β λ

m
0 c −a 0
0 0 k −u

 .

La matrice jacobienne admet 4 valeurs propres :

λ1 =−m, λ2 =−(b + c), λ3 =−a,λ4 =−u,

donc, il ya 4 valeurs propres de signes négative. Alors, le point d’équilibre(x0, z0, y0, v0) est asymptoti-
quement stable.
En remplaçant E∗ = (x∗, z∗, y∗, v∗)

J (x∗, z∗, y∗, v∗) =


−mR0 0 0 − βλ

mR0

m(R0 −1) −(b + c) 0 βλ
mR0

0 c −a 0
0 0 k −u

 .

En calculant la trace de la matrice Jacobienne :

tr J (x∗, z∗, y∗, v∗) =−(mR0 + (b + c)+a +u) < 0,

en calculant le déterminant de la matrice Jacobienne :

det J (x∗, z∗, y∗, v∗) = aumR0(b + c)− ckβλ

R0
.

Si R0 > 1 alors (x∗, z∗, y∗, v∗) est asymptotiquement stable.

Théoreme 3.3.1. [7]
i) Si le nombre de reproduction de base R0 > 1 alors l’équilibre positif E∗ est globalement asymptotique-
ment stable.
ii) Si R0 ≤ 1 alors il n’y a pas d’équilibre positif E∗ et l’équilibre sans infection E0 est globalement asymp-
totiquement stable.
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Preuve.

i) Pour prouver la premier partie, nous pouvons utiliser la fonction de Lyapunov :

V (x, z, y, v) =V1(x, z, y, v)+V2(x, z, y, v)+V3(x, z, y, v)+V4(x, z, y, v),

avec
V1(x, z, y, v) = x −x∗l n x

x∗ ,
V2(x, z, y, v) = z − z∗l n z

z∗ ,

V3(x, z, y, v) = b+c
c (y − y∗ln y

y∗ ),

V4(x, z, y, v) = a(b+c)
ck (v − v∗ln v

v∗ ).
On dérive V1 par rapport à t, on a :

dV1
d t (x, z, y, v) = x ′(t )− x∗

x x ′(t ),

=λ−mx −βxv −λ x∗
x +mx∗+βv x∗,

en calculant la dérive de V2 par rapport à t, on obtient :

dV2
d t (x, z, y, v) = z ′(t )− z∗

z z ′(t ),

=βxv − (b + c)z −βxv z∗
z + z∗(b + c),

on cherche la dérive V3 par rapport à t, on trouve :

dV3
d t (x, z, y, v) = b+c

c y ′(t )− y∗(b+c)
c y y ′(t ),

= (b + c)z − b+c
c ay − b+c

y z y∗+ b+c
c ay∗,

on dérive V4 par rapport à t, on a :

dV4
d t (x, z, y, v) = a (b+c)

ck (v ′(t )− v∗
v v ′(t ),

= ay (b+c)
c − b+c

ck auv − b+c
cv ay v∗+ b+c

ck auv.

En combinant la dérivée de V1, V2, V3, V4 on trouve :

dV
d t (x, z, y, v) = dV1

d t (x, z, y, v)+ dV2
d t (x, z, y, v)+ dV3

d t (x, z, y, v)+ dV4
d t (x, z, y, v)

dV
d t (x, z, y, v) =λ−mx −λ x∗

x +mx∗+βx∗v − z∗
z βxv + (b + c)z∗− (z y∗)

y (b + c)+ ay∗
c (b + c)− ay v∗

cv (b + c).

Puisque (x∗, z∗, y∗, v∗) est un point d’équilibre positif de (3.1), nous avons :

λ= mx∗+ (b + c)z∗,

βx∗v∗ = (b + c)z∗,

ay∗ = cz∗.
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On obtient :

dV
d t (x, z, y, v) = 2 mx∗−mx −mx∗ x∗

x +4(b+c)z∗− (b+c) x∗
x − (b+c)z∗ xv z∗

x∗v∗z − (b+c) z y∗
y − (b+c)z∗ y v∗

v y∗ .

Alors

dV

d t
(x, z, y, v) = mx∗(2− x∗

x
− x

x∗ )+ (b + c)z∗(4− x∗

x
− xv z∗

x∗v∗z
− z y∗

z∗y
− y v∗

v y∗ ).

alors dV
d t ≤ 0 pour tout x, y, z, v > 0 (la moyenne arithmétique est supérieure ou égale la moyenne géo-

métrique).
En utilisant le principe de LaSalle le plus grand ensemble M = {(x, z, y, v) ∈R+, dV

d t = 0} qui contient le
point d’équilibre (x∗, z∗, y∗, v∗).
Comme le point d’équilibre est localement stable, alors on déduit que le point également globalement
asymptotiquement stable.
ii) Pour la deuxième partie du théorème, nous appliquons la fonction de lyapunov. Soit :

U (x, z, y, v) =U1(x, z, y, v)+U2(x, z, y, v)+U3(x, z, y, v)+U4(x, z, y, v)

avec

U1(x, z, y, v) = x0(
x

x0
− ln

x

x0
),

U2(x, z, y, v) = b + c

c
y,

U3(x, z, y, v) = z,

U4(x, z, y, v) = a(b + c)

ck
v.

On dérive U1 par rapport à t, on a :

dU1
d t (x, z, y, v) = x ′(t )− x0

x x ′(t ),

=λ−mx −βxv −λ x0
x +mx0 +βv x0.

Par calcule de dU2
d t , on a :

dU2
d t (x, z, y, v) = b+c

c y ′(t ),

= (b + c)z − b+c
c ay.

En calculant la dérivée de U3 par rapport à t, on a :

dU3
d t (x, z, y, v) = z ′(t ),

=βxv − (b + c)z.

On calcule la dérivée de U4 par rapport à t, on a :

dU4
d t (x, z, y, v) = a(b+c)

ck v ′(t ),

= (b+c)
c ay − b+c

ck auv.
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Donc, on obtient

dU
d t (x, z, y, v) = dU1

d t (x, z, y, v)+ dU2
d t (x, z, y, v)+ dU3

d t (x, z, y, v)+ dU4
d t (x, z, y, v)

dU
d t (x, z, y, v) =λ−mx −βxv −λ x0

x +mx0+βv x0+ (b+c)z − b+c
c ay +βxv − (b+c)z + a(b+c)

c y − auv(b+c)
ck

Comme

x0 = λ

m
,

R0 = βλck

aum(b + c)
,

il s’ensuit alors :

dU
d t (x, z, y, v) =λ− λx0

x − λx
x0

+λ+β λ
m v − auv

k ,

= 2λ− λx0
x − λx

x0
+ βλv

d − auv
ck (b + c).

Par conséquent

dU

d t
(x, z, y, v) =λ(2− x0

x
− x

x0
)+ λβ

m

1

R0
(R0 −1)v.

Il est évident que R0 ≤ 1 assure que dU
d t ≤ 0 pour tout x,v>0.

Remarque :

Dans certains cas, un modèle compartimental plus complexe d’un virus peut être envisagé. Ce-
pendant il apparait qu’une fonction de lyapunov du même type, c’est-à-dire une fonction de la forme

V (x1, x2, ........, xn) =
n∑

i=1
Ai (xi −x∗

i l n
xi

x∗
i

)

Où xi est le nombre des cellules de la iéme classe (ou le nombre des particules virales libres), x∗
i sont

les valeurs d’équilibre et Ai sont des constantes.

3.4 Propagation du HBV avec dépendance spatiale

L’infection persistante par le virus de l’hépatite B (VHB) est un problème de santé majeur dans le
monde entier, car elle peut conduire à la cirrhose et au carcinome hépatocellulaire primaire (Beasley
et al. [2] et Weissberg et al. [9]). L’infection chronique par le VHB résulte souvent d’une exposition à
stade précoce de la vie, ce qui entraîne une persistance virale en l’absence d’anticorps puissants ou
de réponses immunitaires cellulaires. La thérapie des porteurs du VHB peut viser soit à inhiber la ré-
plication virale, soit à améliorer les réponses immunologiques contre le virus, ou les deux. L’analogue
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nucléosidique, la lamivudine, développé à l’origine comme un médicament contre le virus de l’im-
munodéficience humaine (VIH), à de puissants effets inhibiteurs sur la réplication du VHB (Dienstag
et al) en se basant sur l’expérience clinique de porteurs chroniques du VHB traités avec différentes
doses de lamivudine, Nowak et al [5] ont proposé un modèle mathématique de base pour les cellules
non infectées x, les cellules infectées y et les virus v .

du
d t =λ−au −βuv,

d w
d t =βuv −bw,

d v
d t = kw −mv.

(3.2)

Noter que le système (3.2) est le modèle mathématique le plus simple pour les interactions entre les
cellules non infectées, les cellules infectées et les virus , en ce sens que seules les relations les plus
fondamentales entre les trois espèces sont incorporées. Par exemple on suppose implicitement que
le cellules et les virus sont bien mélangés, et ignore la mobilité des cellules et des virus, alors que le
mouvement biologique joue un rôle crucial dans de nombreux phénomènes biologique. En fait, de
nombreux chercheurs ont introduit des mouvement de population dans es équations connexes pour
les simulations écologiques, épidémiologique et tumorales dans le but de comprendre les caracté-
ristique les plus fondamentale des interactions spatialement distribuées. Mais jusqu’à présent,peut
d’études ont pris en compte l’influence des structures spatiales sur la dynamique des virus.
Dans l’étude de la dynamique spatiale virus-immunité, Funk et al [3] adoptent un modèle en mo-
saïque pour simuler le mouvement du virus vers les sites voisins les plus proches qui entourent le site
où il est émerge. Nous avons aussi négliger la mobilité des cellules saines et des cellules infectées pour
obtenir le modèle suivant :



du
d t =λ−au −βuv,

d w
d t =βuv −bw,

d v
d t = d∆v +kw −mv,

(3.3)

L’interprétation de modèle : ici u(t,x), w(t,x) et v(t,x) sont les densités de cellules non infectées, de
cellules infectées et de virus à la position x à l’instant t, respectivement.
λ : les cellules non infectées sont produits à un taux constant.
a : taux de mortalité des cellules non infectées.
β : le taux de l’interaction entre la densité des cellules infectées et la densité de virus .
b : le taux de mortalité de la densité des cellules infectées.
d : est le coefficient de diffusion.
k : le taux de conversion de la densité des cellules infectées.
m : le taux de mortalité de la densité de virus.
d∆v : présenté de mouvement de la densité de virus suit la diffusion Fickienne

∆v =
n∑

i=1

∂2v

∂x2
i

,n = 1,2 ou 3,

selon que la population virale est distribuée dans un domaine à 1,2 ou 3 dimensions.
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On fait le changement de variable :

U = a
λ

u, W = a
λ

w, V = β
a v,

t ′ = at , x ′ = x, D = d
a ,

ρ1 = b
a , ρ2 = kβλ

a3 , ρ3 = m
a ,

on dérive U, W, V par rapport à t :

∂U

∂t
= a

λ
u′,

∂W

∂t
= a

λ
w,′

∂V

∂t
= a

λ
v ′.

On obtient, 

∂U
∂t = 1−U −UV ,

∂W
∂t =UV −ρ1W,

∂V
∂t = D∆v +ρ2W −ρ3V.

(3.4)

Nous supposons que ρ1, ρ2, ρ3 et D sont des constantes positives.

3.4.1 Les état d’équilibres

∂U
∂t = 0,

∂W
∂t = 0,

∂V
∂t = 0,

⇐⇒



1−U −UV = 0,

UV −ρ1W = 0,

D∆v +ρ2W −ρ3V = 0,

=⇒



U = 1−UV ,

UV = ρ1W,

ρ2W = ρ3V ,

Le système admet (3.4) deux état d’équilibre, E0 = (1,0,0) et E1 = (U∗,W ∗,V ∗)

3.4.2 Existence d’ondes progressives

Le nombre de reproduction de base du virus en l’absence de dépendance spatiale est donné par

R0= kβλ
abm = ρ2

ρ1ρ3
, qui décrit le nombre moyen des cellules nouvellement infectées générées d’une cel-

lule infectée au début du processus infectieux. Dans un espace homogène, cette quantité définit
le comportement du seuil. Lorsqu’elle est inférieure à l’unité, chaque infection ne parvient pas en
moyenne à se reproduire et le nombre de cellules infectées devrait diminuer vers zéro. s’il est su-
périeure à l’unité, chaque infection fait en moyenne plus que se remplacer elle-même et l’infection
persiste. il est facile de voir que lorsque R0 > 1, le système (3.4) a deux solutions en régime permanent,
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E0 = (1,0,0) et E1 = (U∗,W ∗,V ∗)

U∗ = ρ1ρ3

ρ2
,

W ∗ = ρ2 −ρ1ρ3

ρ1ρ2
,

V ∗ = ρ2 −ρ1ρ3

ρ1ρ3
.

Afin d’établir l’existence d’ondes progressives du système (3.4), nous supposons qu’il possède une
solution de la forme U (x, t ) = u(x + ct ), W (x + ct ) = w(x + ct ) et V (x, t ) = v(x + ct ). Les fonctions u,w
et v sont des fonctions de la variable onde progressive s = x +ct et le paramètre vitesse de l’onde c est
positif. Le système (3.5) devient alors

cu′ = 1−u −uv,

cw ′ = uv −ρ1w,

cv ′ = Dv ′′+ρ2w −ρ3v.

(3.5)

Ici, prime désigne la différenciation par rapport à la variable d’ondes s . Pour la motivation écolo-
gique, nous exigeons que les ondes progressives u, w et v soient non négatives et qu’elles satisfassent
les conditions aux limites suivantes :

lim
t→−∞u(t ) = 1, lim

t→+∞u(t ) = ρ1ρ3

ρ2
= u∗,

lim
t→−∞w(t ) = 0, lim

t→+∞w(t ) = ρ2 −ρ1ρ3

ρ1ρ2
= w∗,

lim
t→−∞v(t ) = 0, lim

t→+∞v(t ) = ρ2 −ρ1ρ3

ρ1ρ3
= v∗.

On pose v’=z, nous obtenons alors les équations d’ondes progressives suivantes :

cu′ = 1−u −uv,

cw ′ = uv −ρ1w,

v ′ = z,

Dz ′ = cz +ρ3v −ρ2w.

(3.6)
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Lorsque R0 > 1, c’est à dire ρ2 > ρ1ρ3, le système (3.6) à deux d’équilibre :
E ′

0 = (1,0,0,0) et E ′
1 = (u∗, w∗, v∗,0).

On cherche la matrice Jacobienne :

J (u, w, v, z) =


−1

c 0 −u
c 0

v
c −ρ1

c
u
c 0

0 c 0 1
0 −ρ2

D
ρ3
D

c
D


En calculant la matrice jacobienne en point E ′

0 :

J (1,0,0,0) =


−1

c 0 −1
c 0

0 −ρ1
c

1
c 0

0 c 0 1
0 −ρ2

D
ρ3
D

c
D


On cherche les valeurs propres de cette matrice :

det (J −λI ) =


−1

c −λ 0 −1
c 0

0 −ρ1
c −λ 1

c 0
0 c −λ 1
0 −ρ2

D
ρ3
D

c
D −λ



=−1

c
−λ

∣∣∣∣∣∣
−ρ1

c −λ 1
c 0

c −λ 1
−ρ2

D
ρ3
D

c
D −λ

∣∣∣∣∣∣
=−1

c
−λ[(−ρ1

c
−λ)

∣∣∣∣−λ 1
ρ3
D

c
D −λ

∣∣∣∣− 1

c

∣∣∣∣−ρ1
c −λ 1
c c

D −λ
∣∣∣∣]

= (λ+ 1

c
)(λ3 + ρ1

c
λ2 − c

D
λ2 + ρ1ρ3

cD
− ρ3

D
λ−λ+ c

D
+ ρ2

Dc
)

On pose :

A1 = (Dρ1 − c2)/cD,

A2 = (ρ2 +ρ3)/D,

A3 = (ρ2 −ρ1ρ3)/cD.

Les valeurs propres de cette matrice satisfont à l’équation caractéristique suivante :

(λ+ 1

c
)(λ3 + A1λ

2 − A2λ+ A3) = 0,
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tel que
P (λ) =λ3 + A1λ

2 − A2λ+ A3. (3.7)

Il est facile de voir que (3.7) à une racine négative car ρ1 > ρ2ρ3.
Par la méthode de Routh-Hurwitz, nous voyons que (3.7) à deux racines avec des parties réelles po-
sitives. Afin d’identifier les conditions sous lesquelles que ces deux racines sont des nombres réels
positifs, considérons

P1(λ) = P ′(λ)/3 =λ2 + 2A1

3
λ− A2

3
.

Pour P ′(λ) = 0 on a un seule solution

λ∗ = 1

3

c2 −ρ1D +
√

c4 +ρ2
1D2 +Dρ1c2 +3Dρ2c2

cD
.

Si P (0) > 0, l’équation (3.7) admet deux racines positives.
si P (λ∗) < 0 admet un seule racine, et a deux racines complexes avec des parties réelles positives si
P (λ∗) > 0.

Polynôme caractéristique pour E ′
1 = (u∗, w∗, v∗,0) :

P2(c) = b0c6 +b1c4 +b2c2 +b3,

avec

b0 = ρ2
1 +4ρ2 −2ρ1ρ3 +ρ2

3 = (ρ1 −ρ3)2 +4ρ2 > 0,

b1 = 2Dρ3
1 +6Dρ1ρ2 +2Dρ2

1ρ3 +18Dρ2ρ3 −8Dρ1ρ
(
32)+4Dρ3

3

= 2[ρ2
3 +3ρ1ρ2 +ρ2

1ρ3 +5ρ2ρ3 +4ρ3(ρ2 −ρ1ρ3)+2ρ3
3] > 0,

b2 = D2ρ4
1 −6D2ρ2

1ρ2 −27D2ρ2
2 +8D2ρ3

1ρ3 +36D2ρ1ρ2ρ3 −8D2ρ2
1ρ

2
3,

b3 = 4D3ρ4
1ρ3 −4D3ρ3

1ρ2

=−4D3ρ3
1(ρ2 −ρ1ρ3) < 0.

Pour

P2(c) = 0, (3.8)

nous avons P (λ∗) = 0 et P ′(λ∗) = 0.
Il convient de noter que b0 > 0, b1 > 0 et b3 < 0.
Par la règle des signes de Descarte, il s’ensuit qu’il existe un unique c∗ > 0 tel que P2(c∗) = 0., ce qui
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implique que

P2(c)



< 0 si 0 < c < c∗,

= 0 si c = c∗,

> 0 si c > c∗.

(3.9)

Par des calculs directs, nous pouvons vérifier que P (λ∗) = 0 et P ′(λ∗) = 0 sont réellement valables
lorsque c = c∗.
On noter que P (λ) est une fonction décroissante de c, nous concluons que P (λ) a deux racines po-
sitives si c > c∗, deux racines complexes avec des parties réelles positives si 0 < c < c∗ et une seule
racine positive si c = c∗.
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Résumé 

Ce travail porte sur l'étude de l'interprétation des données expérimentales en fonction des 
modèles mathématiques décrivant l'interaction linéaire entre le virus et les cellules non 
infectées,  ainsi que leur stabilité d'équilibre.  L'objectif était d'analyser et de comprendre la 
dynamique globale d'un modèle classique de virus,  en mettant en évidence un équilibre de 
coexistence qui se révèle être globalement asymptotiquement stable sous certaines 
conditions. Des théorèmes et définitions ont été présentés dans une introduction 
préliminaire afin d'aider le lecteur à appréhender ce mémoire.  Il a été constaté que la 
propagation du virus dépend du nombre de reproduction de base  (R0),  où R0 > 1 indique 
une augmentation du nombre de cas à chaque période d'infectiosité, tandis que R0< 1 
conduit à la disparition des cas.  En outre,  un modèle mathématique a été proposé pour 
étudier l'infection par le virus de l'hépatite B (VHB) en prenant en compte la dépendance 
spatiale. 
  Finalement,  les résultats numériques qui on l'a eu sont identiques à l'analyse théorique. 

 
 

Abstract 
 

This work focuses on the study of the interpretation of experimental data according to 
mathematical models describing the linear interaction between the virus and uninfected 
cells, as well as their equilibrium stability. The objective was to analyze and understand the 
global dynamics of a classical virus model, by highlighting coexistence equilibrium that turns 
out to be globally asymptotically stable under certain conditions. Theorems and definitions 
have been presented in a preliminary introduction in order to help the reader to understand 
this thesis. It has been found that the propagation of the virus depends on the basic 
reproduction number (R0), where R0>1 indicates an increase in the number of cases at each 
infectivity period, while R0<1 leads to the disappearance of cases. In addition, a 
mathematical model has been proposed to study the infection by the hepatitis B (VHB) virus 
infection by taking into account the spatial dependence.  
    Finally, the numerical results that we got are identical analysis. 

 
 
 

 ملخص
 
 

يركز هذا العمل على دراسة تفسير البيانات التجريبية وفق نماذج رياضية تصف التفاعل الخطي بين الفيروس و الخلايا 

كان الهدف هو تحليل وفهم الديناميكيات العالمية لنموذج فيروس كلاسيكي،  من خلال   السليمة، وكذلك استقرار توازنها.

تسليط الضوء على توازن التعايش الذي يتضح أنه مستقر عالميا في ظل ظروف معينة. تم تقديم النظريات و التعريفات 

 ،(R0)يعتمد على رقم التكاثر الأساسي في مقدمة أولية لمساعدة القارئ على فهم هذه الأطروحة. وجد أن انتشار الفيروس

بالإضافة   .يؤدي إلى اختفاء الحالات R0<1بينما  يشير إلى  زيادة عدد الحالات في كل فترة إصابة،  R0>1  حيث   

 مع مراعاة الاعتماد المكاني.   B    (VHB) نموذج رياضي لدراسة عدوى فيروس التهاب الكبدتم اقتراح  ،ذلك إلى

 .النتائج العددية التي حصلنا عليها مطابقة للتحليل النظريأخيرا 
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