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0.1 Notations générales

Soient E,X deux ensembles, et A,B sous-ensembles de X.

∅ : l'ensemble vide

C : l'ensemble de nombres complexes

R : l'ensemble des nombres réels

N : l'ensemble des nombres naturelles

Z : l'ensemble des nombres entiers relatifs

D : l'espace des fonctions test

D′ : Dual topologique de D l'espace des distributions

E ′(R) : l'espace des distributions à support compact

S : l'espace de Scwartz

S ′ : Dual topologique de S l'espace des distribution tempérées

A ⊂ X : {∀x ∈ A, x ∈ X}
A ∩B : {x ∈ A tel que x ∈ B}
A ∪B : {x ∈ A ou x ∈ B}
X + Y : {x+ y;x ∈ X, y ∈ Y }
X × Y : {(x, y);x ∈ X, y ∈ Y }

C(X, Y ) : {f : X −→ Y t.q : f est continue }
C(X) : {f : X −→ X t.q : f est continue }
P (X) : l'ensemble des parties de X

V (x) : un système de voisinages

III : Pigne de Dirac



Objectif

L'étude des distributions périodiques a pour objectif d'analyser les phénomènes qui se ré-
pètent de manière régulière dans le temps. Ces phénomènes périodiques se retrouvent dans de
nombreux domaines scienti�ques tels que les mathématiques, la physique, l'ingénierie, l'écono-
mie, la biologie, etc..
L'un des principaux objectifs de l'étude des distributions périodiques est de décrire et de ca-
ractériser les motifs récurrents présents dans les données. Cela permet de comprendre les com-
portements périodiques et d'extraire des informations utiles sur les systèmes étudiés.
Les distributions périodiques sont souvent analysées à l'aide de la transformée de Fourier, qui
permet de décomposer une fonction périodique en une série de sinus et de cosinus. Cette ana-
lyse fréquentielle permet de mettre en évidence les composantes périodiques et de quanti�er
leur amplitude, leur phase et leur fréquence. L'étude des distributions périodiques trouve des
applications dans de nombreux domaines. Par exemple, en physique, elle permet d'analyser
les signaux périodiques tels que les ondes électromagnétiques, les vibrations des systèmes mé-
caniques ou les phénomènes périodiques en physique quantique. En économie, elle peut être
utilisée pour étudier les �uctuations périodiques des marchés �nanciers. En biologie, elle peut
servir à analyser les rythmes biologiques tels que les cycles circadiens.
En résumé, l'objectif de l'étude des distributions périodiques est de comprendre et de caractéri-
ser les phénomènes périodiques dans divers domaines scienti�ques, ce qui permet d'obtenir des
informations précieuses sur les systèmes étudiés et d'ouvrir la voie à de nouvelles découvertes
et applications.
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Introduction

Les distributions sont utilisées depuis longtemps par les physiciens. C'est la théorie la plus
adaptée à l'étude de nombreux systèmes physiques et notamment à celle des systèmes linéaires
continus. Les distributions sont des outils mathématiques utilisés pour représenter des phéno-
mènes physiques que les fonctions classiques s'avèrent incapables de transcrire.
La théorie des distributions fut construite par le mathématicien L. Schwartz entre 1944 et 1950
et lui valut la médaille Fields en 1950. Comme la plupart de grandes découvertes scienti�ques,
la théorie de distributions est construite sur des bases provenant de travaux e�ectués par de
nombreux chercheurs : Heaviside en 1893, Wiener en 1925, Dirac en 1926-27, Hadamard en
1932, Bochner en 1932, Leray en 1934, Sobolev en 1936, Carleman en 1944, etc. L'objectif a été
de généraliser la notion de fonction, a�n de donner un sens mathématique correct à des objets
manipulés par les physiciens et les ingénieurs.
La théorie des distributions est importante aussi bien en mathématiques que dans plusieurs dis-
ciplines scienti�ques. Elle s'est révélée être une nécessité pour le progrès de plusieurs théories
en physique et en ingénierie où beaucoup de problèmes discontinus conduisent naturellement,
entre autres, à des équations di�érentielles dont les solutions sont des distributions plutôt que
des fonctions ordinaires. La théorie assure un certain nombre d'opérations indispensables aux
quelles les fonctions ne se prêtent pas toujours et a apporté les outils mathématiques dont les
physiciens et les ingénieurs avaient tant besoin. L'exemple le plus célèbre de distribution est
l'impulsion de Dirac, indispensable aussi bien pour la formulation de la mécanique quantique
qu'en analyse harmonique et en traitement du signal.
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Chapitre 1

Préliménaire

Ce chapitre est composé de deux sections, dans la première on donne un petit rappel sur
la topologique et dans la deuxième nous rappellons quelques notions de base et l'espace des
fonctions tests et l'espace des distribution.

1.1 Rappel sur les espaces topologiques

1.1.1 Espaces topologiques :

Dé�nition 1.1.1 Une topologie sur un ensemble E est la donnée d'un ensemble T de parties
de E, i.e.T ⊂ P (E),véri�ant les propriétés suivantes, appelées axiomes des ouverts.

1. L'ensemble vide ∅, et l'ensemble E appartiennent à T .

2. si u, v ∈ T alors u ∩ v ∈ T
3. Si (ui∈I) est une famille de parties de E appartenant à T , alors ∪i∈I(ui) ∈ T (où I est

un ensemble d'indices quelconque).

L'ensemble E, muni de la topologie T , est appelé espace topologique.
On notera quelques fois (E, T ) un tel espace. Les parties de E qui appartiennent à T sont dites
parties ouvertes ou ouverts de E. Les éléments de E sont généralement appelés points. Et en
appelant les éléments de T des ouverts.

1.1.2 Espace vectorielle topologique :

On appelle espace vectoriel topologique un ensemble E, muni d'une part d'une structure
d'espace vectoriel sur le corps K des réels ou des complexes, d'autre part d'une topologie, telles
que :

1. l'addition (x, y) → x+ y de E × E dans E

2. la multiplication par les scalaires (λ, x) → λx de K × E dans E soient continues,ou K
est muni de sa topologie naturelle.

On dit encore que la structure topologique et la structure vectorielle sont compatibles. Si
xn → x,
yn → y,
λn → λ λ ∈ K

8
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Alors {
xn + yn → x+ y,
λnxn → λx

Exemple 1.1.1 On dé�nit l'espace vectoriel L1(Ω) par

L1(Ω) =

{
f mesurables sur Ω,

∫
Ω

|f | < +∞
}

Exemple 1.1.2 Soit p ∈ [1,+∞ [ . L'espace de Lebesgue est noté et dé�ni par Lp(Ω), p ∈
[1,+∞ [ , on note

||f ||p = (

∫
Ω

|f(x)|pdx)
1
p

1.1.3 Espace vectoriel topologique localement convexe :

Nous allons étudier une catégorie particulière d'espace vectoriel topologique, les espaces
localement convexes. Les espaces fonctionnels utilisés dans la pratique, en particulier ceux qu'on
rencontre dans la théorie des distributions, ne sont pas toujours des espaces normés ; par contre,
ce sont toujours des espaces localement convexes. Il s'agit donc d'une classe particulièrement
importante d'espace vectoriel topologique et les considérations qui suivent constituent une
introduction à l'analyse fonctionnelle moderne.

Dé�nition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel, l'application N : E → R+ est dite semi norme
si elle véri�e les assertions suivantes :

1. N (x) = 0 =⇒ x = 0;x ∈ E,

2. N (λx) = |λ|N (x),∀x ∈ E,∀λ ∈ K
3. N (x+ y) ≤ N (x) +N (y),∀x, y ∈ E

Dé�nition 1.1.3 On appelle voisinage d'un point x de E toute partie de E contenant au moins
un ouvert contenant lui-même x. On désignera souvent par B(x) l'ensemble des voisinages de
x

Propriétés 1.1.1 Les voisinages d'un point x possèdent les propriétés suivantes :

1. Toute partie qui contient un voisinage de x est un voisinage de x.

2. Toute intersection d'un nombre �ni de voisinages de x est un voisinage de x.

Dé�nition 1.1.4 Soit (E, T ) un espace topologique et x ∈ E.
On appelle base de voisinage de x, toute famille B(x) de voisinages de x telle que pour tout
voisinage V de x, il existe ω ∈ B(x) tel que ω ⊂ V . Notons que si B(x) est une base de
voisinages de x, alors on a :

V (x) = V ∈ E; il existe ω ∈ B(x) avec ω ∈ V .

Autrement dit, V (x) est l'ensemble des parties de E contenant un élément de B(x). Ainsi, on
obtient V (x) à partir de B(x).

Dé�nition 1.1.5 On appelle espace vectoriel topologique localement convexe un espace vectoriel
E muni d'une topologie T ⊂ P (E) telle que
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1. T est compatible avec la structure d'espace vectorielle :

(a) X ×X → X, (x, y) → x+ y est continue.

(b) R×X → X, (λ, x) → λx est continue.

2. T est localement convexe, i.e. admet une base de voisinages convexes : ∀x ∈ X, ∀U ∈
T , x ∈ U , il existe V ∈ T convexe (i.e.∀α, β ∈ V : tα + (1t)β ∈ V ) tel que x ∈ V ⊂ U .

Exemple 1.1.3 Soit F un fermé non compact de Rn, il existe alors un entier n0 ∈ N0

F ∩ {x : |x| ≤ n0} ≠ ∅

∀n ∈ N0 kn = x ∈ F : |x| ≤ n+ n0

Cela étant
pn : C0(F ) → R

f → sup |f(x)| : x ∈ F : |x| ≤ n+ n0

pn : C0(F ) →R
f → sup |f(x)| : x ∈ F : |x| ≤ n+ n0

pn : C0(F ) → Rf → sup |f(x)| : x ∈ F : |x| ≤ n+ n0

est une semi-norme sur C0F, P = pn;n ∈ N0 , est un système de semi-normes sur (Il convient
de remarquer que, chacun des Kn est une partie compacte de F et que, pour tout compact K
inclus dans F , il existe n ∈ N0 tel que K ⊂ Km). L'espace C0F est l'espace localement convexe
( C0F, P ) On dit qu'on a muni l'espace C0F de la convergence compacte.

Exemple 1.1.4 Si Ω ⊂ Rn est ouvert on considère C0(Ω) et pour tout K compact inclus dans
Ω, on pose

pk(x) = sup
x∈k

|f(x)|

et on munit C0(Ω) de la topologie dé�nie par les pk> La convergence pour cette topologie est
équivalente à la convergence sur tout compact. . .

1.1.4 Les espaces Ck(Ω)

Dé�nition 1.1.6 Soit Ω un ouvert de Rn. On désignera par C0(Ω) (resp. C1(Ω) ) l'espace des
fonctions continues (resp. continûment di�érentiables) sur Ω à valeurs complexes puis, pour
k ∈ N, k ≥ 2, on pose,

Ck(Ω) =

{
u ∈ Ck−1(Ω) :

∂u

∂xi
∈ Ck−1(Ω), i = 1, . . . , n

}
.

C'est l'espace des fonctions k fois continûment di�érentiables sur Ω à valeurs dans C. On
notera en�n

C∞(Ω) =
⋂
k∈N

Ck(Ω)
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1.1.5 Les espaces Ck
0 (Ω)

Dé�nition 1.1.7 1. Pour k ∈ N∪{+∞}, Ck
0 (Ω) désigne l'ensemble des u ∈ Ck(Ω) tels que

supp u est un compact contenu dans Ω.

2. Si K est un compact de Ω, Ck
0 (K) désigne l'ensemble des éléments u de Ck

0 (Ω) tels que
suppu ⊂ K.

1.2 L'espace D(Ω) de fonctions tests :

Dé�nition 1.2.1 On dé�nit le support d'une fonction f : Rn → R( ou C) par

Supp(f) = x ∈ Rn; f(x) ̸= 0.

c'est-à-dire l'adhérence de l'ensemble des x tels que f(x) est non identiquement nulle.

Rappel :

a) l'adhérence d'un ensemble est le plus petit fermé contenant cet ensemble.

b) les parties comapctes de Rn sont les parties fermées bornées

Le support de f est donc un compact en dehors du quel f est nulle.

Exemple 1.2.1 Soit x = (x1, x2..., Xn) ∈ Rn, r =∥ x ∥=
√
x21 + ....x2n. On pose

f(x) =

{
e
− 1

1−r2 , si r < 1
0 , si r ⩾ 1.

On a suppf = x ∈ Rn :∥ x ∥⩽ 1 ; la boule de centre 0 et de rayon 1.

Les distributions sont des fonctionnelles linéaires particulières sur l'espace des fonctions
tests. Commençons par dé�nir ces fonctions tests :

1.2.1 Notion de fonction test

Dé�nition 1.2.2 On appelle fonction test, ou fonction de base, une fonction φ ∈ C∞(R,C) à
support borné, c'est-à-dire nulle en dehors d'un segment [a, b], dépendant de φ.

Propriétés 1.2.1 1. Si φ est une fonction test, il en est de même de φ′.

2. Si φ est une fonction-test de R dans R et f une fonction C∞(R,C), f ◦φ est une fonction
test.
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3. Toute fonction test φ s'écrit de façon unique sous la forme φ(x) = ψ(x) + x.ϕ(x), où ψ
et ϕ sont des fonctions tests paires. Il su�t de noter que :

φ(x) =
φ(x) + φ(−x)

2
+
φ(x)− φ(−x)

2

=
φ(x) + φ(−x)

2
+ x

φ(x)− φ(−x)
2x

,

=
φ(x)− φ(−x)

2x

=
1

2x

∫ +x

−x
φ(t)dt

=
1

2

∫ +1

−1

φ(xu)du

Exemples des fonctions tests

Exemple 1.2.2 Considérons la fonction :

φ(x) =

{
exp 1

x2−1
, si |x| < 1

0 , si |x| ≥ 1.

Elle est paire, continue, croissante sur [−1, 0], décroissante sur [0, 1], φ est de classe C∞

sur R, car :
φ = fh, où h(x) = 1− x2

On a aussi

exp
1

x2 − 1
= exp

1

2

(
1

x− 1
− 1

x+ 1

)
= exp

(
1

2x− 2
− 1

2x+ 2

)
= f(2x+ 2)f(2− 2x)

On véri�e sans peine que, pour tout x,

φ(x) = f0(2x+ 2).f0(2− 2x)

.
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Exemple 1.2.3 Plus généralement,si a < b

φa,b(x) =

{
exp 1

(x−a)(x−b) , si a < x < b

0 , si x /∈] a, b[.

est une fonction test, dont le support est [a, b].

Exemple 1.2.4 La fonction H dé�nie par :

H(x, y) =

{
exp 1

x2+y2−1
, si x2 + y2 < 1

0 , si x2 + y2 ≥ 1.

est une fonction-test

L'espace vectoriel D l'espace vectoriel des fonctions tests φ ∈ C∞ (Rn,C) est muni de la notion
de convergence suivante.

1.2.2 La Convergence dans D(Ω)

Dé�nition 1.2.3 (Dans Rn) : Soit φ ∈ D(Ω).
On dit qu'une suite (φn)n∈N de D(Ω) converge vers φ, et on note :

φn −→
n→∞

φ dans D(Ω)

SSi : {
1)∃K ⊂ Ω, K compact, tel que ∀n ∈ N, supp (φn) ⊂ K,

2)∀k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn,
∥∥∥ ∂|k|φn

∂x
k1
1 ...∂xknn

− ∂|k|φ

∂x
k1
1 ...∂xknn

∥∥∥
∞

−→
n→∞

0.
(1.1)

Donc les φn ont toutes un support inclus dans un même compact K, et convergent uniformément
ainsi que toutes leurs dérivées.

Dé�nition 1.2.4 (Dans R :) Soit φ ∈ D(Ω).
On dit qu'une suite (φn)n∈N de D(Ω) converge vers φ, et on note :

φn −→
n→∞

φ dans D(Ω)

ssi : {
1) ∃K ⊂ Ω, K compact, tel que ∀n ∈ N, supp (φn) ⊂ K,

2) ∀k ∈ N,
∥∥∥φ(k)

n − φ(k)
∥∥∥
∞

−→
n→∞

0.
(1.2)

Donc les φn ont toutes un support inclus dans un même compact K, et convergent unifor-
mément ainsi que toutes leurs dérivées.

Soit Ω un ouvert de Rn. Pour k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn, on note |k| = k1 + . . .+ kn

Propriétés 1.2.2 Cette notion de convergence possède les propriétés suivantes :
a) Si φ est un élément de D, la suite constante égale à φ converge vers φ.
b) Si (φk) et (ψk) sont deux suites d'éléments de D tendant resp. vers φ et ψ, la suite

(λ.φk + ψk) converge vers λ.φ+ ψ.
c) Si (φk) converge vers φ, toute suite extraite converge vers φ.

d) Si (φk) converge vers φ, la suite
(
∂φk

∂xj

)
converge vers ∂φ

∂xj
. Les dérivations partielles de

tous ordres sont donc des endomorphismes (séquentiellement) continus de D.
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Dans la suite, pour simpli�er les écritures, on regardera essentiellement le cas Rn = R,
donc la convergence donnée en (1.2).

Proposition 1.2.1 Soit (φn)n∈N une suite de D(Ω) qui converge vers φ ∈ D(Ω). Soit K le
compact dans (1.2), alors :

suppφ ⊂ K

Preuve :
On a ∥φ− φn∥∞ −→n→∞ 0 : soit ε > 0 et soit N ∈ N t.q. ∀n > N, ∥φ− φn∥∞ < ε.
Donc pour tout x ∈ R on a

|φ(x)− φn(x)| < ε.

En particulier, pour tout x ∈ R−K, comme alors φn(x) = 0, on a :

|φ(x)| < ε Vrai pour tout ε.

Donc pour tout x ∈ R−K on a φ(x) = 0. Donc {x : φ(x) ̸= 0} ⊂ K Alors :

suppφ ⊂ K̄ = K

.

1.2.3 Dérivation dans D(Ω)

Dé�nition 1.2.5 Si φ est une fonction de D et si a = (α1, ..., αn) ∈ Nn est un multi-indice,
on pose

Dαφ = (
∂φ

∂x1
)α1 ...(

∂φ

∂xn
)αn =

∂|α|φ

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

,

avec |α| = α1 + ...+ αn.

Proposition 1.2.2 Soient φ une fonction test, f une fonction réglée à support borné. Leur
convolée φ ∗ f dé�nie par

∀x ∈ R (φ ∗ f)(x) =
∫ +∞

−∞
φ(x− t)f(t)dt est une fonctiontest.

Preuve :
Supposons le support de φ inclus dans [a, b], celui de f dans [c, d].

(φ ∗ f)(x) =
∫ d

c

φ(x− t)f(t)dt

est C∞ en vertu du théorème de dérivation des intégrales à paramètre sur les segments, et
nulle hors de [a+ c, b+ d].
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1.3 L'espace D′(Ω) des distributions

On appelle dual topologique de D(Ω), noté D′(Ω), l'espace des formes linéaires continues T
sur D(Ω) dé�nies par

T : D(Ω) 7−→ C
φ 7−→ < T, φ >

,

Dé�nition 1.3.1 On appelle distribution toute fonctionnelle linéaire continue sur l'espace vec-
toriel D.
Par dé�nition, T est une fonctionnelle sur D donc T associe à toute fonction φ ∈ D un com-
plexe noté :

< T ;φ > ou parfois T (φ)

La dé�nition d'une distribution implique les deux points suivants :

1. Linéarité : Pour tout φ, ψ ∈ D(Ω) , et tout λ ∈ R On a :

< T, φ+ λψ >=< T, φ > +λ < T, ψ >

2. Continuité : Si (φk)k>0 converge dans D ver φ, alors la suite (⟨T, φk⟩)k>0 converge au
sens usuel vers ⟨T, φ⟩ , i.e

∀ϵ > 0,∃N ∈ N tel que, ∀k > N, | ⟨T, φ⟩ − ⟨T, φk⟩ | ≤ ϵ.

Les éléments de D′(Ω) sont appelés distributions.

Exemple 1.3.1 L'application

T : φ ∈ D →
∫
. . .

∫
Rn

φ(x)dx ∈ C est une distribution.

Plus généralement, pour toute fonction localement intégrable f de Rn dans C,

Tf : φ ∈ D →
∫
. . .

∫
Rn

f(x) · φ(x)dx ∈ C est une distribution.

1.3.1 Convergence dans D′(Ω) (convergence faible)

Dé�nition 1.3.2 On dit qu'une suite de distributions (Tn)n∈N de D′(Ω) converge ssi elle converge
simplement, i.e. ssi elle converge en tout point, i.e. ssi quelque soit φ ∈ D(Ω), notant rn =
⟨Tn, φ⟩, la suite de réels (rn)N converge dans R :

(Tn)N converge ⇐⇒ ∀φ ∈ D(Ω), ∃r ∈ R, lim
n→∞

⟨Tn, φ⟩ = r
noté
= T (φ).

Cela dé�nit alors la fonctionnelle T : D(Ω) → R appelée limite de la suite (Tn) dans D′(Ω),
et noté

T
noté
= lim

n→∞
Tn

Cette notion de convergence possède les mêmes propriétés que la convergence dans D :
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Propriétés 1.3.1 a) Si T est un élément de D′, la suite constante égale à T converge vers
T .

b) Si (Tn) et (ψn) sont deux suites d'éléments de D′ tendant resp. vers T et ψ, la suite
(λ · Tn + ψn) converge vers λ.T + ψ.

c) Si (Tn) converge vers T , toute suite extraite converge vers T .

1.3.2 Le Théorème de Banach-Steinhaus

Théorème 1.3.1 Soient
(
E, (pℓ)ℓ∈Λ1

)
,
(
F, (qk)k∈Λ2

)
deux espaces localement convexes. On sup-

pose que E est métrisable et complet. Soit (Tλ)λ∈Λ une famille d'applications linéaires continues
de E dans F . Supposons que

∀k ∈ Λ2, ∀x ∈ E, ∃Ck,x > 0 : qk (Tλx) ≤ Ck,x, ∀λ ∈ Λ (1.3)

Alors,
∀k ∈ Λ2,∃ℓ ∈ Λ1,∃C > 0 : qk (Tλx) ≤ Cpℓ(x),∀x ∈ E,∀λ ∈ Λ (1.4)

Corollaire 1.3.1 Dans le cadre du théorème (1.3.1), soit (Tj)j∈N une suite d'applications li-
néaires continues de E dans F telle que

∀x ∈ E,∃αx ∈ F : lim
j→+∞

Tjx = αx, dans F. (1.5)

Posons T x = αx pour x ∈ E. Alors,
(i) T est linéaire continue,
(ii) pour tout compact K de E et tout k ∈ Λ2,

lim
j→+∞

sup
x∈K

qk (Tjx− Tx) = 0

En particulier,
(ii) si (xj) → x dans E, alors (Tjxj) → Tx dans F .

Preuve :

a) La linéarité de T est évidente.

b) Montrons la continuité : Comme dans F , toute suite convergente est bornée, l'hypothèse
(1.5) implique (1.3), donc (1.4), d'après le théorème 1.3.1, i.e.

∀k ∈ Λ2,∃ℓ ∈ Λ1,∃C > 0 : qk (Tjx) ≤ Cpℓ(x), ∀j ∈ N,∀x ∈ E. (1.6)

D'après (1.5), qk (Tjx) → qk(Tx) dans C. Donc (1.6) est aussi vraie pour T , ce qui prouve
que T est continue.

c) Montrons (ii). Soit ε > 0 ; nous devons prouver que, pour toute semi-norme qk

∃N0 ∈ N : ∀j ≥ N0, qk (Tjx− Tx) ≤ ε, ∀x ∈ K. (1.7)

À l'indice k correspondent ℓ et C véri�ant (1.6). Recouvrons K par un nombre �ni de pℓ-
boules de rayon ε

3C
et de centres y1, . . . , yM . Pour tout x ∈ K, il existe mx ∈ {1, 2, . . . ,M}

tel que {
qk (Tj (x− ymx)) ≤ Cpℓ (x− ymx) ≤ ε

3
,

qk (T (x− ymx)) ≤ Cpℓ (x− ymx) ≤ ε
3
,

(1.8)
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ce qui résulte de (1.6) appliqué à Tj et à T .
D'autre part, pour m ∈ {1, . . . ,M} on a, limj→+∞ qk (Tjym − Tym) = 0. Il existe donc
N0 tel que pour j ≥ N0, on ait qk (Tjym − Tym) ≤ ε

3
pour tout m ∈ {1, 2, . . . ,M}. Alors,

pour j ≥ N0 et tout x ∈ K on a,
qk (Tjx− Tx) ≤ qk (Tjx− Tjymx)+qk (Tjymx − Tymx)+qk (Tymx − Tx) ≤ ε, ce qui prouve
(1.7). Montrons (ii)' : l'ensemble K = {xj}j∪{x} est un compact de E. Soit qk une semi-
norme de F et ε > 0 ; soit ℓ et C satisfaisant à (1.6). Il existe N0 tel que pour j ≥ N0,
on ait (d'après (ii) et l'hypothèse de (ii)')

sup
y∈K

qk (Tjy − Ty) ≤ ε

2
, pℓ (xj − x) ≤ ε

2C
.

Alors (1.6) implique que pour j ≥ N0,

qk (Tjxj − Tx) ≤ qk (Tjxj − Txj) + qk (Txj − Tx)

≤ sup
y∈K

qk (Tjy − Ty) + Cpℓ (xj − x) ≤ ε.

Démonstration du théorème (1.3.1) :
Soit qk une semi-norme dans F . Pour N ∈ N posons

FN = {x ∈ E : qk (Tλx) ≤ N, ∀λ ∈ Λ}

a) FN est fermé car toute semi-norme est continue.
b)
⋃+∞
N=1 FN = E, par hypothèse.

c) Si x ∈ FN ,−x ∈ FN car qk (Tλ(−x)) = qk (Tλx).
d) FN est convexe car si x, y ∈ FN et t ∈ [0, 1] on a,

qk (Tλ(tx+ (1− t)y)) ≤ tqk (Tλx) + (1− t)qk (Tλy) ≤ tN + (1− t)N = N

donc tx+ (1− t)y ∈ FN .
L'espace E étant métrique et complet, il est de Baire. D'après a) et b) il existe N0 ∈ N tel

que
◦
FN0 ̸= ∅. Il existe donc x0 ∈ FN0 , une semi-norme pℓ et ε0 > 0 tels que,

B0 = {x ∈ E : pℓ (x− x0) < ε0} ⊂
◦
FN0 .

Nous allons montrer que cela entraîne,

B1 =
{
x ∈ E : pℓ(x) <

ε0
2

}
⊂ FN0 . (1.9)

En e�et, si x ∈ B1 on écrit x = 1
2
((x0 + 2x)− x0) ; on a x0 ∈ FN0 donc (d'après c))

−x0 ∈ FN0 ; ensuite, x0 + 2x ∈ B0 car pℓ (x0 + 2x− x0) = 2pℓ(x) < ε0, donc x0 + 2x ∈ FN0 ;
en�n, d'après d), x ∈ FN0 . On déduit de (2.7).ét de la dé�nition des FN que

pℓ(x) <
ε0
2

=⇒ qk (Tλx) ≤ N0, ∀λ ∈ Λ

Soit x ∈ E quelconque ; posons, pour δ > 0, x̃ = x
pℓ(x)+δ

ε0
2
. Alors pℓ(x̃) < ε0

2
donc qk (Tλx̃) ≤

N0 ce qui s'écrit
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qk (Tλx) ≤
2

ε0
N0 (pℓ(x) + δ) , ∀λ ∈ Λ

Il su�t de faire tendre δ vers zéro pour obtenir (1.4).

Théorème 1.3.2 Soit (Tn)n∈N une suite dans D′(Ω) qui est convergente. Alors la limite T est
une distribution sur Ω.

Preuve :

1. la linéarité :
Pour φ, ψ ∈ D(Ω) et λ ∈ R on a (égalités dans R) :

⟨T, φ+ λψ⟩ déf
= lim

n→∞
⟨Tn, φ+ λψ⟩ = lim

n→∞
(⟨Tn, φ⟩+ λ ⟨Tn, ψ⟩)

= lim
n→∞

⟨Tn, φ⟩+ λ lim
n→∞

⟨Tn, ψ⟩ = ⟨T, φ⟩+ λ⟨T, ψ⟩,

d'où la linéarité.

2. Continuité : soit φ ∈ D(Ω).
Soit (φk) une suite de D(Ω) convergeant vers φ ∈ D(Ω), on a :

lim
k→∞

⟨T, φk⟩ = lim
k→∞

lim
n→∞

⟨Tn, φk⟩ .

On admet qu'on peut inverser les signes limites (Théorème de Banach-Steinhaus (1.3.1)).
D'où

lim
k→∞

⟨T, φk⟩ = lim
n→∞

lim
k→∞

⟨Tn, φk⟩

= lim
n→∞

〈
Tn, lim

k→∞
→ ∞φk

〉
= lim

n→∞
⟨Tn, φ⟩

= ⟨T, φ⟩

On note alors (convergence faible) :

Tn →
n→∞

T dans D′(Ω)

Donc : Tn → T dans D′(Ω) ssi :

∀φ ∈ D(Ω), ⟨Tn, φ⟩ −→
n→∞

⟨T, φ⟩ dans R

i.e. ssi, pour φ quelconque (�xé), |Tn(φ)− T (φ)| → 0 dans R.

1.3.3 Dérivation des distributions

Dé�nition 1.3.3 Si Ω est un ouvert de R, on dé�nit alors la dérivée T ′ de la distribution
T ∈ D′(Ω) par :

⟨T ′, φ⟩ déf
= −⟨T, φ′⟩ , ∀φ ∈ D(Ω)
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Et plus généralement, on dé�nit pour m ∈ N, notant T (m) =
(
T (m−1)

)′
:〈

T (m), φ
〉
= (−1)m

〈
T, φ(m)

〉
, ∀φ ∈ D(Ω)

appelée dérivée d'ordre m de T .

Dé�nition 1.3.4 Si f ∈ L1
loc(R), on note f ′ = déf (Tf )

′ sa dérivée au sens des distributions :
pour tout φ ∈ D(R) :

⟨f ′, φ⟩ déf
=
〈
(Tf )

′ , φ
〉 (

= −⟨Tf , φ′⟩ noté
= −⟨f, φ′⟩

)
Proposition 1.3.1 Si T ∈ D′(Ω), alors T ′ ∈ D′(Ω) (est une distribution), ainsi que T (m) pour
tout m ∈ N. Autrement dit, une distribution est dérivable à tout ordre.

Preuve :

1. Linéarité immédiate.

2. Continuité car si φ ∈ D(Ω), alors φ(m) ∈ D(Ω).

Dé�nition 1.3.5 Dans Rn : soit Ω un ouvert de Rn et T ∈ D′(Ω). On dé�nit sa i-ème dérivée
partielle ∂T

∂xi
par, pour i = 1, . . . , n :〈

∂T

∂xi
, φ

〉
déf
= −

〈
T,

∂φ

∂xi

〉
, ∀φ ∈ D(Ω)

Et on véri�e immédiatement que cela fait bien de ∂T
∂xi

une distribution pour tout i et que T
est in�niment dérivable.

Exemple 1.3.2 Montrons que la formule de Schwarz :

∂2T

∂xi∂xj
=

∂2T

∂xj∂xi
est toujours vraie au sens des distributions.

〈
∂ ∂T
∂xi

∂xj
, φ

〉
= −

〈
∂T

∂xi
,
φ

∂xj

〉

=

〈
T,
∂ ∂φ
∂xj

∂xi

〉

=

〈
T,
∂ ∂φ
∂xi

∂xj

〉
Car φ ∈ D(Ω), donc φ ∈ C2.

1.3.4 Les distributions régulières Tf

Dé�nition 1.3.6 Soit f ∈ L1
loc(Ω). On appelle distribution régulière associée à f : la fonction-

nelle T = noté Tf : Ω → R dé�nie par :

∀φ ∈ D(Ω) ⟨Tf , φ⟩
déf
=

∫
Ω

f(x)φ(x)dx
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Proposition 1.3.2 Pour f ∈ L1
loc(Ω), la fonctionnelle Tf dé�nie par :

∀φ ∈ D(Ω) ⟨Tf , φ⟩ =
∫
Ω

f(x)φ(x)dx est une distribution.

Preuve :

1. Soit φ ∈ D(Ω). On a ∫
Ω

f(x)φ(x)dx =

∫
Ω

f(x)φ(x)1suppφ(x)dx.

La fonction fφ1supp φ est dominée par la fonction intégrable ∥φ∥∞f1suppφ (car f ∈ L1
loc(Ω)

et suppφ est compact dans Ω).
2. La linéarité est trivial.
3. Continuité de Tf :

Soit φ ∈ D(Ω) et soit (φn)N une suite de D(Ω) convergeant vers φ ∈ D(Ω).
On a avec K compact :

|T (φ)− T (φn)| =
∣∣∣∣∫

Ω

f(x) (φ− φn) (x)dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
K

f(x) (φ− φn) (x)dx

∣∣∣∣
⩽ ∥φ− φn∥∞

∫
K

|f(x)|dx −→n→∞ 0, car ∥φ− φn∥∞ → 0 et f ∈ L1(K)

Donc Tf est continue en φ, vrai pour tout φ ∈ D(Ω)

Dé�nition 1.3.7 (Généralisation) : Soit f ∈ Lploc(Ω) avec 1 ⩽ p ⩽ ∞, on appelle distribution
régulière Tf la distribution donnée par :

∀φ ∈ D(Ω) ⟨Tf , φ⟩ =
∫
Ω

f(x)φ(x)dx

(En particulier vrai pour f ∈ L2
loc(Ω).)

Proposition 1.3.3 Pour f ∈ Lploc(Ω) où 1 ⩽ p ⩽ ∞, la fonctionnelle Tf dé�nie en précédem-
ment est bien une distribution.

Exemple 1.3.3 La fonction constante

f = 1R ∈ L1
loc(R)

Dé�nit une distribution régulière qui à une fonction φ associe son aire sous la courbe :

T1R(φ) =

∫
R
φ(x)dx

noté
= ⟨1R, φ⟩ .

Exemple 1.3.4 La fonction de Heaviside H0 :

H0(x) =

{
1 , si x > 0,
0 , si x < 0

Dé�nit une distribution régulière sur R. Elle n'a pas été dé�nie en x = 0 (donc dé�nie
uniquement presque partout).

Proposition 1.3.4 Soit f ∈ Lploc(R) où 1 ⩽ p ⩽ ∞. On a :

f = 0 p.p. sur ]a, b [⇐⇒ Tf = 0 sur D(]a, b[) (1.10)
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1.3.5 Exemple des Distributions non-régulières

Dé�nition 1.3.8 Soit a ∈ R. La masse de Dirac δa : D(R) → R est dé�nie par :

δa(φ)
déf
= φ(a)

noté
= ⟨δa, φ⟩

Plus généralement, la masse de Dirac en a est dé�nie sur toutes les fonctions continues
en a, la valeur de φ(a) étant alors parfaitement dé�nie (ce qui n'est pas le cas d'une fonction
dé�nie presque partout en général).

Proposition 1.3.5 δa est une distribution, mais n'est pas une distribution régulière.
Preuve :

a) La linéarité est immédiate.

b) Continuité :
Soit φ ∈ D(R) t.q (φn) → φ dans D(R), en particulier ∥φ− φn∥∞ → 0.
Soit supx∈R |φn(x)− φ(x)| → 0, en particulier φn(a) → φ(a).
Donc δa (φn) → δa(φ), alors δa est continue au point φ ∈ D(R). Vrai ∀φ ∈ D(R).
Donc δa est une distribution.

c) Supposons qu'il existe f ∈ L1
loc(R) telle que

δa(φ) =

∫
R
f(x)φ(x)dx ∀φ ∈ D(R).

En particulier pour tout φ ∈ D(R− {a}) on aurait

δa(φ) = φ(a) = 0 =

∫
R
f(x)φ(x)dx.

Et donc
f = 0 presque partout sur ]a, b[⊂ R∗

pour la mesure de Lebesgue (1.10), donc sur R. D'où : δa = 0 C'est faux.
Donc δa n'est pas régulière

Exemple 1.3.5 (Le peigne de Dirac)∑
k∈Z

δk ∈ D′(R)

Dé�nit une distribution, mais ce n'est pas une distribution régulière.

Dé�nition 1.3.9 Le produit tensoriel de f et g est une application, noté f ⊗ g et dé�nie par

f ⊗ g : Rn × Rm −→ R
(x, y) 7−→ f ⊗ g(x, y) = f(x)g(y)



Chapitre 2

Distrubitions Périodiques

2.1 Dé�nitions et propriétés élémentaires

Dé�nition 2.1.1 Soit a ∈ R,
1. La translatée Taφ de la fonction φ d'une variable réelle est dé�nie par :

Taφ(x) = φ(x− a)

2. Cette dé�nition se généralise aux distributions si : T ∈ D′(R), sa translatée TaT au est
dé�nie par :

< TaT, φ >=< T, T−aφ >,∀φ ∈ D(R)

Propriétés 2.1.1 1. Si φ ∈ L1
Loc(R), alors : Taφ ∈ L1

Loc(R)
2. Pour une distribution régulière Tf , l'égalité TaTf = TTaf résulte d'un simple changement

de variable ; soit φ ∈ D(R) :

< TaTf , φ > =< Tf , T−aφ >

=

∫
R
f(x)φ(x+ a)dx

=

∫
R
f(y − a)φ(y)dy

=

∫
R
Taf(y)φ(y)dy

=< TTaf , φ >

3. Pour tout φ ∈ D(R) : supp(Taφ) = Ta(suppφ) = suppφ+ a

4. ∀φ ∈ D(R), alors Taφ ∈ D(R) i.e : La translatée d'une fonction test est aussi une fonction
test.

5. ∀T ∈ D′(R), alors TaT ∈ D′(R)
6. ∀T ∈ D′(R) : supp(TaT ) = Ta(suppT ) = x+ a{x ∈ supp(T )}

avec Ta(suppT ) = supp(T ) + a

7. Pour tout a1, a2 ∈ R, on a : Ta1 ◦ Ta2 = Ta1+a2

22
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Exemple 2.1.1 a) Taδ0 = δa. En e�et, soit φ ∈ D(R), alors :

< Taδ0, φ >=< δ0, T−aδ0 >= (Taδ)(0) = φ(0 + a) = φ(a) =< δa, φ >

b) Pour tout ψ ∈ D(R)T ∈ D′(R), on a

Ta(ψT ) = Taψ.TaT

En e�et : soit φ ∈ D(R),

< Taψ.TaT, φ > =< TaT, Taψ.φ >
=< T, T−a(Taψ.φ) >

on prend x ∈ R,

T−a(Taψ.φ)(x) = T−a[ψ(x− a).φ(x)]

= ψ(x).φ(x+ a)

= ψ(x).T−aφ(x)

d'où :
T−a(Taψ.φ) = ψ.T−aφ

alors :

< Taψ.TaT, φ > =<, Tψ.T−aφ >

=< ψT, T−aφ >

=< T−a(ψ.T ), φ >

2.2 Fonction p-périodiques ;

Dé�nition 2.2.1 On dit qu'une fonction f ∈ L1
Loc(R) est p-périodique si :

Tpf = f, i.e ∀x ∈ R : f(x+ p) = f(x)

Exemple 2.2.1 a) f ≡ Cste est p-périodique,∀p ∈ R+
∗

b) Si f est p-périodique alors f(λx) est p
λ
-périodiqe ,∀λ ∈ R∗

c) Les fonctions eik
2π
p
x sont p-périodiqes ∀k ∈ Z

d) Les polynômes trigonométriques
∑

|k|≤N cke
ik 2π

p
x sont p-périodiques .∀k ∈ Z

Proposition 2.2.1 Soit f une fonction p-périodique à variation bornée sur [0, p], ce qui im-
plique qu'en tout point x, elle admet une limites à droite et à gauche. Alors, pour tout x, la
somme partielle de la série de Fourier en ce point converge vers :

(f(x− 0) + f(x+ 0))

2
.

Si, en tous les points d'un intervalle fermé I, la fonction f est en outre continue, la conver-
gence précédente est uniforme sur cet intervalle.
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Lemme 2.2.1 Soit f ∈ L1
Loc(R) une fonction p-périodique, alors on a,

∀a ∈ R :

∫ a+p

a

f(x)dx =

∫ p

0

f(x)dx

Preuve :
Posons pour tout a ∈ R :

F (a) =

∫ a+p

a

f(x)dx.

Pour simpli�er les calculs, on suppose que f est continue et d'après les propriétés des fonctions
dé�nies par des intégrales, on calcule la dérivée de la fonction F par rapport à a, on obtient :

F ′(a) = [f(x)]a+pa = f(a+ p)− f(a) = f(a)− f(a) = 0

d'où : F (a) = Cste ,∀a ∈ R.
Donc F (0) = F (a), d'où le résultat.

Lemme 2.2.2 Soit f ∈ L1
Loc(R) une fonction p-périodiques, alors,

f =
∑
k∈Z

Tkp(1[0;p[ f)

i.e, Connaître f sur une période su�t à la connaître partout.

Lemme 2.2.3 "Structure des fonctions p-périodiques"
Soit f ∈ L1

Loc(R) une fonction p-périodiques,

f est p-periodique ⇐⇒ ∃g ∈ L1
Loc(R) à support compact tq, f =

∑
k∈Z

Tkpg

Preuve :
=⇒ :
Supposons que f est p-périodique, alors d' après le lemme(2.2.2), on a :

f =
∑
k∈Z

Tkp(1[0;p[ f)

On pose
g = 1[0;p[ f.

Par dé�nition, la fonction g est localement intégrable et à support compact égale à [0, p].
D'où, ∃g ∈ L1

Loc(R) à support compact telle que :

f =
∑
k∈Z

Tkpg

⇐= :
soit g ∈ L1

Loc(R) à support compact, telle que :

f =
∑
k∈Z

Tkpg
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Montrons que f est p-périodique. soit x ∈ R, alors :

f(x+ p) =
∑
k∈Z

Tkpg(x+ p)

=
∑
k∈Z

Tkp ◦ T−pg(x)

=
∑
k∈Z

T(k−1)pg(x)

=
∑
k∈Z

Tkpg(x)

= f(x)

d'où f est p-périodique.

2.3 Transformée de Fourier

Dé�nition 2.3.1 Soit u : R −→ R( ou C) une fonction appartenant à L1(R). On appelle
transformée de Fourier de u, la fonction û : R −→ C dé�nie par

û(ξ) =

∫ ∞

−∞
u(x)e−2πiξxdx, ξ ∈ R (2.1)

Cette intégrale est bien dé�nie puisque
∣∣u(x)e−2πiξx

∣∣ = |u(x)| et f ∈ L1(R).
On écrira symboliquement : û = Fu ou û(ξ) = F{u(x)}.

Dé�nition 2.3.2 Transformée de Fourier de la translation :
La transformée de Fourier d'une fonction translatée de a est donnée par :

F(u(x− a)) = e−2iπξaF(u(x)) (2.2)

2.3.1 L'espace de Schwartz S (Rn)

Toutes les opérations sur D′ que nous avons étudiées ont été dé�nies par dualité à partir de
C∞

0 ; il était important pour cela que C∞
0 soit invariant par ces opérations. Or, comme nous le

verrons plus loin, la transformée de Fourier d'un élément (non identiquement nul) de C∞
0 n'est

jamais à support compact. Il faut donc commencer par trouver un espace qui soit invariant par
la transformation de Fourier. L'espace de Schwartz S (Rn) conviendra.

Dé�nition 2.3.3 L'espace S = S (Rn) est constitué des fonctions u appartenant à C∞ (Rn)
telles que

∀α, β ∈ Nn,∃Cα,β > 0,
∣∣xα∂βu(x)∣∣ ≤ Cα,β, ∀x ∈ Rn

Toutes les dérivées d'un élément de S tendent vers zéro à l'in�ni "plus vite" (décroissance
rapide) que tout polynôme. Voici des exemples.

Exemple 2.3.1 (i) C∞
0 (Rn) ∈ S.

(ii) La fonction u(x) = e−|x|2 , x ∈ Rn, appartient à S.
(iii) Plus généralement, pour z ∈ C tel que Re z > 0, la fonction sur Rn, u(x) = e−z|x|

2

appartient à S.
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2.3.2 Transformée de Fourier dans S (Rn)

Dé�nition 2.3.4 Pour u ∈ S, la transformée de Fourier de u, que l'on note û ou Fu, est la
fonction sur Rn dé�nie par,

û(ξ) = Fu(ξ) =
∫
e−ix·ξu(x)dx, ξ ∈ Rn (2.3)

où x · ξ = x1ξ1 + . . .+ xnξn.
Cette dé�nition a bien un sens puisque e−ix·ξu ∈ L1 (Rn).

Propriétés 2.3.1 Propriétés de la transformation de Fourier dans S (Rn)
Pour u, v ∈ S (Rn) on a,

a)
∫
û(ξ)v(ξ)dξ =

∫
u(x)v̂(x)dx,

b)
∫
u(x)v̄(x)dx = (2π)−n

∫
û(ξ)v̂(ξ)dξ. En particulier,

∫
|u(x)|2dx = (2π)−n

∫
|û(ξ)|2dξ,

c) u ∗ v ∈ S et F(u ∗ v) = û · v̂,
d) û · v = (2π)−nû ∗ v̂
e) D̂ju = ξjû, Dj =

1
i
∂
∂xj

,

f) x̂ju = −Djû, où Dj =
1
i
∂
∂ξj

.

2.3.3 L'espace S ′(Rn)

Dé�nition 2.3.5 S ′ (Rn) = S ′ est le dual topologique de S, i.e. l'espace vectoriel des formes
linéaires continues de S dans C.

Donc une application linéaire, T : S → C appartient à S ′ si et seulement si,

∃k, ℓ ∈ N,∃C > 0 : |⟨T, φ⟩| ≤ C
∑
|α|≤k
|β|≤ℓ

sup
x∈Rn

∣∣xα∂βφ(x)∣∣ , ∀φ ∈ S.

2.3.4 Transformée de Fourier des distributions dans S ′ (Rn)

Dé�nition 2.3.6 Si T ∈ S ′(Rn), la transformée de Fourier de T , notée FT ou T̂ , est la forme
linéaire sur S dé�nie par

⟨FT, φ⟩ = ⟨T,Fφ⟩, ∀φ ∈ S et FT ∈ S ′(Rn) (2.4)

En e�et FT ∈ S ′(Rn) car |⟨T,Fφ⟩| ≤ C
∑

|α|≤k
|β|≤ℓ

pαβ(Fφ) (où les pαβ sont des semi-normes

de S ) puisque T ∈ S ′(Rn).

Propriétés 2.3.2 Propriétés de la transformation de Fourier dans S ′(Rn)

a) La transformation de Fourier dans S ′(Rn) coïncide avec la transformation de Fourier
dans S)(Rn) (dé�nie en (2.3)) si T ∈ S(Rn).
Pour T ∈ S ′(Rn) on a,

b) FFT = (2π)nŤ , où ⟨Ť , φ⟩ = ⟨T, φ̌⟩ et φ̌(x) = φ(−x).
c) F (DjT ) = ξjFT,Dj =

1
i
∂j

d) F (xjT ) = −DjFT .
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2.4 Distributions p-périodiques sur R
Dé�nition 2.4.1 On dit qu'une distribution T ∈ D′(R) est p-périodique, si

TpT = T, ie ∀φ ∈ D(R) :< T, T−pφ >=< T, φ >

Exemple 2.4.1 a) Si f ∈ L1
Loc(R) est p-périodique, alors Tf est aussi p-périodique,

b) Si T est une distribution p-périodique, alors la dérivée T ′ l'est aussi.

c) Le Peigne de Dirac III =
∑

k∈Z δk est 1-périodique.

Dé�nition 2.4.2 Soit T ∈ D′(R) une distribution et soit λ ∈ R∗. On dé�nit la distribution S
par, pour tout φ ∈ D(R) :

⟨S, φ⟩ def=
〈
T,

1

λ
φ 1

λ

〉
(
not
=

〈
T (x),

1

λ
φ(
x

λ
)

〉
) (2.5)

(On véri�e immédiatement que S est bien une distribution sur R.) On note abusivement S(x) =
T (λx). Donc, pour tout φ ∈ D(R) :

⟨T (λx), φ(x)⟩ def=
〈
T (x),

1

|λ|
φ(
x

λ
)

〉
, (2.6)

notation abusive ou implicitement x est le nom de la "variable d'intégration".

2.4.1 Peigne de Dirac

Dé�nition 2.4.3 Pour a > 0, on appelle peigne de Dirac de période a la distribution :

∆a =
∑
k∈Z

δka = . . .+ δ−2a + δ−a + δ0 + δa + . . .

dé�nie sur les fonctions φ continues en les ka pour k ∈ Z par :

⟨∆a, φ⟩ =
∑
k∈Z

φ(ka)
noté
= ⟨∆a(x), φ(x)⟩dx (2.7)

Pour φ ∈ D(R) le membre de droite de 2.7 est une somme �nie (car φ est à support
compact), et ∆a est une distribution (car est une somme �ni des distribution).

Exemple 2.4.2 Montrons pour a > 0 : ∆a(x) =
1
a
∆1

(
x
a

)
〈
∆1

(x
a

)
, φ(x)

〉
dx

= ⟨∆1(x), aφ(ax)⟩dx

=
∑
k∈Z

a ⟨δk(x), φ(ax)⟩dx

= a
∑
k∈Z

φ(ax)

= a ⟨∆a, φ⟩
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Lemme 2.4.1 "Décomposition de l'unité"
Soit p ∈ R∗

+ alors ∃X ∈ D(R) tel que ∑
k∈Z

TkpX = 1

Preuve :
On choisit une fonction test ψ ∈ D(R)tel que ψ ⩾ 0 et ψ > 0 sur [0, p], Ainsi :

X =
ψ∑

k∈Z Tkpψ
convient.

X est bien dé�nie car ∑
k∈Z

Tkpψ ̸= 0

parce que si on suppose que : ∑
k∈Z

Tkpψ = 0

alors :
∀k ∈ Z;ψ(x+ kp) = 0 pour tout x ∈ R.

d'où pour k = 0 et x = p
2
on a : ψ(p

2
) = 0, ce qui contredit le fait que ψ(p

2
) > 0.

Lemme 2.4.2 "Structure des distributions p-périodiques"

1. Soit T ∈ E ′(R), alors
∑

k∈Z TkpT est une distribution p-périodique.

2. Réciproquement : Si S est une distribution p-périodique, alors, il existe une distribution
T ∈ E ′(R),telle que :

S =
∑
k∈Z

TkpT

Preuve :
On peut prendre T = X .S avec X ∈ D(R) telle que :∑

k∈Z

TkpX = 1

Dé�nition 2.4.4 Soit S est une distribution p-périodique, telle que

S =
∑
k∈Z

TkpT (d'aprés le lemme 2.4.2).

On appelle coe�cients de Fourier de S les nombres complexes

ck(S) =
1

p
< Tx, e

−2iπ kx
p >

Le membre droit de cette equation est bien dé�nie, car par dé�nition c'est la quantité 1
p
T̂ (2kπ

p
)

où T̂ est la transformée de fourier de T distribution à support compact, et aussi une fonction
de classe C∞ sur R
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Théorème 2.4.1 Soit S est une distribution p-périodique, alors

S =
∑
k∈Z

ck(S)e
2iπ kx

p (2.8)

et pour k ̸= 0on a, |ck(S)| ⩽ C|k|r, où r est un entier positif.
Inversement : Une suite de nombres (ck)k satisfaisant à l'inégalité précédente est la suite des
coe�cients de Fourier d'une distribution p-périodique.
Preuve :
Posons :

SN =
∑
|k|⩽N

ck(S)e
2iπ kx

p

Donc la série du membre droit de l'équation (1) est convergente, et c'est la limite de la suite
(SN)N∈N lorsque N → ∞. En e�et, on va considérer

RN =
∑

|k|⩽N,k ̸=0

ck(S)

kβ+2
e2iπ

kx
p , avec β ≥ r

Les ck(S) sont à croissance lente d'après le théorème suivant :
Si T ∈ E ′(R), T̂ est une fonction C∞ sur R donnée par :

T̂ (ξ) =< Tx, e
−ixξ >

De plus : ∃r ∈ N tel que

|∂αξ T̂ (ξ)| ≤ Cα(1 + |ξ|)r∀α ∈ N,∀ξ ∈ R

Par ailleurs la suite (RN) ⊂ C0(R). Comme

|ck(S)|
|k|β+2

⩽
C|k|r

|k|β+2
⩽
C

k2

Cette suite converge uniformément sur R, donc dans D′(R), vers une fonction continue R.
Alors (( d

dx
)β+2RN) converge, dans D′(R), vers R(β+2). Mais

R
(β+2)
N =

∑
|k|⩽N,k ̸=0

iβ+2ck(S)e
2iπ kx

p = iβ+2(SN − c0(S))

donc (SN) converge dans D′(R) , vers c0 + i−(β+2)Rβ+2

2.5 Distributions tempérées

Les semi-normes pk,ℓ, données par pk,ℓ(φ) =
∑

α⩽k,β⩽ℓ

∥∥xαφ(β)
∥∥
∞, dé�nissent une topologie

sur S, donc surD(R). On munit D(R) de cette topologie.

Dé�nition 2.5.1 Une distribution T ∈ D′(R) est dite tempérée ssi T est également continue
sur D(R) muni de la topologie induite par S, i.e. ssi la distribution T ∈ D′(R) véri�e (image
bornée par un antécédent) :

∃C > 0, ∃k, ℓ ∈ N, ∀φ ∈ D(R), |⟨T, φ⟩| ⩽ Cpk,ℓ(φ)

où pk,ℓ est dé�ni au dessus.
On note S ′ l'espace des distributions tempérées.
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Exemple 2.5.1 Toute fonction polynôme dé�nit une distribution tempérée :
〈
xk, φ

〉
⩽ pk,0(φ)

pour φ ∈ S.

Exemple 2.5.2 Soit f donnée par f(x) = ex
2
. On a f ∈ L1

loc(R), donc dé�nit la distribution
Tf . Mais Tf n'est pas une distribution tempérée. soit φ ∈ D dé�nie par φ(x) = e−x

2
on a φ ∈ S;

et ⟨Tf , φ⟩ =
∫
R e

x2e−x
2
dx =

∫
R dx = ∞, donc :

∀C > 0, ∀k, l ∈ N, ⟨Tf , φ⟩ ⩾ Cpk,ℓ(φ)

Exemple 2.5.3 Le peigne de Dirac est une distribution tempérée.
Pour φ ∈ S on a ∣∣∣∣∣∑

k∈Z

φ(k)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∑
k∈Z

(
1 + k2

)
φ(k)

1

1 + k2

∣∣∣∣∣
⩽

(
sup
x∈R

∣∣(1 + x2
)
φ(x)

∣∣)∑
k∈Z

1

1 + k2
,

et donc ⟨∆1, φ⟩ ⩽ Cp20(φ) où C =
∑

k∈Z
1

1+k2
: ∆1 est tempérée. Même démarche pour ∆a.

Proposition 2.5.1 Toute primitive d'une distribution tempérée T est encore tempérée

Proposition 2.5.2 Toute distribution périodique sur R est tempérée.
Preuve : On sait que toute fonction continue périodique est nécessairement bornée sur R. Pour
le cas des distributions, notre proposition va dans le même sens.
Nous aurons besoins d'une fonction test ψ ∈ D(R) telle que :∑

k∈Z

ψ(x+ k) = 1

pour tout x ∈ R, ou simplement ∑
k∈Z

Tkψ = 1

Soit T une distribution périodique de période 1 sur R, on a :

T =
∑
k∈Z

Tkψ.T =
∑
k∈Z

Tkψ.T1T =
∑
k∈Z

Tkψ.TkT =
∑
k∈Z

Tk(ψT )

Pour toute fonction φ ∈ S(R), on a :

< T, φ >=
∑
k∈Z

< Tk(ψT ), φ >=
∑
k∈Z

< ψT, T−kφ >

Comme ψT est une distribution à support compact, alors elle est tempérée, donc elle véri-
�e :∃l,m ∈ N,∃C > 0 tels que :

| < ψT, T−kφ > | ⩽ C

l∑
α=1

m∑
β=1

supx∈R|xα(T−kφ)
(β)(x)| ⩽ C

l∑
α=1

m∑
β=1

supx∈R|(x+ k)αφ(β)(x)|
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pour tout φ ∈ S(R).
D'où :

| < T, φ > | ⩽ C
∑
|k|≤N

l∑
α=1

m∑
β=1

supx∈R|(x+ k)αφ(β)(x)|

Puisque φ ∈ S(R), alors |(x+ k)αφ(β)(x)| → 0 pour |x+ k| assez grand, donc le membre droit
de l'inégalité ci-dessus est une sommation �nie.
D'où, ∃N ∈ Ntel que :

| < T, φ > | ≤ C
∑
|k|≤N

l∑
α=1

m∑
β=1

supx∈R|(x+ k)αφ(β)(x)|

≤ C
l∑

α=1

m∑
β=1

[
∑
|k|≤N

supx∈R|(x+ k)αφ(β)(x)|]

≤ C
l∑

α=1

m∑
β=1

supx∈R[
∑
|k|≤N

|(x+ k)αφ(β)(x)|]

≤ C.CN

l∑
α=1

m∑
β=1

supx∈R|xαφ(β)(x)|

Posons C ′′ = C.CN .
Alors, ∃l,m ∈ N,∃C ′′ > 0, tels que :

| < T, φ > | ≤ C ′′||φ||α,β

Avec,

||φ||α,β =
l∑

α=1

m∑
β=1

supx∈R|xαφ(β)(x)|

où S(R) muni des semi-normes ||.||α,β est un espace vectoriel métrisable et complet. D'où T est
une distribution tempérée.
Deuxième preuve de la proposition :
On peut utiliser le théorème (2.4.1) pour démontrer la proposition (2.5.2) En e�et, on a vu que
S admet un développement en série de Fourier

S =
∑
|k|⩽N

cke
2iπ kx

p

avec convergence dans D′(R). En fait la convergence vaut encore dans S ′(R) car :
1. les ck sont à croissance lente, et

2. (< e2iπ
kx
p , φ >)k∈Z est à décroissance rapide pour φ ∈ S(R).

2.5.1 Conclusion

C'est pour cette raison, la théorie des séries de Fourier pour les fonctions continues pério-
diques s'inscrits dans le cadre de la transformation de fourier des distributions tempérées ; l'un
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des avantages du cadre des distribution tempérées pour y étudier la transformation de Fourier
est que ce cadre est commun à la théorie des séries et des intégrales de Fourier ce qui est
n'est pas le cas si on étudie la transformation de Fourier sur L1(R) ou L2(R), car une fonction
continue périodique n'appartient à L1(R) ou L2(R) que si elle est identiquement nulle ; Cette
di�culté n'existe pas dans S ′(R) car toute fonction continue périodique sur R est bornée sur
R, et dé�nit par conséquent une distribution tempérée sur R.

2.6 Distributions Périodiques sur Rn

Tout ce que nous avons vu précèdement sur les distributions périodiques sur R, se généralise
sur Rn.

Les fonctions continues périodiques de période p > 0 sur R, sont en bijection avec les
fonctions dé�nies sur le cercle de longueur p,

S =

{
x ∈ R2, |x| = p

2π
=

1

ω

}
Nous pouvons donc identi�er ces deux espaces.
De la même façon nous pouvons introduire l'espace Dp des fonctions test périodiques de

période p, qui est identique à celui des fonctions dé�nies sur le cercle de longueur p de classe
C∞. Plus généralement sur Rn nous pouvons dé�nir le tore T n comme le produit de n copies
de cercles de longueur respectives {τ1, . . . , τn}. Une fonction sur Rn périodique de période
{τ1, . . . , τn} peut alors être de la même façon considérée comme une fonction dé�nie sur ce
tore. On dé�nit ainsi l'espace D (T n) des fonction test sur le tore, qui est identiques à celui des
fonctions test sur Rn périodiques de période {τ1, . . . , τn}. Remarquons qu'il n'est pas nécessaire
de réclamer une propriété de support compact pour les fonctions de ces espaces puisque le cercle
et le tore déjà compacts. L'espace D′

τ des distributions sur le cercle et plus généralement D′
T n

des distributions sur le tore, n'est autre que le dual de ces espaces Dτ ou D (T n) des fonctions
C∞ sur le cercle ou le tore. Remarquons qu'il n'est plus nécessaire d'avoir des propriétés de
support pour pratiquer la convolution dans ces espaces.

2.7 Développement en série de Fourier des distributions

périodiques

Le but principal du paragraphe actuel est de prouver que toute distribution périodique est
la somme de sa série de Fourier. Auparavant, il nous faut dé�nir les coe�cients de Fourier
d'une distribution. On débute en montrant que les distributions p-périodiques sont des formes
linéaires continues sur l'espace des fonctions p-périodiques de classe C∞.

Dé�nition 2.7.1 soit f une fonction périodique de période p, on dit qu'une fonction g est un
motif générateur de f si le support de g est borné et si, d'autre part on a

f =
∑
k∈Z

Tkpg

Remarque :
On remarque d'abord que si g est un motif générateur de f , une translatée d'indice np ou n
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est un relatif quelconque est encore un motif générateur. On remarque aussi qu'une translatée
Tkf admet pour un de ses motifs générateurs le translaté Tkg d'un motif g de f .

Exemple 2.7.1 Exemples de générateurs
Soit f̄ la restriction de f la fonction périodique de période p à [0, p [ , c'est donc un générateur
de f . Si g est un générateur quelconque de f , on a

∑
Z Tkp(f̄ − g) = 0, la somme étant �nie

puisque les supports sont bornés.
Prenons un point t0 ∈ [0, p[ tel que f(t0) ̸= 0. Alors, la relation précédente s'écrit

f(t0) = Tt0−kpg.

En divisant par f(t0) , on obtient 1 =
∑

Z(f(t0))
−1g(t0 − kp), autrement dit, en posant

θ = g
f
, On a

∑
Z Tkpθ(t0) = 1. Supposons maintenant θ continue, alors la relation précédente

devient : ∑
Z

Tkpθ(t) = 1 pour tout t du support de f̄ .

On est ainsi amené à considérer une fonction continue à support borné θ telle que, sur
R, elle véri�e

∑
Z Tkpθ = 1. Alors, le produit θf est aussi à support borné, ce qui donne un

sens, pour tout t, à h(t) =
∑

Z Tkpθf(t). On peut supposer, sans restreindre la généralité que
suppθ ⊂ [0,mp] avec m > 1 (sinon la fonction θ serait égale à 1 sur son support et ne pourrait
être continue). Supposons en outre que suppθ ⊃ [0, p]. Alors :

t ∈ [0, p [ =⇒ h(t) =
k=m−1∑
k=0

θ(t+ kp)f(t) = f(t)
k=m−1∑
k=0

θ(t+ kp) = f(t).

Puisque f et h sont p-périodiques, on en déduit f = h et, par conséquent, θf est un motif
générateur de f .

Propriétés 2.7.1 Soit θ une fonction continue borné et véri�ant sur R,
∑

Z Tkpθ = 1 Alors,
quelle que soit f p-périodique, non réduite à 0, θf est un motif générateur de f . Une telle
fonction θ est dite un p-motif générateur de l'unité.

2.7.1 Motifs générateurs de l'unité indé�niment dérivables

Soit une fonction quelconque ψ ∈ D, de support [−p, p] , qui reste strictement positive sur
]− p, p[. La somme

∑
Z ψ(t+ kp) ne comporte, au plus, que deux termes non nuls.

Par exemple, pour t = p/2 , seuls ψ(p/2) et ψ(−p/2) sont non nuls et, pour t = 0 , seul ψ(0)
est non nul. Il en résulte que cette somme, que l'on note σ(t), est bien dé�nie sur R, qu'elle est
strictement positive et qu'elle est, d'après sa dé�nition, p-périodique.
Posons alors θ(t) = ψ(t)

σ(t)
. Cette fonction θ est bien dé�nie sur R , son support est celui de ψ ,

donc borné, et on a :

+∞∑
−∞

θ(t+ kp) =
+∞∑
−∞

ψ(t+ kp)

σ(t+ kp)

=
+∞∑
−∞

ψ(t+ kp)

σ(t)

=
σ(t)

σ(t)
= 1
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Remarque :
Cette construction de θ peut être faite en prenant ψ de classe Cm , elle aboutit à un motif de
même classe. Par ailleurs, l'intervalle [−p, p] de départ peut être remplacé par [−kp, kp] Lorsque
ψ est polynomiale par morceaux, θ est rationnelle par morceaux.

2.7.2 Dé�nition des coe�cients de Fourier et de la série de Fourier

Les coe�cients de Fourier de f p-périodique, appartenant à L1
Loc(R) peuvent s'écrire :

cn(f) = p−1

∫ +∞

−∞
f̄(t) exp(−in(π/p)t)dt ou encore cn(f) = p−1

〈
[f̄ ], wp,−n

〉
avec wp,n : t→ exp(2iπnt/p) fonction exponentielle p-périodiques de classe c∞∀n ∈ N.

car [f̄ ] est à support borné et dé�nit donc une action sur toute fonction C∞. On peut, de plus,
remarquer que ces coe�cients apparaissent comme des valeurs aux points n/p de la transformée
de Fourier de cette distribution (laquelle est une fonction), à savoir :

cn(f) = p−1F([f̄ ])(n/p).

En fait, cette dernière formule est encore valable en remplaçant [f̄ ] par un générateur g = θf
ou θ est, par exemple, continu, à savoir :

cn(f) = p−1
〈
[f̄ ], wp,−n

〉
= p−1F([θf ])(n/p).

Supposons en e�et le support de θ contenu dans [0,mp]. Alors, lorsque u ∈ [0, p [ , la somme∑
Z θ(u+ kp) se réduit à

∑m−1
0 θ(u+ kp) et on peut alors écrire :

⟨[θf ], wp,−n⟩ =
∫ mp

0

θ(t)f(t)wp,−ndt

=
m−1∑
0

∫ (k+1)p

kp

θfwp,−ndt

=
m−1∑
0

∫ p

0

θ(u+ kp)f(u)wp,−ndu

=

∫ p

0

f(u)wp,−n(u)
m−1∑
0

θ(u+ kp)du

=

∫ p

0

f(u)wp,−n(u)du

= pcn.

Supposons que T soit la répétition p-périodique d'une distribution S à support compact
inclus dans [0, p [ Alors S, qui joue le rôle d'une restriction dans le cas d'une fonction, est un
motif générateur de T par dé�nition. Dans ce cas, il est naturel, par analogie avec le cas des
fonctions, de dé�nir l'action de T sur les fonctions p-périodiques par ⟨S, φ⟩ sans l'intermédiaire
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donc d'un a-motif de l'unité. En e�et :〈
θ
∑
Z

Ska, φ

〉
=

〈∑
Z

Ska, θφ

〉

=

〈
S,
∑
Z

(θφ)ka

〉

=

〈
S, φ

∑
Z

(θ)ka

〉
= ⟨S, φ⟩ .

Prenons l'exemple du peigne IIIp qui est la répétition p-périodique de δ.

2.7.3 Coe�cients de Fourier d'une distribution

Dé�nition 2.7.2 On peut dé�nir les coe�cients de Fourier de la distributions p-périodique T
par les formules

cn(T ) = 1/p ⟨θT, ωp,−n⟩ avec ωp,n : t→ exp(−2iπnt/p)

Dans le cas donné ci-dessus de la répétition périodique de S, cette dé�nition coïncide avec
cn(T ) = p−1 ⟨S, ωp,−n⟩ Ainsi pour le pigne IIIp

cn(IIIp) = p−1 ⟨S, ωp,−n⟩ = p−1

Remarque : Rappelons que la transformée de Fourier d'une distribution T à support borné
est une fonction telle que

F(T )(λ) = ⟨T, exp(−2iπt)⟩

Ces coe�cients de Fourier peuvent donc, comme pour les fonctions, se calculer à l'aide dela
transformée de Fourier de θT , puisque :

cn(T ) = p−1F(θT )(n/p).

Propriétées de ces coe�cients de Fourier :

On a vu que les coe�cients de Fourier d'une fonction p-périodique, par exemple localement
sommable, tendent vers 0 à l'in�ni. Pour une distribution périodique, ce n'est plus vrai mais :

Proposition 2.7.1 La suite des coe�cients de Fourier d'une distribution périodique est à
ceoissance lente
Preuve :
On peut se servir de la formule précédente exprimant qu'un tel coe�cient est une valeur de la
fonction transformée de Fourier de la distribution à support borné U = θT . Le résultat et alors
obtenu par la proposition (2.5.1) Notons la réciproque
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Proposition 2.7.2 soit (cn) une suite de complexes à coroissance lente. Alors, il existe une
unique distribution T p-périodique telle que cn(T ) = cn
Preuve :
Montrons que T dé�ni par

T =
∑
Z

cn exp(2iπxn/p)

est une distribution p-périodique.

1. Montrons d'abord la convergence de la série dé�nissant < T, φ >. Par hypothèse de
croissance lente, il existe K tel que |cn| ≤ CK

|n|. Par ailleurs, K + 2 intégrations par

parties dans l'intégrale
∫ +∞
−∞ φ(x)exp(2iπxn/p)dx montrent que ces nombres sont majorés

par
C ′|n|−(K+2) sup |φK+2|

Le terme général de la série est donc majoré uniformément par H/n2 d'où la convergence
de la série.

2. La linéarité est évidente.

3. Pour la continuité, on remarque que le nombre H de la majoration précédente est du type
C ′C sup |(φK+2)| ce qui entraînera la convergence vers 0 de < T, φK > lorsque la suite

(φK)
D−→ 0 puisqu'alors on aura

| ⟨, φK⟩ | ≤ C ′C sup |(φK+2
K )

∑
n−2|.

4. Montrons que les coe�cients de Fourier de T sont les cn, autrement dit que < θTωp,−n >=
pcn, en choisissant θ à support dans [−p, p]. Cela résulte des égalités qui suivent, où l'on
utilise pour x ∈ [0, p] la relation θ(x−p)+θ(x) = 1, égalités dans lesquelles on permute, en
raison de la convergence uniforme vue précédemment ; une sommation et une intégration :∑
Z

ck

∫ p

−p
θ(x)e−2iπx(n−k)/pdx =

∑
Z

ck(

∫ 0

−p
θ(x)e−2iπx(n−k)/pdx+

∫ p

0

θ(x)e−2iπx(n−k)/pdx)

=
∑
Z

ck(

∫ p

0

θ(x− p)e−2iπx(n−k)/pdx+

∫ p

0

θ(x)e−2iπx(n−k)/pdx)

=
∑
Z

ck

∫ p

0

(θ(x− p) + θ(x))e−2iπx(n−k)/pdx

=
∑
Z

ck(

∫ p

0

e−2iπx(n−k)/pdx

= pcn

Remarque : Cet énoncé est optimal car le produit
∫ +∞
−∞ φ(x)exp(2iπxn/p)dx peut ne pas

tendre vers 0 si (cn) n'est pas à croissance lente.

2.7.4 Distribution périodique considérée comme répétition périodique

Soit une distribution T qui est p-périodique. Le choix d'une fonction θ du type précédent
étant fait, on considère encore la distibution θT . C'est une distribution à support borné puisque
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θ est à support borné. elle s'applique donc sur les fonctions de classe C∞ mais, bien entendu, le
calcul précédent le prouve, cette action n'est indépendante du choix de θ que sur les fonctions
p-périodique de classe C∞.
Nous allons montrer que, comme pour les fonctions, T =

∑
Z Tkp(θT ).

Cette véri�cation est immédiate car, pour toute fonction φ, élément de D, on a :〈∑
Z

Tkp(θT ), φ

〉
=
∑
Z

⟨Tkp(θT ), φ⟩

=
∑
Z

⟨Tkp(θ)T, φ⟩

=
∑
Z

⟨T, φTkp(θ)⟩

=

〈
T, φ

∑
Z

Tkp(θ)

〉
= ⟨T, φ⟩ .

Proposition 2.7.3 Soit T une distribution p-périodique. Il existe des distributions à support
borné jouant le rôle de motifs générateurs de T . Elles sont du type θT où θ est une fonction de
D véri�ant, pour tout réel t,

∑
Z θ(t+kp) = 1 La répétition p-périodique d'un quelconque de ces

motifs fournit T , c'est-à-dire que l'on a

Repp(θT ) =
∑
Z

Tkp(θT ) = T

Corollaire 2.7.1 D'après ce qui a été déjà remarqué sur les répétitions périodiques, θT étant
à support borné, le résultat précédent peut aussi s'écrire :

T =
∑
Z

Tkp(θT ) = (θT ) ∗ IIIp.

2.7.5 Développement en série de Fourier d'un peigne de Dirac

Pour développer une distribution périodique quelconque, une méthode classique consiste à
développer d'abord en série de Fourier le peigne de Dirac de période p. Le développement du
peigne est l'objet de deux démonstations, la première utilisant les résultats de la théorie sur les
fonctions.

Première preuve

Le principe est le suivant : On utilise la fonction f p-périodique représentée ci-dessous



CHAPITRE 2. DISTRUBITIONS PÉRIODIQUES 38

Elle est dé�nie sur ] 0, p[ par f(t) = (p/2) − t donc possède des discontinuités aux points
d'abscisses np avec des sauts �nis égaux à p.
La dérivée de cette fonction au sens de D′ fait intervenir le peigne pIIIp donc, en dérivant la
série de Fourier de f , on obtient un développement de IIIp.
Par dérivation :

[f ]′ = [f ′] + pIIIp = −[1] + pIIIp.

Par ailleurs, le calcul des coe�cients de Fourier fournit :

cn(f) = −ip(2πn)−1 et c0(f) = 0. En posant f(np) = 0

La proposition (2.2.1) permet d'écrire :

∀t ∈ R, f(t) = −ip
∑
n ̸=0

(2πn)−1 exp(2iπ(n/p)t).

Mais cette convergence est aussi vraie au sens de L2 donc au sens de D′.
On peut donc dériver terme à terme cette série dans D′, ce qui donne

[f ]′ =
∑
n ̸=0

[exp(2iπ(n/p)t)].

En ajoutant le terme manquant [1] pour compléter la série, on obtient alors :

IIIp = p−1
∑
n̸=0

[exp(2iπ(n/p)t)].

Deuxième preuve

Cette deuxième preuve peut être laissée en première lecture. La série de distributions
∑

Z δnp
est convergente dans l'espace S ′. Puisque la transformation de Fourier est continue sur cet espace
S ′, on en déduit que :

F(IIIp) = F(
∑
Z

δnp)

=
∑
Z

F(δnp)

=
∑
Z

[exp(−2iπnpt)]

Le résultat noté U est une distribution p−1-périodique dé�nie par une série de Fourier dont
tous les coe�cients sont égaux à 1. En multipliant U par la fonction exp(2iπpt) de classe C∞,
on retrouve U (par translation d'une unité de l'indice de sommation) d'où :

(exp(2iπpt)− 1)U = 0.

La fonction (exp(2iπpt) − 1) est une fonction de classe C∞ qui n'admet comme zéros que les
nombres np−1, points sur lesquels la dérivée ne s'annule pas. Lorsque t → np−1, le quotient
de (exp(2iπpt) − 1) par t − np−1 tend vers 2iπp ̸= 0. Donc, si Pm(t) =

∏
−m≤n≤m(t − np−1),

le quotient ψm(t) = (exp(2iπpt) − 1)(Pm(t))
−1 est de classe C∞ sur R. Soit φ ∈ D. Il existe
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m tel que suppφ ⊂ [−mp−1,mp−1] et on peut poser, puisque ψm ̸= 0 sur ce segment, φ =
ψmψ avec ψ ∈ D. Il en résulte :

⟨PmψmU, ψ⟩ = ⟨PmU, ψmψ⟩
= ⟨PmU,φ⟩
= 0

Par conséquent, ceci étant vrai quel que soit m, on en déduit que U est une combinaison
linéaire indexée sur Z de distributions de Dirac, à savoir U =

∑
Z pnδn/p. En utilisant la pério-

dicité de U , on prouve que ces pn, sont égaux à une même constante C. En e�et, si on prend
φ ∈ D telle que

φ(np−1) = 1 et ∀k ̸= n, φ(kp−1) = 0, on a < U,φ >=< τp−1U,φ >= pn−1et < U,φ >= pn.

Il reste à calculer cette constante. Pour cela, nous appliquons les deux membres de l'égalité
obtenue sur la fonction t→ exp(−π(pt)2) qui est dans S et dont la transformée de Fourier est
la fonction

λ→ p−1 exp(−π(p)2).
Comme le symbole ⟨[exp(−2iπnpt)]⟩ , exp(−πp2t2) est la valeur de cette transformée de Fou-

rier en λ = np, on en déduit C = p−1 puisque :

C
∑
Z

exp(−πn2) =
∑
Z

〈
[exp(−2iπnpt)], exp(−πp2t2)

〉
= p−1

∑
k∈Z

exp
(
−π(np/p)2

)
.

La transformée du peigne est donc le peigne p−1IIIp−1 et l'égalité de départ exprime que ce
dernier peigne admet le développement de Fourier∑

Z

[exp(−2iπnpt)] .

Proposition 2.7.4 le pigne IIIp est la somme dans l'espace S ′ de la série de Fourier, à savoir

IIIp = p−1
∑
Z

[exp(−2iπ(n/p)t)]

De plus, la transformée de Fourier du pigne véri�e F(IIIp) = p−1IIIp−1

2.7.6 Développement d'une distribution périodique quelconque

Du développement du peigne, on va en déduire le développement en série de Fourier d'une
distribution quelconque de période p en utilisant les propriétés de la transformation de Fourier
de la convolution.
Appliquons aux deux membres de l'égalité T = (θT ) ∗ IIIp, trouvée dans le corollaire (2.7.1),
la transformation de Fourier. D'après la transformée de ce produit convolutif est le produit
multiplicatif des transformées. En utilisant le résultat précédent, on a donc :

F(T ) = F(θT ),

F(IIIp) = (p−1)F(θT )IIIp−1
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Mais on sait que le produit d'un peigne par la fonction F(θT ) (qui est de classe C∞) est encore
un peigne généralisé, à savoir ici :

F(T ) = 1/p
∑
Z

F(θT )(n/p)δn/p

=
∑
Z

cn(T )δn/p

Or, il a été vu que le peigne généralisé ainsi obtenu est à croissance lente et la convergence des
sommes partielles de cette série a lieu au sens de S ′. Par conséquent, on obtient :

T = F̄(F(T ))

=
∑
Z

cn(T )F̄(δn/p)

=
∑
Z

cn(T ) [exp(2iπ(n/p)t)] .

D'où la proposition importante suivante

Proposition 2.7.5 a) Toute distribution p-périodique T est développable dans D′ en série
de Fourier selon la formule

T =
∑
Z

cn(T ) exp(2iπ(n/p)t)

Les coe�cients de Fourier véri�ant cn(T ) = p−1F(θT )(n/p) où θ est un p-motif de
classe C∞ De plus, la transformée de Fourier de T est un pigne généralisé dé�ni par

F(T ) =
∑
n∈Z

cn(T )δn/p

b) Si U est une distribution à support borné et p un réel strictement positif quelconque, la
distribution T = U ∗ IIIp =

∑
Z Tkp(U) est une distribution p-périodique dont U est un

motif générateur. Les coe�cients de Fourier précédents sont alors cn(T ) = p−1F(U)(n/p)
et, dans ce cas, on a la formule de Poisson∑

Z

Tkp(U) = p−1
∑
Z

Û(n/p) exp(2iπtn/p)

Bien entendu, si T = [f ], f étant une fonction p-périodique et localement sommable, ce théorème
s'applique et les coe�cients de Fourier, qui sont alors obtenus à l'aide d'un motif générateur-
fonction, sont bien ceux de la fonction f . Mais, les coe�cients ne tendant plus vers 0 à l'in�ni,
il peut y avoir divergence au sens des fonctions.
Dans le cas où f est une fonction, continue par morceaux et continûment dérivable par mor-
ceaux, la série de Fourier converge au sens des fonctions, convergence simple ou même conver-
gence uniforme dans certains cas, comme l'indique la théorie classique des séries de Fourier de
fonctions.
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Applications

3.1 Formule de Poisson

Théorème 3.1.1 Soit (am)m∈Z une suite complexe ayant la propriété suivante (croissance mo-
dérée) : il existe un entier r ≥ 0 tel que |am| = O (|m|r) (pour m→ ∞). Alors la série

∞∑
−∞

ame
2πimx/p (3.1)

converge dans D′ vers une distribution p-périodique α, et on a

am = p−1

∫ p

0

a(x)e−2πimx/pdx (3.2)

Réciproquement :
Si α est une distribution p-périodique, et si on dé�nit les am par (3.2) (coe�cients de Fourier
de α ), alors la suite (am) est à croissance modérée, et la série (3.1) converge dans D′ vers la
distribution α.
Preuve :

a) Partie directe :
Supposons pour simpli�er a0 = 0, et posons

fm = am

(
2πim

p

)−r−2

(3.3)

Alors |fm| = O (|m|−2), et la série

∞∑
−∞

fme
2πimx

p (3.4)

converge uniformément, donc aussi au sens des distributions, vers une fonction continue
p-périodique φ : il en résulte immédiatement (par r + 2 dérivations terme à terme de
(3.4)) que (3.1) converge au sens des distributions vers φ(r+2), dérivée (r + 2)ième de φ
au sens des distributions : d'où α = φ(r+2).

41
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b) Partie réciproque :
si α = φ, fonction p-périodique de classe C2, il est facile de prouver (double intégration
par parties) que |am| = O (|m|−2), donc que (3.1) converge uniformément ; par ailleurs,
on sait (théorème de Dirichlet, cas particulier facile du théorème de Dini-Jordan) que
(3.1) converge simplement vers φ : par suite, (3.1) converge uniformément, donc aussi
au sens des distributions, vers φ = α : d'où la partie réciproque dans ce cas particulier.
Le cas général s'en déduit en appliquant à au le fait (non trivial) que toute distribution à
support compact est du type φ(p), avec φ de classe C2, et en raisonnant comme dans la
partie directe.

3.1.1 Formule de Poisson classique

On suppose ici p = 1.

Théorème 3.1.2 La distribution périodique "masse-unité de Dirac en tout point entier n′′

admet le développement de Fourier suivant :

∞∑
−∞

δ(x− n) =
∞∑
−∞

e2πimx. (3.5)

Preuve :
Soit α le premier membre de (3.5). D'après le théorème (3.1.1), il su�t pour prouver (3.5) de
montrer que si u(x) ∈ D est une fonction 1 -unitaire et si am =

∫∞
−∞ α(x)u(x)e−2πimxdx, on a

am = 1 pour tout m ∈ Z. Mais, par dé�nition meme de α,

am =
∞∑
−∞

u(n)e−2πimu =
∞∑
−∞

u(n),

et cette dernière somme vaut e�ectivement 1 , puisque u est 1-unitaire.

Corollaire 3.1.1 Si f est indé�niment di�érentiable à support compact contenu dans [a, b],
on a :

b∑
a

f(n) =
∞∑
−∞

∫ b

a

f(x)e2πimxdx. (3.6)

3.1.2 Formule Sommatoire de Poisson

La formule sommatoire de Poisson (parfois appelée resommation de Poisson) est une identité
entre deux sommes in�nies, la première construite avec une fonction f , la seconde avec sa
transformée de Fourier f̂ . Ici f est une fonction sur l'axe réel, ou plus généralement sur l'espace
euclidien à n dimensions. La formule a été découverte par Siméon Denis Poisson.
Elle, et ses généralisations, sont importantes dans plusieurs domaines des mathématiques, dont
la théorie des nombres, l'analyse harmonique, et la géométrie riemannienne. L'une des façons
d'interpréter la formule unidimensionnelle est d'y voir une relation entre le spectre de l'opérateur
de Laplace-Beltrami sur le cercle et les longueurs des géodésiques périodiques sur cette courbe.
La formule des traces de Selberg, à l'interface de tous les domaines cités plus haut et aussi de
l'analyse fonctionnelle, établit une relation du même type, mais au caractère beaucoup plus
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profond, entre spectre du Laplacien et longueurs des géodésiques sur les surfaces à courbure
constante négative (tandis que les formules de Poisson en n dimensions sont reliées au Laplacien
et aux géodésiques périodiques des tores, espaces de courbure nulle).
Soit f une fonction complexe sur R deux fois continûment di�érentiable ; on suppose que f et
ses deux premières dérivées sur R sont intégrables, et qu'elle satisfait l'estimation :

∀x ∈ R, |f(x)| ≤ C

1 + x2

Soit p > 0, alors on a l'identité suivante :

S(x) =
∑
k∈Z

f(x+ kp) =
1

p

∑
k∈Z

f̂(
2kπ

p
)e2iπ

kx
p

L'identité ci-dessus est appelée formule sommatoire de poisson.
Le membre de gauche de cette identité est la somme d'une série de fonctions continues. L'hypo-
thèse faite sur le comportement de f à l'in�ni implique que cette série converge normalement sur
tout compact [−p, p] de R. Par conséquent, sa somme est une fonction continue, et la formule
de dé�nition montre qu'elle est périodique de période p (d'après ce qui précède,Lemme(2.2.1)
et Lemme(2.2.2) ).

Théorème 3.1.3 Soit f une fonction intégrable et de classe C1 sur R, telle que :

a)
∑

k∈Z f
′(x+ k) coverge uniformément sur [0, 1 [ .

b) Il existe x0 ∈ [0, 1 [ , tel que
∑

k∈Z f
′(x0 + k) converge.

Alors, on a : ∑
k∈Z

f(k) =
∑
k∈Z

f̂(k)

Preuve :
La fonction

∑
k∈Z f

′(x+ k) est de�nie pour tout x0 ∈ [0, 1 [ .
Comme elle est 1-périodique et comme la convergence de cette serie est uniforme sur [0, 1], la
serie converge uniformement sur [0, 1].
D'apres les propriétés de la convergence uniforme des séries de fonctions , la serie∑

k∈Z

f(x+ k)

est donc uniformement convergente sur [0, 1] et, si l'on note

g(x) =
∑
k∈Z

f(x+ k),

on a
g′(x) =

∑
k∈Z

f ′(x+ k).

Les fonctions g et g′ sont continues sur [0, 1] et 1-périodiques, donc uniformement continues sur
R.
Donc la série de Fourier∑

k∈Z

cke
−2iπkx de g converge normalement vers g.
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Or les coe�cients de Fourier de g valent :

ck =

∫ 1

0

g(x)e−2iπkxdx =
∑
m∈Z

∫ 1

0

f(x+m)e−2iπkxdx

=
∑
m∈Z

∫ m+1

m

f(x)e−2iπkxdx =

∫ +∞

−∞
f(x)e−2iπkxdx = f̂(k)

Donc, uniformément sur R on a∑
k∈Z

f(x+ k) = g(x) =
∑
k∈Z

f̂(k)e2iπkx

En prenant x = 0 on obtient la formule annoncée.

Proposition 3.1.1 La distribution :

T = III =
∑
k∈Z

δk

appartient à S ′(R) et sa transformée de Fourier est

T̂ = ÎII =
∑
k∈Z

eikξ = 2π
∑
k∈Z

δ2kπ

est aussi dans S ′(R)

Preuve :
La distribution T est 1-périodique, c'est le peigne de Dirac et d'après la proposition(2.5.2),

la distribution est tempérée. Montrons que

T̂ = 2π
∑
k∈Z

δ2kπ

La distribution T véri�e T1T = T alors T̂1T = eiξ · T̂ = T̂
Ce qui montre que suppT̂ ⊂ supp

(
eiξ
)
⊂ 2πZ.

Soit ϕ ∈ D(R) telle que ϕ|[−π
8
,π
8 ]

≡ 1 et supp(ϕ) ⊂] −π
4
, π
4
[

Alors

T̂ =
∑
k∈Z

ϕ(· − 2kπ) · T̂

D'autre part :

0 =
(
eiξ − 1

)
· ϕ(· − 2kπ) · T̂

= (ξ − 2kπ)
eiξ − 1

ξ − 2kπ
ϕ(· − 2kπ) · T̂

Ceci montre que :
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eiξ − 1

ξ − 2kπ
ϕ(· − 2kπ) · T̂ = C · δ2kπ

on utilisant le fait que,

(x− x0)
m T = 0 ⇒ T =

m−1∑
k=0

ckδ
(k)
x0

où x0 = 2kπ.

Ou encore de manière équivalente

ϕ(· − 2kπ) · T̂ = ckδ2kπ,

Puisque eiξ−1
ξ−2kπ

−→ i lorsque ξ −→ 2kπ.
On en déduit que

T̂ =
∑
k∈Z

ckδ2kπ

Calculons les coe�cients ck. Observons que e2iπxT = T dans S ′(R), de sorte que d'après :

ê−iaxT = τaT̂ , on a τ2πT̂ = T̂ , en confrontant cette identité avec la formule

T̂ =
∑
k∈Z

ckδ2kπ,

On conclut qu'il existe une constante c ∈ C telle que ck = c,∀k ∈ Z.
Autrement dit :

T̂ = c
∑
k∈Z

δ2kπ

Identi�ons maintenant la constante c. Pour tout φ ∈ S(R) et tout y ∈ R,

c
∑
k∈Z

φ(2kπ + y) =< T̂ , φ(·+ y) >

=< T, φ̂(̂·+ y) >

=< T, eyφ̂ >

=
∑
k∈Z

φ̂(k)eiky

où en note ey : x 7−→ eixy

Intégrant chaque membre de l'identité ci-dessus par rapport à y sur [0, 2π] On trouve :

c

∫
R
φ(x)dx = c

∑
k∈Z

∫ 2π

0

φ(2kπ + y)dy

=
∑
k∈Z

φ̂(k)

∫ 2π

0

eikydy

= 2πφ̂(0)

= 2π

∫
R
φ(x)dx
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d'où : c = 2π.
L'interversion intégrale-série se justi�e sans di�culté, par exemple par convergence dominé,

car les suites (ϕ̂(k))k∈Z ainsi que (Supy∈[0,2π] | φ(y + 2kπ)|)k∈Z sont convergentes puisque φ( et
donc φ̂) appartient à S(R).

On peut véri�er facilement que
T̂ =

∑
k∈Z

eikξ,

En e�et, on a :

T =
∑
k∈Z

τkδ

d'après le théorème (2.4.1) et par conntinuité de F on obtient,

T̂ =
∑
k∈Z

τ̂kδ Or : τ̂kδ = eikξ δ̂ = eikξ

d'où :

T̂ = Û =
∑
k∈Z

eikξ

Et de la bijectivité de F de S ′(R) dans lui-même, on conclut que T̂ ∈ S ′(R).

Généralisation

1. sur Rn, supposons que si f ∈ S (Rn), alors on a :∑
v∈Zn

f(v) =
∑
v∈Zn

f̂(v)

où Zn désigne le réseau des points à coordonnées entières dans Rn

2. Une autre manière d'exprimer la formule sommatoire de Poisson est de dire que la distri-
bution tempérée

∑
v∈Zn δv est égale à sa propre transformée de Fourier.

Remarques :

a) Dans la résolution des E.D.P, la formule sommatoire de Poisson fournit une justi�cation
rigoureuse pour la solution fondamentale de l'équation de la chaleur.

b) La formule sommatoire de Poisson fournit un raccordement entre l'analyse de Fourier sur
les espaces euclidiens et sur les tores des dimensions correspondantes.

3.1.3 Formule de Poisson "à pas variable"

soient à nouveau p > 0 un nombre réel �xé, q ≥ 1 un nombre entier, λ1, λ2 . . . ., λq une
suite de coe�cients complexes, et a1, a2, . . . , aq une suite de nombres réels qu'on pourra, sans
diminuer la généralité, supposer tels que

0 ≤ a1 < a2 < . . . < aq < p
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Soient β(x) la distribution
∑q

j=1 λjδ (x− aj), α(x) la distribution p-périodique
∑∞

−∞ β(x−
np), et posons pour tout m ∈ Z

λ̂m = p−1

q∑
j=1

λje
−2πimaj/p (3.7)

Alors :

Théorème 3.1.4 La distribution périodique α admet le développement de Fourier

α =
∞∑
−∞

λ̂me
2πimx/p (3.8)

Preuve : Il su�t d'appliquer comme ci-dessus le théorème (3.1.1).

Corollaire 3.1.2 Si f est indé�niment di�érentiable à support compact contenu dans [a, b], on
a la formule sommatoire

∑
j

∑
n

λjf (aj + np) =
∞∑
−∞

λ̂m

∫ b

a

f(x)e2πimx/pdx. (3.9)

3.2 Noyau de Dirichlet, Interférences et Di�raction

revenons à la formule (3.5) : elle a été démontrée de gauche à droite : approcher du discret
par du continu. Il est ce-pendant plus naturel de la lire de droite à gauche : elle admet alors en
e�et diverses interprétations intuitives donc voici les plus connues :

1. Noyau de Dirichlet :
Posons DN(x) =

∑N
−N e

2πimx .On a DN(x) = sin(2N + 1)πx/ sinπx ; le graphe de
DN(x) présente donc essentiellement un pic de hauteur 2N + 1, de largeur 2/(2N + 1) et
d'aire voisine de 1 en chaque point entierm ; un tel pic est une approximation de δ(x−m),
et on arrive ainsi intuitivement (pour N → ∞ ) à l'égalité (3.5). Bien entendu, la relation

lim
N→∞

DN(x) =
∞∑
−∞

δ(x−m) (3.10)

se démontre directement sans di�culté (c'est le lemme central du théorème de Dirichlet
sur les séries de Fourier) : on pourrait ainsi. éviter l'utilisation du théorème (3.1.1) .

2. Interférences, Di�raction :
considérons un dispositif radioélectrique du type antenne de télévision formé (par exemple)
de 2N+1 oscillateurs harmoniques verticaux numérotés de−N àN , séparés par une même
distance 1 , et émettant en phase avec l'amplitude 1 sur une longueur d'onde λ petite par
rapport à 1 . Si T désigne la période, le signal reçu à l'instant t, à l'in�ni, dans l'azimut
θ (voir la �gure ci-dessous) est évidemment (à un facteur constant près)

N∑
m=−N

e2πi(
t
T
+m

λ
sin θ) = e2πi

t
T DN

(
sin θ

λ

)
.
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On reçoit donc (cf. Noyau de Dirichlet) un signal de grande amplitude (proportionnelle
à 2N + 1 ) dans les azimuts mesurés en radians par θ = 0, ±λ,±2λ, . . . et un signal
pratiquement nul (interférences) dans les zones séparant ces azimuts. Pour N → ∞, on
a ainsi une distribution azimutale d'amplitude décrite par le premier membre de (3.5).
On laisse au lecteur le plaisir d'interpréter de la meme manière le phénomène optique
des franges d'interférence provoqué par le passage d'un faisceau de lumière à travers un
réseau plan (di�raction).

3.3 Développement de Fourier des fonctions de Bernoulli

périodiques Br(x, λ)

On en vient au but essentiel de développer en série de Fourier les Br(x, λ).

B0(x, λ) = λ̂(0)−
p∑

h=1

λ(h)
∞∑

m=−∞

δ(x− h−mp);

d'après (3.5), et par un changement de variable évident (ou directement, par application du
théorème (3.1.1))

∞∑
m=−∞

δ(x− h−mp) = p−1

∞∑
−∞

e2πim(x−h)/p;

en combinant ces deux résultats, on arrive à

B0(x, λ) = λ̂(0)−
∞∑
−∞

(
p∑

h=1

p−1λ(h)e−2πimh/p

)
e2πimx/p

Ou encore, en remplaçant la parenthèse par λ̂(m) et en remarquant que le terme constant
disparait (ce qui correspond au fait que B0(x, λ) est de moyenne nulle sur une période)

B0(x, λ) = −
∞∑
−∞

λ̂(m)e2πimx/p
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Par r intégrations (au sens des distributions) et r applications de l'argument de moyenne
nulle sur une période, on obtient alors le résultat cherché :

Théorème 3.3.1 Pour toute suite p-périodique λ et tout entier r ≥ 0, on a (au sens des
distributions)

Br(x, λ) = −r!
∑∞

−∞ λ̂(m) e2πimx/p

(2πim/p)r
.

(Pour r ≥ 2, il y a en fait convergence uniforme ; pour r = 1, il y a convergence simple.
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