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Introduction

Le concept d’espace de Sobolev est fondamental dans l’étude des fonctions et des
phénomènes mathématiques qui impliquent des dérivées. L’idée clé de ces espaces
est de considérer des fonctions qui peuvent ne pas être régulières, mais qui possèdent
des dérivées généralisées, appelées distributions. Ces espaces généralisent les espaces
de fonctions classiques en incluant des fonctions qui présentent des singularités ou
des discontinuités.
Lorsque l’on considère des EDP, il n’est pas toujours possible de trouver des so-

lutions ”classiques”, c’est-à-dire suffisamment régulières pour satisfaire toutes les
conditions requises. C’est là que les solutions faibles entrent en jeu et ces espaces
fournissent un cadre naturel pour définir et étudier ces solutions faibles.
Dans ce mémoire, on examinera les propriétés fondamentales des espaces de So-

bolev, y compris leurs définitions et leurs normes. On verra que les fonctions ap-
partenant aux espaces de Sobolev peuvent être généralement difficiles à manipuler
directement. Cependant, il est souvent possible d’approcher ces fonctions par des
suites de fonctions classiques, telles que les fonctions à support compact. On ex-
plorera aussi des théorèmes importants associés aux espaces de Sobolev, tels que le
théorème d’injection, le théorème de compacité et le théorème d’existence et d’unicité
des solutions.
Le mémoire est structuré en trois chapitres afin de fournir une compréhension

progressive du sujet. Le premier chapitre présente les préliminaires et les outils
mathématiques nécessaires à la compréhension des chapitres suivants. Dans le deuxième
chapitre, on aborde les propriétés fondamentales de ces espaces, on examinera en
détail leurs propriétés. Les preuves des théorèmes clés sont présentées de manière
détaillée pour faciliter la compréhension. Le dernier chapitre se concentre sur l’appli-
cation pratique des espaces de Sobolev à la résolution des EDP. On offre une brève
perspective sur la manière dont les notions développées dans les chapitres précédents
peuvent être utilisées pour résoudre les EDP.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces vectoriels normés

Dans cette section, on va présenter quelques notions générales d’analyse fonction-
nelle, pour plus de détails, voir [1] et [5].

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel sur K. Une norme ∥·∥ sur l’espace
X est une application définie sur X à valeur dans R+ qui possède les propriétés
suivantes :

1. Pour tout x ∈ X, ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0.

2. Pour tous x ∈ X et λ ∈ K, ∥λx∥ = |λ| ∥x∥ .
3. Pour tous x, y ∈ X, ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .

Cette inégalité est appelée inégalité triangulaire.

Définition 1.1.2 Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel X muni d’une
norme ∥·∥ et de la topologie associée à cette norme.

Proposition 1.1.3 Si ∥·∥ est une norme sur X, alors on a

|∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥ , pour tous x, y ∈ X. (1.1)

Définition 1.1.4 Soit (X, ∥·∥) un espace vectoriel normé.

1. Une partie A de X est bornée, s’il existe M > 0, tel que ∥x∥ ≤ M , pour tout
x ∈ A.

2. Si r > 0 et x0 ∈ X.
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1.1. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

(i) On appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon r le sous-ensemble de X
défini par

B(x0, r) = {x ∈ X, ∥x− x0∥ < r} ,

(ii) On appelle boule fermée le sous-ensemble de X défini par

B(x0, r) = {x ∈ X, ∥x− x0∥ ≤ r} .

Définition 1.1.5 Si H est un espace vectoriel sur R, une forme bilinéaire (·, ·)H
définie sur H×H est appelée produit scalaire sur H si pour tout x, y, z ∈ H, a, b ∈ R,
on a :

(i) (x, x)H ≥ 0 et (x, x)H = 0 si et seulement si x = 0.

(ii) (x, y)H = (y, x)H .

L’application définie par ∥x∥H =
√

(x, x)H est une norme sur H. Si de plus H muni
de cette norme est complet, alors H est appelé espace de Hilbert.

Définition 1.1.6 Soit (X, ∥·∥) un espace vectoriel normé. Deux normes ∥·∥1 et ∥·∥2
sur X sont dites équivalentes s’ils existent α, β ≥ 0 tels que pour tout x ∈ X, on ait

α ∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ β ∥x∥1 .

Définition 1.1.7 Soit (X, ∥·∥) un espace vectoriel normé et (xn)n∈N une suite d’éléments
de X.

1. On dit que (xn)n∈N est convergente s’il existe x ∈ X tel que
limn→∞ ∥xn − x∥ = 0. Autrement dit

∀ε > 0, ∃N ∈ N, n ≥ N ⇒ ∥xn − x∥ ≤ ε.

2. On dit que (xn)n∈N est une suite de Cauchy si

∀ε > 0, ∃Nε > 0, ∀p, q ≥ Nε ⇒ ∥xp − xq∥ ≤ ε.

Définition 1.1.8 Un espace vectoriel normé (X, ∥·∥) est un espace complet si toute
suite de Cauchy de X est convergente dans X. Un tel espace est appelé espace de
Banach.

Définition 1.1.9 Soit (X, ∥·∥X) et (Y, ∥·∥Y ) deux espaces vectoriels normés et u une
application de (X, ∥·∥X) dans (Y, ∥·∥Y ). Soit x0 ∈ X, on dit que u a pour limite l
quand x tend vers x0, si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∥x− x0∥X ≤ δ ⇒ ∥u(x)− l∥Y ≤ ε.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.1.10 Soit (X, ∥·∥X) et (Y, ∥·∥Y ) deux espaces vectoriels normés et u
une application de (X, ∥·∥X) dans (Y, ∥·∥Y ).

1. u est continue en x0 ∈ X si et seulement si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∥x− x0∥X ≤ δ ⇒ ∥u(x)− u(x0)∥Y ≤ ε.

2. u est continue sur A ⊂ X si et seulement si u est continue en tout point de A.

Définition 1.1.11 Soit (X, ∥·∥) un espace vectoriel normé et K un sous-ensemble de X,
alors

1. On dit que K est compact si et seulement si de toute suite de K, on peut
extraire une sous-suite convergente dans K.

2. On dit que K est relativement compact si et seulement si de toute suite de K,
on peut extraire une sous-suite convergente dans X.

Définition 1.1.12 Soit (X, ∥·∥X) et (Y, ∥·∥Y ) deux espaces vectoriels normés et u
une application de X dans Y . On dit que u est compact si elle transforme tout borné
de X en un ensemble relativement compact de Y.
Autrement dit, toute suite (xn)x∈N bornée de X, admet une sous-suite qui converge

vers un élément x ∈ Y .

Définition 1.1.13 Soit (X, ∥·∥X) et (Y, ∥·∥Y ) deux espaces vectoriels normés.

1. On dit que X s’injecte continûment dans Y et on note X ↪→ Y, si X est un
sous-espace vectoriel de Y et s’il existe C > 0 telle que

∥x∥Y ≤ C ∥x∥X , pour tout x ∈ X

2. On dit que l’injection X ↪→ Y est compacte si tout borné de X est un ensemble
relativement compact de Y.

Autrement dit, si toute suite (xn)n∈N bornée de X, admet une sous-suite (unk
)n∈N

convergente dans Y .

Définition 1.1.14 On appelle dual topologique de l’espace normé (X, ∥·∥), l’espace
X ′ des formes linéaires continues de X dans K.

Théorème 1.1.15 L’espace dual X ′ muni de la norme ∥·∥X′ définie par

∥φ∥X′ = sup
x ̸=0

|⟨φ, x⟩|
∥x∥

,

est un espace de Banach.
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1.2. ESPACES DE LEBESGUE LP (Ω)

Soit X un espace de Banach, X ′ son dual et X ′′ son bidual, c’est-à-dire le dual de
X ′. On a une injection canonique

J : X −→ X ′′

x 7→ Jx

définie par
Jx : X ′ −→ R

u 7→ ⟨Jx, u⟩ = ⟨u, x⟩

Définition 1.1.16 Soit X un espace de Banach et J l’injection canonique de X
dans X ′′. On dit que X est réflexif si J(X) = X ′′.

Lorsque X est réflexif, on identifie X et X ′′ implicitement à l’aide de l’isomor-
phisme J .

Proposition 1.1.17 Soit X un espace de Banach réflexif et M ⊂ X un sous-espace
vectoriel fermé. Alors M , muni de la norme induite par X, est réflexif.

Définition 1.1.18 On dit qu’un espace normé est séparable s’il existe un sous-
ensemble D ⊂ X dénombrable et dense.

Proposition 1.1.19 Soit X un espace normé séparable et Y un sous-ensemble de
X. Alors Y est séparable.

Proposition 1.1.20 Le produit d’espaces vectoriels séparables, (resp. réflexifs) est
encore un espace séparable, (resp. réflexif).

1.2 Espaces de Lebesgue Lp (Ω)

Soit Ω un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx et p, p′ deux réels de
[1,∞]. On dit que p et p′ sont conjugués si 1

p
+ 1

p′
= 1. Pour plus de détails, voir [1]

et [5].

Définition 1.2.1 1. Pour 1 ≤ p <∞, l’espace Lp (Ω) est l’ensemble des fonctions u
définies sur Ω à valeurs dans K qui sont mesurables sauf sur un sous-ensemble
de Ω de mesure nulle et telle que

∫
Ω
|u (x)|p dx <∞.

2. Pour p = ∞, l’espace L∞ (Ω) est l’ensemble des fonctions u définies sur Ω à
valeurs dans K qui sont mesurables sauf sur un sous-ensemble de Ω de mesure
nulle et telle qu’il existe C > 0, |u (x)| < C pour presque tout x ∈ Ω.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on définit l’espace Lp (Ω) comme l’ensemble quotient de l’es-
pace Lp (Ω) par la relation d’équivalence définie par l’égalité presque partout sur Ω,
c’est-à-dire c’est l’ensemble des classes d’équivalence pour cette relation . Par abus
de notation, on utilisera le même symbole pour une fonction u et pour sa classe
d’équivalence.
Pour u ∈ Lp (Ω) , on note

∥u∥p :=


(∫

Ω
|u (x)|p dx

) 1
p si 1 ≤ p <∞

supx∈Ω |u (x)| <∞ si p = ∞

où sup désigne la borne supérieure essentielle.
L’espace L1

loc (Ω) est l’espace des fonctions mesurables (modulo l’égalité presque-
partout) qui sont intégrables sur tout compact de Ω, autrement dit

L1
loc (Ω) =

{
u : Ω −→ K,

∫
K

|u (x)| dx <∞, K ⊂ Ω compact

}
.

Théorème 1.2.2 L’espace Lp (Ω) muni de la norme ∥·∥p est un espace de Banach
pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.

On résume quelques résultats concernant les espaces Lp (Ω) qui seront utilisés dans
la suite.

Proposition 1.2.3 1. Pour 1 < p <∞, l’espace Lp (Ω) est réflexif.

2. Pour 1 ≤ p <∞, l’espace Lp (Ω) est séparable.

Théorème 1.2.4 Soit Ω un ouvert de RN , 1 ≤ p ≤ p′ ≤ ∞ tels que p et p′ sont
conjugués.

1. Si u ∈ Lp (Ω) , v ∈ Lp′ (Ω), alors uv ∈ L1 (Ω) et

∥uv∥1 ≤ ∥u∥p ∥v∥p′

Cette inégalité est appelée inégalité de Hölder.

2. Si u ∈ Lp (Ω) ∩ Lq (Ω), alors u ∈ Lr (Ω) , pour r ∈ [p, q] et

∥u∥r ≤ ∥u∥αp ∥u∥
1−α
q

avec 1
r
= α

p
+ 1−α

p′
pour un certain 0 ≤ α ≤ 1.
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1.2. ESPACES DE LEBESGUE LP (Ω)

3. Si |Ω| <∞ et u ∈ Lq (Ω), alors u ∈ Lp (Ω) et

∥u∥p ≤ |Ω|
1
p
− 1

q ∥u∥q
En particulier Lq (Ω) ⊂ Lp (Ω) , pour 1 ≤ p ≤ q <∞.

Proposition 1.2.5 (Inégalité de Jensen) Si u ∈ L1 (Ω) et si ϕ est une fonction
convexe définie sur R à valeur dans R. Alors

ϕ

(∫
Ω

u (x) dx

)
≤
∫
Ω

ϕ (u (x)) dx.

Proposition 1.2.6 [6] Soit Ω et Ω′ des ouverts bornés, γ une fonction définie sur
Ω′ à valeurs dans Ω, continue et bijective. Si γ−1 est une fonction lipschitzienne,
alors pour tout u ∈ Lp (Ω) , u ◦ γ ∈ Lp(Ω′) et il existe une constante C > 0 telle que

∥u ◦ γ∥Lp(Ω′) ≤ C ∥u∥Lp(Ω) .

On rappelle un critère de compacité pour les fonctions de Lp (Ω) , c’est le théorème
de Riesz-Fréchet-Kolmogorov.

Théorème 1.2.7 Soit Ω un ouvert de RN , 1 ≤ p <∞ et F un sous ensemble borné
de Lp (Ω) . Si ω est un sous-ensemble ouvert d’adhérence compacte dans Ω tel que
pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que δ < d(ω, ∂Ω) de sorte que pour tout h ∈ RN

où |h| < δ et u ∈ F , on a

∥τhu− u∥Lp(ω) < ε et ∥u∥Lp(Ω\ω) < ε.

Alors F est relativement compact dans Lp(ω).
En prolongeant u par 0 hors de Ω, on peut remplacer ω par Ω dans la première
condition.

Rappelons le dual topologique de l’espace Lp (Ω) .

Théorème 1.2.8 (Représentation de Riesz) Soit 1 ≤ p <∞ et 1 < p′ ≤ ∞ tels
que 1

p
+ 1

p′
= 1. Pour toute forme linéaire continue ϕ sur Lp (Ω), il existe un unique

v ∈ Lp′ (Ω) telle que

ϕ (u) =

∫
Ω

u (x) v (x) dx pour tout u ∈ Lp (Ω) .

De plus, on a ∥v∥p′ = ∥ϕ∥(Lp)′.

Ce théorème est trés important et permet d’identifier le dual de Lp (Ω) avec Lp′ (Ω) ,
c’est-à-dire

(Lp (Ω))′ = Lp′ (Ω) .
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.3 Espaces des fonctions régulières

Dans cette section, on va rappeler quelques définitions et notations qui concernent
les espaces des fonctions régulières. Pour plus de détails, voir [1].

On va désigner par Ω un ouvert non vide de l’espace RN . Un point de RN est noté

généralement par x = (x1, x2, · · · , xN) , sa norme est définie par |x| =
(∑N

j=1 x
2
j

) 1
2
.

Le produit scalaire de deux points x et y dans RN est donné par x · y =
∑N

j=1 xjyj.

Si α = (α1, α2, · · · , αN) ∈ NN , où αj sont des entiers non négatives, alors α est

appelé un multi-indice, sa longueur est donnée par |α| =
∑N

j=1 αj et on note par

xα = x
α1

1 x
α2
2 · · ·xαN

N .
Si α et β sont deux multi-indices, on dit que β ≤ α si βj ≤ αj pour tout 1 ≤ j ≤

N . La somme de α et β est définie par

α + β = (α1 + β1, α2 + β2, · · · , αN + βN) .

Pour tout m ∈ N, Cm (Ω) est l’espace des fonctions φ : Ω → K dont les dérivées
partielles d’ordre ≤ m existent et sont continues. C0 (Ω) est également désigné par
C (Ω).
Pour α ∈ NN et u ∈ Cm (Ω) avec |α| ≤ m, on note aussi

Dαu =
∂|α|u

∂x
α1

1 · · · ∂xαN

N

où D(0,··· ,0)u = u.

Si Ω est un compact de RN , on sait que toute fonction u continue sur Ω est bornée
et atteint ses bornes, ce qui permet de définir la norme uniforme de la fonction u en
posant

∥u∥∞ = sup
x∈Ω

|u (x)| .

Muni de cette norme, C (Ω) est un espace de Banach.
On note par Cm

b (Ω) l’espace vectoriel des éléments de Cm (Ω) dont toutes les
dérivées jusqu’à l’ordre m sont bornées sur Ω. Cet espace muni de la norme

∥u∥Cm
b (Ω) =

∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

|Dαu(x)| .

est un espace de Banach.
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1.3. ESPACES DES FONCTIONS RÉGULIÈRES

On note par C∞ (Ω) l’intersection de tous les espaces Cm (Ω), c’est l’espace des
fonctions qui sont indéfiniment dérivables et continues.
Pour α ∈]0, 1], une fonction u ∈ L∞ (Ω) est dite fonction de Hölder d’exposant α

ou α-höldérienne, si elle vérifie

|u(x)− u(y)| ≤ C |x− y|α pour tous x, y ∈ Ω (1.2)

On note par C0,α (Ω) l’espace des fonctions α-höldériennes sur Ω. Cet espace muni
de la norme définie par

∥u∥C0,α = sup
x,y∈Ω, x ̸=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

est un espace de Banach.
Pour m ∈ N, on note par Cm,α (Ω) l’ensemble des fonctions de Cm (Ω) dont toutes

les dérivées jusqu’à l’ordre m sont des fonctions α-höldériennes sur Ω.

Proposition 1.3.1 Si u, v ∈ Cm (Ω), alors uv ∈ Cm (Ω) et on a la formule de
Leibniz suivante

Dα(uv) =
∑
γ≤α

(
α

γ

)
Dγu Dαv

où
(
α
γ

)
= α!

γ!(α−γ)!
.

Si u ∈ C1 (Ω) , on note ∇u le gradient de la fonction u défini par le vecteur

∇u =

(
∂u

∂xi

)
1≤i≤N

.

On présente ci-dessous l’inégalité des accroissements finis.

Proposition 1.3.2 Soit Ω un ouvert convexe de RN et u une fonction de C1 (Ω).
On a alors pour tous x, y ∈ Ω

|u(x)− u(y)| ≤ |∇u((1− c)x+ cy)| |x− y| , c ∈ ]0, 1[ .

Rappelons un résultat d’intégration par partie sur RN , sachant que la mesure de
la boule est donnée par

|B(0, r)| = ωNr
N avec ωN =

πN
2

γ(N
2
+ 1)

où γ est la fonction gamma.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Proposition 1.3.3 Si u ∈ C1 (Ω) , alors

1. ∫
B(0,r)

∂u(x)

∂xi
v(x)dx =

∫
SN−1(r)

u(x)v(x)
xi
r
dσr −

∫
BN (r)

u(x)
∂v(x)

∂xi
dx.

où xi

r
est le vecteur normal extérieur de SN−1(r).

2. ∫
Ω

∂u(x)

∂xi
v(x)dx =

∫
∂Ω

u(x)v(x)ϑidσ −
∫
Ω

u(x)
∂v(x)

∂xi
dx.

où ϑi est le vecteur normal extérieur.

Rappelons quelques résultats utiles.

Définition 1.3.4 Une partie H de C (Ω) est dite équicontinue en un point x0 de Ω
si elle satisfait la condition suivante :

∀ε > 0, ∃ηx0 > 0, ∀x ∈ Ω, |x− x0| ≤ η ⇒ ∀h ∈ H, |h (x)− h (x0)| ≤ ε.

Théorème 1.3.5 (Ascoli-Arzela.) Soit Ω un compact de RN . Une partie H de
C (Ω) est relativement compacte dans C (Ω) si et seulement si elle est uniformément
bornée et équicontinue.

Si u est une fonction définie sur Ω, on définit le support de u par

supp u = {x ∈ Ω : u (x) ̸= 0} .

Définition 1.3.6 Soit Ω un ouvert de RN et (Ωi)i∈I une collection d’ouverts de
RN , I étant un ensemble d’indices. On dit que (Ωi)i∈I est un recouvrement ouvert de
Ω si Ω ⊂

⋃
i∈I Ωi.

Si I contient un nombre fini d’indices, alors ce recouvrement ouvert est dit recou-
vrement fini. Si Ω est un ouvert de RN , on utilisera dans ce qui suit un recouvrement
par certaine famille d’ouverts à laquelle on peut lui associer une famille de fonctions
dite partition de l’unité subordonnée à ce recouvrement, comme ceci est mentionné
dans le théorèrme suivant, voir [1].

Théorème 1.3.7 Soit Ω un ouvert de RN et (Ωi)i∈I une famille d’ouverts de RN qui
recouvre Ω. Alors, il existe une famille de fonctions (φi)i∈I ⊂ D

(
RN
)
qui satisfait

les propriétés suivantes :

14



1.3. ESPACES DES FONCTIONS RÉGULIÈRES

1. Pour tout i et x ∈ RN , 0 ≤ φi(x) ≤ 1.

2. Sur tout compact K de Ω, toutes les fonctions φi sauf un nombre fini s’annulent
identiquement sur K.

3. Pour tout i, il existe Ωi tel que supp(φi) ⊂ Ωi.

4. Pour tout x ∈ Ω,
n∑

i=1

φi (x)= 1.

Introduisons la définition d’une suite régularisante.

Définition 1.3.8 On appelle suite régularisante sur RN , toute suite (ρε)ε>0 de fonc-
tions de C∞ (RN

)
qui vérifie :

1. ρε(x) ≥ 0, ∀x ∈ RN , ∀ε > 0.

2. supp(ρε) ⊂ B(0, ε).
3.
∫
RN ρε(x)dx = 1.

Pour construire un exemple de suite régularisante, on utilise la fonction définie par

ρ (x) =

{
k e

−1

1−|x|2 si |x| < 1
0 si |x| ≥ 1

.

On a bien ρ ∈ C∞ (RN
)
, ρ(x) ≥ 0, ∀x ∈ RN , supp(ρ) ⊂ B (0, 1) et on peut choisir

k de façon à avoir la condition
∫
RN ρ(x)dx = 1. Ainsi si on pose

ρε(x) =
1

εN
ρ(
x

ε
), pour tout x ∈ RN et ε > 0,

alors on peut vérifier que cette suite (ρε)ε>0 est bien une suite régularisante.

Corollaire 1.3.9 Soit p ≥ 1, u ∈ L1
(
RN
)
et v ∈ Lp

(
RN
)
. Les assertions suivantes

sont vérifiées :

1. Pour presque tout x ∈ RN , la fonction y 7→ u(x− y)v(y) est intégrable sur RN .

2. La fonction u ∗ v ∈ Lp
(
RN
)
, où

(u ∗ v) (x) :=
∫
RN

u (y) v (x− y) dy = (v ∗ u) (x) .

On a aussi
∥u ∗ v∥p ≤ ∥u∥1 ∥v∥p .
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

On note par D (Ω) , l’espace des fonctions de C∞ (Ω) à support compact.

Théorème 1.3.10 Soit u ∈ Cm
0

(
RN
)
, v ∈ L1

loc

(
RN
)
et α un multi-indice tel

que |α| ≤ m. Alors

1. u ∗ v ∈ Cm
(
RN
)
et Dα (u ∗ v) = (Dαu) ∗ v

2. si u ∈ D
(
RN
)
et v ∈ L1

loc

(
RN
)
, alors u ∗ v ∈ C∞ (RN

)
.

3. Si u ∈ L1
loc

(
RN
)
, k ≥ 1, alors ρk ∗ u ∈ C∞ (RN

)
et Dα (ρk ∗ u) = (Dαρk) ∗ u.

Corollaire 1.3.11 Soit Ω un ouvert de RN et u une fonction définie sur RN qui
s’annule identiquement en dehors de Ω. Les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Si u ∈ L1
loc (Ω) , alors ρk ∗ u ∈ C∞ (RN

)
.

2. Si de plus supp u ⊂⊂ Ω, alors ρk ∗ u ∈ D
(
RN
)
pour ε < d(supp u, ∂Ω).

3. Si u ∈ Lp (Ω) avec 1 ≤ p <∞, alors ρk ∗ u ∈ Lp (Ω). De plus

∥ρk ∗ u∥p ≤ ∥u∥p et lim
k→∞

∥ρk ∗ u− u∥p = 0. (1.3)

4. Si u ∈ C (Ω) et Ω′ ⊂⊂ Ω, alors limk→∞ ρk ∗ u (x) = u (x) uniformément sur Ω′.

5. D (Ω) est dense dans Lp (Ω), pour 1 ≤ p <∞.

1.4 Espaces des distributions

Les espaces de Sobolev requièrent quelques notions clés et techniques de la théorie
des distributions de Schwartz. Sans trop de détails, nous introduirons le concept de
dérivée au sens des distributions ou faible ainsi que les espaces de distributions. Pour
plus de détails, voir [1]

Définition 1.4.1 Soit Ω un ouvert de RN . Une suite (φn)n∈N ⊂ D (Ω) est dite
convergente au sens de l’espaces D (Ω) vers la fonction φ ∈ D (Ω) si les conditions
suivantes sont satisfaites :

1. Il existe K ⊂⊂ Ω tel que supp (φn) ⊂ K, pour tout n ∈ N.
2. limn−→∞Dαφn (x) = Dαφ (x) uniformément sur K, pour tout multi-indice α,

c’est-à-dire

∀α ∈ NN , lim
n−→∞

sup
x∈K

|Dαφn (x)−Dαφ (x)| = 0.
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1.4. ESPACES DES DISTRIBUTIONS

Définition 1.4.2 Une distribution T sur Ω est une forme linéaire sur D (Ω) qui
vérifie la propriété de continuité suivante :
Pour tout compact K de Ω , il existe k ∈ N et C > 0, tels que pour toute fonction
test φ ∈ D (Ω) où supp(φ) ⊂ K, on a

|⟨T, φ⟩| ≤ C sup
0≤l≤k

sup
x∈K

∣∣φ(l)(x)
∣∣ .

L’espace des distributions, noté D′ (Ω) est l’espace vectoriel des formes linéaires
continues sur D (Ω).

Proposition 1.4.3 Pour tout u ∈ L1
loc (Ω), il existe une distribution Tu ∈ D′ (Ω) définie

par

⟨Tu, φ⟩ =
∫
Ω

u (x)φ (x) dx, pour tout φ ∈ D (Ω) .

On identifie dans la suite une fonction u de L1
loc (Ω) et sa distribution associée Tu.

Proposition 1.4.4 Si u ∈ L1
loc (Ω) et

∫
Ω
u (x)φ (x) dx = 0, pour tout φ ∈ D (Ω) ,

alors u = 0 sur Ω.

Vu que toute fonction φ ∈ D (Ω) s’annule identiquement en dehors d’un sous-
ensemble compact de Ω, il est clair, grâce à une intégration par parties, que pour
toute fonction u ∈ C1 (Ω) la relation suivante est vérifiée :∫

Ω

∂u

∂xi
(x)φ (x) dx = −

∫
Ω

∂φ

∂xi
(x)u (x) dx, pour tout 1 ≤ i ≤ N.

De même, pour tout multi-indice α, par intégration par parties |α|-fois on a∫
Ω

φ (x)Dαu (x) dx = (−1)|α|
∫
Ω

u (x)Dαφ (x) dx.

Ces résultats motivent ainsi la définition de la dérivée partielle au sens des distri-
butions, appelée également dérivée faible.

Définition 1.4.5 Soit Ω un ouvert de RN , u ∈ L1
loc (Ω) et α un multi-indice. On

dit que u admet une dérivée partielle au sens des distributions d’ordre α, s’il existe
une fonction vα ∈ L1

loc (Ω) telle que

Tvα = Dα (Tu)

En d’autres termes, vα ∈ L1
loc (Ω) est la α-ième dérivée partielle au sens des distri-

butions de u si∫
Ω

vα (x)φ (x) dx = (−1)|α|
∫
Ω

u (x)Dαφ (x) dx, pour tout φ ∈ D (Ω) .

On note alors Dαu = vα.
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev

2.1 Définitions et propriétés

On présente ici quelques notions de la théorie des espaces de Sobolev. De nombreux
ouvrages sont consacrés à cette théorie. Consulter [1, 6, 7].
Tout au long de ce chapitre, on désigne par m un entier positif.

Définition 2.1.1 Soit Ω un ouvert de RN , 1 ≤ p ≤ ∞ et m un entier positif,
l’espace de Sobolev Wm,p (Ω) est l’espace des fonctions u ∈ Lp (Ω) telles que pour
tout multi-indice α où 1 ≤ |α| ≤ m, les dérivées faibles Dαu ∈ Lp (Ω). Autrement
dit,

Wm,p (Ω) =
{
u ∈ Lp (Ω) | ∀α ∈ NN , |α| ≤ m, Dαu ∈ Lp (Ω)

}
.

Remarque 2.1.2 1. Si m = 0 , on a clairement W 0,p (Ω) = Lp (Ω).

2. Si m = 2 , on note souvent l’espace de Sobolev W 2,p (Ω) par Hm (Ω).

Proposition 2.1.3 Soit Ω un ouvert de RN , pour 1 ≤ p ≤ ∞, l’application
∥ · ∥m,p : W

m,p (Ω) → R+ définie par

∥u∥m,p =


∑m

|α|=0 ∥Dαu∥p si 1 ≤ p <∞∑m
|α|=0 ∥Dαu∥∞ si p = ∞

(2.1)

est une norme sur Wm,p (Ω).

Preuve. On utilise le fait que ∥·∥p est une norme sur Lp (Ω). En effet, pour λ ∈ C
et u, v ∈ Wm,p (Ω), on a :
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2.1. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS

1. ∥λu∥m,p =
∑

0≤|α|≤m ∥Dα(λu)∥p =
∑

0≤|α|≤m |λ|∥Dαu∥p = |λ|∥u∥m,p.

2. ∥u∥m,p = 0 ⇔
∑

0≤|α|≤m ∥Dαu∥p = 0 ⇔ ∥Dαu∥p = 0, ∀ 0 ≤ |α| ≤ m, donc

pour α = 0 , on aura ∥u∥p = 0 ⇔ u = 0.

3.

∥u+ v∥m,p =
∑

0≤|α|≤m

∥Dαu+Dαv∥p

≤
∑

0≤|α|≤m

∥Dαu∥p +
∑

0≤|α|≤m

∥Dαv∥p ≤ ∥u∥m,p + ∥v∥m,p.

Proposition 2.1.4 Soit Ω un ouvert de RN , pour 1 ≤ p <∞, l’application
∥·∥Wm,p définie sur Wm,p (Ω) par

∥u∥Wm,p =

 ∑
0≤|α|≤m

∥Dαu∥pp

 1
p

,

est une norme équivalente à ∥·∥m,p.

Preuve. L’équivalence des deux normes se traduit par l’existence de deux réels C1 et
C2 strictement positifs tels que :

C1∥u∥Wm,p ≤ ∥u∥m,p ≤ C2∥u∥Wm,p , ∀u ∈ Wm,p ( Ω) .

Pour u ∈ Wm,p ( Ω) , on a

∑
0≤|α|≤m

∥Dαu∥pp ≤

 ∑
0≤|α|≤m

∥Dαu∥p

p

donc ∥u∥Wm,p ≤ ∥u∥m,p.
D’autre part, en utilisant l’inégalité de Hölder pour la somme qui dit que pour tous
p, q > 1 des nombres réels tels que 1

p
+ 1

q
= 1 et pour tous réels positifs ai, bi, on a

n∑
i=1

aibi ≤

(
n∑

i=1

api

) 1
p
(

n∑
i=1

bqi

) 1
q

,
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

on obtient,
m∑

|α|=0

∥Dαu∥p ≤

(
n∑

i=1

∥Dαu∥pp

) 1
p

n
1
q .

Finalement, ∥u∥Wm,p ≤ ∥u∥m,p ≤ n
1
q ∥u∥Wm,p , ∀u ∈ Wm,p ( Ω) .

Théorème 2.1.5 Soit Ω un ouvert de RN et 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace Wm,p (Ω) muni
de la norme ∥ · ∥m,p est un espace de Banach.

Preuve. Soit (un)n∈N une suite de Cauchy dans Wm,p (Ω), c’est-à-dire,

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀l, n ≥ n0, ∥un − ul∥m,p =
∑m

|α|=0
∥Dαun −Dαul∥p ≤ ε.

Ainsi pour tout 0 ≤ |α| ≤ m, on a ∥Dαun −Dαul∥p ≤ ε. Donc pour tout multi-
indice α d’ordre ≤ m, la suite (Dαun)n est une suite de Cauchy dans l’espace
complet Lp (Ω). Par conséquent, la suite (Dαun)n converge dans cet espace, autre-
ment dit, ils existent u, vα ∈ Lp (Ω) telles que

∥un − u∥p →
n→+∞

0 et ∥Dαun − vα∥p →
n→+∞

0, ∀1 ≤ |α| ≤ m.

Pour conclure, il suffit de montrer que vα = Dαu pour tout 1 ≤ |α| ≤ m. Soit
φ ∈ D (Ω),∫

Ω

u(x)Dαφ(x)dx =

∫
Ω

(u(x)− un(x))D
αφ(x) +

∫
Ω

un(x)D
αφ(x)dx.

=

∫
Ω

(u(x)− un(x))D
αφ(x) + (2.2)

(−1)|α|
∫
Ω

Dαun(x)φ(x)dx. (2.3)

En appliquant l’inégalité de Hölder, on obtient∫
Ω

|u(x)− un(x)| |Dαφ(x)| dx ≤ ∥u− un∥p ∥D
αφ∥q →

n→+∞
0.

où q est le conjugué de p. D’autre part, on a∫
Ω

|Dαun (x)− vα (x)| |φ(x)| dx ≤ ∥Dαun − vα∥p ∥φ∥q →
n→+∞

0.
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Finalement, en passant à la limite dans (2.2), on aura∫
Ω

u(x)Dαφ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

vα(x)φ(x)dx.

c’est-à-dire Dαu = vα ∈ Lp (Ω), pour tout 1 ≤ |α| ≤ m et donc u ∈ Wm,p (Ω) et
(un)n∈N converge dans u dans Wm,p (Ω).

Proposition 2.1.6 Soit Ω un ouvert de RN , l’espace de Sobolev Hm (Ω) est un es-
pace de Hilbert pour le produit scalaire défini par

⟨u, v⟩m =
m∑

|α|=0

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx, pour tous u, v ∈ Hm (Ω) .

Preuve. On vérifie les trois propriétés d’un produit scalaire. En effet, il est évident
que ⟨·, ·⟩m est bilinéaire et symétrique et pour u ∈ Hm (Ω), on a

⟨u, u⟩m =
m∑

|α|=0

∫
Ω

(Dαu(x))2dx > 0

et

⟨u, u⟩m = 0 ⇔
∫
Ω

(Dαu(x))2dx = 0 ⇔ Dαu(x)2 = 0,

pour tout multi-indice α, ainsi u = 0.
Finalement, Wm,2 (Ω) est complet et muni d’un produit scalaire donc c’est un

espace de Hilbert.

Proposition 2.1.7 Soit Ω un ouvert de RN .

1. Pour 1 < p <∞, l’espace Wm,p (Ω) est réflexif.

2. Pour 1 ≤ p <∞, l’espace Wm,p (Ω) est séparable .

Preuve. Soit 1 ≤ p < ∞, notons par d le nombre multi-indice α qui satisfait
0 ≤ |α| ≤ m et par Lp

d = Lp (Ω)× · · · × Lp (Ω)︸ ︷︷ ︸
d fois

, c’est un espace fonctionnel muni de

la norme définie par :

∥u∥Lp
d
=

d∑
i=1

∥ui∥p, ∀u = (ui)1≤i≤d ⊂ Lp
d (Ω) .
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

Considérons l’application P linéaire définie comme suit :

P : Wm,p (Ω) → Lp
d (Ω)

u 7→ Pu = (Dαu)0≤|α|≤m

Pour u ∈ Wm,p (Ω) , on a

∥Pu∥Lp
d
=

∑
0≤|α|≤m

∥Dαu∥p = ∥u∥m,p ,

c’est-à-dire P est une isométrie et de plus elle est surjective, donc bijective.

1. Pour 1 < p < ∞, l’espace Lp (Ω) est réfléxif, donc Lp
d (Ω) étant le produit de

ces espaces, est aussi réflexif.
On sait que Wm,p (Ω) est complet, donc P (Wm,p (Ω)) est fermé parce que c’est
l’image d’un complet par une isométrie. Ainsi P (Wm,p (Ω)) est réflexif car c’est
un sous-ensemble fermé d’un réflexif Lp

d (Ω). Finalement, P est une isométrie
surjective deWm,p (Ω) dans P (Wm,p (Ω)) qui est réflexif, par un résultat d’ana-
lyse, on conclut que Wm,p (Ω) est réflexif.

2. Pour 1 ≤ p < ∞, l’espace Lp (Ω) est séparable, donc Lp
d (Ω) étant le produit

de ces espaces, est aussi séparable. Par conséquent, P (Wm,p (Ω)) ⊂ Lp
d (Ω) est

séparable. En utilisant la définition d’un ensemble séparable, on peut trouver
une partie A de P (Wm,p (Ω)) qui est dénombrable et dense.
Prenons u ∈ Wm,p (Ω) , ainsi il existe (un)n ⊂ A telle que ∥un−Pu∥Lp

d
→

n→+∞
0.

D’autre part, pour tout n, un = P (P−1(un)) ∈ A, c’est-à-dire, P−1(un) ∈
P−1(A) et

lim
n→∞

∥P−1(un)− u∥m,p = lim
n→∞

∥P
(
P−1(un)

)
− Pu∥Lp

d
= ∥un − Pu∥Lp

d
→

n→+∞
0.

Autrement dit, P−1(A), qui est dénombrable comme image réciproque d’un
ensemble dénombrable par une application bijective, est dense dans Wm,p (Ω),
ce qui implique que Wm,p (Ω) est séparable.

2.2 Approximation par des fonctions régulières

Dans cette section, nous allons présenter quelques résultats de densité parce que
travailler sur les fonctions Wm,p (Ω) et leurs dérivées au sens des distributions est
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souvent difficile. Ainsi dans les preuves, il est toujours pratique de se ramener aux
fonctions régulières et de passer ensuite à la limite. Ces résultats dépendent de l’ou-
vert Ω.

Proposition 2.2.1 Soit Ω un ouvert de RN et 1 ≤ p < ∞, alors le sous-espace
C∞ (Ω) ∩Wm,p (Ω) est dense dans Wm,p (Ω).

Preuve. Pour la preuve, on va distinguer le cas Ω =RN et Ω ̸=RN .

• Pour le premier cas, considérons u ∈ Wm,p
(
RN
)
et (ρε)ε>0 une suite régularisante

introduite dans la définition (1.3.8 ). D’après le théorème (1.3.10), pour tout ε >
0,

ρε ∗ u ∈ C∞ (RN
)
et Dα(ρε ∗ u) =ρε ∗Dαu,

et pour tout 0 ≤ |α| ≤ m,

(Dαu− ρε ∗Dαu) →
ε→0

0 dans Lp (Ω) .

On en déduit que pour tout ε > 0, ρε ∗ u ∈ Wm,p
(
RN
)
et (ρε ∗ u)ε converge

vers u dans Wm,p
(
RN
)
.

• Passons maintenant au cas Ω ̸=RN , pour cela, considérons (Ωi)i∈N∗un recouvre-
ment ouvert de Ω défini comme suit :

Ω0 = Ω−1 = ∅ et Ωi =

{
x ∈ Ω, |x|≤ i et d(x, ∂Ω) >

1

i+ 1

}
, ∀i ≥ 1.

On a bien pour tout i ∈ N∗, Ωi ⊂ Ωi+1 et Ω ⊂
⋃

i∈N∗ Ωi. On définit ensuite la
suite d’ouverts (Oi)i∈N par

O0 = Ω2, O1 = Ω3 et Oi = Ωi+2\Ωi−1, i ≥ 2 .

On a encore
Ω ⊂

⋃
i∈N

Oi et Oi ∩ Oi′ = ∅ si |i− i′| ≥ 3.

En utilisant le théorème (1.3.7 ), on trouvera la partition de l’unité (φi)i∈N du
recouvrement (Oi)i∈N.
Soit à présent ε> 0 et puisque φiu ∈Wm,p (Ω) , on peut choisir εi assez petit
pour que,

Oi + B(0, εi) ⊂ Oi−1 ∪ Oi ∪ Oi+1, ∀i ≥ 2

et
∥ρεi ∗ φiu− φiu∥m,p <

ε

2i+1
, ∀i ≥ 0.
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Posons ensuite,

w =
∞∑
i=0

(ρεi ∗ (φiu)),

cette somme est bien définie car par le théorème 1.3.7-(2) , seuls un nombre fini
de termes est non nul. De plus, par les propriétés de la convolution, on déduit
que w ∈ C∞ (Ω) et w ∈ Wm,p (Ω). D’autre part, puisque

∑∞
i=0 φi = 1 sur Ω, on

peut alors écrire, u =
∑∞

i=0 φiu, dans ce cas, on aura

∥w − u∥m,p ≤
∞∑
i=0

∥ρεi ∗ φiu− φiu∥m,p

≤
∞∑
i=0

ε

2i+1
= ε

Finalement, on a trouvé une fonction w ∈ C∞ (Ω) ∩ Wm,p (Ω) qui converge
vers u dans Wm,p (Ω) , ce qui montre la densité.

De ce théorème, on déduit le résultat suivant.

Corollaire 2.2.2 Soit Ω un ouvert de RN , 1 ≤ p ≤ ∞ et q son conjugué.

1. Si u ∈ W 1,p (Ω) et v ∈ W 1,q (Ω), alors uv ∈ W 1,1 (Ω) et pour tout 1 ≤ i ≤ N,

∂ (uv)

∂xi
=

∂u

∂xi
v + u

∂v

∂xi
.

2. Pour 1 < p <∞, si u ∈ W 1,p (Ω), alors |u|p ∈ W 1,1 (Ω) , |u|p−1 u ∈ W 1,1 (Ω), et
pour tout 1 ≤ i ≤ N,

∂ |u|p

∂xi
= p |u|p−2 u

∂u

∂xi
et
∂
(
|u|p−1 u

)
∂xi

= p |u|p−1 ∂u

∂xi
.

Preuve.

1. Si u ∈ W 1,p (Ω) , alors par la Proposition précédente, on peut trouver une suite
(un)n ⊂ C∞ (Ω) ∩W 1,p (Ω) qui converge vers u dans W 1,p (Ω). Par l’inégalité
de Hölder, on a

∥unv − uv∥1 =
∫
Ω

|un(x)− u(x)| |v(x)| dx ≤ ∥un − u∥p ∥v∥q →
n→+∞

0.
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Donc (unv)n converge vers uv dans L1 (Ω) . Passons à la dérivée, v étant une
distribution, on peut la multiplier par fonction de classe C∞, on aura alors

∂ (unv)

∂xi
= un

∂v

∂xi
+ v

∂un
∂xi

, pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Pour φ ∈ D (Ω) , on a∫
Ω

u (x) v(x)
∂φ

∂xi
(x) dx = lim

n→∞

∫
Ω

un (x) v(x)
∂φ

∂xi
(x) dx

= − lim
n→∞

∫
Ω

(
un (x)

∂v

∂xi
(x) + v (x)

∂un
∂xi

(x)

)
φ (x) dx

Avec les mêmes arguments que précédemment, on montre que (un
∂v

∂xi
)n converge

vers u
∂v

∂xi
dans L1 (Ω) et (v

∂un
∂xi

)n converge vers v
∂u

∂xi
dans L1 (Ω), on obtient

alors∫
Ω

u (x) v(x)
∂φ

∂xi
(x) dx = −

∫
Ω

(
u (x)

∂v

∂xi
(x) + v (x)

∂u

∂xi
(x)

)
φ (x) dx

Finalement,
∂ (uv)

∂xi
= u

∂v

∂xi
+ v

∂u

∂xi
∈ L1 (Ω) .

2. Pour montrer que |u|p ∈ W 1,1 (Ω) , on montre que |u|p ∈ L1 (Ω) ce qui est

évident et
∂ |u|p

∂xi
∈ L1 (Ω) .

Comme précédement, on peut trouver une suite (un)n∈N ⊂ C∞ (Ω) ∩W 1,p (Ω)

qui converge vers u dans W 1,p (Ω) , et on montre que
∂

∂xi
(|un|p) converge vers

∂

∂xi
(|u|p) où

∂

∂xi
(|un|p) = p|un|p−2un

∂un
∂xi

.

Plusieurs propriétés des espaces de Sobolev s’obtiennent plus facilement dans le
cas d’un domaine sans bord, comme l’espace entier. La propriété suivante simplifie
beaucoup l’analyse des espaces Wm,p

(
RN
)
.

Proposition 2.2.3 Pour 1 ≤ p <∞, l’espace D
(
RN
)
est dense dans Wm,p

(
RN
)
.
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Preuve. On a un résultat d’analyse qui nous permet de construire une fonction θ de
D(B(0, 2)) à valeur dans [0, 1] et qui est égale à 1 sur B(0, 1), posons

θn(x) = θ(
x

n
), ∀n ∈ N∗.

Pour u ∈ Wm,p
(
RN
)
, définissons la suite (un)n∈N∗ par

un(x) = θn(x)u(x), ∀x ∈ RN .

On a

∥un − u∥pp =

∫
RN

∣∣∣1− θ
(x
n

)∣∣∣p |u(x)|p dx
=

∫
|x|≥n

∣∣∣1− θ
(x
n

)∣∣∣p |u(x)|p dx
≤ 2p

∫
|x|≥n

|u(x)|p dx →
n→+∞

0.

Passons maintenant à la dérivée, en utilisant la formule de Leibniz, on aura

Dαun =
∑
β≤α

1

n|β|

(
α

β

)
Dβθ

(x
n

)
Dαu (x) .

Ecrivons

∥Dαun −Dαu∥p ≤ ∥Dα (θnu)− θnD
αu∥p + ∥θnDαun −Dαu∥p .

D’une part

∥Dα (θnu)− θnD
αu∥pp ≤

∑
0<β≤α

1

n|β|p

(
α

β

)∫
RN

∣∣∣Dβθ
(x
n

)∣∣∣p |Dαu(x)|p dx

≤
∑

0<β≤α

1

n|β|p

(
α

β

)∥∥Dβθ
∥∥p
∞ ∥Dαu∥pp →

n→+∞
0.

et d’autre part, en utilisant les mêmes arguments plus haut, on montre que

∥θnDαun −Dαu∥p →
n→+∞

0.

Ensuite considérons (ρε)ε>0 la suite régularisante introduite dans la définition
(1.3.8 ) et posons

vn = ρn ∗ (θnu), ∀n ∈ N∗.
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En utilisant les propriétés de ρn et de la convolution, on vérifie aisément que pour
tout n ∈ N∗, vn ∈ D

(
RN
)
et converge vers u dans Wm,p

(
RN
)
.

Cette proposition est fausse si on remplace RN par un ouvert quelconque Ω. Ceci
va justifier l’introduction de la définition suivante.

Définition 2.2.4 Soit Ω un ouvert de RN , on définit l’espace Wm,p
0 (Ω) comme

l’adhérence de l’espace D (Ω) dans Wm,p (Ω) au sens de la norme ∥·∥m,p .

En tenant compte de la proposition (2.2.3), on aura

Wm,p
(
RN
)
= Wm,p

0

(
RN
)
.

On va donner maintenant une caractérisation de W 1,p (Ω) en utilisant l’opérateur
de translation, cette caractérisation est démontrée à l’aide des résultats de densité.

On écrit ω ⊂⊂ Ω et on dit que ω est fortement inclus dans Ω si

ω est compact et ω ⊂ Ω.

Rappelons d’abord que si u est une fonction définie sur Ω, ω ⊂⊂ Ω et h ∈ RN tel
que |h| ≤ d(ω, ∂Ω), alors τhu est la fonction définie par

τhu (x) = u (x+ h) , pour tout x ∈ ω.

Théorème 2.2.5 Soit Ω un ouvert de RN , 1 < p < ∞ et u ∈ Lp (Ω) . Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u ∈ W 1,p (Ω).

2. Il existe C > 0 telle que pour tout ω ⊂⊂ Ω et tout h ∈ RN tel que
|h| ≤ d(ω, ∂Ω), on a

∥τhu− u∥Lp(ω) ≤ C |h| . (2.4)

Preuve.

1. Commençons par montrer la première implication.
Soit u ∈ W 1,p (Ω) , alors par la Proposition 2.2.1, il existe
(un)n∈N ⊂ C∞ (Ω) ∩W 1,p (Ω) qui converge vers u.
Pour x, h ∈ RN et t ∈ R, on a ∂

∂t
(un (x+ th)) = ∇un (x+ th) · h, donc

τhun (x)− un (x) = un (x+ h)− un (x) =

∫ 1

0

∇un (x+ th) · h dt
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Par suite, en utilisant l’inégalité de Jensen (1.2.5) , on trouve(∫ 1

0

|∇un (x+ th) · h | dt
)p

≤
∫ 1

0

|∇un (x+ th) · h |p dt

≤ |h|p
∫ 1

0

|∇un (x+ th)|p dt

Puisque |h| < d (ω, ∂Ω) , alors on peut affirmer que ω + th ⊂ Ω pour tout
t ∈ [0, 1] , donc en intégrant sur ω et en appliquant Fubini, on trouve∫

ω

|τhun (x)− un (x)|p dx ≤ |h|p
∫ 1

0

∫
ω

|∇un (x+ th)|p dxdt

≤ |h|p
∫ 1

0

∫
ω+th

|∇un (x)|p dxdt

≤ |h|p
∫ 1

0

∫
Ω

|∇un (x)|p dxdt

≤ |h|p ∥∇un∥pLp(Ω) .

C’est-à-dire ∥τhun − un∥Lp(ω) ≤ |h| ∥∇un∥Lp(Ω) . Finalement,

∥τhu− u∥Lp(ω) ≤ ∥τhu− τhun∥Lp(ω) + ∥τhun − un∥Lp(ω) + ∥un − u∥Lp(ω)

≤ ∥u− un∥Lp(Ω) + |h| ∥∇un∥Lp(Ω) + ∥u− un∥Lp(Ω)

et en passant à la limite, on obtient le résultat,

∥τhu− u∥Lp(ω) ≤ |h| ∥∇un∥Lp(Ω) .

2. A présent, on démontre la seconde implication.
Supposons que u ∈ Lp (Ω) et l’inégalité (2.4) est vérifiée, on va montrer que
∂u

∂xi
∈ Lp (Ω) , pour tout 1 ≤ i ≤ N.

Soit φ ∈ D (Ω) , donc supp φ est compact et on peut trouver un ouvert ω tel
que supp φ ⊂ ω ⊂⊂ Ω. Soit t ∈ R et ei le ième vecteur de la base canonique
de RN . Par hypothèse et l’inégalité de Hölder, on a∣∣∣∣∫

Ω

u (x) (φ (x− tei)− φ (x)) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

(τteiu (x)− u (x))φ (x) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
ω

(τteiu (x)− u (x))φ (x) dx

∣∣∣∣
≤ ∥τteiu− u∥Lp(ω) ∥φ∥Lq(ω)

≤ t ∥∇u∥Lp(Ω) ∥φ∥Lq(Ω)
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En passant à la limite quand t→ 0, on obtient∣∣∣∣∫
Ω

u (x)
∂φ

∂xi
(x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∥∇u∥Lp(Ω) ∥φ∥Lq(Ω) .

Ainsi la forme linéaire φ 7→
∫
Ω
u (x) ∂φ

∂xi
(x) dx est continue sur D (Ω) pour

la norme de Lq (Ω) et puisque D (Ω) est dense dans Lq (Ω), alors on peut la
prolonger par continuité à l’espace Lq (Ω) et on applique le théorème de Riesz
(1.2.8), on va alors trouver vi ∈ Lp (Ω) telle que∫

Ω

u (x)
∂φ

∂xi
(x) dx =

∫
Ω

vi (x)φ (x) dx, ∀φ ∈ D (Ω)

ce qui signifie que ∂u
∂xi

= −vi ∈ Lp (Ω) , donc u ∈ W 1,p (Ω) .

2.3 Injections de Sobolev pour Wm,p
(
RN
)

Avant de présenter les différentes injections, on va donner deux remarques qui nous
seront utiles dans toutes les preuves qui suivent.

Remarque 2.3.1 On a déjà montré dans la proposition 2.2.3, que l’espace D
(
RN
)

est dense dans Wm,p
(
RN
)
, c’est-à-dire que pour tout u ∈ Wm,p

(
RN
)
, il existe une

suite (un)n∈N ⊂ D
(
RN
)
qui converge vers u dans Wm,p

(
RN
)
. Ensuite, si on montre

que pour un certain p,m et q,

∃C > 0, ∥u∥q ≤ C ∥u∥m,p , pour tout u ∈ D
(
RN
)
. (2.5)

Alors cette inégalité est vérifiée aussi pour un, ∀n ∈ N. Avec ces hypothèses on peut
déduire que cette inégalité est aussi vérifiée pour u ∈ Wm,p

(
RN
)
.

En effet, puisque la suite (un)n∈N est convergente dans Wm,p
(
RN
)
, c’est donc une

suite de Cauchy dans cet espace et puisque pour tout n,m ∈ N, on a

∥un − um∥q ≤ C ∥un − um∥m,p ,

on déduit qu’elle est de Cauchy dans Lq
(
RN
)
, donc elle converge aussi dans cet

espace vers v ∈ Lq
(
RN
)
.
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Montrons ensuite que u = v p.p. sur RN , pour cela on considère φ ∈ D
(
RN
)
et par

l’inégalité de Hölder, on obtient∫
RN

|u (x)− v (x)| |φ (x)| dx ≤
∫
RN

|u (x)− un (x)| |φ (x)| dx+∫
RN

|un (x)− v (x)| |φ (x)| dx

≤ ∥un − u∥p ∥φ∥p′ + ∥un − v∥q ∥φ∥q′ →
n→+∞

0,

c’est-à-dire ∫
RN

(u (x)− v (x))φ (x) dx = 0, pour tout φ ∈ D
(
RN
)
,

la proposition 1.4.4, nous affirme que u = v p.p. sur RN .
Finalement, en appliquant l’inégalité (2.5) à un et en passant à la limite, on obtient

∥v∥q ≤ C ∥u∥m,p donc

∥u∥q ≤ C ∥u∥m,p , pour tout u ∈ Wm,p
(
RN
)
.

Remarque 2.3.2 Si on veut démontrer que pour un certain p,m et q vérifiant la
condition p ≤ q ≤ p∗ où p∗ dépend de p et m, on a

∃C > 0, ∥u∥q ≤ C ∥u∥m,p , pour tout u ∈ Wm,p
(
RN
)
. (2.6)

Il suffit alors de le faire pour le cas q = p∗.
En effet, supposons que l’inégalité (2.6) est vrai pour q = p∗ et montrons qu’elle est
aussi vraie pour tout p ≤ q ≤ p∗.
Pour tout λ ∈]0, 1[, on a q = (1− λ) p + λp∗ et en appliquant l’inégalité de Hölder
avec les exposants 1

λ
et 1

1−λ
on aura∫

RN

|u(x)|q dx =

∫
RN

|u(x)|(1−λ)p |u(x)|λp
∗
dx

≤
(∫

RN

|u(x)|p dx
)1−λ(∫

RN

|u(x)|p
∗
dx

)λ

≤ ∥u∥p(1−λ)
p ∥u∥p

∗λ
p∗ <∞

car u ∈ Lp
(
RN
)
et par l’inégalité (2.6) , u ∈ Lp∗

(
RN
)
. En déduit alors que

u ∈ Lq
(
RN
)
et de plus

∥u∥qq ≤ ∥u∥p(1−λ)
m,p Cp∗λ ∥u∥p

∗λ
m,p = Cp∗λ ∥u∥qm,p .

D’où la continuité de l’injection.
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2.3.1 Cas N > mp

Commençons par le lemme technique suivant.

Lemme 2.3.3 Si N ≥ 2 et pour tout 1 ≤ i ≤ N, Fi ∈ LN−1(RN−1), alors∏
1≤i≤N

Fi(x
∗,N
i ) ∈ L1

(
RN
)
,

où x∗,Ni = (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xN) et on a∫
RN

∏
1≤i≤N

∣∣∣Fi(x
∗,N
i )

∣∣∣ dx ≤
∏

1≤i≤N

(∫
RN−1

∣∣∣Fi(x
∗,N
i )

∣∣∣N−1

dx∗,Ni

) 1
N−1

. (2.7)

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur N . Pour N = 2, on n’a rien à
vérifier puisque∫

R2

|F1(x2)F2(x1)| dx1dx2 =
∫
R
|F1(x2)|dx2

∫
R
|F2(x1)|dx1

Maintenant supposons que la propriété est vraie à l’ordre N et considérons pour tout
1 ≤ i ≤ N + 1, les fonctions Fi ∈ LN

(
RN
)
. Posons x = (xi)1≤i≤N et

IN =

∫
RN

∏
1≤i≤N

∣∣∣Fi

(
x∗,Ni , xN+1

)∣∣∣ |FN+1 (x)| dx.

On applique l’inégalité de Hölder avec les exposants N et N
N−1

, on obtient alors

IN ≤

[∫
RN

∏
1≤i≤N

∣∣∣Fi

(
x∗,Ni , xN+1

)∣∣∣ N
N−1

dx

]N−1
N [∫

RN

|FN+1 (x)|N dx
] 1

N

<∞

Car pour tout 1 ≤ i ≤ N et xN+1 fixé, les fonctions∣∣∣Fi

(
x∗,Ni , xN+1

)∣∣∣ N
N−1 ∈ LN−1(RN−1),

donc par hypothèse de récurrence,∏
1≤i≤N

∣∣∣Fi

(
x∗,Ni , xN+1

)∣∣∣ N
N−1 ∈ L1

(
RN
)
,
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Il reste à vérifier (2.7) , pour cela posons

gi (xN+1) =

(∫
RN−1

∣∣∣Fi

(
x∗,Ni , xN+1

)∣∣∣N dx∗,Ni

) 1
N

.

Par hypothèse de récurrence, l’inégalité (2.7) est vérifiée pour les fonctions∣∣∣Fi

(
x∗,Ni , xN+1

)∣∣∣ N
N−1

, donc

∫
RN

∏
1≤i≤N

∣∣Fi

(
x∗Ni , xN+1

)∣∣ N
N−1 dx

N−1
N

≤
∏

1≤i≤N

 ∫
RN−1

∣∣Fi

(
x∗Ni , xN+1

)∣∣N dx∗Ni
N

≤
∏

1≤i≤N

gi (xN+1)

On a

IN ≤

[∫
RN

∏
1≤i≤N

∣∣∣Fi

(
x∗,Ni , xN+1

)∣∣∣ N
N−1

dx

]N−1
N [∫

RN

|FN+1 (x)|N dx
] 1

N

≤
[∫

RN

|FN+1 (x)|N dx
] 1

N ∏
1≤i≤N

gi (xN+1)

On remarque
[∫

RN |FN+1 (x)|N dx
] 1

N
est indépendante de xN+1 et si on intègre IN

sur R par rapport à la variable xN+1, on obtient IN+1.
Donc en appliquant l’inégalité de Hölder généralisée avec les exposants N et le
théorème de Fubini, on obtient

IN+1 ≤
[∫

RN

|FN+1 (x)|N dx
] 1

N ∏
1≤i≤N

(∫
R
(gi (xN+1))

N dxN+1

) 1
N

≤
∏

1≤i≤N+1

(∫
RN

∣∣∣Fi(x
∗,N+1
i )

∣∣∣N dx∗,N+1
i

) 1
N

Ci-dessous le théorème qui nous donne l’injection dans ce cas.
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Théorème 2.3.4 Soit p ≥ 1 et m ∈ N, pour tout q vérifiant p ≤ q ≤ Np
N−mp

, on a
l’injection continue suivante

Wm,p
(
RN
)
↪→ Lq

(
RN
)
. (2.8)

Autrement dit, il existe C > 0 tel que

∥u∥q ≤ C ∥u∥m,p , pour tout u ∈ Wm,p
(
RN
)
. (2.9)

Preuve. En se basant sur la remarque 2.3.1 et sur la remarque 2.3.2, il suffit de
prouver l’inégalité 2.9 pour u ∈ D

(
RN
)
et pour q = N

N−1
. On va distinguer alors

trois cas :

1. Si m = 1 et p = 1, on va alors montrer ∃C > 0,

∥u∥ N
N−1

≤ C ∥u∥1,1 , ∀u ∈ D
(
RN
)
.

Pour tout 1 ≤ i ≤ N et x ∈ RN et u ∈ D
(
RN
)
, on a

u(x) =

∫ xi

−∞

∂u

∂xi
(x+ (s− xi)ei)ds,

donc

|u(x)| ≤
∫
R

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x+ (s− xi)ei)

∣∣∣∣ ds. (2.10)

L’intégrale du membre de droite est évidement indépendante de la composante
xi de x. Notons alors x

∗
i = (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xN) et

ui (x
∗
i ) =

∫
R

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x+ (s− xi)ei)

∣∣∣∣ ds.
La fonction ui est définit sur RN−1 et à support compact. Avec ces notations,
on a obtenu

1 ≤ i ≤ N, ∀x ∈ RN , |u(x)|
1

N−1 ≤ (ui (x
∗
i ))

1
N−1 .

Ce qui implique que ∀x ∈ RN ,

|u(x)|
N

N−1 ≤
N∏
i=1

(ui (x
∗
i ))

1
N−1 .
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On applique le lemme (2.3.3 ) aux fonctions définies par

Fi (x
∗
i ) = (ui (x

∗
i ))

1
N−1 , 1 ≤ i ≤ N,

on aura ∫
RN

∏
1≤i≤N

∣∣∣(ui (x∗i )) 1
N−1

∣∣∣ dx ≤
∏

1≤i≤N

(∫
RN−1

|ui (x∗i )| dx∗i
) 1

N−1

.

Donc [∫
RN

|u(x)|
N

N−1 dx

]N−1
N

≤

[∫
RN

N∏
i=1

|ui (x∗i )|
1

N−1 dx

]N−1
N

≤
N∏
i=1

(∫
RN−1

|ui (x∗i )| dx∗i
) 1

N

,

c’est-à-dire

∥u∥ N
N−1

≤
N∏
i=1

(∫
RN−1

|ui (x∗i )| dx∗i
) 1

N

=
N∏
i=1

(∫
RN−1

∫
R

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x+ (s− xi)ei)

∣∣∣∣ dsdx∗i) 1
N

=
N∏
i=1

(∫
RN

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣ dx) 1

N

.

Utilisant la relation entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique,
on obtient

∥u∥ N
N−1

≤
N∏
i=1

(∫
RN

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣ dx) 1

N

≤ 1

N

N∑
i=1

∫
RN

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣ dx (2.11)

≤ 1

N
∥u∥1,1 .

D’où le résultat.
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(
RN
)

2. Si m = 1 et p < N , on va alors montrer

∃C > 0,

(∫
RN

|u(x)|
Np
N−p dx

)N−p
Np

≤ C ∥u∥1,p , ∀u ∈ D
(
RN
)
.

On va utiliser le résultat du premier cas, pour cela écrivons

|u|
Np
N−p =

(
|u|

(N−1)p
N−p

) N
N−1

.

Donc ∫
RN

|u(x)|
Np
N−p dx =

∫
RN

(
|u (x)|

(N−1)p
N−p

) N
N−1

dx.

Appliquons (2.11) , on obtient

∥u∥
p(N−1)
N−p
Np
N−p

≤ 1

N

N∑
i=1

∫
RN

∣∣∣∣ ∂∂xi
(
|u|

(N−1)p
N−p

)
(x)

∣∣∣∣ dx,
Or

∂

∂xi

(
|u|

(N−1)p
N−p

)
=

(N − 1) p

N − p
|u|

(N−1)p
N−p

−1 ∂u

∂xi
,

ainsi

∥u∥
p(N−1)
N−p
Np
N−p

≤ 1

N

(N − 1) p

N − p

N∑
i=1

∫
RN

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣ |u (x)| (N−1)p

N−p
−1 dx.

En appliquant l’inégalité de Hölder avec les exposants p et p
p−1

, on obtient

∥u∥
p(N−1)
N−p
Np
N−p

≤ 1

N

(N − 1) p

N − p

N∑
i=1

(∫
RN

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣p dx) 1

p
(∫

RN

|u (x)|
Np
N−p dx

)1− 1
p

,

c’est-à-dire

∥u∥
p(N−1)
N−p
Np
N−p

≤ 1

N

(N − 1) p

N − p
∥u∥1,p ∥u∥

N(p−1)
N−p
Np
N−p

.

Finalement,

∥u∥ Np
N−p

≤ 1

N

(N − 1) p

N − p
∥u∥1,p .

3. Si m > 1 et mp < N , on va procéder par récurrence sur m, c’est-à-dire, on
suppose que

Wm−1,p
(
RN
)
↪→ L

Np
N−(m−1)p

(
RN
)
pour (m− 1) p < N. (2.12)
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Soit u ∈ Wm,p
(
RN
)
, alors

Du ∈ Wm−1,p
(
RN
)
et u ∈ Wm−1,p

(
RN
)
.

Puisque (m− 1)p < N, alors on peut utiliser l’injection (2.12) pour avoir

Du ∈ L
Np

N−(m−1)p
(
RN
)
et u ∈ L

Np
N−(m−1)p

(
RN
)
.

Finalement, on a obtenu u ∈ W 1, Np
N−(m−1)p

(
RN
)
.

D’autre part, mp < N donc Np
N−(m−1)p

< N et l’injection démontrée au 2ème
cas, nous donne

u ∈ L
Np

N−mp
(
RN
)
.

2.3.2 Cas N = mp

Dans ce paragraphe, nous allons traiter le cas limite N = mp

Théorème 2.3.5 Si p = 1 et m = N, on a l’injection continue suivante

WN,1
(
RN
)
↪→ Cb

(
RN
)
.

Preuve. Pour simplifier la preuve, on commence par montrer par récurrence sur
N que

WN,1
(
RN
)
↪→ L∞ (RN

)
.

1. Pour le cas N = 1, si u ∈ W 1,1 (R) , on utilise le procédé de densité décrit dans
la remarque 2.3.1, donc il suffit de montrer que

∃C > 0, ∥u∥∞ ≤ C ∥u∥1,1 , ∀u ∈ D (R) .

On sait que pour tout x ∈ R, u (x) =
∫ x

−∞ u′ (s) ds donc

sup
x∈R

|u (x)| ≤
∫
R
|u′ (s)| ds ≤ ∥u∥1,1 .

2. Ensuite supposons que si u ∈ WN−1,1
(
RN−1

)
, alors u ∈ L∞(RN−1), autrement

dit ∃C > 0, tel que

∥u∥∞ ≤ C

N−1∑
|α|=0

∫
RN−1

|Dαu(x′)| dx′.
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(
RN
)

Soit à présent u ∈ WN,1
(
RN
)
, donc pour xN fixé, la fonction

∂u

∂xN
(·, xN) ∈ WN−1,1

(
RN−1

)
, donc

sup
x′∈RN−1

∣∣∣∣ ∂u∂xN (x′, xN)

∣∣∣∣ ≤ C

N−1∑
|α|=0

∫
RN−1

∣∣∣∣Dα

(
∂u

∂xN

)
(x′, xN)

∣∣∣∣ dx′.
On intègre par rapport à xN , on obtient

∫
R

sup
x′∈RN−1

∣∣∣∣ ∂u∂xN (x′, xN)

∣∣∣∣ dxN ≤ C

N−1∑
|α|=0

∫
R

∫
RN−1

∣∣∣∣Dα

(
∂u

∂xN

)
(x′, xN)

∣∣∣∣ dx′dxN
≤ C

N∑
|α|=0

∫
RN

|Dαu(x)| dx.

Comme

sup
x′∈RN−1

∫
R

∣∣∣∣ ∂u∂xN (x′, xN)

∣∣∣∣ dxN ≤
∫
R

sup
x′∈RN−1

∣∣∣∣ ∂u∂xN (x′, xN)

∣∣∣∣ dxN
Alors

sup
x∈RN

|u(x)| ≤ C ∥u∥N,1 .

A présent si u ∈ WN,1
(
RN
)
, alors il existe une suite (un)n∈N ⊂ D

(
RN
)
qui

converge vers u dans WN,1
(
RN
)
et d’après ce qui précède, on en déduit que

(un)n∈N converge vers u dans L∞ (RN
)
, autrement dit (un)n converge vers u

uniformément sur RN donc u est continue sur RN et il en résulte que u ∈
Cb
(
RN
)
.

Le théorème suivant donne la deuxième injection du cas limite N = mp.

Théorème 2.3.6 Soit p ≥ 1 et m ∈ N, alors pour tout q tel que p ≤ q < ∞, on a
l’injection suivante

Wm,p
(
RN
)
↪→ Lq

(
RN
)
. (2.13)

Preuve. Pour la preuve de ce théorème, on va distinguer deux cas :
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1. Pour m =1, p = N et N ≤ q <∞, on va montrer

∃C > 0, ∥u∥q ≤ C ∥u∥1,N , ∀u ∈ W 1,N
(
RN
)
. (2.14)

Soit N ≤ q ≤ N2

N−1
, si u ∈ W 1,N

(
RN
)
, alors |u|N ∈ W 1,1

(
RN
)
car en utilisant

l’inégalité de Hölder, on aura pour tout 1 ≤ i ≤ N∫
RN

∣∣∣∣∣∂
(
uN
)

∂xi
(x)

∣∣∣∣∣ dx = N

∫
RN

|u (x)|N−1

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣dx

≤ N

∫
RN

|u (x)|N
N−1

N

dx

∫
RN

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣Ndx

 1
N

<∞

L’injection (2.8) nous donne u ∈ L
N2

N−1

(
RN
)
et par la remarque (2.3.2) on

déduit que (2.14) est vrai pour tout q ≤ N2

N−1
.

Maintenant si q > N2

N−1
, alors on peut écrire q = rN

N−1
, avec r > N . En se basant

sur la remarque (2.3.1) , il suffit de considérer u ∈ D
(
RN
)
. On va considérer

la fonction ur et lui appliquer la majoration (2.11) et l’inégalité de Hölder, on
obtient alors

∥ur∥ N
N−1

≤ 1

N

N∑
i=1

∫
RN

∣∣∣∣∂ (ur)∂xi
(x)

∣∣∣∣ dx
=

r

N

N∑
i=1

∫
RN

|u (x)| r−1

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣dx

≤ r

N

(∫
RN

|u (x)|
(r−1)N
N−1

)N−1
N

dx

(∫
RN

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣Ndx

) 1
N

,

Sachant que N ≤ (r−1)N
N−1

≤ rN
N−1

, alors ∃λ ∈ [0, 1] tel que

(r − 1)N

N − 1
= λN + (1− λ)

rN

N − 1
.

Par suite, en utilisant encore l’inégalité de Hölder, on obtient :∫
RN

|u (x)|
(r−1)N
N−1 ≤

(∫
RN

|u (x)|Ndx
)λ(∫

RN

|u (x)|
rN
N−1dx

)1−λ

,
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(
RN
)

en remplaçant dans les inégalités précédentes, on obtient(∫
RN

|u(x)|
rN

N−1 dx

)N−1
Nr

≤
( r
N

)r+1−N
(∫

RN

|u (x)|Ndx
)N−1

Nr

(∫
RN

∣∣∣∣ ∂u∂xi (x)
∣∣∣∣Ndx

) r+1−N
rN

D’où le résultat.

2. Pour m ≥ 2, mp = N , on va montrer que pour tout p ≤ q <∞,

∃C > 0, ∥u∥q ≤ C ∥u∥m,p , ∀u ∈ Wm,p
(
RN
)
. (2.15)

Soit u ∈ Wm,p
(
RN
)
, alors

u,
∂u

∂xi
∈ Wm−1,p

(
RN
)

et puisque (m− 1)p < N, alors par l’injection (2.12) ,

u,
∂u

∂xi
∈ L

Np
N−(m−1)p

(
RN
)

et puisque mp = N, alors

u,
∂u

∂xi
∈ LN

(
RN
)
,

c’est-à-dire u ∈ W 1,N
(
RN
)
et d’après (2.14) , u ∈ Lq

(
RN
)
pour tout p ≤ q <

∞.

2.3.3 Cas N < mp

Théorème 2.3.7 Soit p ≥ 1 et m ∈ N, on a les injections suivantes :

1. Si m = 1 et N < p, alors pour tout 0 < λ ≤ 1− N
p
, on a l’injection

W 1,p
(
RN
)
↪→ C0,λ

(
RN
)
. (2.16)
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2. Si
N

p
/∈ N, alors pour tout j vérifiant j =

[
N
p

]
+ 1 et 0 < λ ≤ j − N

p
, on a

l’injection
Wm,p

(
RN
)
↪→ Cm−j,λ

(
RN
)
.

3. Si
N

p
∈ N et m ≥ N

p
+ 1, alors pour tout λ < 1, on a l’injection

Wm,p
(
RN
)
↪→ Cm−N

p
−1,λ

(
RN
)
.

Preuve. Soit p ≥ 1 et m ∈ N,

1. Si m = 1 et N < p, on va montrer que pour tout 0 < λ ≤ 1− N
p
, ∃C > 0,

|u(x+ h)− u(x)| ≤ Chλ ∥u∥1,p , ∀x ∈ RN , ∀u ∈ W 1,p
(
RN
)
.

• Commençons par montrer que u ∈ L∞ (RN
)
et pour cela on considère

u ∈ D
(
RN
)
compte tenu de la remarque (2.3.1) . On va alors chercher

une majoration de |u (x)| et quitte à faire une translation, on se ramène
à la majoration de |u (0)| .
On va utiliser la technique qui consiste à intégrer sur un cône Ch,α de
sommet 0, d’angle au sommet α, limité par une sphère de RN de rayon
h et les coordonnées polaires (r, θ) où 0 ≤ r ≤ h, θ ∈ A (r) , la surface
d’intersection de Ch,α avec la sphère de rayon r.
L’élément de volume est donné par dx = rN−1s (θ) dθdr où s (θ) dθ est
l’élément d’air de dimension (N − 1) sur la sphère unité SN .
Pour x ∈ RN , on note ũ (r, θ) = u (x) , c’est-à-dire l’expression de u dans
les coordonnées polaires. On a∫ r

0

∂ũ

∂r
(λ, θ) dλ = ũ (r, θ)− ũ (0, θ)

= ũ (r, θ)− u (0) (2.17)

Sachant que
∫
Ch,α

dx = C1h
N , en majorant (2.17) sur le cône Ch,α, on

obtient

C1h
N |u (0)| ≤

∫ h

0

∫
A(r)

|ũ (r, θ)| rN−1s (θ) dθdr + (2.18)∫ h

0

∫
A(r)

(∫ r

0

∣∣∣∣∂ũ∂r (λ, θ)
∣∣∣∣ dλ) rN−1s (θ) dθdr(2.19)
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(
RN
)

Ensuite, en utilisant l’inégalité de Hölder, on aura∫ h

0

∫
A(r)

|ũ (r, θ)| rN−1s (θ) dθdr =

∫
Ch,α

|u (x)| dx

≤

(∫
Ch,α

dx

) 1
p′
(∫

Ch,α

|u (x)|p dx

) 1
p

≤ C1h
N
p′ ∥u∥Lp(Ch,α) .

Passant à la deuxième intégrale, mais d’abord écrivons∫ r

0

∣∣∣∣∂ũ∂r (λ, θ)
∣∣∣∣ dλ =

∫ r

0

∣∣∣∣∂ũ∂r (λ, θ)
∣∣∣∣λN−1

p λ
N−1
p′ λ1−Ndλ

≤
(∫ r

0

∣∣∣∣∂ũ∂r (λ, θ)
∣∣∣∣p λN−1dλ

) 1
p
(∫ r

0

λ(N−1)(1−p′)dλ

) 1
p′

Or N < p donc (N − 1) (1− p′) > −1, donc∫ r

0

λ(N−1)(1−p′)dλ = C2

(
r(N−1)(1−p′)+1

)
<∞.

Si on pose

I =

∫ h

0

∫
A(r)

(∫ r

0

∣∣∣∣∂ũ∂r (λ, θ)
∣∣∣∣ dλ) rN−1s (θ) dθdr

On a alors

I ≤ C2

∫ h

0

rN−1

∫
A(r)

(∫ r

0

∣∣∣∣∂ũ∂r (λ, θ)
∣∣∣∣p λN−1dλ

) 1
p

r
(N−1)(1−p′)+1

p′ s (θ) dθdr

≤ C2

∫ h

0

r
N
p′

∫
A(r)

(∫ h

0

∣∣∣∣∂ũ∂r (λ, θ)
∣∣∣∣p λN−1dλ

) 1
p

s (θ) dθdr

En appliquant encore l’inégalité de Hölder à l’intégrale de θ et en notant
on |A (r)| la mesure de A (r) , on obtient

I ≤ C2

∫ h

0

r
N
p′ |A (r)|

1
p′

∫
A(r)

∫ h

0

∣∣∣∣∂ũ∂r (λ, θ)
∣∣∣∣p λN−1dλs (θ) dθ

1
pdr
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Sachant que |A (r)| est majorée indépendamment de h et∣∣∣∣∂ũ∂r (λ, θ)
∣∣∣∣ ≤ |∇u (x)| ,

on aura∫ h

0

∫
A(r)

(∫ r

0

∣∣∣∣∂ũ∂r (λ, θ)
∣∣∣∣ dλ) rN−1s (θ) dθdr ≤ C3h

N
p′+1 ∥∇u∥Lp(Ch,α)

Retournons à (2.18)

|u (0)| ≤ C1h
−N

p ∥u∥Lp(Ch,α) + C3h
1−N

p ∥∇u∥Lp(Ch,α) .

Si on considère pour tout µ > 0, la fonction uµ (x) = u
(

x
µ

)
et on lui

applique l’inégalité obtenue de ce qui procède,

∥u∥∞ ≤ C ∥u∥p + C′ ∥∇u∥p ,

on trouvera
∥u∥∞ ≤ Cµ

N
p ∥u∥p + C′µ

N
p
−1 ∥∇u∥p ,

On cherche ensuite minµ

(
C ∥u∥p µ

N
p + C′ ∥∇u∥p µ

N
p
−1
)

qui est atteint

pour µ = C′(p−N)
NC1

∥∇u∥p ∥u∥
−1
p , après calcul, on aura

∥u∥∞ ≤ C ∥u∥
1−N

p
p ∥∇u∥

N
p
p (2.20)

où C = C (N, p) .

• Maintenant, on va montrer que u vérifie le caractère Höldérien pour λ = 1−N
p

et compte tenu de la remarque (2.3.2) , on aura le résultat pour tout
λ ≤ 1− N

p
.

Soit h ∈ RN , en utilisant l’inégalité (2.20), on obtient

∥τhu− u∥∞ ≤ C ∥τhu− u∥
1−N

p
p ∥∇ (τhu− u)∥

N
p
p .

D’une part, on a ∥∇ (τhu− u)∥p ≤ 2 ∥∇u∥p et d’autre part par (??) , on
a ∥τhu− u∥p ≤ ∥∇u∥p |h| , donc

∥τhu− u∥∞ ≤ C |h|1−
N
p ∥∇u∥p
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2. Si m ≥ 2,
N

p
/∈ N, alors pour tout j vérifiant j =

[
N
p

]
+ 1, on va montrer que

Wm,p
(
RN
)
↪→ Cm−j,j−N

p
(
RN
)
.

Si m = j, alors pour u ∈ W j,p
(
RN
)
, on a u,Du ∈ W j−1,p

(
RN
)
et puisque

j−1
p
< N, alors on peut utiliser l’injection (2.8), c’est-à-dire

u ∈ W 1, Np
N−(j−1)p

(
RN
)
,

Maintenant puisque, Np
N−(j−1)p

> N, alors par (1) , on aura u ∈ C0,j−N
p
(
RN
)
.

Si pm > N, alors pour u ∈ Wm,p
(
RN
)
, on a D(m−j)u ∈ W j,p

(
RN
)
et d’après

ce qui précède D(m−j)u ∈ C0,j−N
p
(
RN
)
, c’est-à-dire

u ∈ Cm−j,j−N
p
(
RN
)

3. Si
N

p
∈ N et m ≥ N

p
+ 1, alors pour tout λ < 1, on va montrer que

Wm,p
(
RN
)
↪→ Cm− N

p−1
,λ
(
RN
)
.

Si u ∈ W j,p
(
RN
)
, où j =N

p
+1, alors u,Du ∈ W j−1,p

(
RN
)
et puisque j−1 =N

p
,

alors l’injection (2.13) nous donne u,Du ∈ Lq
(
RN
)
pour tout q <∞ et d’après

(1) , u ∈ C0,λ
(
RN
)
pour tout λ < 1− N

q
. Finalement, u ∈ C0,λ

(
RN
)
pour tout

λ < 1.Si u ∈ Wm,p
(
RN
)
, alors D(m−j)u ∈ W j,p

(
RN
)
et d’après ce qui précède

D(m−j)u ∈ C0,λ
(
RN
)
pour tout λ < 1, c’est-à-dire u ∈ Cm−N

p
−1,λ

(
RN
)
.

2.4 Injections de Sobolev pour Wm,p (Ω)

On va maintenant montrer que sous des hypothèses convenables sur l’ouvert Ω, les
espacesWm,p (Ω) s’injectent les uns dans les autres et pour des conditions légèrement
plus fortes.

Certains espaces de Sobolev peuvent s’injecter de manière compacte dans d’autres
espaces.
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2.4.1 Injections continues

Pour obtenir ces théorèmes d’injection, on va chercher un prolongement deWm,p (Ω)
à Wm,p

(
RN
)
. L’existence d’un tel prolongement est liée à la structure géométrique

de Ω. Dans notre travail, on va voir le cas des ouverts lipschitziens, commençons par
définir ces ouverts lipschitziens.

Définition 2.4.1 [6] Soit Ω un ouvert de RN , il est dit un ouvert lipschitzien uni-
forme si

1. Il existe un recouvrement ouvert fini (Ωi)i∈N de Ω tel que d(Ω0, ∂Ω) > 0 et pour
tout i ≥ 1, Ωi est borné et Ωi ∩ ∂ Ω ̸=∅.

2. Pour tout i ∈ N, il existe un ouvert borné Γi de RN−1, une fonction γi lipschit-
zienne sur Γi et un système de coordonnées tel que

Ωi ∩ Ω ⊂ {(x′, xN) | x′ ∈ Γi, xN > γi(x
′)} ,

Ωi ∩ ∂Ω = {(x′, γi (x′)) | x′ ∈ Γi} .

3. Il existe une partition de l’unité (ψi)i∈N, subordonnée au recouvrement (Ωi)i∈N
et C1 > 0 et C2 > 0 tels que pour tout i ∈ N

1∑
|α|=0

sup
x∈RN

|Dαψi (x)| ≤ C1 et
1∑

|α|=0

sup
x∈Γi

|Dαγi (x)| ≤ C2.

Définition 2.4.2 [6] On dit qu’un ouvert est de classe C1-uniforme s’il est lipschit-
zien uniforme et de plus les fonctions γi sont de classe C1.

Dans la proposition ci-dessous qu’on admettra, on présente la relation entre les
fonctions W 1,p (Ω) et leur restrictions à W 1,p(Ω ∩ Ωi).

Proposition 2.4.3 [6] Soit Ω un ouvert lipschitzien, (Ωi)i∈N son recouvrement as-
socié et u ∈ Lp( Ω). Si pour tout i ∈ N, on a u ∈ W 1,p(Ω ∩ Ωi), alors u ∈ W 1,p (Ω).
De plus, il existe deux constantes C et C ′ telles que pour tout u ∈ W 1,p (Ω) , on a∑

i∈N

∥φiu∥W 1,p(Ω∩Ωi)
≤ C ∥u∥W 1,p(Ω) et ∥u∥W 1,p(Ω) ≤ C ′

∑
i∈N

∥u∥W 1,p(Ω∩Ωi)

Les ouverts lipschitziens possèdent un opérateur de prolongement, comme le montre
la proposition suivante.
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Théorème 2.4.4 Si Ω est un ouvert lipschitzien, alors pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ , il
existe un opérateur linéaire et continu P de W 1,p (Ω) dans W 1,p

(
RN
)
tel que pour

tout x ∈ Ω, on a Pu(x) = u(x). De plus, il existe C > 0 tel que

∥P (u)∥W 1,p(RN ) ≤ C ∥u∥W 1,p(Ω) (2.21)

Preuve. Si Ω est un ouvert lipschitzien, alors il existe un recouvrement ouvert fini
(Ωi)i∈N de Ω, une fonction γi lipschitzienne et une partition de l’unité (ψi)i∈N, su-
bordonnée au recouvrement (Ωi)i∈N qui vérifie les propriétés de la définition (2.4.1) .
Soit u ∈ W 1,p (Ω) , pour tout i ∈ N, supp(ψiu) ⊂ Ωi ∩ Ω, donc ψiu ∈ W 1,p (Ωi ∩ Ω) .
On va prolonger la fonction ψiu pour tout i ∈ N.
Soit S la symétrie définie dans Γi ×R par rapport à l’hypersurface d’équation xN =
γi(x

′) par

S (x′, xN) = (x′, 2γi(x
′)− xN) .

Evidement S = S−1 et puisque γi est continue, donc S l’est aussi et on a pour tout
(x, y) ∈ (Γi × R)2

|S(x)− S (y)| = |(x′, 2γi(x′)− xN)− (y′, 2γi(y
′)− yN)|

=
(
|x′ − y′|2 + |2γi(x′)− 2γi(y

′)− (xN + yN)|2
) 1

2

≤
(
|x′ − y′|2 + 4 |γi(x′)− γi(y

′)|2 + |xN + yN |2
) 1

2

≤
(
|x− y|2 + 4 ∥∇γi∥2∞ |x− y|2

) 1
2

≤
(
1 + 4 ∥∇γi∥2∞

) 1
2 |x− y| (2.22)

Pour tout i ∈ N, définissons l’ouvert

Ω′
i = S (Ω ∩ Ωi) , Ui = (Ωi ∩ Ω) ∪ (∂Ω ∩ Ωi) ∪ Ω′

i

et posons pour tout (x′, xN) ∈ Ui

Pi(ψiu)(x
′, xN) =

{
(ψiu)(x

′, xN) si xN > γi(x
′)

(ψiu)(x
′, 2γi(x

′)− xN) si xN < γi(x
′)

(2.23)

et pour (x′, xN) /∈ Ui, Pi(ψiu)(x
′, xN) = 0, ensuite, on va vérifier que

Pi(ψiu) ∈ W 1,p
(
RN
)
.
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Pour cela appliquons la proposition (1.2.6) à Pi(ψiu) sur les ouverts Ωi ∩ Ω et Ω′
i et

pour mieux voir cela, considérons la fonction g définie sur RN−1 × ]0,+∞[ par

g(x′, t) = ψiu (x
′, γi(x

′) + t) ,

et son prolongement qu’on note g̃ défini sur RN−1 × ]−∞, 0[ par

g̃(x′, t) = ψiu (x
′, γi(x

′)− t) .

Notons que qu’avec un simple changement de variable en t, on retrouve à partir de
g̃ le prolongement (2.23) .
En appliquant la proposition (1.2.6), on aura g ∈ W 1,p(RN−1 × ]0,+∞[) et par suite

son prolongement à RN , g̃ ∈ W 1,p
(
RN
)
. Finalement, on a démontré que ψ̃iu ∈

W 1,p
(
RN
)
.

La constante C de la proposition (1.2.6 ) ne dépend que des constantes de Lipschitz
de S et de S−1 et d’après (2.22) , on aura

∥g̃∥W 1,p(RN ) ≤ C (1 + ∥∇γi∥∞) ∥ψiu∥W 1,p(Ωi∩Ω) .

De plus par la définition (2.4.1 ) et la continuité du prolongement, on peut écrire∥∥∥ψ̃iu
∥∥∥
W 1,p(RN )

≤ (1 + C2) ∥g̃∥W 1,p(RN )

≤ C ′(1 + C2) ∥g∥W 1,p(RN−1×]0,+∞[)

≤ C ′(1 + C2)C3 ∥ψiu∥W 1,p(Ω)

Maintenant, si on pose P (u) =
∑
i∈N

Pi(ψiu), alors d’après 2.4.3, P (u) ∈ W 1,p
(
RN
)
et

de plus

∥P (u)∥W 1,p(RN ) ≤ C
∑
i∈N

∥Pi(ψiu)∥W 1,p(RN ) ≤ C ∥u∥W 1,p(Ω)

Ce qui prouve la continuité de l’opérateur de prolongement P.
Comme conséquence, on a les deux résultats qui s’en suivent

Proposition 2.4.5 Si Ω est un ouvert lipschitzien, alors pour tout 1 ≤ p ≤ ∞,
l’espace C∞ (Ω) est dense dans W 1,p (Ω) .

Preuve. Si u ∈ W 1,p (Ω), alors P (u) ∈ W 1,p
(
RN
)
et il existe une suite

(vn)n∈N ⊂ D
(
RN
)
qui converge vers P (u) dansW 1,p

(
RN
)
. Si on prend la restriction

de (vn)n∈N à Ω, alors elle converge vers la restriction de P (u) à Ω qui n’est autre que
u.
En utilisant l’opérateur de prolongement, on obtient les injections suivantes.
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Théorème 2.4.6 Si Ω est un ouvert lipschitzien, alors pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, on a
les injections continues suivantes :

1. Si N > mp, alors pour tout q ≤ Np
N−mp

, on a Wm,p (Ω) ↪→ Lq(Ω).

2. Si N = mp, alors

(a) Si p = 1, alors on a WN,1 (Ω) ↪→ Cb(Ω).
(b) Si p > 1, alors pour tout q <∞, on a Wm,p (Ω) ↪→ Lq(Ω).

3. Si N > mp, alors :

(a) Si m = 1 et N < p, alors pour tout 0 < λ ≤ 1− N
p
, on a

W 1,p (Ω) ↪→ C0,λ (Ω) .

(b) Si
N

p
/∈ N, alors pour tout j vérifiant j =

[
N
p

]
+ 1 et 0 < λ ≤ j − N

p
, on a

Wm,p (Ω) ↪→ C (Ω) .

(c) Si
N

p
∈ N et m ≥ N

p
+ 1, alors pour tout λ < 1, on a

Wm,p (Ω) ↪→ Cm−N
p
−1,λ (Ω) .

Preuve. Il suffit d’utiliser l’opérateur de prolongement P et d’appliquer les différents
théorèmes d’injection vus auparavant.

1. Commençons par le cas mp < N . On va distinguer deux cas :

• Si m = 1, alors il existe l’opérateur de prolongement P , défini dans le
théorème (2.4.4) , qui est continu deW 1,p (Ω) dansW 1,p

(
RN
)
et qui vérifie

P (u) (x) = u(x), ∀x ∈ Ω.

Si q ≤ Np
N−p

et u ∈W 1,p (Ω) , alors en utilisant l’injection (2.9) et l’inégalité

(2.21) , on obtient

∥u∥Lq(Ω) = ∥Pu∥Lq(Ω) ≤ ∥Pu∥Lq(RN ) ≤ C1 ∥P (u)∥W 1,p(RN ) ≤ C2 ∥u∥W 1,p(Ω) .

• Si m > 1 et mp < N , on va procéder par récurrence sur m et utiliser la
même technique déjà appliqué dans la démonstration (3) .

2. De la même manière, on démontre les autres assertions.
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2.4.2 Injections compactes

Voici dans quels cas les injections de Sobolev sont compactes.

• Cas N > mp

Commençons par des lemmes utiles à la preuve du théorème ci-dessous.

Lemme 2.4.7 Soit Ω un ouvert borné et lipschitzien de RN , alors l’injection

W 1,1 (Ω) ↪→ L1 (Ω)

est compacte.

Preuve. On va montrer que tout ensemble B borné de W 1,1 (Ω) est relativement
compact dans L1 (Ω) et pour cela, on utilise le théorème (1.2.7 ).

• Soit ε > 0 et u ∈ B, on va choisir un compact K ⊂ Ω, de tel en sorte à avoir∫
Ω\K |u(x)| dx < ε. En effet, en utilisant l’inégalité de Hölder on a

∫
Ω\K

|u(x)| dx ≤
(∫

Ω\K
dx

) 1
N
(∫

Ω\K
|u(x)|

N
N−1 dx

)N−1
N

.

Puisque Ω est borné, on va choisir la mesure de K assez grande pour que la
mesure de Ω\K soit assez petite et on a le résultat souhaité.

• A présent, cherchons δ > 0 tel que δ < d(ω, ∂Ω) et ∀h ∈ RN où |h| < δ et u ∈ B,
on a

∥τhũ− ũ∥Lp(Ω) < ε

où ũ désigne la prolongée de u par 0 hors de Ω. Soit h0 > 0 donné et posons

B0 =
⋃

x∈∂Ω

B (x, h0) et ω = Ω\B0,

qui est un ouvert inclus dans Ω. Si on prend h ∈ RN tel que |h| < h0 et x ∈ ω,
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alors x+ h ∈ Ω et on aura∫
ω

|ũ(x+ h)− ũ(x)| dx =

∫
ω

|u(x+ h)− u(x)| dx

=

∫
ω

∣∣∣∣∫ 1

0

d

dt
(u(x+ h)) dt

∣∣∣∣ dx
=

∫
ω

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

N∑
i=1

hi
∂u

dxi
(x+ th)dt

∣∣∣∣∣ dx
≤ |h|

∫
ω

∫ 1

0

|∇u(x+ th)| dtdx

≤ |h|
∫ 1

0

∫
ω+th

|∇u(x)| dxdt

et puisque ω+th ⊂ Ω, alors en appliquant l’inégalité de Hölder, on aura∫ 1

0

∫
ω+th

|∇u(x)| dxdt ≤ |Ω|
1
p′ ∥∇u∥Lp(Ω) ,

donc ∫
ω

|u(x+ h)− u(x)| dx ≤ C |h| .

Ainsi pour h0 < h1 bien choisi avec, ∀h ∈ RN où |h| < h0∫
ω

|u(x+ h)− u(x)| dx ≤ C |h| ≤ ε

2
.

Maintenant, on va majorer cette intégrale sur Ω\ω. On a∫
Ω\ω

|ũ(x+ h)− ũ(x)| dx ≤
∫
Ω\ω

|u(x+ h)| dx+
∫
Ω\ω

|u(x)| dx

Comme précédement, on va choisir la mesure de ω assez grande pour que la
mesure de Ω\ω soit assez petite, ce qui entraine l’existence de δ < h1 tel que
pour |h| ≤ δ, on aura ∫

Ω\ω
|ũ(x+ h)− ũ(x)| dx < ε

2
.

Finalement, pour tout u ∈ B et |h| ≤ δ, on a∫
Ω

|u(x+ h)− u(x)| dx ≤ ε.

Le théorème (1.2.7 ) assure alors que B est relativement compact dans L1 (Ω).
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Lemme 2.4.8 Soit Ω un ouvert de RN . Si (un)n∈N est une suite convergente dans
Lk (Ω) et bornée dans Lq (Ω) pour un certain q > k, alors elle converge dans Lp (Ω)
où k ≤ p < q .

Preuve. Soit (un)n∈N une suite convergente dans Lk (Ω) et bornée dans Lq (Ω) pour
q > k.
Si k ≤ p < q, alors on peut écrire p = (1− λ) k + λp, où λ ∈ ]0, 1[ et pour tout
n,m ∈ N, on a

∥un − um∥p ≤ ∥un − um∥λk ∥un − um∥1−λ
q →

n,m→+∞
0,

car (un)n∈N est de Cauchy dans Lk (Ω) et (un)n∈N est bornée dans Lq (Ω) . Finalement,
(un)n∈N est une suite de Cauchy dans l’espace complet Lp (Ω) , donc elle converge.
Ci-dessous le théorème qui nous donne la compacité des injections.

Théorème 2.4.9 Soit p ≥ 1, m ∈ N, N > 1 et Ω un ouvert borné et lipschitzien de
RN , pour tout q vérifiant q < Np

N−mp
, l’injection

Wm,p (Ω) ↪→ Lq (Ω) .

est compacte.

Preuve. Soit (un)n∈N une suite bornée dans Wm,p (Ω). Puisque Ω est borné, la suite
(un)n∈N est donc bornée dans W 1,1 (Ω) et d’après le lemme (2.4.7 ), elle est relative-
ment compacte dans L1 (Ω), c’est-à-dire elle admet une sous-suite (unk

)k∈N conver-
gente dans cet espace.
D’autre part, par l’injection (2.4.6)− 1, pour tout p ≤ r ≤ Np

N−mp
, la suite (un)n∈N

est bornée dans Lr (Ω) et par le lemme (2.4.8 ), la sous-suite (unk
)k∈N est convergente

dans tous les Lq (Ω), pour 1 ≤ q < r, c’est-à-dire la suite (un)n∈N est relativement

compacte dans Lq (Ω) pour q < Np
N−mp

.

• Cas N < mp

On s’intéresse maintenant, dans le cas où mp > N aux injections compactes dans
des espaces de fonctions Höldériennes.

Lemme 2.4.10 Soit un ouvert borné Ω de RN , λ ∈]0, 1] et (un)n∈N une suite de

C0,λ (Ω) relativement compacte dans C(Ω). Alors, pour tout µ tel que 0 < µ < λ, la
suite (un)n∈N est relativement compacte dans C0,µ (Ω).
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Preuve. Puisque (un)n∈N est une suite de C0,λ (Ω) relativement compacte dans C(Ω),
alors il existe une sous-suite

(
uσ(n)

)
n∈N qui converge dans C(Ω). Montrons que cette

sous suite est convergente dans C0,µ (Ω).

Puisque
(
C0,µ (Ω) , [·]µ

)
est complet, alors il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy

dans cet espace. En effet, pour n,m ∈ N, on a∥∥uσ(n) − uσ(m)

∥∥
C0,µ = sup

x∈Ω,h̸=0

∣∣(uσ(n) − uσ(m)

)
(x+ h)−

(
uσ(n) − uσ(m)

)
(x)
∣∣

|h|µ

Donc posons

dn,m =
∣∣(uσ(n) − uσ(m)

)
(x+ h)−

(
uσ(n) − uσ(m)

)
(x)
∣∣ ,

et écrivons
dn,m = dθn,md

1−θ
n,m où θ ∈ ]0, 1[ .

La suite
(
uσ(n)

)
n∈N est convergente dans C(Ω), c’est-à-dire ∃N0 ∈ N et h0 > 0 tel

que si x, x+ h ∈ Ω avec |h| < h0 et n,m ≥ N0, on a∣∣uσ(n) (x+ h)− uσ(m) (x+ h)
∣∣ ≤ 1

2
ε′

1
1−θ ,

et ∣∣uσ(n) (x)− uσ(m) (x)
∣∣ ≤ 1

2
ε′

1
1−θ ,

donc
d1−θ
n,m ≤ ε.

D’autre part,

dn,m =
∣∣(uσ(n) − uσ(m)

)
(x+ h)−

(
uσ(n) − uσ(m)

)
(x)
∣∣

=
∣∣uσ(n) (x+ h)− uσ(n) (x)

∣∣+ ∣∣uσ(m) (x+ h)− uσ(m) (x)
∣∣ ≤ 2hλ

Ainsi
dn,m ≤ 2θhθλε′.

Par conséquent en posant µ = θλ, on aura
∥∥uσ(n) − uσ(m)

∥∥
C0,µ ≤ ε′.

Théorème 2.4.11 Soit Ω un ouvert borné et lipschitzien de RN , p ≥ 1, N > 1

1. Si m = 1 et N < p, alors pour tout 0 < λ ≤ 1− N
p
, l’injection

W 1,p (Ω) ↪→ C0,λ (Ω)

est compacte.
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2. Si m ∈ N et j = [N
p
] + 1, alors pour tout 0 < λ < j − N

p
, les injections

Wm,p (Ω) ↪→ Cm−j,λ
(
Ω
)
.

sont compactes.

Preuve.

1. Si m = 1 et p > N . En se basant sur le résultat du lemme (2.4.10) , il suffit de
montrer que l’injection de W 1,p(Ω) dans C(Ω) est compacte.
Pour le faire, on considère K un ensemble borné dans W 1,p(Ω) et on montre
grâce au théorème d’Ascoli-Arzela (1.3.5) qu’il est relativement compact dans
C
(
Ω
)
. On a par l’injection (2.4.6)− 3,

∥u∥∞ ≤ C ∥u∥m,p , pour tout u ∈ W 1,p(Ω).

En particulier, pour tout u ∈ K, on a ∥u∥∞ ≤ C ′, c’est-à-dire K est uni-
formément borné.
Ensuite, en utilisant encore l’injection (2.4.6)−3, on a pour tout 0 < λ ≤ 1−N

p
,

∃C > 0, ∀u ∈ K

|u(x+ h)− u(x)| ≤ Chλ ∥u∥1,p , ∀x ∈ RN .

d’où l’équicontinuité de K.

2. Si m ∈ N, et j = [N
p
] + 1.

• Commençons par considérer m = j, c’est-à-dire on doit montrer que

W j,p(Ω) ↪→ C0,λ
(
Ω
)
.

Pour le faire on procède de la même manière que 1., c’est-à-dire, en
considérantK un borné deW j,p(Ω), il est facile de voir comme précédemment
que K est relativement compact dans C(Ω) et on utilise encore le lemme
(2.4.10 ) pour conclure que K est compact dans C0,λ(Ω) pour tout 0 <
λ < j − N

p
.

• Maintenant pour m ≥ 2, prenons K un un sous-ensemble borné de Wm,p (Ω)
et (un)n∈N une suite de K. Puisque qu’elle est bornée dansWm,p (Ω) , alors
les suites des dérivées (Dm−jun)n sont bornées dansW j,p (Ω) et par ce qui
précède, on peut extraire des sous-suites qu’on note

(unk
)nk

et (Dm−junk
)nk
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qui convergent dans C0,λ (Ω), c’est-à-dire ∃u, vm,j ∈C0,λ (Ω) tels que

lim
k→∞

∥unk
− u∥C0,λ = lim

k→∞

∥∥Dm−junk
− vm,j

∥∥
C0,λ = 0.

On déduit ensuite facilement que pour tout φ ∈ D (Ω) ,∫
Ω

(
Dm−ju (x)− vm,j (x)

)
φ (x) dx = 0,

et par la proposition (1.4.4) , on aura

Dm−ju = vm,j p.p. sur Ω.

En outre, la suite (Dm−junk
)nk

converge vers Dm−ju dans C0,λ (Ω) pour
tout λ < j− N

p
et par conséquent (unk

)nk
converge vers u dans Cm−j,λ (Ω),

c’est-à-dire K est relativement compact dans Wm,p (Ω) .

2.5 Trace sur la frontière d’un ouvert C1

Dans cette section, on va juste donner un petit aperçu sur la notion de trace d’une
fonction de W 1,p (Ω) sur le bord de Ω. Les théorèmes qui suivent sont présentés sans
preuve.

Théorème 2.5.1 [6] Soit Ω un ouvert C1-uniforme dans RN . Alors, il existe une
application linéaire et continue

γ0 : W 1,p (Ω) → Lp(∂Ω)

dite application trace, telle que

γ0(u) = u|∂Ω si u ∈ C(Ω) ∩W 1,p (Ω) .

Autrement dit, γ0(u) est la fonction x 7−→ u(x) bien définie sur ∂Ω.

On termine avec une caractérisation de l’espace W 1,p
0 (Ω) dans le cas ou Ω est de

classe C1.

Théorème 2.5.2 [6] Soit Ω un ouvert de classe C1, 1 < p <∞ et u ∈ Lp (Ω) . Alors
les propositions suivantes sont équivalentes :
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1. u ∈ W 1,p
0 (Ω).

2. Il existe une constante C telle que pour tout φ ∈ D
(
RN
)
,∣∣∣∣∫

Ω

u (x)
∂φ

∂xi
(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∥∇u∥Lp(Ω) ∥φ∥Lp′ (Ω) .

3. La fonction ũ ∈ W 1,p
(
RN
)
, où ũ est définie par

ũ (x) =

{
u(x) si x ∈ Ω
0 sinon

(2.24)

4. La trace de u sur ∂Ω est nulle, c’est-à-dire γ0u = 0.

Théorème 2.5.3 (Inégalité de Poincaré) [5] Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné et
1 ≤ p <∞. Alors il existe C = C(Ω, p) > 0 tel que :

∥u∥p ≤ C ∥∇u∥p , pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω) .
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Chapitre 3

Applications aux EDP

Les espaces de Sobolev fournissent un cadre où les solutions faibles des EDP
peuvent être définies. Les solutions faibles sont des solutions qui satisfont l’EDP
dans un sens intégral plutôt que point par point. Dans ce contexte, on utilise sou-
vent le théorème de Lax-Milgram et le théorème Stampacchia, qui sont des résultats
importants pour l’existence et l’unicité des solutions faibles.
Dans ce chapitre, on rappelle ces théorèmes, on introduit la notion générale d’opérateur

elliptiques et on montre d’une façon brève comment l’utilisation des espaces de So-
bolev permet d’obtenir des théorèmes d’existence.

3.1 Les théorèmes de Stampacchia et de Lax-Milgram

On donne des définitions générales dans les espaces de Hilbert.

Définition 3.1.1 [8] Soit H un espace de Hilbert sur R muni de la norme ∥·∥ et
a : H ×H → R une forme bilinéaire. On a les définitions suivantes.

1. L’application a est continue si et seulement s’il existe C > 0 tel que pour tous
u, v ∈ H, on a

|a (u, v)| ≤ C ∥u∥ ∥v∥ .

2. L’application a est dite coercive si et seulement s’il existe C > 0 tel que pour
tout u ∈ H, on a

a (u, u) ≥ C ∥u∥2 .

Théorème 3.1.2 (Stampacchia) [8] Soit H un espace de Hilbert, a une forme
bilinéaire continue coercive sur H × H et B un sous-ensemble convexe fermé non
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vide de H. Alors pour toute forme linéaire continue f sur H, il existe un unique
u ∈ B vérifiant l’inéquation

a (u, v − u) ≥ f (v − u) pour tout v ∈ B.

Un corollaire essentiel du théorème de Stampacchia est le théorème de Lax-Milgram :

Théorème 3.1.3 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert, a une forme bi-
linéaire continue et coercive sur H ×H. Alors pour toute forme linéaire continue ϕ
sur H, il existe un unique u ∈ H, tel que

a (u, v) = ϕ (v) pour tout v ∈ H

Preuve. C’est une simple conséquence du théorème (3.1.2) .

3.2 Applications

Soit Ω un ouvert borné de RN de frontière ∂Ω et α ∈ NN un multi-indice. On se
donne une fonction f définie sur Ω et on cherche les solutions u définies sur Ω du
problème de Dirichlet homogène suivant :{

−∆u+ u = f sur Ω
u = 0 sur ∂Ω

(3.1)

Définition 3.2.1 [8]

1. On dit que u est une solution classique du problème (3.1) si u ∈ C2
(
Ω
)
et

l’équation est vérifiée par u au sens classique, c’est-à-dire{
−∆u (x) + u (x) = f (x) ∀x ∈ Ω

u (x) = 0 ∀x ∈ ∂Ω

2. On dit que u est une solution faible du problème (3.1) si u ∈ H1
0 (Ω) et pour

tout φ ∈ H1
0 (Ω) , on a∫
Ω

∇u (x) · ∇φ (x) dx+

∫
Ω

u (x)φ (x) dx =

∫
Ω

f (x)φ (x) dx.

Proposition 3.2.2 Si u est une solution classique du problème (3.1) , alors u est
une solution faible.
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Preuve. Si u est une solution classique du problème (3.1) , alors u ∈ C2
(
Ω
)
∩H1 (Ω)

et puisque u = 0 sur ∂Ω, alors par le théorème (2.5.2) , u ∈ H1
0 (Ω) et de plus pour

tout φ ∈ D (Ω) , on a

−
∫
Ω

∆u (x)φ (x) dx+

∫
Ω

u (x)φ (x) dx =

∫
Ω

f (x)φ (x) dx,

ce qui donne par intégration par partie que∫
Ω

∇u (x) · ∇φ (x) dx+

∫
Ω

u (x)φ (x) dx =

∫
Ω

f (x)φ (x) dx. (3.2)

Maintenant si φ ∈ H1
0 (Ω) , alors on peut trouver une suite (φn)n∈N ⊂ D (Ω) tel

que (φn)n∈N converge vers φ, donc on peut conclure que (3.2) est vrai pour tout
φ ∈ H1

0 (Ω) .

Proposition 3.2.3 Pour tout f ∈ L2 (Ω) , il existe une unique solution faible
u ∈ H1

0 (Ω) de (3.1) .

Preuve. On va utiliser le théorème de Lax-Milgram. On prend alors l’espace de
Hilbert H1

0 (Ω) et la forme bilinéaire

a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) → R

définie par

a (u, v) =

∫
Ω

∇u (x) · ∇v (x) dx+
∫
Ω

u (x) v (x) dx

et la forme
ϕ : H1

0 (Ω) → R
v 7→

∫
Ω
f (x) v (x) dx

En utilisant l’inégalité de Hölder avec les exposants p = p′ = 2, on montre que a
est continue. Pour la coercivité, on a

a (u, u) =

∫
Ω

|∇u (x)|2 dx+
∫
Ω

|u (x)|2 dx = ∥u∥21,2

Ainsi, il existe une unique solution u ∈ H1
0 (Ω) qui vérifie a (u, v) = ϕ (v) , pour tout

v ∈ H1
0 (Ω) .

On peut même montrer que l’unique solution du problème (3.1) est en fait plus
régulière. Mais ceci exige d’autres conditions sur les données du problème.
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Théorème 3.2.4 [8] Soit Ω un ouvert de classe Cm+2 et f ∈ Hm (Ω). Alors u ∈
Hm+2 (Ω) et il existe C > 0 telle que

∥u∥m+2,2 ≤ C ∥f∥m,2 .

En particulier si m > N
2
, on aura u ∈ C2

(
Ω
)
et si Ω est de classe C∞ et f ∈ C∞ (Ω) .

Remarque 3.2.5 La preuve d’un tel résultat est fastidieuse car elle dépend de la
géométrie de l’ouvert et des techniques assez difficiles à manipuler.

La méthode ci-dessus s’adapte à de nombreux autres problèmes, on va présenter
un autre exemple de l’opérateur différentiel elliptiques d’ordre 2.
On considère des fonctions ai,j ∈ C1(Ω) pour 1 ≤ i, j ≤ N , a0 ∈ C

(
Ω
)
et le

problème de Dirichlet homogène{
−
∑N

i,j=1
∂
∂xi

(ai,j(x)
∂u
∂xj

) + a0u = f dans Ω.

u = 0 sur ∂Ω.
(3.3)

On a les définitions suivantes.

Définition 3.2.6 [8]

1. On appelle solution classique du problème de Dirichlet homogène, toute fonction
u de classe C2 sur Ω qui vérifie le problème (3.3) .

2. On appelle solution faible toute fonction u ∈ H1
0 (Ω) telle que pour tout

φ ∈ H1
0 (Ω) , on a∫

Ω

N∑
i,j=1

αi,j(x)
∂φ

∂xi

∂u

∂xj
dx+

∫
Ω

α0u(x)φ(x)dx =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx.

Comme pour le premier exemple, on vérifie facilement que toute solution classique
est une solution faible.

Théorème 3.2.7 Soit Ω un ouvert borné de RN . Si les fonctions (ai,j)1≤i,j≤N et

a0 ∈ C1
(
Ω
)
vérifient :

1. Il existe C > 0 tel que pour tout x ∈ Ω et tout ξ ∈ RN , on a

N∑
i,j=1

ai,j(x)ξiξj ≥ C |ξ|2 .
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2. Pour tout x ∈ Ω, a0(x) ≥ 0.

Alors pour tout f ∈ L2 (Ω), il existe une unique solution faible u ∈ H1
0 (Ω) du

problème (3.3) .

Preuve. On applique le théorème de Lax-Milgram, pour cela on prend H =H1
0 (Ω),

la forme bilinéaire b définie sur H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) par

b (u, v) =

∫
Ω

N∑
i,j=1

ai,j(x)
∂v

∂xi

∂u

∂xj
dx+

∫
Ω

a0u(x)v(x)dx

et la forme ϕ définie sur H1
0 (Ω) par ϕ (v) =

∫
Ω
f (x) v (x) dx.

Avec les hypothèses sur les fonctions (ai,j)1≤i,j≤N et a0 et le fait que
∂u

∂xi
, u ∈ L2 (Ω) ,

on peut montrer que b est continue sur H1
0 (Ω) . Pour la coercivité, on a par les

hypothèse 1. et 2.,

b(u, u) =

∫
Ω

n∑
i,j=1

αi,j(x)
∂u

∂xj

∂u

∂xi
+ α0u

2(x)dx ≥ C

∫
Ω

|∇u (x)|2 dx

et par l’inégalité de Poincaré, il existe C ′ > 0 tel que ∥u∥21,2 ≤ C ′ ∥∇u∥21,2 donc en
combinant ces deux inégalités, on trouvera

b(u, u) ≥ α ∥∇u∥21,2 .

Ainsi il existe une unique solution u ∈ H1
0 (Ω) du problème b(u, v) = ϕ(v).

59
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      Résumé 

Ce mémoire se focalise sur l'étude approfondie des espaces de Sobolev et de 
leurs applications. On a examiné en détail les notions fondamentales, notamment les 
définitions et les propriétés fonctionnelles essentielles de ces espaces, tels que la 
complétude, la densité, l'injection, les espaces de traces, et bien d'autres encore.   

L'objectif principal de ce mémoire est de présenter ces espaces de Sobolev de 
manière claire et accessible, en mettant en évidence leurs propriétés fonctionnelles 
et leur utilisation dans la résolution des équations aux dérivées partielles. 

 
 

Mots clés : Espace Sobolev, Dérivées faibles, densité, Injections.   

 

 

      Abstract 

 

       This thesis is dedicated to the study of Sobolev spaces and their 
applications. We have seen the most important concepts, such as the definitions and 
functional properties of Sobolev spaces, including completeness, density, injection, 
trace spaces, and more.  

This thesis aims to provide a clear understanding of these Sobolev spaces, 
their functional properties, and their application to the resolution of Partial Differential 
Equations. 

 

Keywords: Sobolev space, Weak derivatives, Density, injections. 
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