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Introduction

Le concept d’espace de Sobolev est fondamental dans I’étude des fonctions et des
phénomenes mathématiques qui impliquent des dérivées. L’idée clé de ces espaces
est de considérer des fonctions qui peuvent ne pas étre régulieres, mais qui possedent
des dérivées généralisées, appelées distributions. Ces espaces généralisent les espaces
de fonctions classiques en incluant des fonctions qui présentent des singularités ou
des discontinuités.

Lorsque I'on considere des EDP, il n’est pas toujours possible de trouver des so-
lutions ”classiques”, c’est-a-dire suffisamment régulieres pour satisfaire toutes les
conditions requises. C’est la que les solutions faibles entrent en jeu et ces espaces
fournissent un cadre naturel pour définir et étudier ces solutions faibles.

Dans ce mémoire, on examinera les propriétés fondamentales des espaces de So-
bolev, y compris leurs définitions et leurs normes. On verra que les fonctions ap-
partenant aux espaces de Sobolev peuvent étre généralement difficiles a manipuler
directement. Cependant, il est souvent possible d’approcher ces fonctions par des
suites de fonctions classiques, telles que les fonctions a support compact. On ex-
plorera aussi des théoremes importants associés aux espaces de Sobolev, tels que le
théoreme d’injection, le théoreme de compacité et le théoreme d’existence et d’unicité
des solutions.

Le mémoire est structuré en trois chapitres afin de fournir une compréhension
progressive du sujet. Le premier chapitre présente les préliminaires et les outils
mathématiques nécessaires a la compréhension des chapitres suivants. Dans le deuxieme
chapitre, on aborde les propriétés fondamentales de ces espaces, on examinera en
détail leurs propriétés. Les preuves des théoremes clés sont présentées de maniere
détaillée pour faciliter la compréhension. Le dernier chapitre se concentre sur 'appli-
cation pratique des espaces de Sobolev a la résolution des EDP. On offre une breve
perspective sur la maniere dont les notions développées dans les chapitres précédents
peuvent étre utilisées pour résoudre les EDP.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces vectoriels normés

Dans cette section, on va présenter quelques notions générales d’analyse fonction-
nelle, pour plus de détails, voir [I] et [5].

Définition 1.1.1 Soit X un espace vectoriel sur K. Une norme ||-|| sur lespace
X est une application définie sur X a valeur dans Ry qui possede les propriétés
suwvantes :

1. Pour toutz € X, ||z|| =0« z =0.
2. Pour tous v € X et A € K, ||Az]| = |A] ||z -

3. Pour tous z,y € X, ||z +y| < ||l=|| + ||yl -
Cette inégalité est appelée inéqgalité triangulaire.

Définition 1.1.2 Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel X muni d’une

norme ||-|| et de la topologie associée a cette norme.
Proposition 1.1.3 Si ||| est une norme sur X, alors on a
ezl = lylll < [l =yl pour tous z,y € X. (1.1)

Définition 1.1.4 Soit (X, ||-||) un espace vectoriel normé.

1. Une partie A de X est bornée, s’il existe M > 0, tel que ||z|| < M, pour tout
xe A

2. S5ir>0etxye X.



1.1. ESPACES VECTORIELS NORMES

(1) On appelle boule ouverte de centre xqy et de rayon r le sous-ensemble de X
défini par
B(zg,r) ={z € X, ||z —xo|| <1},

(17) On appelle boule fermée le sous-ensemble de X défini par

B(zg,r)={z € X, ||z —xo| <7}.

Définition 1.1.5 Si H est un espace vectoriel sur R, une forme bilinéaire (-, )
définie sur H x H est appelée produit scalaire sur H si pour tout x,y,z € H, a,b € R,
on a :

(i) (z,2)y >0 et (x,2)y =0 si et seulement si x = 0.

L’application définie par x|, = \/(x, x), est une norme sur H. Si de plus H muni
de cette norme est complet, alors H est appelé espace de Hilbert.

Définition 1.1.6 Soit (X, ||-||) un espace vectoriel normé. Deux normes ||-||, et ||-||,
sur X sont dites équivalentes s’ils existent o, B > 0 tels que pour tout x € X, on ait

allzlly < flzll, < Bl -

Définition 1.1.7 Soit (X, ||-||) un espace vectoriel normé et (z,)nen une suite d’éléments

de X.

1. On dit que (xy,)nen est convergente s’il existe v € X tel que
lim, o0 [T — || = 0. Autrement dit

Ve >0, 3NeN, n>N= |z, —z| <e.
2. On dit que (zy)nen est une suite de Cauchy si
Ve >0, IN. >0, Vp,q > N. = ||z, —z,| <e.

Définition 1.1.8 Un espace vectoriel normé (X, ||-||) est un espace complet si toute
suite de Cauchy de X est convergente dans X. Un tel espace est appelé espace de
Banach.

Définition 1.1.9 Soit (X, ||-||x) et (Y, ||-|ly) deux espaces vectoriels normés et u une
application de (X, ||-||x) dans (Y,|||ly). Soit o € X, on dit que u a pour limite [
quand x tend vers xq, St

Ve >0, 36 >0, ||z —xzolly <60 = |Ju(z) -1y <e.

7



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.1.10 Soit (X, ||||x) et (Y,|]|ly) deuz espaces vectoriels normés et u
une application de (X, ||-|| ) dans (Y, |||ly)-

1. u est continue en xg € X si et seulement si
Ve >0, 30 >0, ||z — x|y <= |lu(z) —ulx)y <e.
2. u est continue sur A C X si et seulement si u est continue en tout point de A.

Définition 1.1.11 Soit (X, ||-||) un espace vectoriel normé et K un sous-ensemble de X,
alors

1. On dit que K est compact si et seulement si de toute suite de K, on peut
extraire une sous-suite convergente dans K.

2. On dit que K est relativement compact si et seulement si de toute suite de K,
on peut extraire une sous-suite convergente dans X.

Définition 1.1.12 Soit (X, ||-||x) et (Y,[|ly) deux espaces vectoriels normés et u
une application de X dansY . On dit que u est compact si elle transforme tout borné
de X en un ensemble relativement compact de Y.

Autrement dit, toute suite (x,)zen bornée de X, admet une sous-suite qui converge
vers un élément x € Y.

Définition 1.1.13 Soit (X, ||-||) et (Y,||||y) deux espaces vectoriels normés.
1. On dit que X s’injecte continiment dans Y et on note X — Y, si X est un
sous-espace vectoriel de 'Y et s’il existe C' > 0 telle que

llzlly < C|lz||x, pour tout x € X

2. On dit que l'injection X — Y est compacte si tout borné de X est un ensemble
relativement compact de Y.

Autrement dit, si toute suite (x,,)nen bornée de X, admet une sous-suite (y, )nen
convergente dans Y .

Définition 1.1.14 On appelle dual topologique de ’espace normé (X, ||-||), l'espace
X' des formes linéaires continues de X dans K.

Théoréme 1.1.15 L’espace dual X' muni de la norme ||-||y, définie par

(@, )]
ol xr = sup ===,
]

est un espace de Banach.



1.2. ESPACES DE LEBESGUE L* (Q)

Soit X un espace de Banach, X’ son dual et X” son bidual, c¢’est-a-dire le dual de
X’. On a une injection canonique

définie par
u = (Jr,u) = (u,x)

Définition 1.1.16 Soit X un espace de Banach et J ['injection canonique de X
dans X". On dit que X est réflexif si J(X) = X".

Lorsque X est réflexif, on identifie X et X” implicitement a ’aide de l’isomor-
phisme J.

Proposition 1.1.17 Soit X un espace de Banach réflexif et M C X un sous-espace
vectoriel fermé. Alors M, muni de la norme induite par X, est réflexif.

Définition 1.1.18 On dit qu’un espace normé est séparable s’il existe un sous-
ensemble D C X dénombrable et dense.

Proposition 1.1.19 Soit X un espace normé séparable et Y un sous-ensemble de
X. Alors Y est séparable.

Proposition 1.1.20 Le produit d’espaces vectoriels séparables, (resp. réflexifs) est
encore un espace séparable, (resp. réflexif).

1.2 Espaces de Lebesgue L7 (())

Soit € un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dz et p,p’ deux réels de
[1,00]. On dit que p et p’ sont conjugués si % + % = 1. Pour plus de détails, voir [I]

et [5].

Définition 1.2.1 1. Pour1 < p < oo, lespace LP (Q) est l'ensemble des fonctions u
définies sur £ a valeurs dans K qui sont mesurables sauf sur un sous-ensemble
de Q de mesure nulle et telle que [, |u ()" dz < oco.

2. Pour p = oo, l’espace L () est l’ensemble des fonctions u définies sur Q a
valeurs dans K qui sont mesurables sauf sur un sous-ensemble de ) de mesure
nulle et telle qu’il existe C > 0, |u(x)| < C' pour presque tout x € €.

9



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Pour 1 < p < oo, on définit 'espace LP (€2) comme I'ensemble quotient de I'es-
pace LP () par la relation d’équivalence définie par 1’égalité presque partout sur €2,
c’est-a-dire c¢’est I'ensemble des classes d’équivalence pour cette relation . Par abus
de notation, on utilisera le méme symbole pour une fonction u et pour sa classe
d’équivalence.

Pour u € L? (), on note

1
(folu(@)Pde)r si 1<p<oo
[ull, :=
SUPeq |u ()] <00 si p=o0

ol sup désigne la borne supérieure essentielle.
L’espace L} () est 'espace des fonctions mesurables (modulo I'égalité presque-
partout) qui sont intégrables sur tout compact de 2, autrement dit

L. (Q) = {u 0 — K, /K lu(x)] de < 0o, K CQ compact} )

Théoréme 1.2.2 L’espace L (2) muni de la norme |-||, est un espace de Banach
pour tout 1 < p < 400.

On résume quelques résultats concernant les espaces L? (2) qui seront utilisés dans
la suite.

Proposition 1.2.3 1. Pour 1 < p < oo, l'espace LP () est réflexif.
2. Pour 1 <p < oo, l’espace LP (Q2) est séparable.

Théoréme 1.2.4 Soit Q un ouvert de RV, 1 < p < p' < oo tels que p et p' sont
CONJUGUES.

1. Siue LP(Q),v € LY (Q), alors uv € L' (Q) et
[wolly < full, [[0]l,,

Cette inéqgalité est appelée inégalité de Holder.
2. Siue LP(Q)NLI(Q), alorsu € L™ (Q), pourr € [p,q| et

1—
[ull, < Hlull, [l

avec % = % + 1;,‘” pour un certain 0 < a < 1.

10



1.2. ESPACES DE LEBESGUE L* (Q)

3. 51 Q] < oo etue L1(Q), alors u € LP (Q) et
[, < 18277 flull,
En particulier L (2) C LP (), pour 1 < p < ¢ < oc.

Proposition 1.2.5 (Inégalité de Jensen) Siu € L' (Q) et si ¢ est une fonction
convexe définie sur R a valeur dans R. Alors

¢(/Qu(x)dx> S/qu(u(x))dx.

Proposition 1.2.6 [6] Soit Q et Q' des ouverts bornés, v une fonction définie sur
' & valeurs dans Q, continue et bijective. Si v~! est une fonction lipschitzienne,
alors pour tout uw € LP (Q), uo~y € LP(QY) et il existe une constante C' > 0 telle que

luo VHLP(Q') <cC HUHLP(Q) :

On rappelle un critére de compacité pour les fonctions de L (§2) , ¢’est le théoréme
de Riesz-Fréchet-Kolmogorov.

Théoréme 1.2.7 Soit Q un ouvert de RV, 1 < p < 0o et F un sous ensemble borné
de LP (2). Si w est un sous-ensemble ouvert d’adhérence compacte dans ) tel que
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que 6 < d(w,dN) de sorte que pour tout h € RN
ou |h| <d etueF, ona

| Thu — u”LP(w) <cet HUHLP(Q\w) < €.

Alors F est relativement compact dans LP(w).
En prolongeant u par 0 hors de 0, on peut remplacer w par 0 dans la premiére
condition.

Rappelons le dual topologique de 'espace LP (£2).

Théoréme 1.2.8 (Représentation de Riesz) Soit 1 <p <ooetl <p < oo tels
que }D + % = 1. Pour toute forme linéaire continue ¢ sur LP (), il existe un unique

v e LP (Q) telle que
¢ (u) = / u(z) v (z)dx pour tout u € LP ().
Q
De plus, on a ||v[|,, = {|¢[l vy,

Ce théoréme est trés important et permet d’identifier le dual de L? (Q2) avec L¥ (),
c’est-a-dire

/

(L7 (Q) = L7 (Q).

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.3 Espaces des fonctions régulieres

Dans cette section, on va rappeler quelques définitions et notations qui concernent
les espaces des fonctions régulieres. Pour plus de détails, voir [1].

On va désigner par € un ouvert non vide de 'espace RY. Un point de R" est noté
1

généralement par z = (x1, 29, ,xx), sa norme est définie par |z| = (Z;VZI x?) °.
Le produit scalaire de deux points = et y dans RY est donné par z -y = Zjvzl ZY;j.
Si a = (ag,a, -+ ,ay) € NV ol a; sont des entiers non négatives, alors « est
, S . N
appelé un multi-indice, sa longueur est donnée par |a| = Zj:1 a; et on note par
=] gy,
Si a et B sont deux multi-indices, on dit que 8 < arsi 8; < «; pour tout 1 < j <
N. La somme de « et [ est définie par

a+p=(a+b,as+ P, ,an + On).

Pour tout m € N, C™ () est I'espace des fonctions ¢ :  — K dont les dérivées
partielles d’ordre < m existent et sont continues. C° (2) est également désigné par

C(Q).

Pour o € NV et u € C™ () avec || < m, on note aussi

dlely,

Dy = ———%—
1 AN
al‘l st a(L’N

ol D0 = 4.

Si Q est un compact de RY, on sait que toute fonction u continue sur 2 est bornée
et atteint ses bornes, ce qui permet de définir la norme uniforme de la fonction u en
posant

Jullo, = sup [u(2)].
e

Muni de cette norme, C (£2) est un espace de Banach.
On note par C;* (€2) l'espace vectoriel des éléments de C™ (§2) dont toutes les
dérivées jusqu’a l'ordre m sont bornées sur 2. Cet espace muni de la norme

lllggriy = Y sup Du(x)].

|a| <m r

est un espace de Banach.

12



1.3. ESPACES DES FONCTIONS REGULIERES

On note par C* (f2) 'intersection de tous les espaces C™ (€2), c’est 'espace des
fonctions qui sont indéfiniment dérivables et continues.

Pour a €]0, 1], une fonction u € L™ () est dite fonction de Holder d’exposant «
ou a-holdérienne, si elle vérifie

lu(x) —u(y)| < C'lx —y|* pour tous z,y € (1.2)

On note par C%* (Q) I'espace des fonctions a-holdériennes sur €. Cet espace muni
de la norme définie par

ulxr) —u
lillgns = sup 14D =l
z,yeQ, z#y |x - y|

est un espace de Banach.
Pour m € N, on note par C™ (€2) 'ensemble des fonctions de C™ (€2) dont toutes
les dérivées jusqu’a I'ordre m sont des fonctions a-holdériennes sur 2.

Proposition 1.3.1 Si u,v € C™(Q), alors uv € C™ () et on a la formule de

Leibniz suivante
D% (uv) = Z (a) D7u D%

e 7
ot (3) = #LY)' .

Siu € C'(Q), on note Vu le gradient de la fonction u défini par le vecteur

Vu= ( Ou ) )
Ox; 1<i<N

On présente ci-dessous l'inégalité des accroissements finis.

Proposition 1.3.2 Soit Q un ouvert conveze de RY et u une fonction de C' (2).
On a alors pour tous x,y € )

u(z) —u(y)] < [Vu((l =)z +cy)| |z —yl, c€]01].

Rappelons un résultat d’intégration par partie sur R, sachant que la mesure de
la boule est donnée par

™

N
1B(0,7)| = wyr avec wy = —2—
V(5 1)

ol 7 est la fonction gamma.

13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Proposition 1.3.3 Siu € C' (), alors

du(x) / T / ov(x)
v(z)dr = w(z)v(x)—do, — u(x dx.
Lo Gt = [ et - [

ot 7 est le vecteur normal extérieur de Sy_1(r).

/Q ag—fj)v(x)dxz /8 Qu(m)v(m)ﬂida— /Q u(x)ﬁgg) .

ou V; est le vecteur normal extérieur.

Rappelons quelques résultats utiles.

Définition 1.3.4 Une partie H de C (2) est dite équicontinue en un point xy de <)
st elle satisfait la condition suivante :

Ve >0, Iy, >0, Ve € Q, |z —x9] <n=VheH, |h(z)—h(x)| <e.

Théoréme 1.3.5 (Ascoli-Arzela.) Soit Q un compact de RY. Une partie H de
C (2) est relativement compacte dans C (S2) si et seulement si elle est uniformément
bornée et équicontinue.

Si u est une fonction définie sur €2, on définit le support de u par

supp u = {z € Q:u(x) #0} .

Définition 1.3.6 Soit Q un ouvert de RN et (Q;),.; une collection d’ouverts de
RN, T étant un ensemble d’indices. On dit que (;),; est un recouvrement ouvert de

Qs QC UiEIQi'

Si I contient un nombre fini d’indices, alors ce recouvrement ouvert est dit recou-
vrement fini. Si  est un ouvert de R, on utilisera dans ce qui suit un recouvrement
par certaine famille d’ouverts a laquelle on peut lui associer une famille de fonctions
dite partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement, comme ceci est mentionné
dans le théorerme suivant, voir [I].

Théoréme 1.3.7 Soit Q un ouvert de RN et (Q;),.; une famille d’owverts de RN qui
recouvre ). Alors, il eviste une famille de fonctions (¢;);c; C D (RN) qui satisfait
les propriétés suivantes :

14



1.3. ESPACES DES FONCTIONS REGULIERES

1. Pour touti etx € RN, 0 < ¢;(x) < 1.

2. Sur tout compact K de §Q, toutes les fonctions ¢; sauf un nombre fini s’annulent
rdentiquement sur K.

3. Pour tout i, il existe Q; tel que supp(p;) C ;.
4. Pour tout x € Q, > ¢; ()= 1.
=1

(2

Introduisons la définition d’une suite régularisante.
Définition 1.3.8 On appelle suite réqularisante sur RN, toute suite (Pe) s de fonc-
tions de C™ (]RN) qui vérifie :

1. p.(z) >0, Vo € RV, Ve > 0.

2. supp(p:) C B(0,¢).

8. [fon pe(x)dr =1,

Pour construire un exemple de suite régularisante, on utilise la fonction définie par

-1
ket-1=? si |z| <1
xT) =
() { 0 s || >1

On a bien p € C* (]RN), p(z) >0, Vo € RY, supp(p) C B(0,1) et on peut choisir
k de fagon & avoir la condition [y p(z)dz = 1. Ainsi si on pose

1 =z
pe(x) = g—Np(g), pour tout z € RY et £ > 0,

alors on peut vérifier que cette suite (p.).., est bien une suite régularisante.

Corollaire 1.3.9 Soitp > 1, u € L' (RY) et v € LP (RY). Les assertions suivantes
sont vérifiées :

1. Pour presque tout x € RY | la fonction y — u(z —y)v(y) est intégrable sur RY.
2. La fonction uxv € LP (]RN) , 01

(uxv) () ;:ANu<y>v<x_y)dy:@*u)@;).

On a ausst
v, < fJull, [[v]],-
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

On note par D (Q2), 'espace des fonctions de C*> (2) a support compact.

Théoréme 1.3.10 Soit u € C" (RY), v € L, (RY) et a un multi-indice tel
que |a| < m. Alors

1. uxv € C™(RY) et D* (u*v) = (D) * v

2. siu € D(RYN) etwve L, (RY), alors uxv € C= (RY).

8. Siuwe L, (RY), k>1, alors p, xu € C* (RY) et D* (py * u) = (Dpy,) * u.

loc

Corollaire 1.3.11 Soit Q un ouvert de RN et u une fonction définie sur RN qui
s’annule identiqguement en dehors de ). Les assertions suivantes sont vérifiées :

1. Siue L, (), alors py xu € C* (RY) .

2. Si de plus supp u CC €, alors py xu € D (]RN) pour € < d(supp u, 0%2).
3. Siue LP(Q) avec 1 < p < 00, alors p *xu € LP (). De plus

i ull, < llul, et Jim gy —ull, = 0. (1.3)

4. StueC(Q) et QY CCQ, alors limy_,o pr *xu () = u () uniformément sur €Y.
5. D () est dense dans LP (2), pour 1 < p < oo.

1.4 Espaces des distributions

Les espaces de Sobolev requierent quelques notions clés et techniques de la théorie
des distributions de Schwartz. Sans trop de détails, nous introduirons le concept de
dérivée au sens des distributions ou faible ainsi que les espaces de distributions. Pour
plus de détails, voir [I]

Définition 1.4.1 Soit Q un ouvert de RN. Une suite (¢n),on C D(Q) est dite
convergente au sens de l’espaces D () vers la fonction ¢ € D (Q) si les conditions
suivantes sont satisfaites :

1. Il existe K CC € tel que supp (p,) C K, pour tout n € N.

2. lim, 0 D%, () = D% (x) uniformément sur K, pour tout multi-indice c,
c’est-a-dire
Va € NV, lim sup D%, () — D% (x)| = 0.

n——oo zeK
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1.4. ESPACES DES DISTRIBUTIONS

Définition 1.4.2 Une distribution T sur Q2 est une forme linéaire sur D (Q) qui
vérifie la propriété de continuité suivante :

Pour tout compact K de ) , il existe k € N et C' > 0, tels que pour toute fonction
test o € D(Q) ot supp(p) C K, on a

(T, )| < C sup sup | (z)].

0<I<k z€K

L’espace des distributions, noté D’ (€2) est I’espace vectoriel des formes linéaires
continues sur D (2).

Proposition 1.4.3 Pour toutu € L}, (2), il existe une distribution T,, € D' () définie
par

(T, p) = /Qu (x) ¢ () dz, pour tout ¢ € D(Q).

On identifie dans la suite une fonction u de Lj, (€) et sa distribution associée T,,.

Proposition 1.4.4 Siu € L}, (Q) et [ u(x)p(x)dr =0, pour tout ¢ € D(Q),
alors uw =0 sur €.

Vu que toute fonction ¢ € D () s’annule identiquement en dehors d’un sous-
ensemble compact de €2, il est clair, grace a une intégration par parties, que pour
toute fonction u € C () la relation suivante est vérifiée :

/gg (x)cp(:n)d:zc:—/gf () u (z) dz, pour tout 1 <i < N.
o 0x; o O,

De méme, pour tout multi-indice «, par intégration par parties |«|-fois on a

/ng(a:) D% (z) dx = (—1)a|/u(x) D% (z) du.

Q

Ces résultats motivent ainsi la définition de la dérivée partielle au sens des distri-
butions, appelée également dérivée faible.

Définition 1.4.5 Soit Q un ouvert de RN, uw € L}, (Q) et a un multi-indice. On
dit que u admet une dérivée partielle au sens des distributions d’ordre o, s’il existe

une fonction v, € L}, (Q) telle que
Ty, = D*(T,,)

1 (Q) est la a-ieme dérivée partielle au sens des distri-

En d’autres termes, v, € L,

butions de u si

/Qva () ¢ () dx = (1)1 /Qu (x) DY (x) dx, pour tout ¢ € D(Q).

On note alors D%u = v,.
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev

2.1 Définitions et propriétés

On présente ici quelques notions de la théorie des espaces de Sobolev. De nombreux
ouvrages sont consacrés a cette théorie. Consulter [1L 6] [7].
Tout au long de ce chapitre, on désigne par m un entier positif.

Définition 2.1.1 Soit Q un ouvert de RV, 1 < p < oo et m un entier positif,
Uespace de Sobolev W™P (Q) est l’espace des fonctions u € LP (Q) telles que pour
tout multi-indice o ot 1 < || < m, les dérivées faibles D*u € LP (). Autrement
dit,
W™ (Q) = {ue L’ (Q)| Va e NV, |a| <m, D*ue LP(Q)}.
Remarque 2.1.2 1. Sim =0, on a clairement W7 (Q) = L? (Q).
2. Sim =2, on note souwvent l’espace de Sobolev WP (Q) par H™ ().

Proposition 2.1.3 Soit Q un ouvert de RN, pour 1 < p < oo, lapplication
|+ myp : W™P(Q) — Ry définie par

> =0 ID%ul[, 81 1<p<oo

il =9 | 21)
ShollDoull, s p=oo

est une norme sur WP ().

Preuve. On utilise le fait que ||-||, est une norme sur L? (2). En effet, pour A € C
et u,v € W™P(Q), on a :

18



2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

L. ||/\“||m,p = Zoga\gm DA, = Zogmgm IAD*ull, = [All|ullm.p-
2. ullmp = 0 < 3 ocjajcm Dull, = 0 < [[Dl, = 0, ¥V 0 < |a| < m, donc
pour a =0 , on aura [|ul[, =0 < u =0.

lutvlmpy = D [D*u+D],

0<|a|<m

< D D%l Y 1Dl < fullmp + 10 lmp.

0<|a|<m 0<|ar|<m
|

Proposition 2.1.4 Soit Q un ouvert de RY, pour 1 < p < oo, lapplication
|- yme définie sur WP () par

3=

lullyms = | D D]

0<|ar|<m
est une norme équivalente a ||-|,, -

Preuve. L’équivalence des deux normes se traduit par 1'existence de deux réels C'y et
C5 strictement positifs tels que :

Cillullwmr < [ullmp < Collullwms, Yu € WP ().

Pour u € W™P ( Q) on a

p

Y DMz < > 1Dl

0<]a|<m 0<]a|<m
done [|ullwmr < [|uf|mp-

D’autre part, en utilisant 'inégalité de Holder pour la somme qui dit que pour tous
p,q > 1 des nombres réels tels que ]13 + % =1 et pour tous réels positifs a;, b;, on a

1 1
i=1 =1 =1
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

on obtient,

1
m n D 1
S Deull, < (zum uug)
=1

laf=0

Finalement, [[ullwns < [[ull s < 0¥ [ullwonr, Yu € W (). m

Théoréme 2.1.5 Soit Q un ouvert de RN et 1 < p < oo, l'espace W™P (Q) muni
de la norme || - ||mp est un espace de Banach.

Preuve. Soit (uy,)nen une suite de Cauchy dans W™P (Q), c’est-a-dire,

m « 0%
Ve >0, 3ng €N, VI,n > ng, |[un — wllmp = Z|a|:o IDu, — Dy, < e.

Ainsi pour tout 0 < |a| < m, on a [[D%,, — D%yl|, < e. Donc pour tout multi-
indice o d’ordre < m, la suite (D%u,), est une suite de Cauchy dans l'espace
complet LP (). Par conséquent, la suite (D%u,), converge dans cet espace, autre-
ment dit, ils existent u, v, € LP () telles que

[ — ul], T 0et [[D%u, — vall,, DT 0, V1 < |a] < m.

Pour conclure, il suffit de montrer que v, = D% pour tout 1 < |a| < m. Soit
¢ €D(Q),

Ju@pp@iar = [ (w) = u@De@) + [ w@Dpads

- / (u() — n () D) + (2.2)
(—1)“'/9Daun(x)cp(x)dx. (2.3)

En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient

n—-+0o

A\U($)—un($)\|D”¢(x)!dx§Hu—uanHD“s&Hq = 0.

ou ¢ est le conjugué de p. D’autre part, on a

/QID“un (#) = va (2)] [@(x) dz < |[Dun —vall, loll, — 0.

9 n—4o0
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2.1. DEFINITIONS ET PROPRIETES

Finalement, en passant a la limite dans (2.2]), on aura
/u(:(:)Do‘go(x)dx: (—1)a|/va(x)<p(x)dx.
Q Q
c’est-a-dire D*u = v, € LP(Q), pour tout 1 < |a] < m et donc u € W™P (Q) et

(tn)nen converge dans u dans WP (). m

Proposition 2.1.6 Soit Q un ouvert de RY, I’espace de Sobolev H™ (2) est un es-
pace de Hilbert pour le produit scalaire défini par

(u,v) Z / D%u(x)D%(x)dx, pour tous u,v € H™ (Q).
laf=0

Preuve. On vérifie les trois propriétés d’un produit scalaire. En effet, il est évident
que (-,-), est bilinéaire et symétrique et pour u € H™ (Q2), on a

Z/Da N2dx > 0

|a|=0

(u,uy, —0<:>/Da *dr = 0 < Du(x)?* = 0,

pour tout multi-indice «, ainsi u = 0.
Finalement, W2 () est complet et muni d’un produit scalaire donc c’est un
espace de Hilbert. m

Proposition 2.1.7 Soit Q un ouvert de RY.
1. Pour 1l <p < oo, l'espace WP (Q) est réflexif.
2. Pour 1 <p < oo, l'espace W™P () est séparable .

Preuve. Soit 1 < p < o0, notons par d le nombre multi-indice o qui satisfait
0 < |a] <metpar L} = L (Q) -+ x LP(Q) , c’est un espace fonctionnel muni de

d fois
la norme définie par :

d
lallg = > luillps V= (u)ycieq © L5 ().

i=1
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

Considérons I'application P linéaire définie comme suit :

P: Wmr(Q) — P (2)
u —  Pu= (D)

0<[al<m

Pour u € W™P (Q) , on a

1Pully =" ID%l, = llul,,,.

0<|er|<m

c’est-a-dire P est une isométrie et de plus elle est surjective, donc bijective.

1. Pour 1 < p < oo, l'espace L? () est réfléxif, donc Lf (Q) étant le produit de

ces espaces, est aussi réflexif.

On sait que W™ (Q) est complet, donc P(W"™P (Q)) est fermé parce que c’est
I'image d'un complet par une isométrie. Ainsi P(W™P (Q)) est réflexif car c¢’est
un sous-ensemble fermé d’'un réflexif L% (€2). Finalement, P est une isométrie
surjective de WP (Q) dans P(W™P (Q)) qui est réflexif, par un résultat d’ana-
lyse, on conclut que W™P () est réflexif.

. Pour 1 < p < oo, lespace LP () est séparable, donc L} () étant le produit
de ces espaces, est aussi séparable. Par conséquent, P(W™P (Q)) C L% (Q) est
séparable. En utilisant la définition d’un ensemble séparable, on peut trouver
une partie A de P(W™P (Q)) qui est dénombrable et dense.

Prenons u € W™? (€) , ainsi il existe (u,),, C A telle que |lu, — Pul|z» o 0.

D’autre part, pour tout n, u, = P(P '(u,)) € A, cest-a-dire, P~(u,) €
P7H(A) et

nh—{go HP_l(un) — tflmp = nh_{IOlo P (P_l(un)) - PUHLZ = [Jun — PUHLZ n_>—>+oo 0.
Autrement dit, P71(A), qui est dénombrable comme image réciproque d'un

ensemble dénombrable par une application bijective, est dense dans W™? (Q),
ce qui implique que W™ (Q) est séparable.

2.2 Approximation par des fonctions régulieres

Dans cette section, nous allons présenter quelques résultats de densité parce que
travailler sur les fonctions W™P (QQ) et leurs dérivées au sens des distributions est
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2.2. APPROXIMATION PAR DES FONCTIONS REGULIERES

souvent difficile. Ainsi dans les preuves, il est toujours pratique de se ramener aux
fonctions régulieres et de passer ensuite a la limite. Ces résultats dépendent de 1’ou-
vert €.

Proposition 2.2.1 Soit Q un ouvert de RY et 1 < p < oo, alors le sous-espace
C®(Q)NW™P(Q) est dense dans WP (Q).

Preuve. Pour la preuve, on va distinguer le cas Q =R et  £R"N.

e Pour le premier cas, considérons u € W™? (RN ) et (p-)..o une suite régularisante

introduite dans la définition (|1.3.8]). D’apres le théoreme (|1.3.10]), pour tout € >
0,
pe*xu € C™ (RN) et D¥(pe * u) =pe x D,

et pour tout 0 < |a] < m,

(D% — p. * D) — 0 dans L? (Q).

e—0

On en déduit que pour tout € > 0, p. x u € W™P (RN) et (pe * u)_ converge
vers u dans W™ (RY).

e Passons maintenant au cas € #RY, pour cela, considérons (€2;),cn+un TECOUVTE-
ment ouvert de €2 défini comme suit :

1
Q=0 1=0etQ; = {xGQ, |z|< i et d(z,00) > ,+1}, Vi > 1.
)
On a bien pour tout ¢ € N*, ; C ;47 et 2 C UZ.GN* ;. On définit ensuite la
suite d’ouverts (0;),.y par

O =, O1=Q3et Oj = Qi 2\Qi1, 1>2.

On a encore

Qc|Joiet O:N0Oy =i i —i| > 3.

ieN

En utilisant le théoreme (|1.3.7] ), on trouvera la partition de I'unité (¢;),cy du
recouvrement (O;); -
Soit a présent > 0 et puisque @;u €EW™P (1), on peut choisir ¢; assez petit
pour que,

O, + B(O, 61‘) cO,_1uU0; U Oi-i—la Vi > 2
et -

lpei % piv = wiull,,, ), < 5z, Vi 2 0.
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

Posons ensuite,
o0

=0

cette somme est bien définie car par le théoréme[1.3.7(2) , seuls un nombre fini
de termes est non nul. De plus, par les propriétés de la convolution, on déduit

que w € C* () et w € WP (Q). D’autre part, puisque Y .-, ¢; = 1 sur Q, on
peut alors écrire, u = Y.~ ;u, dans ce cas, on aura

oo
||w_u||m,p S ZHpaz *SD’LU’_(IOZUHmJ)
=0

2. €
<D pm=e
i=0
Finalement, on a trouvé une fonction w € C* (2) N W™P () qui converge
vers u dans W™P (), ce qui montre la densité.
[ |
De ce théoreme, on déduit le résultat suivant.
Corollaire 2.2.2 Soit Q un ouvert de RV, 1 < p < oo et q son conjugué.
1. Siue WP (Q) etve Whi(Q), alors uv € WH(Q) et pour tout 1 <i < N,

d(uww) Ou N Jv

2. Pourl < p < oo, siu € W' (Q), alors [ul’ € WH(Q), |[uf/ ™ u e WH(Q), et
pour tout 1 <1 < N,

Oul” _

p—2
o P ul”"u

0 (|u|pi1 u) b1 Ou
7; ct 0x; =plul ox;

Preuve.

1. Siu e WP (Q), alors par la Proposition précédente, on peut trouver une suite
(un), C C>® () N WP (Q) qui converge vers u dans W (). Par I'inégalité
de Holder, on a

IIunv—uv||1Z/Iun(x)—U(x)l o)l dz < flup = ull, |[oll, = 0.
Q n—-+00
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Donc (u,v), converge vers uv dans L' (Q). Passons a la dérivée, v étant une
distribution, on peut la multiplier par fonction de classe C*°, on aura alors
0 (upv) ov

Unp .
= Up,— + v—y, pour tout 1 < < n.

Pour ¢y € D(Q2), on a

dp L dg
/Qu (x)v(zx) o, (x)de = nh_}rg() Qun (x)v(zx) o (x) dx
= =i [ (@) g @) 400 52 @) o) de
A - ov
Avec les mémes arguments que précédemment, on montre que (un%)n converge
vers u 8;' dans L' (Q) et (v gi")n Converge Vers vaa; dans L' (Q), on obtient

alors

[ @) G2 = [ (u@) @ 4o@ gt @) ¢

0 (uv) _u(% +v8u
2. Pour montrer que |[ul’ € W (Q), on montre que |u|’ € L' (Q) ce qui est
9 Jul”
cvident et ——— € L' ().
évident e . (Q)

Comme précédement, on peut trouver une suite (u,), .y C C* (Q) N WP (Q)

e L' (Q).

Finalement,

qui converge vers u dans WP (Q) | et on montre que (|un|") converge vers

0
8LUZ'

1

(luf") on
0
8;1:Z-

ou,,
8:162- )

(|un|p) = p|un|p_2un

]

Plusieurs propriétés des espaces de Sobolev s’obtiennent plus facilement dans le
cas d'un domaine sans bord, comme 'espace entier. La propriété suivante simplifie
beaucoup 'analyse des espaces WP (RN ) .

Proposition 2.2.3 Pour 1 < p < oo, l’espace D (RN) est dense dans W™P (RN).
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

Preuve. On a un résultat d’analyse qui nous permet de construire une fonction 6 de
D(B(0,2)) a valeur dans [0, 1] et qui est égale a 1 sur B(0, 1), posons

0, (x) = 9(%), Vn € N*,

Pour u € W™ (RY), définissons la suite (u,,) par

neN*

Un (1) = 0, (2)u(z), Yo € RY.

[ /RN‘l—G(%)‘p\u(x)’de
- [ oG s

< 2p/ lu(x)[Pde — 0.
lz|>n

n—-+o0o

Passons maintenant a la dérivée, en utilisant la formule de Leibniz, on aura

Dy =y % (g) D% (%) Do (z).

BLa
Ecrivons
ID%u,, — D%ul|, < |ID* (0,u) — 0,D%l|, + [|0,D%u,, — D],
D’une part
1 [« T\ |P
o4 _ o, ||P B s e p
ID* (0) = 6.0l < > o (6) /RN‘D e(n)‘ ID%u(z) [P do
0<B<La
< L (Y 1p%e|” jpeu)? 0
S DT 3 ID70] ID*ally 2 0.
0<B<a

et d’autre part, en utilisant les mémes arguments plus haut, on montre que

10,D%, — D%, — 0.

P potoo

Ensuite considérons (p.).., la suite régularisante introduite dans la définition
(1.3.8] ) et posons
U = pn * (Opu), Yn € N*.
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En utilisant les propriétés de p, et de la convolution, on vérifie aisément que pour
tout n € N*, v, € D (RY) et converge vers u dans W™ (RV). m

Cette proposition est fausse si on remplace R par un ouvert quelconque €2. Ceci
va justifier I'introduction de la définition suivante.

Définition 2.2.4 Soit Q un ouvert de RN, on définit l'espace Wy"* (Q) comme
ladhérence de l'espace D (Q) dans W™P (2) au sens de la norme |-, ., -

En tenant compte de la proposition (2.2.3]), on aura
WP (RN) — Wgnm (]RN) .

On va donner maintenant une caractérisation de W'? () en utilisant I'opérateur
de translation, cette caractérisation est démontrée a 1’aide des résultats de densité.
On écrit w CC € et on dit que w est fortement inclus dans €2 si

w est compact et w C €.

Rappelons d’abord que si u est une fonction définie sur Q, w CC Q et h € RY tel
que |h| < d(w,00), alors T,u est la fonction définie par

Thu(z) =u(x + h), pour tout = € w.

Théoréme 2.2.5 Soit Q un ouvert de RN, 1 < p < oo et u € LP(Q). Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ue Whr (Q).
2. Il existe C > 0 telle que pour tout w CC Q et tout h € RN tel que
|h] < d(w,0R), on a
It =l o, < C1hI. (2.4)

Preuve.

1. Commencons par montrer la premiere implication.
Soit u € WP (), alors par la Proposition m, il existe
(tn), ey C C= () NP (Q) qui converge vers u.

Pour z,h € RV et t € R, on a % (un, (x +th)) = Vu, (z + th) - h, donc

Thun(x)—un(x):un(x+h)—un(x):/0 Vu, (x+th)-h dt

27



CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

Par suite, en utilisant l'inégalité de Jensen (LZH]), on trouve

1 p 1
(/ ]Vun(a:+th)-h|dt) < / |V, (x +th)-h |Pdt
0 0

1
< yhyp/ |V, (x4 th)[” dt
0

Puisque |h| < d(w,00), alors on peut affirmer que w + th C € pour tout
t € [0,1], donc en intégrant sur w et en appliquant Fubini, on trouve

1
/|Thun(1‘)—un @) de < |h|p/ /|Vun(x+th)|pdxdt
w 0 w

1
< \h|p// |Vu, (2)" dzdt
0 Jw+th

1
G / / YV, (2)]F ddt
0 Q

[ IV un L) -

IN

IN

Clest-a-dire ||Thtn — nl| sy < [7][[VUn s (q) - Finalement,
HThu - u“LP(w) < ||Thu - ThunHLP(w) + ”Thun - UNHLP(@ + ||un - UHLP(w)
< lu-— un”LP(Q) + 1A ”VUn“LP(Q) + Ju— unHLP(Q)
et en passant a la limite, on obtient le résultat,
| Thu — U”Lp(w) < |h| ||vun||LP(Q) :

2. A présent, on démontre la seconde implication.

Supposons que u € LP (£2) et I'inégalité (2.4]) est vérifiée, on va montrer que

0

au € L* (), pour tout 1 <7 < N.

X

Soit ¢ € D (2), donc supp ¢ est compact et on peut trouver un ouvert w tel

que supp ¢ C w CC €2. Soit t € R et e; le ieme vecteur de la base canonique
de RY. Par hypothese et I'inégalité de Holder, on a

/Q u (@) (¢ (¢ — te;) — o (2)) da / eyt () — 1 (2)) o (x) d

/ (regtt (2) — u(2)) o (2) de

I7te;tt = ull Loy 101 oy
tHVUHLP(Q) ||90||Lq(ﬂ)
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En passant a la limite quand ¢ — 0, on obtient

Ainsi la forme linéaire ¢ — [, u(z) % () dx est continue sur D (£2) pour
la norme de L9 () et puisque D (2) est dense dans L?(£2), alors on peut la
prolonger par continuité a I'espace L7 (£2) et on applique le théoreme de Riesz

(L23), on va alors trouver v; € L? () telle que

< IVl lll o) -

dp
/Qu(x) o1, (x)dx = /Qvi () p (x)dz, Vo € D(Q)

ce qui signifie que 2% = —v; € LP (Q), donc u € W (Q) .

dz;

2.3 Injections de Sobolev pour W"™? (]RN )

Avant de présenter les différentes injections, on va donner deux remarques qui nous
seront utiles dans toutes les preuves qui suivent.

Remarque 2.3.1 On a déja montré dans la pmposition que l’espace D (]RN)
est dense dans WP (RN) , c’est-a-dire que pour tout u € WP (RN) , il existe une
suite (Up),ey € D (]RN) qui converge vers u, dans W™P (RN) . Ensuite, si on montre
que pour un certain p,m et q,

N
3C >0, |lull, < Cllull,,,, pour tout u € D (R ). (2.5)
Alors cette inégalité est vérifiée aussi pour u,, Vn € N. Avec ces hypothéses on peut
déduire que cette inégalité est aussi vérifiée pour u € WP (RN) :
En effet, puisque la suite (uy), oy est convergente dans W™P (RN) , c’est donc une
suite de Cauchy dans cet espace et puisque pour tout n,m € N, on a

[un — uqu < C lun — umHm,pv

on déduit qu’elle est de Cauchy dans L4 (RN), donc elle converge aussi dans cet
espace vers v € L1 (RY).
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

Montrons ensuite que uw = v p.p. sur RY, pour cela on considére ¢ € D (]RN) et par
l'inégalité de Hélder, on obtient

[ @ =v@le@ldr < [ ju@) - @)+
[l @) = v @l @)l do

<l = ully Il + llun =l lelly 2 0,

c’est-a-dire

/RN (u(z) — v (2)) ¢ (x)dz =0, pour tout p € D (R"),

la proposition nous affirme que u = v p.p. sur RY.
Finalement, en appliquant l'inégalité (2.0) a u,, et en passant a la limite, on obtient
[oll, < Cllull,,, donc

||u||q <C HuHmP, pour tout u € W™P (RN) )

Remarque 2.3.2 Si on veut démontrer que pour un certain p,m et q vérifiant la
condition p < q < p* ou p* dépend de p et m, on a

3C >0, |ull, < C|ull,,, , pour tout u€ W™P (RY). (2.6)

1l suffit alors de le faire pour le cas q = p*.

En effet, supposons que l'inégalité (Z.8) est vrai pour ¢ = p* et montrons qu’elle est
aussi vraie pour tout p < q < p*.

Pour tout X €]0,1[, on a g = (1 — \)p+ Ap* et en appliquant l'inégalité de Hélder
avec les exposants % et ﬁ on aura

/RN ()" dz = /RN ()| ()P d

([ wewras) ([ e

A
v dx)
p(1-X) p*A
[l Ml

car u € LP (RY) et par Uinégalité (2.8), u € LP" (RY). En déduit alors que
ue L9 (RN) et de plus

IA

< 0

IA

11— A\
ull? < 25D CP M fulPr S = O full?, .

D’ot la continuité de l'injection.
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2.3. INJECTIONS DE SOBOLEV POUR WP (RV)

2.3.1 Cas N >mp

Commencons par le lemme technique suivant.

Lemme 2.3.3 Si N > 2 et pour tout 1 <1 < N, F; € LN"YRN™Y), alors

II F@™) el (rY),

1<i<N

\ *, N
ot x;" = (%1, ,Tiz1,Tit1,- - ,TN) €t on a

[T [fa)|e< I1 (/
/RN 1<i<N 1<i<n \/RN-I

Preuve. La démonstration se fait par récurrence sur N. Pour N = 2, on n’a rien a
vérifier puisque

)

N—-1 N-1
Fi(:r’f"N)‘ dx*va) .@)

/R2 |Fy (22) Fy ()| dxydxy = /R|F1(x2)\da:2 /R‘F2($1)|d$1

Maintenant supposons que la propriété est vraie a l'ordre N et considérons pour tout
1 <i< N +1, les fonctions F; € LV (]RN). Posons = = (), ;< et

IN:/RN 1T

1<i<N

*, N
F; (% 7$N+1>

|[Fvga ()] dor.

On applique I'inégalité de Holder avec les exposants N et -2~ on obtient alors

INS[/R 11

N
1<i<N

N—-1

N N
o d:v] [ / |Fyi ()Y da
RN

Car pour tout 1 < < N et xyy; fixé, les fonctions

1
N

*, N
F; (xz >~73N+1>

< 00

F, (x:,NijH)‘Nfl c LN—l(RN—l)’

donc par hypothese de récurrence,

N
11 ‘Fz (ﬁ’NafJUNH)‘M1 € L' (RY),

1<i<N
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

Il reste a vérifier (2.7)), pour cela posons
1

N ~
gi (Tn41) = (/ dx;k’N> :
RN-1

Par hypothese de récurrence, I'inégalité (27) est vérifiée pour les fonctions
N
* N N
F; (xz 7$N+1>

* N
F; (% ,$N+1>

-1
, donc

& N
i} N . N,
/ H ’E (xiN’xN_’_l)}N*l dx S H / |E (miN’[[‘N_;'_l)‘ dmzN
N 1<i<N 1<iSN \pn-1
S 9i (xNJrl)
1<i<N
On a
- No1
&1 ¥
|JRY 1 cieN RN
- 3
< [ rva@ra]” TT oo
LJRN 1<i<N
- :
On remarque fRN | Fni1 (x)|N dx} est indépendante de xpyyq et si on integre Iy

sur R par rapport a la variable x4, on obtient In,.

Donc en appliquant l'inégalité de Holder généralisée avec les exposants N et le
théoreme de Fubini, on obtient

o< ([ rFNH(:c)rNde [T ([ @ v o)’

< I (/
1<i<N+41 \/RY

Ci-dessous le théoreme qui nous donne 'injection dans ce cas.
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2.3. INJECTIONS DE SOBOLEV POUR WP (RV)

Np

Théoréme 2.3.4 Soit p > 1 et m € N, pour tout q vérifiant p < q < Nomps 0N O
I’injection continue suivante
WP (RY) — L (RY). (2.8)
Autrement dit, il existe C' > 0 tel que
[ull, < Cllull,,, , pour tout u€ W™ (RY). (2.9)

Preuve. En se basant sur la remarque [2.3.1| et sur la remarque [2.3.2] il suffit de
prouver l'inégalité pour u € D (RN ) et pour ¢ = % On va distinguer alors
trois cas :

1. Sim =1 et p=1, on va alors montrer 3C' > 0,

lull o, < Cllullyy, Yue D (RY).

N
N-1

Pourtout1§i§NethRNetu€D(RN),ona

u(z) = /xl Ou (x4 (s — x;)e;)ds,

oo 8352
Y (x4 (s —xy)e;)

@)l < [ |5

L’intégrale du membre de droite est évidement indépendante de la composante
x; de z. Notons alors xf = (z1,- - ,2;_1,Zip1, - ,Tn) €t

we) = [

La fonction u; est définit sur RY~! et & support compact. Avec ces notations,
on a obtenu

donc

ds. (2.10)

ou

oz, ds.

(x+ (s — z)€;)

1 1

1<i <N, Vo e RY, |u(z)|™1 < (u; (7)1,

(2

Ce qui implique que Vo € RV,
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On applique le lemme ([2.3.3]) aux fonctions définies par

1

F () = (u; (21)™7, 1<i < N,

(2

on aura
[T Jeeoys|ae < I ([ lwtnas) ™
RNy Zicn 1<i<n \/RN-1
Donc
Ne1 N &
[/mmwm} S!/Hm@Wﬂﬂ
RN RN 55
N i
< w; (zf dmf) :
[L([, me
c’est-a-dire

W, = TT( [ ot
= ﬂ(/wl/ (x+ (s — xi)e;)
- ﬁl(/ﬂw Ou d:c)]lv.

x
%U
Utilisant la relation entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique,

on obtient
1
N
dm)

dx (2.11)

ox;

W
dsdx? )

N

([,

=1

S—ZAN

1
< < lully

ou
M@

IN

[Jull_x_

B:EZ

D’ou le résultat.
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2.3. INJECTIONS DE SOBOLEV POUR WP (RV)

2. Sim=1et p< N, on va alors montrer

N—p

Np Np
aC > 0, (/ |u(93)\di9:) < Clully,, Vu e D (RY).
RN ’

On va utiliser le résultat du premier cas, pour cela écrivons

Np (N-Dp\ ¥o1
a5 = (Jul ")

[ @ o= [ (@) 55) e
RN RN

Appliquons (2.I1]), on obtient

Donc

vy N 0 (N-1p
N-p =
g < 2 [ o (0 @)
Or
0 <,u|7<1yv 2") _WN-Dp | T ou.
o0x; N—p 0x;
ainsi
p(N—1)
N—p p V= l)p—ld
57 < 5 Z/ oL @) lu @)V
En appliquant I'inégalité de Holder avec les exposants p et - L on obtient
1 1
PN-D ] (N — 1) p ou , P \* o \'w
P o< d N=p (
M <y 2 (Lo @ @ 4N|u<x>| var)
c’est-a-dire o L(N—1)p b
p - _ p—
N—p <
Jull 37 < 5 Ll 3
Finalement,
1L (N=-1)p
[l we < NN—_pHUHLp-

3. Sim > 1et mp < N, on va procéder par récurrence sur m, c’est-a-dire, on
suppose que

Wm-Lp (RN) s L3015 (RY) pour (m —1)p < N. (2.12)
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

Soit u € WmP (RN ), alors
Due W™ ' (RY) et ue W™ (RY).
Puisque (m — 1)p < N, alors on peut utiliser I'injection ([212]) pour avoir
Du € L¥0m5 (RY) et u € L¥ 01 (RY).

. 1 Np N
Finalement, on a obtenu u € W ~N=0n=1p (R ) )
D’autre part, mp < N donc ]HN—{ < N et l'injection démontrée au 2eme
m—1)p
cas, nous donne

e Ly (RY).

2.3.2 Cas N =mp

Dans ce paragraphe, nous allons traiter le cas limite N = mp
Théoreme 2.3.5 Sip=1 et m = N, on a l'injection continue suivante
WY (RY) < ¢, (RY) |

Preuve. Pour simplifier la preuve, on commence par montrer par récurrence sur
N que
W (RY) — L™ (RY).
1. Pour le cas N = 1, si u € WH1 (R), on utilise le procédé de densité décrit dans
la remarque [2.3.1], donc il suffit de montrer que

3C >0, [[ull, < Cllully,, Vu € D(R).

On sait que pour tout = € R, u (x) = ffoo u' (s)ds donc

sup u (2)] < / ! (3)) ds < [,

zeR

2. Ensuite supposons que si u € WY1 (RV71) Jalors uw € L®(RV™!), autrement
dit 3C > 0, tel que

N—-1
lulo<CS /RNl Do) d.

|a|=0
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2.3. INJECTIONS DE SOBOLEV POUR WP (RV)

Soit & présent v € W1 (]RN ) , donc pour zy fixé, la fonction
0

() € WL (RN done

8wN

sup
x! ERN_l

On integre par rapport a zy, on obtient

ou , , — ou
— d < C D* | — ! dx'd
/]1%35/:]};11\?1 aZEN(m,xN) o= |;0/R/RN—1 aZL‘N (x7IN) TN
N
< OZ/ IDYu(z)| d.
laj=0 7 BY
Comme
u , , ou
— dey < — (2 d
o [ [y |dex < [ sup | de
Alors

sup |u(r)| < C ||“||N1 .
z€RN
A présent si u € WN! (RN), alors il existe une suite (u,), .y C D (RN) qui
converge vers u dans W1 (]RN ) et d’apres ce qui précede, on en déduit que
(Un)pen converge vers u dans L (RY), autrement dit (u,), converge vers u
uniformément sur RY donc u est continue sur RY et il en résulte que u €

Cy (RY).

Le théoreme suivant donne la deuxieme injection du cas limite N = mp.

Théoreme 2.3.6 Soit p > 1 et m € N, alors pour tout q tel que p < q < o0, on a
[ingection suivante

WP (RY) — L7 (RY) . (2.13)

Preuve. Pour la preuve de ce théoreme, on va distinguer deux cas :
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

1. Pour m =1, p= N et N < g < 0o, on va montrer
3C >0, |lull, < Cllull, y, Yu e WY (RY). (2.14)

Soit N < ¢ §NN—j1, siu € WHY (RY), alors lu|¥ e Wit (RY) car en utilisant
I'inégalité de Holder, on aura pour tout 1 < < N

0 (u") N1 | Ou
/RN @] = N[ @)Y @) ds
& 5 v \ W
< N /|u(:1:)|N dx /au ()] de| < o0
X

2
L’injection (2.8)) nous donne u € L~ (RY) et par la remarque ([Z32) on
’ . . N2
déduit que (214 est2vra1 pour tout ¢ <75
Maintenant si g > %, ]\?Jf T
sur la remarque (231]), il suffit de considérer u € D (RN ) . On va considérer
la fonction u” et lui appliquer la majoration (ZI1]) et I'inégalité de Hélder, on

obtient alors

avec 7 > N. En se basant

alors on peut écrire q =

N
1 J(u")
r ~ <
'l x < N;/RN oo ()] d
r N ou
_ r—1
- NZ/RNW(:UM o (a)ds

ou
o (z)

1
N N
da:) ,

IN
=]~
7 N\

/. ,uw%%)%w(/w

Sachant que N < (yv__liN < %, alors 3X € [0, 1] tel que
(r—1)N rN
=AN+(1—-2A
N1 A v

Par suite, en utilisant encore 1'inégalité de Holder, on obtient :

[ < () |u<x)|Ndx>A(/RN |U(x)|§N1dx>l_A7
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2.3. INJECTIONS DE SOBOLEV POUR WP (RV)

en remplagant dans les inégalités précédentes, on obtient

N-1

IRCis d) < () ([, )

N rN
d

2. Pour m > 2, mp = N, on va montrer que pour tout p < ¢ < o0,

x)

D’ou le résultat.

3C > 0, ||u||q <C ||u||m7p, Yu € WP (RN) . (2.15)
Soit u € W™P (RN ) , alors
ou p (N
m 5 ]R
g €W (RY)

et puisque (m — 1)p < N, alors par U'injection (212,

ou
8@-

u, <2 e L7t (RY)

et puisque mp = N, alors

ou
8:1:1»

u, e LY (RV),

c’est-a-dire u € WHN (RY) et d’apres 214), u € L7 (RY) pour tout p < ¢ <
0.

2.3.3 Cas N <mp

Théoreme 2.3.7 Soit p > 1 et m € N, on a les injections suivantes :

1. Sim=1 et N <p, alors pour tout 0 < A <1 — %, on a linjection
W (RY) — o (RY). (2.16)
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

N
2. St —¢ N, alors pour tout j vérifiant j = [%] +1letO0< A< g — %, on a

[ingection
WP (RY) s ™A (RY)

N
3. 851 —eNetm> % + 1, alors pour tout A < 1, on a l"injection
p

W (RY) s €77 7 (RY).

Preuve. Soit p > 1 et m € N,
1. Sim=1et N < p, on va montrer que pour tout 0</\§1—%, 3C > 0,

lu(x + h) — u(z)] < Ch? ull,,, Yz € RY, vu e W'? (RY).

e Commencons par montrer que u € L™ (RN ) et pour cela on considere
u € D (R") compte tenu de la remarque (Z30]). On va alors chercher
une majoration de |u (z)| et quitte a faire une translation, on se ramene
a la majoration de |u (0)].
On va utiliser la technique qui consiste a intégrer sur un cone Cj, de
sommet 0, d’angle au sommet «, limité par une spheére de RY de rayon
h et les coordonnées polaires (r,0) ot 0 < r < h, § € A(r), la surface
d’intersection de C},, avec la sphere de rayon 7.
L’élément de volume est donné par do = rV~1s(0)dddr ot s(6)df est
I'élément d’air de dimension (/N — 1) sur la sphére unité Sy.
Pour z € RY on note @ (r,0) = u (z), c’est-a-dire Pexpression de u dans
les coordonnées polaires. On a

" ou

S0 = a0 -a(0.0

= a(r,d) —u(0) (2.17)

Sachant que fCh dr = C1hY, en majorant (ZIT) sur le cone C ,, on
obtient 7

CyhN u (0 / / s (0) dfdr + (2.18)

//(/
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Ensuite, en utilisant I'inégalité de Holder, on aura

h
// @ (r,0)] vV "5 (0) dOdr :/ lu ()] da
0 A(r) Ch,a

1
7

(/C dm) : (/C |u(x)\pdx> '

N
< G lull e, ) -

IN

Passant a la deuxieme intégrale, mais d’abord écrivons

/ 8u ot

% afor - [

(/ g:f (A, 6)' )\Nld)\); (/OTMN )= d)\>

Or N <pdonc (N —1)(1—p) > —1, donc

O\, 9)‘ AT AN

=

IN

/ AWN=DA=P) g\ = Ch ( 1)(1—p’)+1> < 00.
0

Si on pose

ot
or

(A, 9)’ d>\> Vs (0) ddr

h
=
o Jaw
On a alors

el [ (5
e[ L

En appliquant encore 'inégalité de Holder a l'intégrale de 6 et en notant
on | A (r)| la mesure de A (r), on obtient

h N 1 h
[g@/ 7‘P’|A(r)|p’/ /
0 A(r) J0O

41

(N-1)(1-p)+1

1
(A 8)' AN—ldA> r 7 s(0)dfdr

or

IN

1
— (A 9)‘ /\N‘ldA> s (0) dodr

g—“ (A, 8)' AV=Ld\s (6) d6F dr
T
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Sachant que |A ()| est majorée indépendamment de h et

ou
Sr0)] < Fua)

on aura

I

Retournons a (2.1I8))

Ch,a)

5 (A 9)‘ d>\> rN=1s (0) dodr < Cyhv ™ IVl o
T

4 (0)] < Cob™ ¥ Jlull o, ) + Coh'™ 5 1Vl

Ch,a) Ch,a) '

Si on considere pour tout p > 0, la fonction w, (z) = u (ﬁ) et on lui

applique I'inégalité obtenue de ce qui procede,
ulloo < Cllull, +Cr[Vull,,

on trouvera N N
N N_q
ullo < Cur |Jull, + Cru» = |Vul,,,

On cherche ensuite min,, (C [Jull, /ﬁ% + C1 [ Vul], M%_1> qui est atteint

pour p = C](\fclN [Vl HuH , apres calcul, on aura
1N N
[ull < Cllull, ™ [[Vully (2.20)
ou C'=C(N,p).
e Maintenant, on va montrer que u vérifie le caractere Holdérien pour A = 1— %
et compte tenu de la remarque (2.3.2)), on aura le résultat pour tout
A<1-—2

Soit h € ]RN en utilisant I'inégalité (2.20), on obtient

1—-N N
Imu —ull o < Cllmu —ullp [V (Thu — )]y

Dune part, on a ||V (mu — u)|[, < 2[|Vul|, et d’autre part par (??), on
a ||mu —ull, < |[[Vul,[h] , donc

1-N
1T —ull g < ClR 7 [[Vull,
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N
2. Sim > 2, —¢ N, alors pour tout j vérifiant j = [%] + 1, on va montrer que
p

WP (RY) < "% (RV) |
Si m = 7, alors pour u € Wj’p(RN), on a u,Du € ijl,p(RN) et puisque
j%l < N, alors on peut utiliser 'injection (2.8]), c’est-a-dire

uw e W= (RY) |

Maintenant puisque, % > N, alors par (1), on aura u € cOi% (RY) .

Si pm > N, alors pour u € W™?(RY), on a D™y € Wi?(RY) et d’apres

N

ce qui précede D™=y € %% (RN ) , ¢’est-a-dire

u eIy (RN)

N
3. S5i —eNetm> % + 1, alors pour tout A < 1, on va montrer que
p

W (RV) < ¢t (RY).

Siu € Wir(RN), ou j :% +1, alors u,Du € Wi=12(RN) et puisque j — 1 :%,
alors I'injection (2.I3]) nous donne u, Du € L4 (]RN ) pour tout ¢ < oo et d’apres
(1), ue C® (RY) pour tout A < 1 — %. Finalement, u € C®* (R"Y) pour tout
A < 1.8iu € WmP(RY), alors D=y € WiP(RY) et d’apres ce qui précede
D=y, € 0N (]RN) pour tout A < 1, c’est-a-dire u € ¢ A (RN) .

2.4 Injections de Sobolev pour WP (()

On va maintenant montrer que sous des hypothéeses convenables sur 'ouvert €2, les
espaces W™P () s’injectent les uns dans les autres et pour des conditions légerement
plus fortes.

Certains espaces de Sobolev peuvent s’injecter de maniere compacte dans d’autres
espaces.
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2.4.1 Injections continues

Pour obtenir ces théoremes d’injection, on va chercher un prolongement de W (1)
a Wwmp (]RN ) L’existence d’un tel prolongement est liée a la structure géométrique
de 2. Dans notre travail, on va voir le cas des ouverts lipschitziens, commencons par
définir ces ouverts lipschitziens.

Définition 2.4.1 [6] Soit Q un ouvert de RY, il est dit un ouvert lipschitzien uni-
forme si

1. Il existe un recouvrement ouvert fini (€2;);.y de € tel que d(€, 02) > 0 et pour
tout 1 > 1, Q; est borné et Q; NI Q #(.

2. Pour tout i € N, il existe un ouvert borné I'; de RN~ une fonction ~; lipschit-
zienne sur I'; et un systéme de coordonnées tel que

LNQC{(a,xn)| 2 €Ty, xny > (2},
QN0 ={(2',v (a") | 2" € ;}.

3. Il existe une partition de l'unité (y;)ien, subordonnée au recouvrement (€2;);.x
et C1 >0 et Cy > 0 tels que pour tout i € N

1 1
Z sup |D%Y; (x)| < C et Z sup |D%y; (z)] < Cs.

N )
|a|=0 z€R |ae]=0 z€ly

Définition 2.4.2 [6] On dit qu’un ouvert est de classe C*-uniforme s’il est lipschit-
zien uniforme et de plus les fonctions ~y; sont de classe C*.

Dans la proposition ci-dessous qu’on admettra, on présente la relation entre les
fonctions WP (Q) et leur restrictions & WP(Q N Q).

Proposition 2.4.3 [6] Soit Q un ouvert lipschitzien, (£);),cy son recouvrement as-
socié et u € LP( Q). Si pour tout i € N, on a uw € WHP(QNQ,), alors u € WP (Q).
De plus, il existe deux constantes C' et C' telles que pour tout u € WP (Q), on a

Z loitllwroona) < Cllullwiogy €t llullyiog) < Clz [l @non)
ieN ieN

Les ouverts lipschitziens possedent un opérateur de prolongement, comme le montre
la proposition suivante.
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Théoreme 2.4.4 Si Q) est un ouwvert lipschitzien, alors pour tout 1 < p < oo , 1l
existe un opérateur linéaire et continu P de W% (Q) dans WP (RN) tel que pour
tout x € 2, on a Pu(x) = u(x). De plus, il existe C' > 0 tel que

||P(U)”W1,p ryy < C HUHWLp Q (2.21)
(RN) Q)

Preuve. Si € est un ouvert lipschitzien, alors il existe un recouvrement ouvert fini
(€2i),;en de €, une fonction +; lipschitzienne et une partition de I'unité (1;)en, su-
bordonnée au recouvrement (£2;),. qui vérifie les propriétés de la définition (Z4T]).
Soit u € WP (Q), pour tout i € N, supp(v;u) C Q; N, donc hu € W (Q; N Q).
On va prolonger la fonction ¥;u pour tout ¢ € N.

Soit S la symétrie définie dans I'; x R par rapport a ’hypersurface d’équation xy =
7i(2') par

S (2, zy) = (2, 29(2") — zn) .

Evidement S = S~ et puisque 7; est continue, donc S l’est aussi et on a pour tout
(2,y) € (Ti x R)”

1S(z) =S ()| = [(@',27(2") —on) — (¥, 2%(Y) — yw)| 1
= (I = P+ 12%() — 29(y)) = (o + ) )"
< (' =y + 4 le) = 5P + o+ o)
< (lo—yP + 4Vl e — yP)?
< (1 4]Vl e -y (2.22)

Pour tout 7 € N, définissons I'ouvert
Q=5SOQNQ), U=(LNQ)UO2NQ;)UQ;

et posons pour tout (z’,xy) € U;

P,(iu) (2, xy) = { (b (i) (@, 2n) stay > (@) (2.23)

(@ 2v(2") —xn)  sioan < (2)
et pour (z/,xy) ¢ U;, Pi(vu)(2’,xy) = 0, ensuite, on va vérifier que
Py(¢u) € WHP (RY) .
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Pour cela appliquons la proposition (1.2.6) a P;(1;u) sur les ouverts €; N Q) et 2 et
pour mieux voir cela, considérons la fonction g définie sur R¥=1 x ]0, +-o0[ par

g(2',t) = Y (2, yi(2") + 1),

et son prolongement qu’on note g défini sur RV~ x ]—o0, 0 par

g(a',t) = Y (2, vi(2") —t).

Notons que qu’avec un simple changement de variable en ¢, on retrouve a partir de

g le prolongement (2:23)) .

En appliquant la proposition (1.2.6), on aura g € W'P(RV=! x ]0, +00]) et par suite
son prolongement & RY, g € Whr (RN ) Finalement, on a démontré que m €
wie (RV).

La constante C' de la proposition ) ne dépend que des constantes de Lipschitz
de S et de S~! et d’apres (2.22)) , on aura

[9lwro@yy < C L+ [VAilloo) ldiullye,ne) -
De plus par la définition (2.4.1]) et la continuité du prolongement, on peut écrire
[] g, < O o) e

<1+ Cy) ||g||W1aP(RN—1><]O,+oo[)
< C'(1+ Cp)Cs Hl/}iu”Wl»P(Q)

Wl,p(RN

Maintenant, si on pose P(u) = Y Pi(¢u), alors d’apres [2.4.3) P(u) € W'? (RY) et
ieN

1P () lyrny < C D IP W) Iy < C lullyrng

€N

de plus

Ce qui prouve la continuité de 'opérateur de prolongement P. m
Comme conséquence, on a les deux résultats qui s’en suivent

Proposition 2.4.5 5i Q est un ouvert lipschitzien, alors pour tout 1 < p < o0,
lespace C* () est dense dans WP (Q).

Preuve. Si u € W' (Q), alors P(u) € W'? (RY) et il existe une suite
(Un)nen € D (RY) qui converge vers P(u) dans W (RY) . Si on prend la restriction
de (vp),en & €2, alors elle converge vers la restriction de P(u) a € qui n’est autre que
u. m

En utilisant 'opérateur de prolongement, on obtient les injections suivantes.
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2.4. INJECTIONS DE SOBOLEV POUR WM (Q)

Théoreme 2.4.6 Si Q) est un ouvert lipschitzien, alors pour tout 1 < p < 0o, on a
les injections continues suivantes :

1. Si N > mp, alors pour tout q Sijﬁlp, on a WP (Q) — L1(Q).

2. Si N = mp, alors

(a) Sip=1, alors on a W™ (Q) — Cp(2).

(b) Sip>1, alors pour tout ¢ < oo, on a WP (Q) — LI(Q).
3. Si N > mp, alors :

(a) Sim=1 et N <p, alorspourtout0<)\§1—%, on a

WP (Q) < €O (Q) .
N S : N . N
(b) Si —¢ N, alors pour tout j vérifiant j = [;} +let0<A<j—7,ona
p
WmP(Q) — C ().
N N
(c) Si EE N et m > -+ 1, alors pour tout A<1,ona

W (Q) s €™ T (Q).

Preuve. Il suffit d’utiliser I'opérateur de prolongement P et d’appliquer les différents
théoremes d’injection vus auparavant.

1. Commencons par le cas mp < N. On va distinguer deux cas :

e Si m = 1, alors il existe 'opérateur de prolongement P, défini dans le
théoreme (2.4.4) , qui est continu de WP () dans W* (RY) et qui vérifie

P (u) (x) = u(z), Yz € Q.
Si q SNN—Q et u €WP (Q), alors en utilisant I'injection (2.9) et 'inégalité
221, on obtient

||u||Lq(Q) = [|1Pull o) < ||Pu||Lq(RN) <GP (u)llys RNy = Cy HUHWLP(Q :
(@) ( )

e Sim > 1et mp < N, on va procéder par récurrence sur m et utiliser la
méme technique déja appliqué dans la démonstration (3)) .

2. De la méme maniere, on démontre les autres assertions.
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

2.4.2 Injections compactes

Voici dans quels cas les injections de Sobolev sont compactes.

e Cas N > mp

Commengons par des lemmes utiles a la preuve du théoreme ci-dessous.

Lemme 2.4.7 Soit Q un ouvert borné et lipschitzien de RY, alors linjection
WhH(Q) — L' ()

est compacte.

Preuve. On va montrer que tout ensemble B borné de W'! () est relativement
compact dans L' (Q) et pour cela, on utilise le théoreme ([1.2.7]).

e Soit € > 0 et u € B, on va choisir un compact K C €2, de tel en sorte a avoir
fQ\K |u(z)| dr < . En effet, en utilisant 1'inégalité de Holder on a

/Q\Klu<x>rdx < (/Q\de)fv (/Q\K ,W”N,Vldx)@

Puisque €2 est borné, on va choisir la mesure de K assez grande pour que la
mesure de Q\ K soit assez petite et on a le résultat souhaité.

e A présent, cherchons § > 0 tel que § < d(w,99) et Vh € RY ou |h| < d et u € B,
on a

It =l o) <€

ou u désigne la prolongée de u par 0 hors de €2. Soit hg > 0 donné et posons

Bo= | J B(z, ho) et w=\By,
€N

qui est un ouvert inclus dans €. Si on prend h € R tel que |h| < hg et z € w,
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2.4. INJECTIONS DE SOBOLEV POUR WM (Q)

alors x + h € Q et on aura

/|a(x+h)—a(x)ydg; _ /|u(x+h)—u(x)|dx

1 N
ou
_ L/O;hidxi(a:+th)dt

1
< |h|// V(e + th)| dtde
wJ0

1
< |h|// |Vu(z)| dedt
0 Jw+th

et puisque w—+th C €, alors en appliquant I'inégalité de Holder, on aura

1 1
/ / |Vu(z)|dxdt < [Q [[Vull gy,
0 w+th

Ld
/o E(u(:v—i—h))dt dx

dzx

donc

/ |u(x 4+ h) —u(z)|de < C'h|.
Ainsi pour hy < hy bien choisi avec, Vh € RY ol |h| < hg

/|u(m+h) —u(x)|de < Clh| <

DO ™

Maintenant, on va majorer cette intégrale sur Q\w. On a

/ |u(x 4+ h) — u(z)|de < / lu(x + h)| dx + / lu(x)| dx
Q\w QAN\w QAN\w
Comme précédement, on va choisir la mesure de w assez grande pour que la

mesure de Q\w soit assez petite, ce qui entraine l'existence de § < h; tel que
pour |h| < 4, on aura

/ @z + h) — ti(z)| do < .
QN\w 2
Finalement, pour tout u € B et |h| <, on a

/Q|u(:c +h) —u(x)|dx <e.

Le théoreme ([1.2.7]) assure alors que B est relativement compact dans L' (£2).
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CHAPITRE 2. ESPACES DE SOBOLEV

Lemme 2.4.8 Soit Q un owvert de RN. Si (uy,), oy est une suite convergente dans
L*(Q) et bornée dans L1 (Q) pour un certain q > k, alors elle converge dans LP ()
ouk <p<gq.

Preuve. Soit (u,),, .y une suite convergente dans L* (Q) et bornée dans L4 () pour
q>k.
Si k < p < g, alors on peut écrire p = (1 —A)k + Ap, ou A € ]0,1] et pour tout
n,m € N, on a
A 1-A
Hun_ume < Jun — wml[, H“n_uqu n’m:éroo 0,
car (uy), oy est de Cauchy dans L* (Q) et (uy,), o est bornée dans L7 (2) . Finalement,

(tn),en €st une suite de Cauchy dans I'espace complet LP (€2) , donc elle converge. m
Ci-dessous le théoreme qui nous donne la compacité des injections.

Théoreme 2.4.9 Soitp>1, m € N, N > 1 et ) un ouvert borné et lipschitzien de

RY, pour tout q vérifiant q < N]Xf;p, [injection

WP (Q) < L9(9).

est compacte.

Preuve. Soit (uy),cy une suite bornée dans WP (2). Puisque € est borné, la suite
(), €st donc bornée dans W' (Q) et d’apres le lemme ), elle est relative-
ment compacte dans L' (Q), c’est-a-dire elle admet une sous-suite (uy, ),y conver-
gente dans cet espace.

D’autre part, par 'injection (2.4.6) — 1, pour tout p <r < N]X’rp;zp’ la suite (up),, oy
est bornée dans L" (€2) et par le lemme ), la sous-suite (up, ),y €st convergente

dans tous les L7(€2), pour 1 < ¢ < r, c’est-a-dire la suite (u,), oy est relativement
Np
N W

compacte dans L? (§2) pour ¢ <

e Cas N <mp

On s’intéresse maintenant, dans le cas ot mp > N aux injections compactes dans
des espaces de fonctions Holdériennes.

Lemme 2.4.10 Soit un ouvert borné Q de RN, X €]0,1] et (uy), oy une suite de
CO* (Q) relativement compacte dans C(Q). Alors, pour tout pi tel que 0 < u < A, la
suite (up), ey €St relativement compacte dans C™* (Q).
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Preuve. Puisque (u,),cy est une suite de C%* (Q) relativement compacte dans C(Q),
alors il existe une sous-suite (ua(n))n oy qui converge dans C (Q). Montrons que cette
sous suite est convergente dans C%* ().

Puisque (CO’“ (), [] u) est complet, alors il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy

dans cet espace. En effet, pour n,m € N, on a

B | (to(n) = to(m)) (& + h) = (Ugn) = Uo(m)) (2)]
HUJ(TL) - ua‘(m) Hco,,u - zGSQlT}E);éO ’h’,u

Donc posons

dn,m = ‘(ua(n) - uU(m)) (l' + h) - (uo(”) - uo(m)) (l’)| ’

et écrivons
Ao =do , d70 ol 6 €]0,1].

n,m-n,m

La suite (u"("))neN est convergente dans C (ﬁ), c’est-a-dire ANy € N et hy > 0 tel
que si z,x + h € Q avec |h| < hg et n,m > Ny, on a

e 1) ) <
et
1,1
i 5 s ] < 1
donc
dyb<e
D’autre part,
dn,m = }(Ug(n) - ua(m)) (fL’ + h) — (UU(n) — ua(m)) (ZE)’

- }ua(n) (x+h) - Uo(n) (ZU)‘ + |ug(m) (x 4+ h) — Ug (m) (:L‘)‘ < 2n*

Ainsi
A < 20R0N.

Par conséquent en posant = 6\, on aura Hug(n) — ug(m)Hco,H <. m

Théoréme 2.4.11 Soit Q un ouvert borné et lipschitzien de RN, p > 1, N > 1
1. Sim=1 et N <p, alors pour tout 0 < A\ <1 — %, [injection

WP (Q) <= " (Q)

est compacte.
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2. SiméeNetj= [%] + 1, alors pour tout 0 < A < j — %, les injections
WP (Q) = C™ 9 (Q).
sont compactes.

Preuve.

1. Sim =1et p> N. En se basant sur le résultat du lemme (Z.4.10) , il suffit de
montrer que I'injection de W?(Q) dans C(2) est compacte.
Pour le faire, on considére K un ensemble borné dans W'?(Q) et on montre
grace au théoreme d’Ascoli-Arzela (IL3.5) qu'il est relativement compact dans

C(©) . On a par l'injection (ZZ0) — 3,
|lull, < C HuHmm, pour tout u € WHP(Q).

En particulier, pour tout u € K, on a [jul|, < C’, c’est-a-dire K est uni-
formément borné.
Ensuite, en utilisant encore I'injection (2.4.6) —3, on a pour tout 0 < A\ < 1—%,
3C >0, Vue K

lu(x + h) — u(z)] < Ch? [ull,,, Yz € RY.

d’ou I'équicontinuité de K.
2. SimeN, et j=[I]+1.

e Commencons par considérer m = j, ¢’est-a~-dire on doit montrer que
Wir(Q) < €O (7).

Pour le faire on procede de la méme maniere que 1., c’est-a-dire, en
considérant K un borné de W7 (), il est facile de voir comme précédemment
que K est relativement compact dans C(Q) et on utilise encore le lemme
(2.4.10] ) pour conclure que K est compact dans C%*(Q) pour tout 0 <

)\<j—%.

e Maintenant pour m > 2, prenons K un un sous-ensemble borné de W™ (Q)
et (), ey une suite de K. Puisque qu’elle est bornée dans W™ (Q2) , alors
les suites des dérivées (D™ Ju,,), sont bornées dans WP (2) et par ce qui
précede, on peut extraire des sous-suites qu’on note

(U, €8 (D™ 1ty ),
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qui convergent dans C%* (Q2), c’est-a-dire Ju, v,, ; €C** () tels que

z}E{}o [ttn, — ulcon = ;}LIEO HDmiju"k - UmJHcM =0.

On déduit ensuite facilement que pour tout ¢ € D (12),

(07 00) =ty () o (5) 5 = 0,

et par la proposition (LZ4]), on aura
D"y = vy, 5 p.p. sur .

En outre, la suite (D™ Ju,, ),, converge vers D™ Ju dans C°* (Q) pour

tout A < j— % et par conséquent (u,, ), converge vers u dans C™ 7 (),
c’est-a-dire K est relativement compact dans W™ (Q) .

2.5 Trace sur la frontieére d’un ouvert C!

Dans cette section, on va juste donner un petit apercu sur la notion de trace d'une
fonction de WP (Q) sur le bord de Q. Les théorémes qui suivent sont présentés sans

Théoreme 2.5.1 [6] Soit Q un ouvert C'-uniforme dans RYN. Alors, il existe une
application linéaire et continue

oo WWP(Q) — LP(09)

dite application trace, telle que

Yo(u) = ujpn siu € C() NWP(Q).

Autrement dit, vo(u) est la fonction x — u(x) bien définie sur OS).

. .. . 1
On termine avec une caractérisation de I'espace Wy" () dans le cas ou Q est de

Théoreme 2.5.2 [6] Soit Q un ouvert de classe C*, 1 < p < oo et u € LP (). Alors
les propositions suivantes sont équivalentes :
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1. ue WP (Q).
2. 1l existe une constante C' telle que pour tout @ € D(RN),

Oy
/Q u(z) o (z)dz

7

< ||vu||LP(Q) ||$0||Lp’(Q) :
3. La fonction u € WP (RN), ou u est définie par

- { u(x) siz e (2.24)

0 sinon
. La trace de u sur 02 est nulle, c’est-a-dire you = 0.
Y

Théoréme 2.5.3 (Inégalité de Poincaré) [5] Soit @ C RY un ouvert borné et
1 <p < oo. Alors il existe C = C(,p) > 0 tel que :

[ull, < CVull,, pour tout u € Wy™(Q).

54



Chapitre 3

Applications aux EDP

Les espaces de Sobolev fournissent un cadre ou les solutions faibles des EDP
peuvent étre définies. Les solutions faibles sont des solutions qui satisfont 'EDP
dans un sens intégral plutot que point par point. Dans ce contexte, on utilise sou-
vent le théoreme de Lax-Milgram et le théoreme Stampacchia, qui sont des résultats
importants pour 'existence et 'unicité des solutions faibles.

Dans ce chapitre, on rappelle ces théoremes, on introduit la notion générale d’opérateur
elliptiques et on montre d’une fagon bréve comment l'utilisation des espaces de So-
bolev permet d’obtenir des théoremes d’existence.

3.1 Les théoremes de Stampacchia et de Lax-Milgram

On donne des définitions générales dans les espaces de Hilbert.

Définition 3.1.1 [§] Soit H un espace de Hilbert sur R muni de la norme ||-|| et
a: HxH — R une forme bilinéaire. On a les définitions suivantes.

1. L’application a est continue si et seulement s’il existe C' > 0 tel que pour tous
u,v € H, on a
|a (u,v)| < Clull[[v]].

2. L’application a est dite coercive si et seulement s’il existe C' > 0 tel que pour
tout w € H, on a
a(u,u) > Clul*.

Théoréme 3.1.2 (Stampacchia) [8/ Soit H un espace de Hilbert, a une forme
bilinéaire continue coercive sur H x H et B un sous-ensemble convexe fermé non
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vide de H. Alors pour toute forme linéaire continue f sur H, il eviste un unique
u € B vérifiant [inéquation

a(u,v—u)> f(v—u) pour tout v € B.
Un corollaire essentiel du théoreme de Stampacchia est le théoreme de Lax-Milgram :

Théoréme 3.1.3 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert, a une forme bi-
linéaire continue et coercive sur H x H. Alors pour toute forme linéaire continue ¢
sur H, il existe un unique uw € H, tel que

a(u,v) = ¢ (v) pour tout v € H

Preuve. C’est une simple conséquence du théoreme (31.2). m

3.2 Applications

Soit Q un ouvert borné de RV de frontiere 90 et o € NV un multi-indice. On se
donne une fonction f définie sur 2 et on cherche les solutions u définies sur €2 du
probléeme de Dirichlet homogene suivant :

{—Au+u:f sur € (3.1)

u=0 sur OS2

Définition 3.2.1 [§/

1. On dit que u est une solution classique du probléeme (F1) si u € C? (ﬁ) et
I’équation est vérifiée par u au sens classique, c’est-a-dire

{—Au(m)+u(w):f(a:) Vo € Q
u(z) =0 Vo € 00

2. On dit que u est une solution faible du probléeme (31) si u € Hy () et pour
tout p € Hy (Q), on a

/ﬂvu(x)-w(x)dﬁfﬂu(;@)@(:p)dx:/Qf(x)gp(x)dx.

Proposition 3.2.2 Si u est une solution classique du probléeme (31), alors u est
une solution faible.

56



3.2. APPLICATIONS

Preuve. Si u est une solution classique du probleme &I, alors u € C* (Q) NH' (2)
et puisque u = 0 sur 99, alors par le théoreme [25.2), v € H} () et de plus pour
tout o € D(Q), on a

/Au dx+/ da:—/f

ce qui donne par intégration par partie que

/Vu )d:c—i—/ dx—/f (3.2)

Maintenant si ¢ € Hg (), alors on peut trouver une suite (¢,),cy C D (Q) tel
que (¢n),en converge vers ¢, donc on peut conclure que (3.2)) est vrai pour tout
pEH;(Q). m

Proposition 3.2.3 Pour tout f € L*(Q), il existe une unique solution faible

u e H}(Q) de (31) .

Preuve. On va utiliser le théoreme de Lax-Milgram. On prend alors l'espace de
Hilbert H} () et la forme bilinéaire

a: H(Q)xH Q) — R

définie par
\% d d
(u,v) /u )x—i—/@()v(x)x
et la forme
¢: H () — R
v = o f(@)v(z)de

En utilisant 'inégalité de Holder avec les exposants p = p’ = 2, on montre que a
est continue. Pour la coercivité, on a

a<u,u>=/ﬂww<x>| dx+/ﬂ|u<x>| dz = [ull%,

Ainsi, il existe une unique solution u € H} () qui vérifie a (u,v) = ¢ (v), pour tout
vEH;(Q). m

On peut méme montrer que 1'unique solution du probleme (B3.]) est en fait plus
réguliere. Mais ceci exige d’autres conditions sur les données du probleme.
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Théoreme 3.2.4 [§] Soit Q un ouvert de classe C™2 et f € H™(Q). Alors u €
H™2(Q) et il existe C > 0 telle que

< Clfllm 2

HUHerzz

En particulier si m > —, on aura u € C> (Q) et si €2 est de classe C** et f € C*> (ﬁ) )

Remarque 3.2.5 La preuve d’un tel résultat est fastidieuse car elle dépend de la
géométrie de l'ouvert et des techniques assez difficiles a manipuler.

La méthode ci-dessus s’adapte a de nombreux autres probléemes, on va présenter
un autre exemple de I'opérateur différentiel elliptiques d’ordre 2.

On consideére des fonctions a;; € C'(Q) pour 1 < i,5 <N, ap € C(Q) et le
probleme de Dirichlet homogene

- vay 1 ai (aij(z )%) +apu = f dans . (33
u=70 sur  Of). :
On a les définitions suivantes.

Définition 3.2.6 [§/

1. On appelle solution classique du probleme de Dirichlet homogeéne, toute fonction
u de classe C* sur ) qui vérifie le probléeme (3.3).

2. On appelle solution faible toute fonction u € H} () telle que pour tout
€ HY ), ona

dp Ou
/szal,](x)a—%a—%da:—l—/aou dx—/f

Comme pour le premier exemple, on vérifie facilement que toute solution classique
est une solution faible.

Théoréme 3.2.7 Soit Q un ouvert borné de RY. Si les fonctions (@ij)1<ijen €
ap € C! (ﬁ) vérifient :
1. Il existe C > 0 tel que pour tout v € Q et tout £ € RN, on a

N
Z v)&&; > C e

58



3.2. APPLICATIONS

2. Pour tout x € Q, ag(xz) > 0.
Alors pour tout f € L*(Q), il existe une unique solution faible u € H} (Q) du

probleme (3.3) .

Preuve. On applique le théoréme de Lax-Milgram, pour cela on prend H =H} (),
la forme bilinéaire b définie sur H} () x H} (Q) par

bWWZLZ)w@%£%M+meme

et la forme ¢ définie sur Hj (Q) par ¢ (v) = [, f ( x)dx.

U 2
a@meL(m,

on peut montrer que b est continue sur H} (). Pour la coercivité, on a par les
hypothese 1. et 2.,

b(u, u) /Z auau%—ozou()dac>C/\Vu )|? da

i,7=1

Avec les hypotheses sur les fonctions (am-)l <ij<n b ao et le fait que

et par l'inégalité de Poincaré, il existe C' > 0 tel que ||ul|3, < C'||Vul?, donc en
combinant ces deux inégalités, on trouvera

b(u,u) > o [ Vaul?, .

Ainsi il existe une unique solution u € Hj () du probleme b(u,v) = ¢(v). m
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Résumeé

Ce mémoire se focalise sur I'étude approfondie des espaces de Sobolev et de
leurs applications. On a examiné en détail les notions fondamentales, notamment les
définitions et les propriétés fonctionnelles essentielles de ces espaces, tels que la
complétude, la densité, l'injection, les espaces de traces, et bien d'autres encore.

L'objectif principal de ce mémoire est de présenter ces espaces de Sobolev de
maniéere claire et accessible, en mettant en évidence leurs propriétés fonctionnelles
et leur utilisation dans la résolution des équations aux dérivées partielles.

Mots clés : Espace Sobolev, Dérivées faibles, densité, Injections.

Abstract

This thesis is dedicated to the study of Sobolev spaces and their
applications. We have seen the most important concepts, such as the definitions and
functional properties of Sobolev spaces, including completeness, density, injection,
trace spaces, and more.

This thesis aims to provide a clear understanding of these Sobolev spaces,
their functional properties, and their application to the resolution of Partial Differential
Equations.

Keywords: Sobolev space, Weak derivatives, Density, injections.
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