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Introduction générale

La théorie des échelles de temps est un sujet tres intéressant qui couvre plusieurs
domaines de notre vie, le calcul sur les échelles de temps a été initié par STEFAN
HILGER en 1990. Dans les dernieres années le calcul sur les échelles de temps est
devenu important et utilisable dans plusieurs domaines tels que 1’économie, biologie
et surtout en informatique..., il y a plusieurs méthodes pour étudier les solutions des
problemes de valeurs limites pour les équations différentielles fractionnaires et les
théoremes du point fixe, théorie de Schauder et théorie des points critiques. Mais
jusqu’a présent, aucun chercheur n’a appliqué la théorie du point critique et point
fixe pour étudier des équations différentielles fractionnaires conformables sur des
échelles de temps, parce qu’il est souvent tres difficile d’établir un espace appro-
prié pour des équations différentielles fractionnaires conformables sur des échelles

de temps.

Les espaces Sobolev sont un outil treés important dans 1’étude des équations aux
dérivées partielles. Ils permettent en particulier d’étudier des équations différentielles
fractionnaires conformables sur des échelles de temps, car ce sont des espaces fermés.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres.

e PREMIER CHAPITRE :
Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et notions fondamentales sur

les échelles de temps arbitraires.

e DEUXIEME CHAPITRE :
Dans ce chapitre, nous introduisons tout d’abord la notion de calcul fractionnaire,
ensuite on donne une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire.

Ainsi que, on définit I'intégrale fractionnaire conformable et leurs propriétés. Fina-



lement, on définit la A_dérivée fractionnaire contormable d’ordre o, o €]0,1] et

A_intégrale fractionnaire conformable sur les échelles de temps.

e TROISIEME CHAPITRE :
Il s’agit dans chapitre introduisons le calcul A _fractionnaire conformable sur les
échelles de temps pour les fonctions a valeurs vectorielles et les espace de Sobolev

fractionnaire conformable sur les échelles de temps.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions du calcul sur les échelles de temps,
ainsi que des définitions et des propriétés sur la différentiabilité et I'intégration et
un rappel de quelques espaces fonctionnels sur les échelles de temps, et on introduit

Iespace de Lebesgue L7, A (T,R).

1.1 Calcul sur les échelles de temps

Définition 1.1.1. [7, 10] On appelle échelle de temps toute partie fermée non vide

de l’ensemble des nombres réels R, on la note T.

Exemple 1.1.1. T = {zh,z € Z;h € R} est une échelle de temps.
Car :

CkT =] — (n + 1)h, —nh[U---U] — h,0[U]0, R[U]h, 2h[U - - - Ulnh, (n + 1)h]

— ( UN] — (n+ 1)h, —nh[) U (nLEJN]nh, (n+ 1)h[> ;

ne

c’est une union infinie d’ouverts, donc c’est un ouvert.

D’ou T est fermé, alors c’est une échelle de temps.

Définition 1.1.2. [7, 10] Soit T une échelle de temps, on définit :

1. L’opérateur de saut avant o : T — T par :

o(t)=inf{s € T : s > t}.



2. L’opérateur de saut arriere p: T — T par :

p(t) =sup{s € T:s < t}.

Définition 1.1.3. [7, 10] Soit T une échelle de temps, la fonction de granulation

en avant p: T —]0, +o00[ est définie par :

La fonction de granulation en arriere v : T —]0, 4+o0[ est définie par :

A(t) =t = p(t).

Exemple 1.1.2. Soit T = R une échelle de temps.
Calculons o(t), p(t), u(t), p(t).

VteR, ona:
o(t) = inf{seR:s>t} p(t) = sup{seR:s<t}
= inf]t, +o0f et = sup|—oo,t|
— ¢ _

TABLE 1.1 — Exemple d’échelles de temps

T | u) V() | a(d) | p(t)
R 0 0 t t
Z 1 1 t+1 | t—1
hZ, h h t+h|t—nh
¢ (gDt |td-2) | a | ¢
2N t L 2t :

Par convention , on supposera que :
e inf() =supT (i.e o(t) =t si T admet un maximum ¢) ,

e supd =inf T (i.e p(t) =t si T admet un minimum ¢) .



Définition 1.1.4. [7, 10] Soit T une échelle de temps, t € T. On dira que
i/ Sit<o(t), on dit que t est dispersé a droite.
it/ St p(t) <t, on dit que t est dispersé a gauche.
iti/ Les points qui sont d la fois dispersés a droite et a gauche sont dites isolés.
iv/ Sit<supT et o(t)=t, on dit que t est dense a droite.
v/ Sit>infT et p(t) =t, on dit que t est dense a gauche.

vi/ Les points qui sont a la fois dense a droite et a gauche sont dites dense.

Exemple 1.1.3. Soit l’échelle de temps T = {2", n € N}U{0}. Pourt #0, on a :

ot)=inf{s€T:s>t}=2""=2"2=2¢,

et
n—1 2" l
p(t) =sup{s e T:s <t} =2 =5 =3

D’ou t est isolée. Pourt =0 on a :
o(0)=inf{s € T:s >0} =1.

Donc nous avons 0 < a(0), d’ou 0 est dispersé a droite.
Ainsi

p(0) =sup{s € T:s <0} =0.
Alors 0 n’est pas dispersé a gauche.

Exemple 1.1.4. Soit I’échelle de temps T ={v/2n+1, n € N*}. On a

t=+v2n 41 pour tout n > 2, doncn = 9771, alors
o(t) = inf{seT:s>t},
= inf{leN*: V2l +1>2n+1} = /2n + 3,
= Vt?+2, VneN*

et
p(t) = sup{seT:s <t}

= sup{le N*: V2l +1<\2n+1} =+v2n—1,

= Vt?—-2, n>2
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Donc nous avons t < o(t), et p(t) <t, d’ou t est isolée.

Pourn=1, alorst =+/3 on a :
o(v3) =inf{s € N*: /25 + 1 > v/3} = /5.

Donc nous avons /3 < o(\/3), d’oti /3 est dispersé a droite.
Ainsi
p(v/3) = sup{s € N*: 25+ 1< 3},

= sup() =inf T,

_

Alors \/3 n'est pas dispersé a gauche.

Définition 1.1.5. [7, 10] Soit T une échelle de temps et f: T — R une fonction,

on définit la fonction f7: T — R par :
fot)y=(foo)(t)=f(a(t)), pour tout t € T.
et la fonctions fP: T — R par :

frt)y = (fop)t)=Flpt),  pourtoutteT.

Exemple 1.1.5. Soit T = {t = 2""% : n € N} une échelle de temps et la fonction

définie sur T par :

fO)y=t?+t—1, pour tout t € T.
Alors
o(t) = inf {2l+2 212 > ont2 | N} :
= 9ont3
= 2t, pour tout t € T.
Donc

fo)y = flo(t)
= (o))" + (o(t) -1
= (2t +2t—1
= 4 +2t—1, teT.

11



Définition 1.1.6. [7, /0] Soit T une échelle de temps.

i/ Si T admet un maximum M dispersé a gauche, alors on définit [’ensemble

T* =T — {M}, sinon T* =T.

it/ St T admet un minimum m dispersé a droite, alors on définit [’ensemble

Ty =T — {m}, sinon Ty = T.

Exemple 1.1.6. Soit T =] — 00,0[U{1,2,3,4,5,6} une échelle de temps.

On a :supT =6, alors
p(supT) = p(6) =sup{s € T:s < 6} =5,
donc p(6) < 6. D’ou

TF =T — {6} =] — 00,0[U{1,2,3,4,5}.

1.2 Différentiabilité sur les échelles de temps

Définition 1.2.1. [7, 10] Soit f : T — R une fonction et t € T*, on dira que f
est A__différentiable en t, s’il existe un nombre f2(t) € R tel que pour tout € > 0,

il existe un voisinage V de t ou :

F2(t) — £(5) — FA)0(t) — 9)|< elo(t) — 5|, pour tout s € V.
On appelle f2(t) la A__dérivée de f en t, si f est A_ différentiable en t pour tout
t € T, alors f* : TF — R est appelée la A dérivée de f sur TF.

Exemple 1.2.1. Soit f : T — R une fonction définie par : f(t) = 612.
Montrons que f2(t) = 60(t) + 6t.
Soit s € V; =]t — 0,t + 0|NT et t € TF,

[F7() = f(s) = fRO)(0(t) = 5)| = [60(t)* — 65 — 6(0(t) + t)(o(t) — 5)|
= [6(0(t) = 5)(a(t) + ) = 6(a(t) +1)(a(t) — s)]
= [6(a(t) —s)(s = 1)|.

12



Donc

[£7(8) = f(s) = fR(O)(0(t) = 5)] < 63(a(t) — 5)

<celo(t) — s, avec € = 66.

Exemple 1.2.2. Soit f: T — R une fonction définie par : f(t) = a.
Montrons que f2(t) = 0.
Soit s € Vy =]t — 6,t + 6[NT et t € T, pour tout € > 0

f7(t) = f(s) = RO (o (t) = 5)| = o — af

<eglo(t) — s|.

Théoréme 1.2.1. [7, 10] Soit f : T — R une fonction et t € T*.
i/ Si f est A__différentiable en t, alors f est continue en t.

it/ Si f est continue en t et t est dispersé a droite, alors f est A__différentiable

ent et

o) = —m (1.1)

it/ Sit est dense a droite, alors f est A__différentiable en t si et seulement si

i 10 = 1)

s—t t— s ’

existe et finie.

Dans ce cas,

FA®) = lim M. (1.2)

i/ Si f est A__différentiable en t, alors
fo(t) = f(t) + pu(t) f2(2).

Exemple 1.2.3.

1. Si T =R, alors on a TF = R, et pour t € TF, le point t est dense da droite.
D’ou
t _

s—t t—s

~ f(t).

13



2. SiT=17, onaTF =17, et pourt € T*, le point t est isolé. On a

Ay = P =T pg 1y pay = afe),

ou A est lopérateur de différence.

Théoréme 1.2.2. [7, 10] Si f,g : T — R sont A__différentiables en t € T, alors

i/ f+ g est A__différentiable en t et

(f +9)2(t) = F2(t) + 92 (1)
ii/ Pour tout a € R, of est A_différentiable en t et
(af)2(t) = af(t).
iti/ f.g est A_différentiable en t et
(f9)2(t) = fA()g(t) + f(1)g (1) = F(H)g™ (1) + [2(D)g" (1) (1.3)

v/ Si g(t)g°(t) # 0, alors f est A__différentiable en t
g

(f) o — 12090 = F(0g*0)

Exemple 1.2.4. Soit f,g,h: T — R sont A__différentiables en t € T*.
Alors

(fgh)™ (t) = ((fg) W)™ (1)

(f9) (A(E) + (fg) (o()h™(t)

(F20)g(t) + Flo()g™ (1)) h(t) + £7(£)g” (£)h (1)
= fABgOR(E) + £ (g™ (0)h(E) + £7(1)g" (RA(E).

Exemple 1.2.5. Soit f : T — R une fonction définie par f(t) = t*> pour tout
teT.

Soit g une autre fonction définie par : g(t) = t.

14



Alors

FR) = (99)2(t) = g*(t)g(t) + g(a()g™(t)
=1t+o(t).1

=t+o(t).

Définition 1.2.2. [7, /0] Une fonction f : T — R est dite rd__continue,
st elle est continue en tout point dense a droite de T et si sa limite a gauche est
finie en tout point dense a gauche de T.

On note ’ensemble des fonctions f: T — R rd__continue sur T par :
Crd = Crd<T) = Crd<T7 R)7

et l’ensemble des fonctions f : T — R A__ différentiables et ses dérivées rd__continues

sur T par :

Cld = ng(’]r) = C:d(’]ry R)-

T

Définition 1.2.3. [7, 10] Soit f : T — R est dite réguliére, si sa limite a droite
existe en tout point dense a droite de T, et sa limite a gauche existe en tout point

dense a gauche de T.

Théoréme 1.2.3. [7, 10] Soient f,g: T — R deux fonctions, alors on a :
i/ Si f est continue, alors [ est rd__continue.
it/ Si f est rd__continue, alors f est réguliére.
iti/ L’opérateur de saut avant o est rd__continue.
i/ Si [ est réguliére, alors f7 est réqulicre.
v/ Si f est rd_continue et g continue, alors go f est rd__continue.
vi/ Si [ est réguliére et g continue, alors g o f est réguliere.
Notation 1.2.1. [7, /0] On note par :

o"(t) = oo™ (1)), pt) = p(p" i (t), et TF = (T )%, pour tout n € N.

Par convention, on supposera que : 0°(t) = p°(t) =t et T =T.

Définition 1.2.4. [7, 10] Une fonction f : T — R est dite deux fois dérivable sur

2 . ;. s cprp s . 2 /ey
T, si sa dérivée > est différentiable sur T*, et on note la dérivée second de f

15



par :

ATF SR

t— fA) = (F)2 (),
Pour tout n € N*, on définit la dérivée d’ordre n de f sur T*" par :
£ = (A,

On notera l’ensemble des fonctions f : T — R qui sont n fois différentiables et f2"

rd__continues sur TF" par :
i = Cra(T) = C7y(T, R).

Exemple 1.2.6. Soit l’échelle de temps T = hZ, avec h > 0 et f : T — R une
fonction A__différentiable.

On a :
T={nh:neZ},
={---,=3h,—2h,—h,0,h,2h,3h,--}.
On a aussi :
o(t)=inf{seT s>t}

=(n+1)h

=nh-+h

=t+ h.
Alors

Py = LD =10

16



et

A+ R) = f2(s)
1m
s—>t t+ h —s
f(t+2h)ff(t+l“;1)ff(s+h)+f(s)

FA = ()20 =

= lim

s—t t+h—s
f(t+2h)—2f(t+h)+f()
h2

Théoréme 1.2.4. [7, 10] Soit f: R — R une fonction différentiable et
g : T — R une fonction A__différentiable, alors fog est A__différentiable et on a :

0={ [ £l + (g ©)in} 6 )

Exemple 1.2.7. On définit les fonctions g : Z — R et f: R — R par :

gty =1 et f(t) = exp(t).

Ona :
PPt =+ 12 —t2 =2+ 1 et f/(t) = exp(t).

Alors

0 ={ [ 7o)+ hug® w)an} 40

= (2t +1) /0 exp(t2 + h(2t + 1))dh

= (2t ep(r) [ exp(h(2t + 1))dn
= exp(t2) [eXp(h(Qt + 1))]é

= exp(t?)(exp(2t + 1) — 1).

D’autre part, nous avons :

(
= exp((t + 1)?) — exp(t?)
= exp(t? + 2t + 1) — exp(t?)
(

= exp(t?)(exp(2t + 1) — 1).

17



1.3 Intégration sur les échelles de temps

Définition 1.3.1. [7, 10] Une fonction continue f : T — R est pré-différentiable
sur un domaine de différentiabilité D, tel que D C T*, avec TF\D est un en-
semble dénombrable et me contenant pas des points dispersés a droite de T et f

est A__différentiable pour tout t € D.
Le théoreme suivant garantit I'existence de pré-antidérivée.

Théoréme 1.3.1. [7, 10](L’existence de pré-antidérivée). Soit f : T — R une
fonction réguliere, alors il existe une fonction F pré-différentiable avec un domaine

de différentiabilité D telle que
FA(@t) = f(t), pourtout t € D.

Définition 1.3.2. [7, 10] Soit f : T — R une fonction réguliére. Alors toute
fonction F donnée par le théoreme 1.5.1 s’appelle pré-antidérivée de f.

Nous définissons :

1. L’intégrale indéfinie d’une fonction réguliére f par :

/f(t)At =F(t)+C,

ou C est une constante.

2. L’intégrale de Cauchy d’une fonction réguliere f par :
/ f(t)At = F(s) — F(r), pour tout r,s € T.

Définition 1.3.3. [7, 10] Une fonction F : T — R est appelée antidérivée de
f:T—Rsi
FA(t) = f(t), pour tout t € T".

Exemple 1.3.1. Soient T=2" | f(t) =7t -9t —1 et g(t) =t — 3> — t + 4.
Montrons que g™ (t) = f(t), comme o(t) = 2t, et pu(t) =t

18



D’apreés la propriété (1.1) du théoreme 1.2.1 en déduit que

A — 9@)®)—g(t)
) = TG
(2t)°—3(2t)* —2t+4—t>+3t>+1—4
t

T3 —9t2—¢
t

= T2 -9t —1= f(t).

Alors

/f(t)At —g(t), teT.

Théoréme 1.3.2. [7, 10] Chaque fonction rd__continue a une antidérivée, en par-

ticulier si tg € T, alors F' est une antidérivée de f telle que :

F(t)= /t f(s)As, avect e T.

to

Le théoreme suivant fournit plusieurs propriétés élémentaires de la delta inté-

grale.

Théoréme 1.3.3. [7, 10] Soient a,b,c € T, « € R et f,g € Crq(T,R), alors
b b b
1 /a[f(t)Jrg(t)]At:/a f(t)At+/a g(D)At
/ab(af(t))At - a/ab F(t)AL,
b a
/af(t)Atz—/b F(H)AL,
/bf(t)At:/cf(t)AtJr/bftAt

/ " H(H)AL = 0.
Si|f(t)] < |g(t)| sur[a,b], alors

K

< [l

b
7. Si f(t) > 0 pour tout t € [a,b] N'T, alors / f(t)At > 0.

a

Théoréme 1.3.4. [7, 10] Soient a,b € T et f,g € C!,(T,R), alors

i[5 0e0at = (f9)0) ~ (Fo)la) — [ £20)

2 [ s = (J9)) / rA()

19



Définition 1.3.4. [7, 10] Supposons que sup T = oo, alors l'intégrale impropre de
f est définie par :
00 b
/ FOAt= lim [ f(O)AL.

b—ro0 Jg

Théoréme 1.3.5. [7, 10] Soient a,b € T et f € C.q(T,R).
i/ Si' T =R, alors
b b
| rwat= [ s,

a

ou l'intégrale a droite est l'intégrale usuelle de Riemann.

it/ Si [a,b] N'T ne contient que les points isolés, alors

[ sar= 3 )

tela,b|

iti/ Soient a,b € Z tel que b > a, et f € Cpq(T,R), alors

Exemple 1.3.2. Soit T = ¢"°, ou ¢ > 1, alors

/ At = hm / — At
1

= lim ZN

b
T ey

o tlg—1)
_bhi>noo Z t2

te[1,b]

= lim (¢—1) Z t!
b0 te[1,b]
k=n—1

=(¢—1) lim Z c_f/l€
k=0

n—-ao0
) 1— qlfn
=(¢—1) lim [ 1 ]

n—>»o00
q

1
= lim gq (1 — 2)
n—>o00 qn*

20



Exemple 1.3.3. Soit a € T, ou T une échelle de temps et f(t) =1 est une fonction.

Supposons que a < t, alors pour T =R, on a

/at f(s)As = /at f(s)ds
= [s]a

a

=t—a.

1.4 Quelques espaces fonctionnels sur les échelles

de temps

1.4.1 L’intégrale de Lebesgue sur les échelles de temps

Dans cette partie, nous définissons une théorie de la mesure et I'intégration pour les

échelles de temps T bornées o ¢ := minT et b := max T.

Définition 1.4.1. [2] Soit F; une famille d’intervalles fermés a gauche et ouverts a droite
de T de la forme
[c,d) ={teT:c<t<d}.

Ouc,deTetc<d.

Définition 1.4.2. [3] On définit une mesure additive my : F1 — R par
mi ([e,d)) =d —c.

Une mesure extérieure mj : P (T) — R est définie par :

pour un ensemble arbitraire £ C T

k=n k=m
+(B) inf{Zm(Ak):EC UAk avecAke]:l} si b¢ E,

my k=1 k=1
+00 si be k.

Définition 1.4.3. [/ Un ensemble A C T est A _mesurable si la relation

my (E) = mi (ENA)+mi(EN(T\A)),

est vérifiée pour tout ensemble E C T.
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Maintenant, on considere la famille
M(mi)={ACT: Aest A —mesurable},

et la mesure pa comme étant la restriction de mj sur 'ensemble M (m}).
Nous présentons plusieurs concepts de la mesure générale et de 'intégration, appliqués
a l’espace mesurable complet avec le triplet (T, M (m}), pa). Cet espace mesuré est utilisé

pour définir la A__mesurabilitéé et la A__intégrabilité des fonctions f: T — R.

Lemme 1.4.1. [20] L’ensemble de tous les points dispersés a droit de T est dénombrable,

c’est-a-dire, il exviste I C N et {t;},.; C T tels que
R:={tcT:o(t)>t}={titics- (1.4)
Pour E C T, nous définissons
Ip:={iel:t;e ENR},

avec I C Net {t;};c; CT.
Voici une correspondance intéressante qui existe entre la mesure pua sur T et la mesure

de Lebesgue py, sur R.

Théoréme 1.4.1. [3] Soit A C T. Alors A est A _mesurable si et seulement si A est

mesurable pour la mesure de Lebesgue. Dans ce cas, si b ¢ A, nous avons la propriété

sutvante

pald) = Y (o(ts) — ) + u(A).

i€l
Soit une fonction f: T — R, nous avons besoin d’une fonction auxiliaire qui prolonge

f a Vintervalle [a,b], f : [a,b] — R définie par :

- f(t) siteT,
Fit):= | | (1.5
f(ti) site (tio(t;)), pouri e l.

Proposition 1.4.1. [2] Soient f : T — R et f son extention sur [a,b]. Alors, f est

A __mesurable si et seulement st, f est mesurable au sens de Lebesgue.

Le théoreme suivant donne une formule pour calculer Lebesgue A_ intégrale.
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Théoréme 1.4.2. [2] Soient E C T un ensemble A_mesurable tel que b ¢ E et
E=EU U (tiyo(ti)) |- St f: T — R une fonction A__intégrable, alors

i€l

[ #@ns = [ fs)ds+ Y i) £ 2.
E

B i€lp

1.4.2 Espace des fonctions continues sur les échelles de temps

Soit T une échelle de temps et soient a,b € T tel que a < b, on définit I'intervalle [a, b]
dans T par :
[a,b]r :={t € T:a<t<b},

par conséquent

[CL, b}’lﬁ‘ = [a’ ,O(b)]qr

L’ensemble des fonctions f : [a,b]r — R qui sont rd__continues (respectivement conti-

nues) sur [a, bt est noté par C,4([a, b]T)(respectivement C([a, b]T)).

Remarque 1.4.1. [/] Les espaces Crq([a,b]r) et C([a,b]T) sont des espaces de Banach

avec la norme

[flloc = sup [f(£)].

te[azbh’
Par la suite, on notera C¥,([a,blr) 'ensemble des fonctions n fois A_différentiables sur

[a, b]E" tel que f2" est rd_ continue sur [a,b]%" . Cet espace est muni de la norme

1 g = max{[|Flloo, 1/ ooy ooy 12" oo}

Proposition 1.4.2. [/] L’espace C¥,([a,blt) est un espace de Banach.
On désigne par C¢([a,b]T) U'espace des fonctions continues sur [a,b]r d support compact,

c’est-a-dire :
Ce([a,b]r) :={f € Crq([a,b]T) : f(t) =0, pour tout tE€ [a,blf\K o0 K est un compact}.

Remarque 1.4.2. [/] L’espace C.([a,b]T) est un espace de Banach pour la norme ||.|co-
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1.4.3 Les espaces de Lebesgue L4 (T,R)

Définition 1.4.4. [/] Soient p € R avec 1 < p < 0o et E C T un ensemble A__mesurable,

on pose :
LN (E,R):={f:E —R, f est A_mesurable et /E |fIPAt < oco}.

On définit la norme sur L (T,R) par :

HfHLZ(T,R) = (/T !f\pAt); )

Théoréme 1.4.3. [25] Soit p € [1,+o00[. Alors Uensemble LY\ ([a,b]r,R) est un espace de

Banach avec la norme H'HLZ([a,b]qr,R)'

Théoréme 1.4.4. [//(Inégalité de Minkowski). Soient 1 < p < oo et f, g des fonctions de

LA\ (T,R), alors on a :

If +gllez rry < W llee vy + 9l e (o g)-

Théoréme 1.4.5. [/] (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < oo, f € LX(T,R) et

g € LY(T,R) tel que q est le conjugué de p, alors f.g € LL(T,R) et on a :

1f-9llcy (rry) SIF ez (v l9ll Lo (o g)-

Théoréme 1.4.6. [/] Soit p € [1,4o0[, L, (T,R) est un espace de Banach pour la norme

-z (7 )-

Corollaire 1.4.1. [/] L’ensemble LA (T,R) est un espace de Hilbert muni du produit

scalaire

(g ) = /[a - o(t)h(t)At.

Théoréme 1.4.7. [/] L’ensemble LY (T,R) est un espace de Banach pour la norme

1fllzee(rry = nf{C - [f())[” < C A_p.p. sur T}.
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1.4.4 Espace de Sobolev W,*(T,R)

Soit T une échelle de temps compacte, on note Ty := T\{max T}.

Définition 1.4.5. [23] On dira qu’une fonction u : T — R appartient & [’ensemble
Wi’p(’]T,R), si est seulement si u € LI (T,R) et il existe une fonction g : T8 — R telle

que g € LX (T,R) et

/T u(s)p> (s)As = —/ g(8)p7(s)As, pour tout ¢ € C&rd(']l‘,]R), (1.6)

To

ol

Cora(T,R) ={f : T— R: f € C}Y4(T,R), f(a) = f(b) = 0}.

Théoréme 1.4.8. [23] L’ensemble Wi’p(’]I‘,R) est un espace de Banach avec la norme

A
”UHWXP(T,R) =llull Lz vy 1wl 2y (rx r)-

D’ailleurs, Uensemble HA(T) := Wi’Q(T) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

tel que :

(e, )y (1) = (0912 (1) + (¢A7¢A)L2A(Tk)7 pour tout (,1) € HA(T) x HA(T).
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Chapitre 2

Calcul fractionnaire conformable

2.1 Introduction

Le calcul fractionnaire est la branche d’analyse mathématique qui étudie la générali-
sation des nations de dérivation et d’intégration & des ordres non entiers.
Il existe plusieurs définitions de la dérivation d’ordre non entier ( On a par exemple :
Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov, Weyl, Caputo, Marchaud, et Riesz ([27]), on donne

seulement les deux dérivées fractionnaires suivantes :

Définition 2.1.1. [22](Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville )
Soient f € C([a,b],R), n € N, a € [n—1,n). La dérivée fractionnaire d‘ordre o de la

fonction f est définie par :

o S T A LR (€D
Dy (f)(t) = F(n—a)dt"/a mdw.

Définition 2.1.2. [22](Dérivée fractionnaire au sens de Caputo)
Soient f € C"([a,b],R), n € N, a € [n— 1,n). La dérivée fractionnaire d‘ordre o de la

fonction f est définie par :

a _ 1 L")
Da (f)(t) - F(n . O[) /a (t _ $)a_n+1 d.

Remarque 2.1.1. [2]]

1. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ne satisfait Dg(1) =0
( D¥(1) = 0 pour la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ) si o n’est pas un

nombre naturel.
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2. Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la régle de produit :

Dy (f9) = fPg(9) + 95 (f)-

3. Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la régle de quotient :

po <f) _ 9Da(f) — fPalg)

g 9>

4. Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la régle de la composée :
Dy (fog) = f“g)g™

5. Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas : DTP f = D¥DPf en général.

2.2 Calcul fractionnaire conformable

Dans cette section , nous donnons une nouvelle définition de dérivée fractionnaire et

intégrale fractionnaire.

2.2.1 Dérivée fractionnaire conformable

Définition 2.2.1. [21] Soit une fonction f: Ry — R, et a €]0,1]. La dérivée fraction-

naire conformable de f d’ordre a est définie par :

pour tout t > 0.
1. On note : To(f)(t) = fO(1).
2. Si f est existe et finie, on dit que f est a_ différentiable en t.

3. Si f est a__différentiable dans l’intervalle 10,a[, a > 0, et li%1+f(0‘) (t) existe, alors
t—

la dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre a en t =0 est définie comme :

£0) = lim f@)().

t—0

Proposition 2.2.1. [9] Soient f : [0,400[— R, «a €]0,1]. Si f est différentiable ent > 0,
alors on a :

FO) =t f ().
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Démonstration.

Soient f : [0, 4+00[— R, a €]0,1]. On a

f(oz) (t) — lim f(t + Etlia) — f(t)

e—0 €
o et — f(f) 4,
_ig% etl—o t
- fpe

O]

Théoréme 2.2.1. [9] Soit f : [0,400[— R une fonction. Alors les propriétés suivantes

sont équivalentes :
a) f est différentiable.

b) f est a_différentiable pour 0 < a < 1.

Démonstration.
a) =b)

Supposons que f est différentiable, donc d’apres la proposition 2.2.1, nous avons

FO@) =t ().

ie., f est a_ différentiable.
b) = a)
Si f est o différentiable, alors f’ (t) = t* 1 f(@)(¢). D’ott f est différentiable. O

Exemple 2.2.1. [2]1] Soit t > 0. Alors on a les dérivées fractionnaires conformables de
certains fonctions suivantes :
1. (tP)(@) = ptP= pour tout p € N.

Pour tout t > 0, on a d’aprés la définition 2.2.1, on trouve

(7)) = i LT 2O

e—0 IS
iy 20 Ci(et! )Pt — 1P
e—0 g
lim (et' =P + .+ Lp(p — )P 2(et!=*)? + ptP~let! = 4 P — 1P
e—0 e
i (et! =) + ... + gp(p — DtP—2(et' )2 + lim ptP~ et
e—0 15 e—=0 €
=0+ ptP~ 1t
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p!
il(p— i)
2. (N)@ =0, pour tout A € R.

Ou, C} =
3. (ePt)(@) = ptl=aert et (egta)(o‘) = pegta, pour tout p € R.

4. (cos(bt))® = —bt!=sin(bt), Vb € R.

Remarque 2.2.1. [5] La fonctionz : t — (egta), p € R est une solution unique d’équation

différentielle fractionnaire conformable.

Soit x(t) = egta, alors d’aprés la proposition 2.2.1 et le théoréme 2.2.1, on obtient

PO(t) = (¢5)(@)

a—1

(6]
:pea

= px(t).

Définition 2.2.2. [21] Soient o €]n,n + 1], et f : [0,+oo][—> R est n__différentiable en

t > 0. Alors la dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre o est définie par :

T )(0) =t LT 2tT70) — fT 7D )

e—0 £

Ou [a] : est la partie entiére de o.

Remarque 2.2.2. [2]1] En conséquence de la définition 2.2.2, on peut facilement montrer
que

Ta(f)(#) = el pllel @),
Ou, o €]n,n+ 1] et f est (n+ 1)__différentiable en t > 0.

Théoréme 2.2.2. [9] Soit o €0, 1] et on suppose que f, g : [0, +00[—> R sont a.__différentiables
ent > 0. Alors nous avons les propriétés suivantes :
1 (&f +ng) @ = £ +1gl®), pour tout &, € R.

2. (f9)'*) = fg'*) +gf).
@ gpe - pgl
> () ¢
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Démonstration.

1. D’apres la définition 2.2.1, on obtient

Ef(t+et!™™) +ng(t+et'=*) —Ef(t) —ng(t)

(&f +n9) ) (t) = lim

e—0 €
l—a) _ l1—a) _
i ST I ng(t et ™) —ng(t)
e—0 5 e—0 €

= EF1 () +ng ().
2. D’apres la définition 2.2.1, nous avons

(o) (6)  tian 0 ) — F(D)glr)

e—0 9
iy | S e ) g(t et ™) — f(B)g(t + stla)]
e—0 €

+ lim

e—0 £

lf(t)g(t +etlmo) - f(t)g(t)]

flt+ et — £(1 4 F (o)t ) o)

= lim gt +et' ™)

e—0

£ e—0 £

= @) lim g(t +t'™%) + F)g" ().

Puisque ¢ continue en t. Alors lin%g(t +ett=) = g(t).
E—r
3. D’apres la proposition 2.2.1 et le théoreme 2.2.1, on a

’

(@)=Y

g2(t)
_ g0 — f(6)g ()
g2(t)

Exemple 2.2.2. Soit f(t) = sin(t) + 6t3, trowver (f(t))*) et pour a =
On a

win

(F(6) = (sin(t) +6¢)

— (sin(8) +6 ()"

d d
_l-a® l—a ¥ 43
=t p” sin(t) + 6t dtt
= ¢l (cos(t) + 18t2) .

30



,ona

Wi

Pour o =

(FE)E =175 (cos(t) + 18t2>

= ¢3 (cos(t) + 18t2> )

Théoréme 2.2.3. [21] Si la fonction f: [0, +oco]— R est a__différentiable en to > 0,

a €]0,1] alors f est continue en to.

Démonstration.

flto+ety™) — f(to)6

Nous avons f(tg + etg~*) — f(to) =
€

Par passage a la limite quand € — 0,

11—«
lim (f(to +etg™) - f(to)) i Lot et ) = S)

e—0 £ e—0

Soit h = 5t(1f°‘, alors

m (f(to +h) — f(to)) = f“)(to).0

li
h—0
lim f(to + h) = f(to).
h—0
D’ou f est continue en t.
Proposition 2.2.2. [9] Siz: (0,00) — R est a__différentiable en t € [a,b], alors

2(£)]@) — z(t)a ) (t)

Démonstration.

D’apres la définition 2.2.1, nous avons

IEAY
’w(t”(a) — lim |‘T(t + et )‘ |SC(t)|
e—0 €
ot +ett=)2 — x(t)?
= l1m
=0 e (Ja(t + et =)| + |2(1)])

iy | BT — 2 (t)? 1
0 5 ot + et =) 4+ |z(t)|
(a) 1
= [a(0)?] (@)
= 22(t)z(®) !
SRPO]
B z(t) () (t)
=)l
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2.2.2 Intégrale fractionnaire conformable

Définition 2.2.3. [2]] Soient a €]0,1], a > 0 et f : [a,00) — R une fonction.

L’intégrale fractionnaire conformable de f d’ordre o de a vers t définie par :

t

L@ =T ) = / F(5)das = / " f(s)so s

a a

L’intégrale considérée est l'intégrale impropre usuelle de Riemann.

Théoréme 2.2.4. [15] Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions différentiables. Alors on a

[ 1069 @it = (G0 ~ [ 905 1.

a

Démonstration.

D’apreés la propriété (2) du théoréme 2.2.2 ce qui implique que

FD (@) = (f9) () — g(O) F V().

Par passage a l'intégration, sur [a, b]

[ 109 wdut = [ (700 1dat ~ [ 9015 1
=GO~ [ o070t

a

O]

Notation 2.2.1. Soit 0 < a < b, on note par o J? [f] la valeur de I’intégrale f; f(H)te—tdt,

comme

oo [f] = Ta(F)(b).
Proposition 2.2.3. [7] Soit 0 < a < b. On suppose que f € L'([a,b],R), alors |« T2 [f]| < «TL 1]

Démonstration. Soit f € L'([a,b],R) alors

]ajf [f]‘ = /ab Fte

b
</
a

flepe| dt = /b |F(1)]toLdt.

Par conséquent,

o2 L1 < o2 1]
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Théoréme 2.2.5. [2],

] Soit 0 < o < 1, et f: [a,+oo[— R est une fonction continue

sur le domaine de I3 alors pour toutt > a on a :

Démonstration.

(Z() @) = £

Soit 0 < a <1, et f: [a,+00[—> R est une fonction continue, alors

a «a _ —ad a
(Za(N@ () =t 7 ZalN))®)

t
:lif/a f(s)s* tds

— tl—af(t)ta—l

tlfa

= f(t).
O
Théoréme 2.2.6. [7] Si g € L'([a,b]) alors la fonction x : [a,b] — R définie par
x(t) = ema(@)" (eixo + oJ! {g(s)eé(i)a}) : (2.1)

est une solution du pro

Démonstration.

bleme

@) + La(t) = g(t), t € [a,b], a>0,

a

z(a) = xo.

Soit z : [a,b] — R une fonction définie par (2.1) . D’apres la proposition 2.2.1 et les

théoremes 2.2.2, 2.2.5 nous obtenons

2@ (t) = g1 (_1 <1 :

a \a

) at“_1> ema(@)" (eéxo =+ ajf [Q(S)eé(i)a}) + e a(a)” (g(t)

(w0t a2 9518 87]) 00

- (e
a

. (i)ax(t) T+ g(t).

Donc,

z(a) = eal@)" (eézno + Ty [g(s)eé(i)a}) —ea (eéxo + 0) = Ip.
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Définition 2.2.4. [5, (] Soit (E, M, ) un espace mesuré. Une propriété P est dite presque
partout (p.p) sur E ou presque pour tout (p.p.t) t € E s’il existe un ensemble B C E
négligeable tel que P est vraie sur E\B.

Définition 2.2.5. [5, (] Soit A ensemble mesurable pour la mesure de Lebesque sur I.
On dit que la fonction f: I — R est une fonction a__intégrable sur A si et seulement si

to~Lf(t) est intégrable au sens de Lebesgue sur A, et on note

/A F(t)dat = /A =L (1) dt.

ie., dot =t Ldt.

2.3 Calcul fractoinnaire conformable sur les échelles
de temps

On introduit quelques notions de A_ dérivée fractionnaire conformable d’ordre «,

0 < a < 1 pour une fonction définie sur ’échelle de temps arbitraire T.

Définition 2.3.1. [8] (Delta dérivée fractionnaire conformable ).

Soient f : T — R, t € TF et o €]0,1]. Pour t > 0, on appelle Uy (f) (t) la A__dérivée
fractionnaire conformable de f d’ordre a ent le nombre Uy, (f) (t) (d condition qu’il existe)
tel que :

pour tout € > 0, il existe un d—voisinage V C T de t tel que § > 0 o1,
(f7() = FE™ =Ua (f) (t)(0(t) = 5)|< elo(t) —s|,  pour tout s € V.

Remarque 2.3.1. [25] Sia =1, et si f admet une A__dérivée fractionnaire conformable

d’ordre o alors Uy (f) (t) = fA(t).

Notation 2.3.1. On note

1. C*([a,b]r,R) = {f : [a,b]r = R, f est A_fractionnaire conformable différentiable
d’ordre a sur [a,blT et Uy(f)(t) € C([a,b]T)}.

2. C%([a,b]r,R) ={f : [a,b]r = R, f est A_fractionnaire conformable différentiable
d’ordre o sur [a, by et Uy(f)(t) € Cra([a,blT)}

Certaines propriétés importantes de A_ dérivée fractionnaire conformable d’ordre «

sont données dans le théoréme suivant :
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Théoréme 2.3.1. [5] Soient a €]0,1], f : T — R une fonction et t € T, alors on a les

propriétés suivantes.

i/ Si f est A_ fractionnaire conformable différentiable d’ordre o ent, alors f est conti-

nue en t.

it/ Si f est continue en t et t est dispersé da droite, alors f est A__ fractionnaire confor-

mable différentiable d’ordre o en t et

fe(®) = (1) 1o (2.2)

ta(1)(1) = 70

iii/ Sit est dense a droite, alors f est A__fractionnaire conformable différentiable d’ordre

o ent si et seulement si
f(t)— f
lim ( ) (S) tlfa’

s—>t t—s

existe et finie.

Dans ce cas,

Uy (f)(t) = lim F) = F) o (2.3)

s—>t t— s

v/ Si f est A_ fractionnaire conformable différentiable d’ordre o en t, alors
F(t) = F() + )t Ua(£)(2).

Exemple 2.3.1. Soit f: T — R une fonction définie par : f(t) = t2.

Pour t est dispersé a droite, nous calculons Uy (f) (t). Alors on a

Flo(t) — £(0) 1
p(t )

_ (o (t))2

t) -

Ua (f) (1) =

Et pour T = hZ, on a
Ua (f) () = (2t + h)t' .

Théoréme 2.3.2. [5] Si f,g : T — R sont A__fractionnaire conformable différentiable

d’ordre a en t € T, alors

i/ f+ g est A_fractionnaire conformable différentiable d’ordre v en t et

Ua(f + 9)(t) = Ua(f)(t) + Ualg)(2)-

it/ Pour tout a € R, af est A__ fractionnaire conformable différentiable d’ordre o en t
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et

Ua(uf)(t) = alla(f)(1).

iti/ f.g est A_ fractionnaire conformable différentiable d’ordre o en t et

Ua(f9)(t) = Ua(f))g(t) + [7(H)Ua(g)(t)
= JOU(9) () + Ua(F)()g ().

(2.4)

i/ Si g(t)g?(t) # 0, alors 5 est A__fractionnaire conformable différentiable d’ordre o

ent
Iy - Ualf)@)g(t) — f(H)U(9)(E)
e (5) 0= o D90t ' 29
Exemple 2.3.2. Soit f : T — R une fonction définie par : f(t) = t* pour tout t € T.

Soit g une autre fonction définie par : g(t) = t>. Alors on a

=t'7 (o(t) + ) 2 + (o(t)* (o (t) + 1)t

=t'7((0 (1)) + (0(t)? t + o ()% + 13).

Maintenant, nous introduisons la A__intégrale fractionnaire conformable (ot A%__intégrale

fractionnaire) sur I’échelle de temps.

Définition 2.3.2. [§] Soit 0 < a < 1, et f : T — R une fonction réguliére. Alors la
A% _intégrale fractionnaire de f est définie par : /f(t)Ao‘t = /f(t)to‘_lAt.

Définition 2.3.3. [5] Supposons 0 < a <1, et f : T — R une fonction réguliére. Alors la

AY_intégrale fractionnaire de f comme :

_ / F(DA,

Alors, pour tous a,b € T, on définit A*__intégrale fractionnaire de Cauchy par :

/ab F(OA“L = F(b) — F(a).

Définition 2.3.4. [5] Soient f : T — R une fonction, A est un sous-ensemble A*__mesurable

de T. On dit que f est AY_intégrable sur A si et seulement si t*~1f(t) est intégrable sur

A, et/Af(t)Aat:/Ato‘_lf(t)At.
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Théoréme 2.3.3. [5] Soit a €]0,1]. Alors, pour toute fonction rd-continue
f:T — R, il existe une fonction F : T — R telle que Uy (F)(t) = f(t) pour tout t € T*.
La fonction F s’appelle A*__antidérivée de f.

Théoréme 2.3.4. [5] Soient a €]0,1] et a,b,c € T, A\ € R et f,g deux fonctions rd-

continues, alors

[0 +gmace= [ soares [ guan
b b

[ araact=x ["smact

/abf(t)Aat _ —/baf(t)Aat.
/abf(t)Aat - /:f(t)A% 4 /be(t)Aat.
/aa FIOAYE = 0.

Si|f(t)] <lg(t)| sur [a,b], alors

~

o

o

w}\

B

S

< [ 1awiant.

b
7. St f(t) > 0 pour tout t € [a,b]r, alors / f)A“t > 0.

Théoréme 2.3.5. [5] Si f: T — R est une fonction rd-continue et t € T, alors

o(t)
/t F(5)A% = f(t)u(t)t* 1.

Théoréme 2.3.6. [20] Soit p € [1,+oo[. Alors l'ensemble L, \([a,b]r,R) est un espace

de Banach avec la norme que définie pour [ € Li,A([a, blt,R) comme

(f[a,b]qr \f|pA°‘t)% pEeR,

1Fllzs oty =
inf {C eR;|f|<C A—pp. surfa,blr} p=4oc.

D’ailleurs, pour p = 2,L3’A([a, blt,R) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire

donnée pour tout (f,g) € LZ,A([G’ b)r,R) x LZ7A([CL, blr,R) par

(9002 (abyrr) = /[a’b]T F(t)g(t)At.

Théoréme 2.3.7. [2)](Inégalité de Minkowski). Soient 1 < p < oo et f,g des fonctions

de L? \([a,b]T,R), alors on a :

1f+gllzr  (apier) < FllLe , Gabler) + 119022 (labiem)-
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Théoréme 2.3.8. [25] (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < oo, f € LZ}A([a, blr,R) et

g€ LY \([a,b]r,R) tel que q est le conjugué de p, alors f.g € L}X’A([a, blt,R) et on a :

1791l apier) SIFlL2 , Gabiem l90Le . (labiem)-

Définition 2.3.5. [25] On dira qu’une fonction u : [a,blr — R appartient a ’ensemble
WP (la,b]r,R), si est seulement si u € L¥ ,([a,b]r,R), Us(u) € L¥ \([a,b]r,R) et il

existe une fonction g : [a, bk — R telle que g € L} A(la,b],R) et

[ uoa(@) &A% =~ [ g(s)7(5)A%, Vo Clu(TR),  (26)
[a,b]T [a,b]T

ol

Cg,b;rd(TvR) = {f :T—R:fe ng([a, b]TvR)mf(a) - f(b)}
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Chapitre 3

Espace de Sobolev fractionnaire
conformable sur les échelles de

temps

3.1 Calcul A_ fractionnaire conformable sur T pour
les fonctions a valeurs vectorielles

Maintenant, nous introduisons A dérivée fractionnaire conformable sur 1’échelle de

temps pour les fonctions & valeurs vectorielles.

Définition 3.1.1. [25] Soit f : T — RN, t € T* et a €]0,1]. Pour t > 0. On appelle
Un(f)(t) la A__dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre o en t le nombre Uy (f)(t)
(a condition qu’il existe) tel que :

pour tout € > 0, il existe un d—voisinage V C T de t tel que § > 0 ou,
I(F7(t) — F(s)E ™ — Uy (f) (1) (0(t) — 8)|< elo(t) —s|, pour tout s €V,

avec pour toutt € T, ou

Ua(f)(t) = Ua(f1)(8),Ua(f2)(E), -, Ua(fN)(E)) -

Définition 3.1.2. [25] Soient T une échelle de temps, o €lm,m + 1], m € N et

f:T — RY m—fois A différentiable en t € TF" . On définit la A _dérivée fractionnaire
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conformable de f d’ordre a par :

Ua(f)(t) = Uamm(F27)(D).

Théoréme 3.1.1. [25] Soient a €]0,1], f: T — RN une fonction et t € T, alors on a

les propriétés suivantes.
i/ Sif est A_fractionnaire conformable différentiable d’ordre o ent, alors f est conti-

nue en t.

it/ Si f est continue en t ett est dispersé a droite, alors f est A__fractionnaire confor-

mable différentiable d’ordre o en t et

f(a(t)) — f(t) tl—a' (3.1)

Ual1)(1) = =75

iii/ Sit est dense a droite, alors f est A__fractionnaire conformable différentiable d’ordre

o ent si et seulement si
li ( ) (S) tl «

s—t t— s ’

existe et finie.

Dans ce cas,

U (f)(t) = lim F) = F6) o (3.2)

s—>t t— s

i/ Si f est A_fractionnaire conformable différentiable d’ordre v en t, alors
F(8) = f(b) + u(®)t " Ua(£)(2).

Théoréme 3.1.2. [25] Si f,g : T — RY sont A_ fractionnaire conformable différentiable

d’ordre o en t € T*, alors

i/ f4+g T — RN est A_ fractionnaire conformable différentiable d’ordre o en t et
Ua(f +9)(t) = Ua(f) () + Ua(g) (1)

ii/ Pour tout a € R, af ‘T — RN est A_ fractionnaire conformable différentiable

d’ordre o en t et

Ua(auf)(t) = alla(f)(2).

iii/ Si fet g sont continues alors le produit f.g :T — RN est A_ fractionnaire confor-
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mable différentiable d’ordre o en t et

Ua(fg)(t) = Ua(f))g(t) + [7(H)Ua(g)(t)

(3.3)
= fOU(9)(t) +Ua(f)()g° (D).

Ensuite, nous introduisons A_ intégrale fractionnaire conformable ( ou A_ intégrale

a__fractionnaire) sur ’échelle de temps pour les fonctions a valeurs vectorielles

Définition 3.1.3. [25] Soit f :T — RY une fonction, f(t) = (f1(t), fa(t), ..., fn(t)) . Soit
A est sous-ensemble A__mesurable de T. Alors f est A*__intégrable sur A si et seulement

st fi (i=1,2,...,N) sont A*_intégrable sur A, et

[ swaci= ([ pwast, [ poac... [ pwan).

Théoréme 3.1.3. [25] Soient o €]0,1] et a,b,c € T, X € R et f,g: T — RV deux

fonctions rd-continues, alors

1/ £+ g(t A%—/f Ao‘t+/g 1AL,

2, /a(af(t))Aat:A/a F(H)A.

3 /abf(t)Aat: —/baf(t)Ao‘t.
/. /abf(t)Ao‘t:/acf(t)Ao‘t+/cbf(t)Ao‘t.
5. /aaf(t)Aat:O.

6. s’il existe g : T — RN avec |f(t)] < |g(t)| pour tout t € [a,b]r, alors

[ swac] < [l ace

3.1.1 Fonction absolument continue

Maintenant, nous donnons la définition de la fonction absolument continue.

Définition 3.1.4. [25] Une fonction f : [a,blr — RY est dite absolument continue notée
f € AC(la, b, RY) sur [a, bt si pour tout e > 0, il existe un & > 0 tel que si {(ag, bx)T}7_,

est une famille finie d’intervalles deux a deux disjoints satisfaisant
k=n
Z(bk—ak)<6, alors Z|f flag)| < e.

k=1

Théoréme 3.1.4. [25] On suppose que la fonction f : [a,blr — RY est absolument conti-

nue sur [a, blt, alors f est A__fractionnaire conformable différentiable d’ordre oo A__p.p. sur[a, b
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et on a l’égalité suivante :

ft)=f(a)+ s Ua(f)(t)AYt,  pour tout t € [a,b]T.

Théoréme 3.1.5. [25] On suppose que les fonctions f,g : [a,blr — RY est absolument
continue sur [a, blt, alors le produit (fg) est absolument continue sur [a, b|T et on a l’égalité

sutvante :

/[a b [(ua(f)(t)ag(t)) + (fo(t),ua(g)(t))] A%t = (f(b),g(b)) _ (f(a),g(a))
= /[ | I0Uala)) + Q)07 ()] 8%

3.2 Espace de Sobolev fractionnaire conformable
sur les échelles de temps

Dans cette section, nous introduisons quelques espaces de Sobolev.

Définition 3.2.1. [25] Soientp € R avec 1 < p < oo et E C T un ensemble A__mesurable,

on pose :
LZOZA(E,RN) ={f:E—RY, fest A mesurable et /E |fIPA%t < oo}

On définit la norme sur L, A([a, b, RY) par :

1llze = ( /[ ) \f!”A“t>

Théoréme 3.2.1. [2)](Inégalité de Minkowski). Soient 1 < p < oo et f,g des fonctions

de L? \([a,b]T,RY), alors on a :

=

I +oller <l + oz,

Théoréme 3.2.2. [25] (Inégalité de Holder). Soient 1 <p < oo, f € LZ}A([a,b]T,RN) et

g € L \([a,b]r,RY) tel que q est le conjugué de p, alors f.g € L A([a,blr,RY) et on a :

I£olzs, <17z Nallze .

Théoréme 3.2.3. [25] Soit p € [1,+o0[. Alors l’ensemble LZA([(L, b, RY) est un espace

de Banach avec la norme ||.||;» K
a,
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D’ailleurs, pour p = 2, LiA([a, blr, RY) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire

donnée pour tout (f,g) € LZA([a, by, RY) x szA([a,b]T,]RN) par

Uiz, = [ U000

Démonstration.
11 est clair que LQ A(la, b]r, RY) est un espace normé. Pour cela il suffit de montrer que
L¥ A(la, b, RM) est un espace complet.

Soit {un},cy est une suite de Cauchy dans L? , ([a, b1, RY), u,(£) = (u)(t), w2 (t), ..., ud (t)).

Ce qui donne que

3=

”um_unHLZA = (/[ i ’um(t)_un@)‘pAat)
, ablr

= (/[b (Zru t>|2)2m) e

Puisque L? ,([a,b]r,R) est un espace de Banach, nous obtenons

n,m—

et = il 2. (a1 ) = g (1) — up (PA L) ——m 0,
[a,b] o
a,o|T

Vi€ {1,2,...,N}, donc {u},},  est une suite de Cauchy dans L ,([a,b]r,R), d’apres le
théoreme 2.3.6 il existe v* € L? . ([a,b]1,R) (i =1,2,...,N), On a

ety = 01|22 (aier) 5 O- (3.4)

D’autre part, on pose v(t) = (v!(t),v%(t),...,v™N(t)) on trouve

P
N 2
Lo - G
a,o| 7
< ‘z’/[ N Zyv PAY

N
— N Z/ W' PAY < +o0.
i—1 “ a,b]T

donc v € L A ([a,b]r, RY).
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D’autre part, d’apres (3.4), on a

N . ' ) 5
Jo e =otpae = f (Zlun@)—v(m) A%

=1

IN

N
N% / S [l () — v (1) PA
[a,b]r ;=
N . .
— NEY / (1) — v ()P AL
i=1 [a,bT
N

_ 2 [ )
= N2 Z:l lun = v*llzz  (abier) 50 O
-

D’otl, l'espace L, 5 ([a, blt, RYV) est un espace de Banach avec la norme ”'HLZ,A'
Evidemment, L2 \([a,b]r,RY) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire donnée

pour tout (f,g) € L§7A([a7b)TN,RN) X Lg’A([a, blr, RY) par :

Uiz, = [ U090

Ce qui complete la preuve. O

Définition 3.2.2. [25] On dira qu’une fonction u : [a,bly — RN appartient a ’ensemble
WP ([a, b1, RY), si est seulement siu € LZ}A([a,b]T,RN), Uy (u) € LZ,A([G’ b, RY) et

il existe une fonction g : [a, bk — RY telle que g € L¥ ([a,b]r,RY) et

[ @) Ual@)s) A% = = [ (9(5),67(5) A%, Vo€ Oy TRY), (35
[a,b]7 [a,b]7

ou

c?,b;rd(T’RN) = {f : T — RV fEe Cﬁd([a’ b]TvRN)v f(a) = f(b)}

Lemme 3.2.1. [25] Soient p € [1,+00], u € WXL, ([a,b]r,RY). D’aprés la définition

3.2.2 alors g € L? \([a,blT,RY), donc, il existe une fonction z € VP, ([a, blt, RY) tel que
a,A Asa,b

T = u,

Un(z) = g.
VAO‘;’ib(']T,R”) = {u e AC([a,b]r,RY) : U, (u) € LZA([a,b]T,]RN), u(a) = u(b)}.

Remarque 3.2.1. [25] D’apreés les théorémes 3.1.4 et 3.1.5 implique que pour tout
p € [1,+00] on a
VAl (la,blp, RY) € Wt ([a, b]r, RY).
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Théoréme 3.2.4. [25] Supposons p € [1,+oo], WXL, ([a,blr, RY) est un espace de Ba-

nach pour la norme ”~||W§’p , qui définie par :
5,

D=

lullwgr = ( /[ OIS |ua<u><t>rmat) , (3.6)

[a,b]T

pour tout u € W, ([a, b]r, RY).
De plus, pour p =2, HY ., = ngi »(la, b, RN) est un espace de Hilbert muni de produit

scalaire donnée

(w0)mg,, = /[ OO0 A [ @) U O) A v € B
@ a,b]T a,blt 77
Démonstration.

I est clair que WL, ([a,blr, RY) est un espace normé. Pour cela il suffit de montrer que
Wi (@, 0]r, RM) est un espace complet.

Soit {un },cy st une suite de Cauchy dans Wgzzvb([a, b, RY). Donc, d’apres la définition
3.2.2 il existe une fonction g, : [a,b]% — R telle que {gn}nen C LI;’A([CL, b, RY) et
pour tout ¢ € C,.4([a, blr, RY)

[ @U@ ) 8% == [ (galt),07(1) A7 (37)
[a,b]T

[a,b]T
Alors, d’apres le lemme 3.2.1, il existe {2 tnen C VA, ([a,b]1,RY) tel que

Ty = Un,

ua(xn) = gn-

Par conséquent,

[, b talomn At == [ @olan)(0).070) A% (35

[a’b]T

pour tout ¢ € Cg,..,([a, ], RY). Puisque {uy, },,cy est une suite de Cauchy dans Wx? , ([a, b1, RY),

d’apres I’équation (3.6), nous avons

/ uC (£) — u (£ PAY — 0, (3.9)

[a,b]7 m n n,m—00

/[ . [ )(0) ~ U um) P A% 0 (3.10)
a,b]t )
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D’apres les théoréemes 3.1.2, 3.1.3 et les équations (3.9), (3.10), on a

[ um® = wn@P A% = [ @000~ g 6) - 0 G @hn6) - Uan()PA
[a,b]r a,bl

< 2! [um (1) — ug (£)[PA%E
[a,b]T
F2 0D o) o [ hafu)n(t) ~Ua)a(PA 0.
[a,b]7 M0

D’autre part, par le théoreme 3.2.3 et (3.10), il existe u, g € LZA([a, b, RY) tel que

lun —ul|fp  —— 0, (3.11)

a, A N—00

Ua (W), — gll;p —— 0. (3.12)

a, A N—00

Combiner (3.8) avec (3.11) et (3.12), nous obtenons

| e A% == [ (gl).67(0) A7, (3.1
[a,b]T

[a,b]T

pour tout ¢ € Cgy.4([a, b, RY). Alors on conclut que u € Wgng([a, b, RY).

D’autre part, d’apres le théoréme 3.2.3 et (3.12) , (3.11) implique que :

/ lup (t) —u? ()[PA%t = / [(un () = w(t)) + p(E)t Ua(un) () — Ualu)(t))[PAE
a,blr [a,b]T

= [ () = u(e) + (0 Ua () (1) — g ()P A"

[a,b]T
< ovt | (t) — u(t)[PA*t
(a,b]T
+27LaP @ (g () — a)? / Un(w)a(t) — g()PA —— 0,
[a)b]ﬂl’ oo

Par conséquent, d’apres la remarque 3.2.1, il existe z € V¥, ([a, b7, RY) € WX, ([a, b]r,RY)
tel que

e = zllwgr, = 0

Alors on conclut que W7, ([a,b]r, RY) est un espace de Banach.

Clairement, I’ensemble HR., , est un espace de Hilbert muni de produit scalaire donnée

<u’U>HZ;a,b = " (u?(t),v7(t)) A%t + i (Ua () (t), U (V) (t)) A, Vu,v € HR . p-
a,0|T a,o|T
Ce qui compléete la preuve. O
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Conclusion

Dans ce travail on a étudie les espaces de Sobolev fractionnaire conformable sur les
échelles de temps. Les résultats de mémoire sont représentés dans la possibilité de construire
des espaces de Sobolav fractionnaire conformable sur les échelles de temps, a travers les-
quels il est possible d’étudier des équations différentielbes fractionnaire conformable sur
échelles de temps et de leur trouver des solutions, et d’appliquer des théories des points
fixes et de trouver des solutions aux problemes de limites et il intéresse ce domaine et
les travaursur les équations différentielbes partiellement fractionnaire conformable sur les

échelles de temps.
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Résumé

Ce travail est organisé en trois parties.
La premiere partie introduisons les définitions et notions fondamentales sur I’échelle de
temps. Dans la seconde partie introduisons la définition de la A_ dérivée fractionnaire
conformable d’ordre @ €]0,1] et leurs propriétés importantes, nous introduisons et dé-
veloppons la notion de la A__intégrale fractionnaire conformable « €]0, 1] sur I’échelle de
temps. Dans la derniere partie, on s’intéresse a les espaces de Sobolev fractionnaire confor-

mable sur les échelles de temps.

Mots clés :
Echelles de temps, Dérivée fractionnaire conformable, Intégrale fractionnaire conformable,
Calcul fractionnaire conformable sur 1’échelle de temps, Espace de Sobolev fractionnaire

conformable sur les échelles de temps.

Abstract

This work is organized in three parts.
The first part introduces the definitions and the fondamental nations on time scale. In
the second part we introduce the definitions of A_ conformable fractional derivative order
a €]0,1] and their important properties, we introduce and develop the notion of the
A__conformable fractional integral o €]0,1] on the time scale. In the last part, we are

interested in the conformable fractional Sobolev spaces on the time scales.

Key words :
Time scales, Conformable fractional derivative, Conformable fractional integral, Confor-
mable fractional calculus on time scale, Fractional Sobolev space conformable on time

scales.
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