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Avant-propos

Ce document de cours ANALYSE FONCTIONNELLE [ est destiné aux étudiants de Master
1 en Mathématiques. L’analyse fonctionnelle est maintenant a la base de toute 'analyse et
d’autres branches des Mathématique.
Analyse Fonctionnelle signifie ici analyse sur des espaces de fonctions. Il s’agit d’un domaine des
mathématiques qui s’est développé dans la premiére moitié du 20 siécle grace en particulier
aux travaux de M. Fréchet, S. Banach, D. Hilbert. Les espaces fonctionnels utilisés sont des
espaces vectoriels toplogique, ainsi que leurs applications linéaires. On y démontre et utilise le
Théorémes de Riesz. Toute solution proposée est faite pour réfléchir aux méthodes employées.
Nous espérons que ce nouvel ouvrage pourra rendre des services aux étudiants et collégues
qui utiliseront, et nous accueillerons avec plaisir et intérét toutes les remarques des lecteurs

suivantes :

AUTEURS : A. BENAISSA CHERIF, A. BENIANI
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces vectoriels

1.1.1 Structure d’espace vectoriel

K désigne le corps R ou C.

Définition 1.1.1. On appelle espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel) un ensemble E

muni de deuz lois :

i) Une loi interne, notée +, telle que (E,+) soit un groupe commutatif.

L’élément nul est noté Og.

it) Une loi externe, notée -, qui est une application de KxE dans E vérifiant :

a) V(a,B) eKE Ve e E: (a+f8) - x=a-2+ 53 y.
b) Va e K, V(z,y) e E*>:a-(z+y)=a-x+a-y.
) V(e,B) eKE, Ve e E:a.(B-2)=(af) - x

d VreFE:1-z=nux.

1.1.2 Famille de vecteurs

Définition 1.1.2. Une combinaison linéaire de la famille finie de vecteurs (xq,..,x,) de E

est un vecteur x € Es’écrivant
i=n
Tr = E o 04T,
=1

ot les a; sont des scalaires (des éléments de K).
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Remarque. Une combinaison linéaire d’une famille quelconque (x;),., est un vecteur x s’écri-

vant

r = E ;05
icl 1Ly

ot tous les oy, sauf un nombre fini, sont nuls.

Définition 1.1.3. Une famille finie de vecteurs (x1,..,x,) est libre si, pour tout choix de
Qag, .., 0, € K}
Zli? avr=0=>aq =0, Vie{l . n}.
Remarque.
1) Une famille quelconque de vecteurs est libre si toute sous-famille finie extraite est libre.

2) Une famille qui n’est pas libre est une famille liée.

Définition 1.1.4. Une famille (x;),., est génératrice de I si tout vecteur de E esl combinaison

linéaire des (;);c;-

1.1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.1.5. Une partie F' de E est un sous-espace vectoriel de E/ si F' est non-vide et si

F' est stable par + et -. Dans ce cas, F est lui-méme un espace vectoriel.

Proposition 1.1.1 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels ). Une partie F de E est un

sous-espace vectoriel de E si et seulement si les 3 propriétés suivantes sont vérifiées :
1) O € F,
2) Pour tous (z,y) € F*:xz+y € F,

3) Pour tout x € F et tout \e K: \- X € F

1.1.4 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition 1.1.6. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F

et G Despace vectoriel noté F'+ G défini par
F+G={x+y:xz€FyecG}.

Deux sous-espaces F' et G sont en somme directe si la décomposition de tout vecteur de

F + G comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G est unique. On note alors F & G.

Proposition 1.1.2. Deux sous-espaces F et G sont en somme directe si et seulement si

FNG={0}.
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1.1.5 Applications linéaires

Définition 1.1.7. Une application f : E — F est appelée une application linéaire si, pour

tous x,y € E et tous \,u € K, on a

f Qx4 py) = Mf (2) + pf (y) -

Remarque. On note L (E, F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F.

L (E) si E = F. Une application linéaire de E dans E s’appelle aussi un endomorphisme de

E.

Définition 1.1.8. On dit qu’une application linéaire f : E — F est un isomorphisme si elle

est bijective.

Remarque.

1) La réciproque d’un isomorphisme est linéaire.

2) L’image directe d’un sous-espace vectoriel de E par une application linéaire est un sous-

espace vectoriel de F.
3) L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F' par une application linéaire est un sous-

espace vectoriel de E.

Définition 1.1.9. On appelle noyau de Uapplication linéaire f € L (E, F) le sous-espace vec-
toriel de E
kerf={x e E: f(x)=0}.

Définition 1.1.10. On appelle image de Uapplication linéaire f € L(E,F) le sous-espace

vectoriel de F

Imf={f(z):z€ E}.

Proposition 1.1.3. f € L(E, F) est injective si et seulement si ker f = {0}.

1.2 Espaces métriques

Définition 1.2.1. Soit E un ensemble non vide. Une distance (ou métrique) sur E, est la
donnée d’une application d : E x E — R vérifiants les axiomes suivants
(dy) d(z,y) =0« x =1y, (propriété de séparation).

(dy) pour tout x,y € E :d(x,y) =d(y,x), (propriété de symétrie).
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(d3) pour tout x,y,z € E:d(z,2) < d(z,y) +d(y, z), (inégalité triangulaire)

Définition 1.2.2. On appelle espace métrique tout couple (E,d) ot E # () est un ensemble et

d est une distance sur FE.

Exemple 1.2.1.

1) Si E=R, soit z,y e R:d(z,y) = |z —yl|.

2) St E=R", on a les distances sont définie par

dl(ff y) = Z 1w = wil
\/Z Ul —wil®, métrique euclidienne

Avec x = (1, T2y ., Tp) 0U Y = (Y1, Y2, s Yn) -

3) Soit E un ensemble quelconque. On définit la topologie discréte par la distance définie par :

pour tout x,y € E on pose

0, stx=uy,

1, six#uy.

d(.l“,y) =

1.2.1 Boules ouvertes, fermées. Sphéres. Parties bornées

Définition 1.2.3. Soit a un point de E et r > 0 un nombre réel.

1) Une boule fermée de centre a et de rayon r est

B(a,r)={z € E:d(v,a) <r}.
2) Une boule ouverte de centre a et de rayon r est

B(a,r)={zx € E:d(z,a) <r}.
3) Une sphére de centre a et de rayon r est

S(a,r)={rx € FE:d(x,a)=r}.

Définition 1.2.4. Une partie bornée A de E est une partie de E pour laquelle on peut trouver

une boule (ouverte ou fermée) qui contient tous les points de A.
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1.2.2 Owuverts et Fermés

Définition 1.2.5. Une partie ouverte (ou un ouvert) de E est une partie U si
Ve eU, TIr >0 tel que B(x,r) CU.

Une partie fermée (ou un fermé) de E est une partie telle que son complémentaire U dans E

est un ouvert.
Remarque. E et () sont a la fois ouverts et fermés.

Proposition 1.2.1. Dans un espace métrique (E,d), on a
1) Une boule ouverte est un ouvert.
2) Une boule fermée est un fermé.

Définition 1.2.6. Soit E un ensemble non-vide et P (E) l’ensemble de ses parties. On appelle

topologie l’ensemble des ouverts T C P (E) vérifiant les propriétés suivantes :
1) E et () sont des éléments de T.
2) Toute intersection finie d’éléments de T appartient & T.

3) Toute réunion d’éléments de T appartient & T.

Définition 1.2.7. Position d’un point par rapport a une partie de (E,d)). Soit A C,

1) On dit que a est intérieur & A si on peut trouver un owvert U C E, tel que .
ac€U et UCA.

L’intérieur de A, noté A°, est le plus grand ouvert inclus dans A.

2) On dit que a est un pointfrontiére de A si tout ouvert U C E contenant a rencontre a la

fois A et le complémentaire de A.
3) On dit que a est adhérent a A si tout ouvert U C E contenant a rencontre A.
4) L’adhérence de A, notée A, est le plus petit fermé qui contient A.

Définition 1.2.8. On dit qu’une partie V de (E,d) est un voisinage de x € E si V' contient

un ouvert contenant x.

Remarque. L’équivalence avec la définition suivante : On dit que V C E est un voisinage de

x si el seulement si

Je >0 tel que B(x,e) CV.
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1.2.3 Espaces complets

Définition 1.2.9. Un espace métrique est dit complet si ses suites de Cauchy sont convergentes.

Théoréme 1.2.1. Chaque sous-espace fermé d’un espace métrique complet est complet.
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Espaces de Banach et applications

linéalires continues

2.1 Espaces vectoriels normés

2.1.1 Définition et exemples
On considére un K-espace vectoriel F avec K =R ou C.

Définition 2.1.1 (Espace vectoriel normé). Soit E un espace vectoriel. Un norme sur E est

une fonction ||.|| : E — RT, qui satisfait les axiomes suivants :
(N7) ||z|]| =0< x=0.
(N3) Pour tout x € E, A € Kt || Ax|| = |A] ||z -
(Ns) Pour tout z,y € E - ||z + yl| < [lz]| + [ly]-
L’espace vectoriel E muni de la norme ||.|| est appelé espace vectoriel normé, et noté
(&, [1) -
Remarque. L’aziome (N3) est appelée inégalité triangulaire.

Exemple 2.1.1 (Normes sur R". ). Soit © = (z1,...,2,) € R", Vi € {1,2,..,n}, x; € R. Alors

[l = max |z,

1<i<n
=), = 22527 [l
|z, = Z;ZL xilz, Norme Fuclidienne

1

lally = [SiZt1wil]", b€ 1 +oc]

sont des normes sur R™.
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Exemple 2.1.2. On définit une norme sur l’espace vectoriel C (a,b] ,R) de la maniérer suivante

[flle = sup [f ()]

z€[a,b]

2.1.2 Distance associée A une norme

Proposition 2.1.1 (Distance associée a une norme). L’espace vectoriel normé est naturelle-

ment un espace métrique, avec la métrique induite définie par
d: ExFE— Rt

Démonstration.

Les axiomes de la norme, et en particulier I'inégalité triangulaire, montrer que c’est en effet

une métrique. O
Remarque. La distance d est appelée distance associée a la norme ||.|| .

Remarque. [l est immédiat de vérifier que la distance ainsi définie vérifie bien les propriétés

d’une distance.

Remarque. Toutes les propriétés des distances ont une traduction en termes de norme dans

les espaces vectoriels normés.

Proposition 2.1.2. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, alors pour tout x et tout y dans
E, ona

[zl =Nyl < llz = wll-

Définition 2.1.2. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé
i) Une partie A de E est bornée, s'il existe r € RT, tel que
[z <, pour tout a € A.
i1) Le diamétre d’une partie bornée A est
d(A) =sup{d(a,b) = |la—b| :a,be A}.
i1i) Soit x € E et r > 0, les ensembles suivants
B(z,r)={y e E:d(z,y) = [lz —yll <r},
B(z,r)={y€E:d(z,y) =z -yl <r},
Sa,r)={ye E:d(z,y) = |z -yl =r},

sont appelés respectivement boule ouverte, boule fermée et sphére de centre x et de

rayon 7.
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2.2 Topologie des espaces vectoriels normés
Définition 2.2.1. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, un ensemble U est appelé ouvert si,
VeeU, Ir>0 telqueB(z,r)CU.

Définition 2.2.2. Soit (F,||.||) un espace vectoriel normé, un ensemble F' est appelé fermé si,

F¢ est est un ouvert

Proposition 2.2.1. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé
i) Une boule ouverte dans E est un ouvert.

i1) Une boule fermée dans E est un fermé.

Démonstration.
(1) Soient a € E, r > 0 et B(a,r) la boule ouverte de centre a et de rayon r dans E. Soit
x € B(a,r), on pose p :=r — ||z — a|| > 0, nous montrerons que B (z,p) C B (a,r). En effet,
soit y € B (z,p), alors

ly—all < lly =2l +llz - al

< p+lr—al=r

donc B (a,r) est un ensemble ouvert dans E.
(41) Considérons maintenant la boule fermée B (a, 7). Pour vérifier que c¢’est en fait un fermé de
(E, 1), il suffit de vérifier que @(a,r)}c est ouvert. Soit = € [B (a, r)}c, alors, ||z — al|| > r, on
pose p = ||z — a|—r > 0. nous montrerons que B (z, p) C [B (a, r)]c. En effet, soit y € B (z, p),

D’apres I'inégalité triangulaire,
|z —all < flz =yl + lly —all-
De maniére équivalente,

ly—all = lle—al =z -yl
> e —af=p
= 7
donc [B (a, r)}c est un ensemble ouvert dans E. O
Nous allons a présent définir la notion de topologie sur un espace vectoriel normé (E, ||.||).

Définition 2.2.3. La topologie de E est [’ensemble des ouverts de E. On la note T .

9
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Proposition 2.2.2. Soit (F,||.||) un espace vectoriel normé, pour tout a € E, r > 0, on a

Démonstration.

(1) On a B (a,r) C B (a,r), par passage I'adhérence, B (a,7) C B (a,r), et nous avons 'ensemble

B (a,r) est fermé, donc

B(a,r) C B(a,7) = B(a,r).

L’inclusion inverse, soit € B (a,r), on a deux cas, si ||z — a| < r, alors

x € B(a,r) C B(a,r) C B(a,r).

Si ||z — al| = r, montrons que x € B (a,r), cela signifie, pour tout p > 0: B (x, p)N B (a,r) # 0,
il suffit de montrer que

Vp € (0,7): B(z,p)N B(a,r) # 0.

Posons

yzea—I—(l—B)x.
r r

Alors

_p _
ly — 2l == lla ==l =,
r

ly—al=(1=2) la=al =r—p<r,
donc y € B (x,p) N B (a,r), et nous en concluons B (z, p) N B (a,r) # 0.
(i) On a B (a,r) C B(a,r), alors [B(a,r)]° C @(a,r)]o, et nous avons l’ensemble B (a,r)
est ouvert, donc

B(a,r) = [B(a,7)]° C [E (a,r)]o

L’inclusion inverse, soit = € [B (a,r)]o, alors ||z — al| < r, montrons que x € B (a,r). Donc
supposons par 'absurde que ||z — a|| = r.

Comme @(a,r)}o est ouvert, alors il existe un ¢ > 0, tel que B (z,¢) C [B (a, r)]o. Posons

yzx%—%(m—a).

Ona |y—z| = % < g, donc y € B(x,¢e). Alors que

€

—all= (1
Iy —all = (1+5-

£
_ — - >
e —al=r+2>r

Donc y ¢ B (a,r), alors B (x,¢) n’est pas incluse dans E (a, 7’)] °. ce qui la contradiction. Donc

il est impossible que ||z — al| = 7. O

10
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2.2.1 Normes équivalentes

Définition 2.2.4. Deuzx norme sur un espace vectoriel normé sont dit équivalente si les topologie

associer a ces normes sont équivalentes.

Proposition 2.2.3. Soit ||.||; et |.||, deux normes sur E. Les propriétés suivante sont équiva-

lente

(@) |I.Il; et ||-lly sont équivalentes.

(17) S’il existe des constantes Cy > 0 et Cy > 0 telles que

Crllal, < llally < Collall,,  pour tout x € E

Démonstration.
(i) = (i)

Si ||.||; et |||, sont équivalentes, alors les ouverts de I'un sont des ouverts pour I'autre. Soit

Id: (El)  — (B ]-l)

x — Id(x) = x.

Id est homomorphisme, donc Id est continue en 0, ¢’est-a-dire
Ve >0, Ja>0, VeeFE:|z||, <a=|z|,<e.

Soit x € E, tel que x # 0, posons y = ﬁx, alors ||ly||, = a, donc ||y||, < ¢, ce qui implique
Ll

g
J2ll, < = ol

£
Il existe Cy > 0,V € E: ||z]|, < C ||z, avec C; = —.
a

De la méme maniére, on trouver qu’il existe Cy > 0, tel que
Ve e E:|lzll, < Gz,

Donc, on trouver la propriété (7).
(1) = (i)
Ils sont réalisés dans les espace métrique, dongc ils sont réalisés dans I’espaces vectoriels normés.

]

Exemple 2.2.1. Sur R", les normes |||, ||.|l; et ||z]|, sont équivalentes.

Plus précisément, on a
lall < llell, < VAt llzll, <nliel.,  pour tout x € R,

11
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2.2.2 Espace vectoriel de dimension finie
Proposition 2.2.4. Tout norme sur R" est équivalente & la norme ||.|| .

Démonstration.

Soit N une norme sur R”, pour tout x € R" :

i=n
x:E _, Ti€i, avec er =(0,.,1,0,..,0),
1=

1

donc

N@) = N (3 we) <30 fnl N (e

i=n
< max || Zizl N (e:)

i€ln

= Cilzll-

Inversement, posons

S={zeR":|z|| =1}

L’ensemble S est férme et borné, donc S est compacte. Soit N : (R™ |.||) — (R,[.|), on a

Vr,y € E,

[N (z) = N (y)]

IN

N (z —vy)

< Cllz =yl

alors N est C-lipschitzienne, donc N est continue. Comme S est compacte, alors I’application

est atteint ses bornes sur I’ensemble S,
dzg € S: N (x9) =min N (z) = Cy > 0.

zeSs

x
Pour tout x € R", x # 0, on a—— € .S, alors

Iz
N( > ) 2 027
221

N(z) = Co |z,

oo

donc

En fin, N et ||.|| sont équivalentes. O
Corollaire 2.2.1. Deuz normes sur R™ sont toujours équivalentes.

Démonstration.

Si N et Ny sont des normes sur R”, alors Ny ~ ||.|| et ||.|| ~ N2, d’oit Ny ~ Ns. O

12
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Proposition 2.2.5. Tout (E, ||.||) e.v.n de dimension n est algébriquement isomorphe (R™,||.]|.) -

Démonstration.
Soit F un espace vectoriel et de dimension n, alors il existe uq, ...,u, € E, tel que {uy,...,u,}

une base pour F, avec
i=n
Vee F:dxq, ...z, € K, xr = E il
1=

Posons
Y NG — F

A=A, ond) = (N =350 N,
Il est claire que ’application ¢ est linéaire.

L’application ¢ est injective, car

kerop = {AeR":¢(\) =0}

Puisuque {uy, ..., u,} une base pour E, si sz Au; =0, alors Ay = ... =\, =0, donc
ker ¢ = {0} .
Comme dim £ = dim R™ = n, alors 'application ¢ est isomorphisme algébrique. O

Proposition 2.2.6. Deuz normes sur un espace vectoriel E de dimension fini sont toujours

équivalentes.

Démonstration.
Soit N; et Ny deux normes sur E, alors N;o ¢ : R® — R* et Ny o ¢ : R — R* sont normes

sur R”, donc Ny o ¢ et Ny o o sont équivalentes, il existe o, f > 0, tel que
VAER" :a(Nyop)(A) < (Naow)(A) <B(Niog)(N).
Comme I'application est bijective
Vee B, FINER" telque z=¢(N).

Alors, pour tou x € F,
aN; (z) < Ny () < BN, (),

¢’est-a-dire Ny ~ Ns. O
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Proposition 2.2.7. Soit E, un espace vectoriel de dimension n et soit (ey, e, ..., e,) une base

pour E. L'application Ny : B — RY, x — Ny (z) = max|\| avec 2 = S1=7 Nie; est une
i=1n

norme sur E et Uapplication ¢ est une isométrie de (R™,||.||..) dans (E, Nx) .

Démonstration.

Il est claire que (F, N, ) espace vectoriel normé de dimension n.

D’autre part, on a

Nele) = Ve (¢ (X))

= max [N = [|Al] -
i=1n
Par suite, on déduire que ’application ¢ est 1-lipschitzienne, donc ¢ est continue. O

Corollaire 2.2.2. Tout e.v.n de dimension fini est topologiquement isomorphe a R™.

Démonstration.

Soit (E, N) espace vectoriel normé de dimension n. Soit
(B.N) 8 (B,N) & (R L]0 ™ R L),
alors o' : (E,N) — (R™, ||.||) est linéaire, bijective et continue. O
Proposition 2.2.8. Dans e.v.n de dimension fini
A compact < A fermé et bornée.

Corollaire 2.2.3. Si F s.e.v de F avec dim F' < 0o, alors F' fermé.

2.3 Suites et Séries dans un espace vectoriel normé

2.3.1 Suites et convergence dans un espace vectoriel normé

Définition 2.3.1. Soit (E, ||.||), un espace vectoriel normé, et u = (u,), , une suite de (E, ||.||).

n’

On dit que u a pour limite a € E dans (E,||.||) si, et seulement si liril lun, —al| = 0, cela
n—-—+0o0

s’écrit encore :

Ve >0, dngeN, Vn>ng=|u,—a| <e.

Remarque. La notion de convergence dans un espace vectoriel normeé est donc élroitement liée

au choiz de la norme sur cet espace.

Proposition 2.3.1. Soit (E,|.||), un espace vectoriel normé

14
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i) Si une suite converge dans E, alors sa limite est unique.

i1) Toute suite convergente de E est bornée.
Proposition 2.3.2. Si (E, ||.||) est un e.v.n et H un s.e.v de E, alors H est un s.e.v de E.

Démonstration.

Soient a, B € K et z,y € H, alors il existe deux suites (z,,),,, (y,), € H, tels que

r= lim z, et y= lim y,.
n—-+00 n——+00

Comme H un s.e.v de E, alors (ax, + By,),. Ainsi,

ey + Byn — (ax + By)|| < laffzn — 2] + 18] lyn =yl

Alors
lim |z, + By, — (ax + By)|| =0,

n—-+0o
c’est-a-dire,

lim ax, + By, = lim azx + By
n—-+o00 n—-+o0o

donc ax + By € H, d’ott H est un s.e.v de E. O

Proposition 2.3.3. Soit E, un espace vectoriel, et ||.||; et ||.||y, deva normes sur E.
I.1l; et |||l sont équivalentes si et seulement si toute suite convergeant vers O pour une norme

converge vers Op pour ['autre norme.

Démonstration. (=) Soit ||.||; et ||.|l,, deux normes sur E, tel que |[|.||; ~ ||.||,, alors il existe
a, B> 0 tel que

Ve e Ealz], <z, < Bl -

Soit (z,), une suite dans E, si (z,), converge vers 0 dans (E, ||.||,), alors
0< lim l2,l, < lm Bz, =0,
n—oo n—oo

donc (z,), converge vers 0 dans (E,||.||,), I'inverse de méme méthode.

(=) Soit x € E, avec x # 0, on définit la suite (z,,), sur E par :

(o) = (Mf’ﬁ)n'

Par suite

lim |[jz,], = lim =
n—001

n—><>on—|—1 ’

15
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Alors (z,,), converge vers 0 dans (E, ||.||,), par 'hypothése (x,,), converge vers 0 dans (£, ||.||,) ,

alors
dng € N, ”Inon <1
Par suite
|,
Tnplly = 7 <
Fenoll: = oo ) L
Alors

dng €N, Ve e E, |zll, < (no+1) |l

Cela signifie

Ja=ng+1>0, VeeE, |z|,<alz|,.
De méme méthode, on trouve
B>0, Veek, |z, <Bll,-

A partir des deux derniéres inégalités, nous concluons |||, ~ [|.||, - O

2.3.2 Notion de densité dans un espace vectoriel normé

Définition 2.3.2. Soit (E, ||.||), un espace vectoriel normé, et X une partie de E. On dit que

X est dense dans E si, et seulement si X = E.

Proposition 2.3.4. Soit (E,|.||), un espace vectoriel normé, les propriétés suivantes sont

équivalentes

i) A est dense dans F.
it) Pour tout x € E, il existe une suite (x,), dans A qui converge vers .

i1i) Pour tout ouvert non vide U de E, on ald N E # ().

Exemple 2.3.1. L’esnsemble Q est dense dans (R, |.|).

2.3.3 Suites de Cauchy un espace vectoriel normé

Définition 2.3.3 (Suites de Cauchy). Soit (E,||.||), un espace vectoriel normé. On dit qu’une

suite (), d’éléments de E est une suite de Cauchy si,
Ve >0, 3dngeN, Vp,g>ng =|u,—ul <e.
Proposition 2.3.5. Soit (E, ||.||), un espace vectoriel normé, alors

i) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

i1) Toute suite de Cauchy est une suite bornée.

16
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2.3.4 Séries dans un espace vectoriel normé

On sait que dans R ou C, les séries absolument convergentes sont convergentes, on sait éga-
lement qu’une série normalement convergente de fonctions continues est uniformément conver-

gente vers une limite continue. Plus généralement

Définition 2.3.4. Soit E e.v.n et (x,), une suite dans E. On dit que la série >, _y T, est

neN
. . . . k=

convergente si et seulement si la suite des sommes partielles S, =Y, _y @) est convergente.

On dit que la série’) ", T, est normalement convergente si et seulement sila a série ) ||74]]

est convergente dans RT.

2.3.5 Espaces de Banach

Définition 2.3.5. Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est appelé espace de Banach' si E, muni

de la distance canonique associée a ||.|| est un espace métrique complet.

Proposition 2.3.6. Soient ||.||, et ||.||, deuz normes sur un espace vectoriel E sont équivalentes,

alors (E, ||.||,) est un espace de Banach si et seulement si (E,||.||,) est un espace de Banach.

Démonstration.

Soient ||.|[1 et (E,].||2) deux normes sur E, tel que

[~ Al

Alors, il existe a, 5 > 0,

Ve € Eallz)y < lzfly < Bl (*)

Supposons que (E, ||.||1) espace de Banach.

Soit (x,,), suite de cauchy dans (E, ||.||2), par la formule (%), nous concluons que (z,), suite de
Cauchy dans (E,||.]|1) qui est complet, alors il existe x € E, tel que la suite (x,), converge
vers « dans (E,|.||1). Par la formule (%) on obtient que la suite (z,), converge vers x dans

(E,||.]l2), d’ou (E,||.|l2) espace de Banach. O
Proposition 2.3.7. Tout espace vectoriel normé de dimension fini est un espace de Banach.

Démonstration.

Soit (E,|.||) espace vectoriel normé de dimension m, alors il existe ey, ...,e, € E, tel que

Stefan Banach (1892 — 1945) est un Mathématicien polonais.

17
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{e1,...,e,} une base pour E, avec
Ve € E, I)A,....,A\n €R, I:Zizl e

Montrer que (F, Ny ) espace de Banach, en effet : Soit (z,,), suite de Cauchy dans (F, Ny ),
alors

Ve>0, In.e€R, Vp,g>n.: No(z,— 1z, <e.

D’autre part : pour tout n € R, IAT, ..., A" € R, tel que

m n
Ly = E . )\7, €i,
=1

Alors

Nac(y — ) = max |\ — X] < <.

i=1n

De la derniére formule, on trouver (A!"),ecn est une suite de cauchy dans R qui qui est complet,

alors il existe \; € R tel que :
Vie{l,...,m}: A\l = \;, lorsque n — cc.
Posons = = szln Nie;E, alors

Ny (z, — ) = max |\ — \;| — 0, lorsque n — oo,

i=1n

donc la suite (x,), converge vers x dans (£, No), d’olt (E, N ) est espace de Banach.
Comme dim E' = m < 400, alors Ny, ~ ||.||, Nous en concluons que (E,||.||) est un espace de

Banach. ]
Exemple 2.3.2. R" et C" sont des espace de Banach, car : la dimension de n est finie.

Théoréme 2.3.1. Soit E un espace vectoriel normé. Les deux propriétés suivantes de E sont

équivalentes

(a) E est un espace de Banach.

(b) Toute série d’éléments de F normalement convergente est convergente.

Démonstration.
Montrons que (a) = (b)
Soit (2 )nen une suite dans E, tel que ) ||2x|| est onvergente.
On pose
k=n
S, = Zk:o xy, pour tout n € N.

18
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La suite (5,), est convergente dans R, ce qui implique (S,,),, est une suite de Cauchy.

Soit n,m € N, avec m > n, on a

k=n k=m
||Sn - Sm” - HZ}C:() T = Zk:O ka
k=m
= | =
k=m
S ol

k=n+1

IN

k=, :
Comme Y, ||zn| est onvergente, alors SO = >/~ x est une suite de Cauchy dans F, c’est-
a-dire

k=m
Ve >0, dnoe N tel que n,m >nyg: Zk:nH lzk]] < e,
On déduit que, (s,), est une suite de Cauchy dans E qui est complet, donc la suite (s,,),, est
convergente dans . ce qui signifie la série ) . x, est convergente dans .
Montrons que (b) = (a)

Soit (x,) une suite de Cauchy dans F, alors
Ve>0, dn.eN, Vpqg>n., |z,—z, <e.

Pour tout k£ € N*, nous choisissons ¢ := alors

2_k’

1

dng €N, Vp,g>n, tel que ||z, — x4 < o

Pour p = ny et ¢ = ngy1, nous trouvons

[

Comme la série ), 2% est convergente, alors par le critére de comparaison, on obtient que

> ken ||y — Tn|| est convergente, par (2), Conclure que la série -, . (Rn,,, — @n,) est

-1
convergente. Alors Sy, = >/ ¢ (Tn,,, — Tn,) converge dans E, nous avons

m—1
Sm = ZkzeN (xnk+1 - xnk) = Tn, — Tngs
Comme la suite (S,,),, est est convergente, alors il existe S € E, tel que :

S = lim S, = lim x,, — z,,,
m—00 m—00

C’est-a-dire

lim z,,, =S5 + z,, =z,
m—00
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alors, il existe my € N tel que

D’autre part, pour tout n > mg, on a

IN

2 2 7

ln — 2|

IN

donc la suite (x,), est converge vers x dans E.

D’ou E est un espace de Banach. O

Proposition 2.3.8. Soit (E, ||.||) est un espace de Banach et F' s.e.v fini, alors (F,|.||) est un

espace de Banach.

Démonstration.

Soit (x,) suite de Cauchy dans (F.|.||), alors (z,), suite de Cauchy dans (E,|.||) qui est
complet, donc il existe z € FE, tel que (z,), est converge vers z dans (E,|.||), comme F
est fermé, donc x € F et (z,), est converge vers x dans F, d’ou (F,|.||) est un espace de

Banach. O

2.4 Applications linéaires continues

Notation.

i) L(E,F), U'ensemble des applications linéaires de E dans F'.

it1) L(E,F), Uensemble des applications linéaires continues de E dans F.

Théoréme 2.4.1. Soit A € L(E, F). Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :

1) A est continue sur E.

2) A est continue en Og.

(
(
(3) A est bornée sur B (0,1).
(
(5) Il existe M € RY tel que Vo € E, || Azl < ||z 5.
(

)
)
)
4) A est bornée sur S (0,1).
)
)

6

A est uniformément continue sur E.
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Démonstration.
(1) = (2), est évident.

(2) = (3), si A est continue en Og, alors il existe § > 0, tel que
siz € B(0,6): A(z) € B(0,1).
Soit z € B (0,1), alors dz € B (0,0), donc A (dz) € B(0,1), comme A € L (E, F), alors
Yz € B(0,1), A(x)EE(O,%),
donc A est bornée sur B (0,1) .

(3) = (4), est évident.
(4) = (5), si A est bornée sur S (0, 1), alors il existe M > 0, tel que

vee$(0,1), [A@)] <M

Soit € E, avec x # 0, on a == € S(0,1), donc

veeE, A < M|zl

d’ou

(5) = (6) Soit z,y € E, on a
[A(z) = AWl = [[A(z -yl < M|z -yl

Alors A est M-lipschitzienne, d’otl A est uniformément continue sur F.

(6) = (1), est évident.

Théoréme 2.4.2. Soit A € L(E, F). Supposons de plus que u est continue. Posons :

Azl
lzllg *

Ny = sup
zeE\{0}

Ny = sup |Az| .
z€S5(0,1)

N3 = sup |Az| 5 .
z€B(0,1)

Ny = inf {M € R* : || Az, < M ||z|| 5} -

Alors, on a :

Ny = Ny = N3 = Ny.
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Démonstration.
Soit x € E, alors
|Az|| < Ny, pour z € S(0,1).

T

Si x # 0, alors € 5(0,1), donc

]

A=l

< Ny, pour z € E\ {0},
]l 2

donc

A
N1 = Sup w < NQ.

zeE\{0} HJ/’HE N

Soit x € B(0,1), alors ||Az||, < N3, donc
||Ax||F < N37 pour r € S(O, 1)7

d’ou

Ny < sup ||Az||p < Ns.
z€S5(0,1)

Par la définition de Ny, pour tout € > 0, il existe M, € R*, tel que
0< M <e+ Ny et |Azx|p <Mz, pour tout z € E.

Alors,
|Az|| < M. |||l < (e + Ny) ||z 5, pour tout x € E.

Par suite

N3 = sup |Az|, <e+ N,

x€B(0,1)
Lorsque € — 0, on obtient N3 < Njy.
Par la définition de Ny, on a
|Az|| . < Ny ||z pour tout x € E.
Alors
N, € {M eRY: ||Az||, < M||scHE}
Donc

Ny =inf {M € R" : |Az| . < M || ;} < .

A la fin, nous avons trouvé la relation suivante

Ny < Ny < N3 < Ny < Ny
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Cela signifie
Ny = Ny = N3 =Ny,

Définition 2.4.1. Si A est une application linéaire continue de E dans F', on pose :
”AHL(EF) = N1 = Ny = N3 = Ny.

|All s,y ’appelle la triple norme ou norme subordonnée a la norme de E et F. On a en
particulier :

|Azl o < [All g l2llp.  pour tout z € E.

Proposition 2.4.1.

i) L(E,F) est un sous-espace vectoriel de L (E, F).

ii) L’application L(E,F) — R*, A — ||Al|, g ) est une norme sur L (E, F).

Démonstration.

Soient o, B € K, A, B € L(E,F), il existe M; > 0 et My > 0 tel que
|Az|| . < My ||z||z et ||Bz|p < M|z, pour tout x € E.
Alors

(aA+BB) x|y = |ladz+ 5Bz||p
< lalfAz]lp + 5] Bzl ¢

< (oM + M) ||z] 5, pour tout = € E.

Donc, 'application A + B est continue, cela signifie «A + B € L (E, F), d’ou L(E, F) est

un sous-espace vectoriel de £ (E, F). O

Proposition 2.4.2. Si F' est un K-espace vectoriel normé complet, alors L (E, F) est également

un espace vectoriel normé complet.

Démonstration.

Soit (Ay), ey une suite de Cauchy dans L (&, F'), pour tout € > 0,

dng €N, n,m>ng:||A, — AmHL(E,F) <¢
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Pour tout x € E, on a

[Anz = Apzlp = (An = Am) 2]l (g p)

IN

| An — AmHL(E,F) [z

< elzllg-

Cela signifie, pour tout » € E, (A,x), oy est une suite de Cauchy dans F'. Par la la complétude
de F' nous permet d’affirmer que A,z converge dans F' vers une certaine limite que nous notons
Ax.

Nous allons montrer que 'application A : £ — F' est linéaire. Soientt o, € K et z,y € E, on

a

Alax +By) = lim A, (ax + By)

n—-+00

= « lim A,z +f lilJTrl Ay
n—-—+0oo

n—-+4o0o

= aAx + [Ay.

Montrons que A est continuité, soit z € By (0,1), alors

[Azl] = Tim [[Ayzf| < Tim [[A, ] [l]
n—oo n—oo
< M xff,

avec M = sup {||An| : n € N} < oo, car (A,), oy suite borné, d’olt la continuité de A.

Montrons que (A,),,y est converge vers A dans L (E, F). Soit z € Bg (0,1), on a
dng e N, n,m>ng:||Ax — Az <e.
Lorsque m — 400, on trouver
dng e N, n>mng:|Ax— Azl <e.

Alors

dngeN, n>ng:|A,— AHL(E,F) <e.

Ce qui établit la convergence de la suite (A,), vers A dans I'espace L (E, F). O

Proposition 2.4.3. Soient E, F et G, trois espaces vectoriels normés, A € L (E,F) et B €
L(F,G). Alors, BoA€ L(E,G) et

1B oAl e < AllLer IBllLra -
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Démonstration.

Soit x € By (0,1), on a

[(BoA)(@)llg = [IB(A)llg
< HBHL(F,G) | Az||
< HBHL(E,F) ”A”L(E,F) 2/l
<

1Bl 1.z 1Al L) -
d’ou

1BoAllype = sup{l(BoA)(@)lg:xe€Bp(0,1)}

IN

1Bl ) 1Al 2,y -
[l

Proposition 2.4.4. Soient E et F', deux espaces vectoriels normés, avec E de dimension finie.
Alors L(E,F) = L (E,F), autrement dit, toute application linéaire dans E de dimension finie

est continue.

Démonstration.

Soit {ey, s, ..., €,} une base de E. Pour tout x € B (0,1), on a

Jale = |4 (3 wer)
S el l1Aeill

< max |xy
1e{l,..,n}

S el N (2)

g

IA

Comme dim ¥ = n < oo, alores toutes les normés sont équivalentes, alors
da>0:Vz € E, Ny (z) < alz|g.

Donc
|zl < (32 lAedlpa) lloll s

d’otu la continuité de A. O]
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2.5 Les espaces de Banach classiques

2.5.1 Espaces de fonctions continues

Soit [a,b] un intervalle dans R, I'espace C ([a, b] ,R) est I'espace des fonctions continues sur
[a, b].
On sait que toute fonction f : [a,b] — R continue est bornée (et atteint ses bornes), ce qui

permet de définir la norme uniforme de la fonction f en posant

1flle = sup |f (2)]

acé[a

Théoréme 2.5.1. L’espace (C ([a,b] ,R), || . ||.) est un espace de Banach.

Démonstration.

Soit (fn),ey une suite de Cauchy dans C ([a,b] , R), pour tout € > 0,

HRUGN, n,m = Mng: an meoo— 3

Alors
Vo € [a,b] : [fu () = fin (2)] <

wlm

Cela signifie, Yz € [a,b], (fn (2)),cn est une suite de Cauchy dans R qui est complét, nous
permet d’affirmer que (f,z), converge vers une certaine limite que nous notons f (z), c’est-a-
dire

Vo € [a,b] : f(x) = lim f,(z).

n——4o00

Comme les fonctions (f,),,cy sont continues. Soit z, € [a,b], on a

EI(50>07 |$_x0’ <0 |fn0 (m)_fno ('7;0)| S

OJIU)

Alors, si |z — x| < J, on a

[f (@) = f(@o)| < [f (@) = fag ()] + [frg () = frg (@0)| + | fng (0) = f (20)]

< e

d’ou la continuité de f.

Montrons que (f,), oy converge vers f dans C ([a,b],R). On a

dng €N, n,m >mng: |fn(z) = fin (2)| < =,V € [a, b

€
3’
Lorsque m — 400,

dng eN, n>ng:|fn(x )—f(x)|§§,V$E[a,b].
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Donc

E'TL()EN, TLZnOan_fHS

?

Wl M

Ce qui établit la convergence de la suite (f,), vers f dans C ([a,b],R). O

2.5.2 Le R-espace vectoriel des suites réelles

Ensemble des suites réelles, noté, RN c’est I’ensemble des applications de N dans R, c’est-a-
dire

RY={u:u:N—=R}.

On définit des opérations sur I’ensemble RY des suites réelles & partir des opérations sur R. De
méme pour la relation d’ordre & partir de la relation d’ordre sur R. Ainsi RY muni des deux

lois :

Notation.
— Addition : Soit (uy), , (vy), € RN : (uy,), + (un), = (un +vy),, -
— Multiplication :Soit (uy,), , (vs), € RN 1 (uy,), X (un), = (un X vy,), .

— L’élément neutre de 'addition est la suite nulle : Vn € N :u, = 0.

On considére ¢ (R) 'ensemble des suites bornées réelles, ¢’est-a-dire
(*(N) = {u € R": (u,), est bornée}
On définir la norme sur ¢ (R) par :
ull, = sug [tnl, pour tout u € £ (R).
ne

Soit p > 1, on considére ¢* (N) I'ensemble des suites réelles (u,),, telles que la série > [un|”

soit convergente, c¢’est-a-dire

@ (N) = {u ER:Y jwl < oo} .

On définir la norme sur /7 (N) par :

|=

[ull,, = [ZHEN |un\p} ", pour tout u € 7 (R).

Proposition 2.5.1. L’espace ((> (N),|.||..) est un espace de Banach.
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Démonstration.

Soit (u™),, une suite de Cauchy dans ¢ (R), c’est-a-dire

u™ = (u), pour tout m € N.

Par définition, pour tout € > 0, il existe my € N, tel que,

vp7q2m0> Hup_uquo :Sup‘ug_ug <g,
neN
Alors,
Vp,q >mo,  VneN, up, — up| <,

donc, Vn € N, la suite (u]"),, est une suite de Cauchy dans R, qui est complet. Alors, la suite

(up),, converge vers une limite que 'on note u,, € K,
u, = lim wu;", Vn € N.
m—r0o0

On note u := (u,), , montrons que u € {*(N), on a

vp7q2m07 SuIN)|qu_uifz <g,
ne
lorsque ¢ — +00,0n trouver
Vp =y, sup b — | < 2,
neN

Finalement, la suite (u,), est bornée et la suite (u,,), converge vers u pour la norme .|| . O

2.6 Exercices

2.6.1 Enoncés

Exercice 1. Pour tout v = (x1,72) de R?, on pose

N (z) = \/x% + 22119 + 573,
Montrer que N est une norme sur R2.

Exercice 2. Soit n un entier naturel et ag, ay, ..., a, des réels deux a deuz distincts. On consi-

dere Uapplication |||, : R, [X] — RY définie par

i=k
1Pl =3 1P (o).

A quelle condition cette application définit-elle une norme sur R, [X].
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Exercice 3. On considére sur E = C ([0, 1],R) les deuz normes définies par

Ml = sup O] et [fll, = / £ ()] dt.

t€[0,1]

Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 4. Pour (z,y) € R%, on pose

N(l’,y) = max(|x| ) |y| ’ |[E _y|>

(i) Montrer que N est une norme sur R

(i7) Dessiner la boule fermé de centre (0,0) et de rayon 1.

Exercice 5. Soit (E,d) un espace vectoriel muni d’une distance vérifiant
(i) Pour tous x,y € E et A € R, d(A\z, \y) = |\ d (z,y).
(17) Pour tous x,y,z € E , d(x + z,y+ z) = d(x,y).

Montrer que d provient d’une norme, c¢’est-a-dire qu’il existe une norme N sur E telle que

pour tous x,y € E, d(z,y) = N (z —y).

Exercice 6. Montrer que si un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel normé E est ouvert

alors ' = FE.

Exercice 7. Dans E = R[X], on considére les normes

Ipll, = sup |p(t)] et Ipll, = sup |p(t)].
t€[0,1] te(1,2]

Soit I’ensemble Q2 dans R[X]| donné par :

Q={pe E:p(0)#0}.

1) Montrer que S est ouvert dans (E, ||.|,)-

2) Montrer que Q2 n’est pas ouvert dans (E, ||.|,) -
Exercice 8. Soient E = C([0,1],R) normé par ||.|| ., et la partie
1
Az{fEE:f(O)zO et / f(t)dtZl}.

0
Montrer que A est une partie fermée.
Exercice 9. Soient E = (* (N) normé par ||.||, et la partie

F:{UEKI(N):EImZQ telqueun:O,Van}.
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1) Montrer que l’ensemble F' est fermé.

2) L’ensemble I est-il borné ?
Exercice 10. Soient E = (> (N) normé par ||.|| ., et les sous-ensembles suivants
A ={(z,), : (xn), suite convergent }.
_ . N
B= {(mn >l < oo} = [/(N).
i) Montrer que l’ensemble A est fermé dans (> (N).

it) Montrer que l'ensemble B n’est pas fermé dans £>° (N).

Exercice 11. On considére 'espace des fonctions continues E = C ([a,b],R). Soit ¢ € E une

fonction qui ne s’annule pas sur |a,b]. Posons

Ifll, = sup [ (&) f ()], pour feE

t€lab]
L’espace (E, ||||¢> est-il complet ?
Exercice 12. Dans E = C' ([a, ] ,R), on considére la norme
N =+ |f]|_.  pourfeE
L’espace (E, N) est-il complet ?
Exercice 13. On considére l'espace normé (R, |.|). On pose
D= {p—i—qﬁ:p,qEZ}.

1. Montrer que D est stable par addition et multiplication.

2. Posons u = /2 — 1. Montrer que : Va,b € R, a < b, In € N*, Im € N tel que
O<u"<b—a et a < mu" <b.

3. Déduire que D = R.

Exercice 14. Soit E un un espace vectoriel normé, et A et B deux parties de EE. On définit :
ro+A={xo+z:2€ A} et A+B:={rx+y:zx€Ayc B}
Montrer que si A est ouvert, alors xqg+ A et A+ B sont ouverts.
Exercice 15. Soit m € N* fizé, et ay,aq, ..., a,, € [0,1], on note
W (1) == (t—a1) (t —az)....(t —am) .

On considére l'espace E = C ([0,1],R), posons

N (f) = sup |wn (t) f ()], pour tout f € E.

t€(0,1]

L’espace (E, N) est-il normé ?
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2.6.2 Correction des exercices

Solution 1.

Soit ¥ = (z1,12) €ER?, on a

N (2) = \/ (01 + 22)° + 423 = [ (21 + 22, 22) ],
Comme ||.||, est une norme sur R?, alors

(i) N(x)=0% |[(z1+22,22)|[, =0 21 +22=0et 2o =02z =0.

(ii) Soit X € R et x € R?, alors
N (Ar) = [[(Azy 4 Az, Aol = [A[ | (21 + 22, 22) |, = [A[ N () .
(i17) Soit x,y € R?, alors
N(z+y) = [[(z14 22, 22) + (1 + 2, 8)

< [z + za, 2a)lly + 151 + 2, 92)
= N(2)+N(y),

d’oti N est une norme sur R2.

Solution 2.

Soitn € N et ap,ay,...,a, €R, tel que a; # a;, pour i # j. On a

(1) Pour A€ R et P € R, [X], alors
el = 3 op) (@) =3 AP ()]
= NP (@) = 1P,
(it) Pour P,Q € R, [X], on a
1P+Qll, = szl(PH?) (ai)] = Zjﬁ:’; P (a) + @ (a)
< Z “|p aZ|+Z 10 (a)|

= [Pl + QI -

Donc |||, est une norme sur R, [X], si [|P|, =0« P =0.

Si ||P||, =0, alors

i=k
Z,_O |P(a;)] =0=Viec{0,1,...k}: P(a;) =0,
donc le polynome P admet k + 1 racines sont d’ordre 1, on deux cas,
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1cas : Si k> n =deg P, alors le polynome P admet n racines, c¢’est-a-dire
P(x)=c(z—ag) (r—ay)...(x —ay,),
comme P (ay) =0 et a; # a;j, pour i # j, on trouver
c(ag — ap) (ar, — az) ... (ag —a,) =0=c=0,

donc P =0, d’ou |.||, est une norme sur R, [X].

2ime cqs: Si k < n, alors il exite une polynome Q de degré n — k — 1 tel que
P(z)=Q(x)(x —ag) (x — az) ... (x — ay),
cela ne signifie pas que P =0, donc |||, n'est pas une norme sur R, [X].

Solution 3.

Soit f € C([0,1],R), on a

1 1
||f|\1=/0 |f(t)|dt§/0 1l dt = 111

Suppons qu’il existe o > 0, tel que

[flle < allflly;  pour tout f € C([0,1],R).

Posons

fo(x)=2", pour tout n € N.
Alors

1
n — 1 t n — - .

L

On a
|;‘”§?‘|||°° =n+1— oo, lorsque n — oo,
nll

d’ot la contradiction.

Solution 4.

(i) Montrer que N est une norme sur R2.

a) Si N (z,y) = 0,alors
[ =yl = [z —y[ = 0 & (z,y) = 0.
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b) Soit A € R et (z,y) € R?, alors

N[A(z,y)] = max([Az], My, [Adz — Ay|)
= [Almax (lz], [y, |z —yl) = AN (z,9).
c) Soit (z,y), (u,v) € R?, alors
N(z,y) + (u,0)] = max([z+ul,ly+o|,|(z+u) = (y+v)])

< max (|2, |y[, [z = y[) + max ([ul, [v], Ju = v])

= N(z,y)+ N (u,0).
(73) La boule fermé de centre (0,0) et de rayon 1.

B(0.0),1) = {(ry) R N(r,9) < 1)
= {(z.9) R : 2| <TAfy| < 1A |z —y| <1}

= {(x,y) e [-1,1]?: 1+ <y<1+a}.

B((0,0),1)

/En
S/

—9 1

Solution 5.

Soit x € E, on pose N (x) = d(z,0). Montrons que N est une norme sur E.
(i) Si N(x) =0<d(z,0) =0« 2z =0.

(17) Soit \e Retx € E, ona

N (Ax) = d(Ax,0) =d(Az,\.0) par (i)
= [MNd(z,0) = |\ N(x).
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(i7i) Soit x,y € E, alors

N(z+y) =

Done N est une norme sur E.

La distance d associée & la norme N

d(z,y)

Solution 6.

On a F est un sous-espace vectoriel,

z+y,0)=d(z+y,—y+y) par (i)
x,—y), inégalité triangulaire
d(0,—y), d espace asymétrique
z,0) +d(—y,0) par (i)

d(y,0)

N(z)+N(y).

d(
d(
d (x,0) +
d(
d(

est donnée par

= N(z—-y)=d(z—y,0)
= d(z—y,y—vy) par (i)
= d(z,y).

alors O € F.

Comme F est ouvert, alors il existe € > 0, tel que

Soit x € E, tel que x # 0, posons y =

B(0,e) C F.

eT
=l —td
AR alors ||yl 5, donc

D’autre part, F' est un sous-espace vectoriel, alors

2
Si A= —||z|| € R, alors
5

Donc E C F, ce qu’implique E = F.

Solution 7.

VA eR, Ay € F.

Ay=uz¢€F.

1) Montrons que Q est un ouvert pour la norme ||.|| .

Soit pg € Q, alors po (0) # 0, ¢’est-a-

dire |po (0)| > 0, montrons que

1
B (po,e) C 9, avec €= Ipo (0)] > 0.
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En effet, soit p € B(0,¢), alors

lp —poll; = sup |p(t) —po(t)] <e,
t€(0,1]

donc

po(t) —e <p(t) <po(t)+e, pour tout t € [0, 1],

De lui, nous trouvons
1 1
po (0) — B 1po (0)] < p(0) < po(0)+ B Ipo (0)] -

On a deuz cas,

1" cas Si po (0) > 0, on trouver

1 3
SPo (0) <p(0) < b0 (0)  ce qu’implique p(0) > 0.

2me cas Sipo (0) < 0, on trouver

3 1
3P0 (0) <p(0) < b0 (0)  ce quimplique p(0) < 0.

Dans les deuzx cas, nous trouvons p (0) # 0, donc p € Q, d’ou Q est un ouvert.

2) Montrons que 0 n’est pas un ouvert pour la norme ||.||,, ¢’est-a-dire
Jpo € Q, Ve>0, B(pye) Q.

En effet, on pose Vt € R :py(t) =1, on a py € R[X], po (0) =1 # 0, alors py € Q.
Pour tout € > 0, soit p. € Ry [X], tel que

p€(0>:O? p6(1)21—8 et p€<2):1+57

donc

pe (t) = at?® + bt, pour tout t € R.

Avec

1 3e—1 3—5
a—i—bzl—eetQa—l—b:% ce qu’implique a = c 6.

Alors p. ¢ Q, car p- (0) =0 et comme

[P — poll, = €.
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B (po, 6) De

donc p1 € B (po,€), d’ou Q n’est pas est un ouvert.

Solution 8.
Soit (fn), une suite dans A telles que (f,), converge vers f dans E. Pour montrer que A est
une partie fermée dans E, il suffit de montrer que f € A. On a

lim [| f, = fll = lim sup |f, (t) = f ()] = 0,

ce qu’tmplique

lim f, (t) = f (¢), pour tout t € [0, 1].

n—oo
Comme f, (0) = 0, pour tout n € N, par l'unicité de la limite f(0) = 0.
On a (fn), € A, alors

1
Wn e N, / £ dt> 1.
0

donc
1

lim [ f,(¢)dt > 1.

n—oo 0

D’autre part (fy,), suite borné dans E, c’est-a-dire
dp>0, Vtel0,1], |[fu(t)]<p.
Par le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue,

1 1
/ lim f, (t)dt > 1, ce qu’implique / f()ydt>1.
0 n—oo 0

Enfin, nous avons trouver que f € A.

Solution 9.
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1) L’ensemble F' est fermé

Soit (xk)k une suite dans F' telles que (xk) converge vers x dans E. Pour montrer que

k

F' est une partie fermée dans E, il suffit de montrer que x € F. Alors

p o =l = i > o =] =00
Comme
k k _
Vk,n € N, |xn—xn} §Zn€N|xn—xn|—O,
alors lim z* = z,,, on a
k—o00
Vk € N, Imy, > 2 tel que z¥ =0, Vn > my,
lorsque k — 400
dm > 2 tel que xz,, = 0, Yn > m.

donc x € F.

2) L’ensemble F' n’est pas borné. Nous supposons le contraire,

dp>0:F CB(0,p).

Posons
, stn <3,
UO - (UZ)n - ’
0, sin >4,
Alors u’ € F, mais u® ¢ B(0,p), car
[ll, = 30> p.

C’est une contradiction.

Solution 10.
1) Soit (%)

une suite dans A telles que (:L‘k) converge vers x dans E. Pour montrer que A

k k

est une partie fermée dans E, il suffit de montrer que x € A. Alors

lim Ha:k — ajH =0,
k—00 o0

avec (xk)k = ((xfl)n)k et © = (),
Comme (xk)k € A, alors pour tout k € N, la suite (:(:’fl)n est converge vers un élément noté x*,
c’est-a-dire

Vk € N, lim 2% = z*.
n—o0
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Pour tout, n,m € N, on a

’xn - $m’

< |xn—mﬁ|+‘xﬁ—xm+|$fﬂ—$m‘

< sup}xn—xﬁ‘+]xﬁ—xﬁl|+sup |xﬁl—xm‘
EN MeN

< 2" =l fan —

< 2t — o+ fak - o]+ [ak, — 2¥],

lorsque n,m — o0, on a

lim |2, — )

n,M—00

lorsque k — oo, on a

< 2flk ol Jim ok - ot Jaf - o
< 2 ”il?k — a:HOO, pour tout k € N,

lim |z, — 2, =0.
n,Mm—00

Alors, la suite (z,,), est de Cauchy dans R, qui est complet, donc (z,,), est convergente, c’est-

a-dire x € A.

2) L’ensemble B n'est pas fermé dans (> (N), c’est-a-dire, il existe (ka)k € B, tel que la suite

(xk)k converge vers x dans E, mais © ¢ B.

Posons

On a (:ck)k € B, car

1 1
Vk e N: ZneN }x,’j‘ = ZneN —Efﬁ ~ anl v < 00,

(n+1)
Série de Riemann, avec o = :—ﬁ > 1.
Comme
1
lim 2* = lim = , pour tout N
k—oo k—)oo(n+1)£7ﬁ n+1 p

et

Alors (ka)k

Solution 11.

1
ZnGNn+1 =

1

converge vers r = (n—)n dans (> (N) et x ¢ B.

+1

Soit (f,), une suite de Cauchy dans E, alors

VEZQ EanEN> vp7q2n0:"fp_fQ“<p<€7
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Comme
1fp = fall, = lefo — ofall o -

Nous concluons (f,p),, est suite de Cauchy dans (E, | . ||«) qui est complet, alors : 3g € E,
tel que (fnp), converge vers g de (E,| . ||«). Comme ¢ (x) # 0, pour tout x € [a,b], posons :

f= g elb.
'
Montrons que (f,), converge vers f dans (E, || . ||,),
dim fu- Sl =l flof,— ofl

= ngrfoo ||90fn - gHoo =0,
d'ou (E,| . |l,) est complet.

Solution 12.

Soit (f,), une suite de Cauchy dans E, alors
Ve >0, dnoeN, Vpg>no:N(f,— f,) <e,

Comme

<e¢

— Y
[e.9]

p.a =m0 N (fy = f) = Ify = fulle +||£ — 1,

ce qu’implique

o1,

Alors les deux suites (f,), et (f)), sont de Cauchy dans (C([a,b],R),|.||..) qui est complet,

Vo,a>mno: | fp— follo < et

<e

o0

Y

alors il exsite f,g € C([a,b],R) tel que

(fa)n = f et (f;)n — g dans C([a, ], R).
D’autre part
fu(t) = /tf,;(s)ds—i-fn(a), pour n € N et t € [a,b].
Lorsque n — +00,
f)= /tg(s)ds+f(a), pour t € [a,b].
Alors la fonction f est est dém’vab;e sur [a,b] et f =g, donc

(fda=f et (f) =F  pour|.

ce qu’implique
(fa), = pour N.

d’ot (E,N) est un espace de Banach.
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Solution 13.

1. Soient di = p1 + 1V?2 et dy = ps + V2 deux éléments de D. Alors
dy +dy = (p1 +p2) + (@1 + @2) V2

di.dy = (pip2 + 2p1p2) + (D201 + Gop2) V2
sont des éléments de D.

2. Onaue€(0,1), alors lgmuk = 0. Donc pour e =b — a, il existe n € N tel que
—

E>n:uf <b—a.
a
on

Posons m = [ ] + 1. Alors

u

a
m—1<—<m.
un

L’inégalité de droite donne a < mu". L’inégalité de gauche s’écrit aussi mu™ — u"™ < a,
ce qui implique

mu" <u"+a<b—a+a
d’ou

a < mu" <b.
3. Déduisons que D =R, on a
Va,be R, a<b, dImmneN, u"€la,bl et mu" €D,
car u € D et par (1) en déduire que u™ € D.

Solution 14.

Montrons que xo + A est ouvert. Soit y € o+ A, alors

Jr € A, tel que Yy =+ .
Comme A est ouvert, alors

Je >0, tel que B (z,e) C A.

Montrons que B (y,e) C xg + A. En effet, soit = € B(y,p), c’est-a-dire ||z —y| < p, ce
qu’implique

I(z = 0) — [l < p,
Alors

z—x9 € B(x,e) C A,
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donc z € xog+ A, d’ou xg+ A est ouvert.

D’autre part, on a

A+B:UyeBy+A.

Pour tout y € B, on a y+ A est ouvert, donc A+ B est ouvert.

Solution 15.
Soit f € E, on a
N (f) = llwmfll-

i) Soit \e Ret feE, ona
N (Af) = llwm AN = A llwm fI] = (AN (f) -
ii) Soit f,g € E, alors

N(f+g9) = lwn(f+I < llwnfll+ llomgll
< N(f)+N(g).

Donc N est une norme sur E, si N(f) =0« f=0.
Si N (f) =0, alors

donc

Vt € [a,b]\D : f (t) =0, avec D = {ay,az,...,an} .

Sit = ag, pour k € {1,2,..,m}, on suppose que f (ar) # 0, comme f est continue, alors
Je>0:f(t)#0, pourt € (ap —e,ap+¢) Na,b)].

C’est une contradiction.

Done f =0, d’ou (E,N) est un espace normé
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Espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont des espace vectoriels ou complexe, de dimension finie ou infinie,
dans lesquels on peut faire de la géométrie comme on a I'habitude de le faire dans l'espace
euclidien R™ ou hermitien C". En particulier on peut décomposer leurs éléments dans des bases
orthonormées.

Soit H un espace vectoriel sur K = C ou K = R.

3.1 Produit scalaire

Définition 3.1.1. On appelle forme sesquilinéaire sur H tout application telle que u est
linéaire par rapport & la 1" variable et semi linéaire par rapport & la 2™ variable c-d-d,

Vr,y,z € H, Vo, € K,

u(ax + By, z) = au(z,y) + Pu(y, 2), u(z,ax+ PBy,) =au(z,z)+ Pu(zy).

u est dit hermitienne siVr,y € H, u(z,y) = u(y, ).

Exemple 3.1.1. Soit u : R” x R™ — R une application définie par u(x,y) = > ., xy;, alors

u est forme sesquilinéaire sur R™.

Exemple 3.1.2. Soit u : C* x C" — C une application définie par u(z,y) = > ., Y, alors

u est forme sesquilinéaire C".

Remarque. Si K = R, alors sesquilinéaire devient bilinéaire et hermaitienne devient symé-

trique.

Proposition 3.1.1. Soit u une forme sesquilinéaire sur H, les propriétés suivantes sont équi-

valentes
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(1) u hermitienne,

(i7) pour tout x € H, u(z,z) € R.

Démonstration.

Montrons (i) = (i)

Si u hermitienne, pour tout z € F, on a u (z,x) = u(z,x), donc u (z,z) € R.
Montrons (i7) = (i)

Soit x,y € H, alors u(z + y,x + y) € R, comme u une forme sesquilinéaire sur H,
u(+y,z+y)=ulz,z+y) +uly,z+y)
= u(z, ) + u(z,y) + u(y,z) + u(y, y),
Alors
U($, y) + U(y, l’) = U(l’ +y,x + y) - U(ZL‘,[L’) - U(y,y) =ac Ra

D’autre part

u(z + 1y, + 1y) = u(z, v +iy) — iu(y, © + iy)

= u(x,x) —iu(z,y) + u(y, ) + u(y,y),

Alors
—iu(z,y) +iu(y, ©) = u(x + iy, x +iy) —u(z,z) —u(y,y) = 6 € R,
Dinalement, on trouver
U([E, y) + U(y, JZ) = «,

ce qui implique
1 .
U(y,l‘) - % (O'/ - 'LB) )

u(w,y) = 5 (@ +i8),

Donc u(y, z) = u(z,y), d’ou la forme u hermitienne. ]

Définition 3.1.2. Une forme sesquilinéaire est dit positive si u(x,z) > 0, Vo € H, elle est

dite définie positive siu(x,x) >0, Ve € H— {0}.

Définition 3.1.3. On appelle produit scalaire sur H tout forme sesquilinéaire, hermitienne,

définie positive. On note un produit scalaire par (.,.).

Exemple 3.1.3.
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(1) Sur C", on définit le produit scalaire suivante :
<LL’, y> = Zj:l ‘rﬂy_ﬂ
(17) Sur C([a,b],C), on définit le produit scalaire suivante :
b [
.9)= [ f)glard.

Lemme 3.1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et Minkoskey.). Si (.,.) est un produit scalaire,
alors Vx,y € H,

|<$7y>’2 <(z,7) (y,v), (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

o=

(x+y,x+ y)é < (x,a:ﬁ + (y,y)2. (Inégalité de Minkoskey )

Démonstration.

Comme u est définie positive, alors pour tout A € K, on a

0 < M4y, \e+y) =Nz, \z+vy)+ (y, \x+7y)

—~

= Ma, \x) + Mz, y) + (y, A\z) + (y,y)

= MMz, z) + Mz, y) + My, z) + (y,y) >0

= Az, 2) + Mz, y) + Ma,y) + (y,9) 2 0. (3.1)
Soit
A= 2;: g’i’ avec (x,x) #0.
La formule (%) devient
—% +(yy) = 0.

C’est-a-dire
[{z, ) * < (2, 2)(y, y).
En fin, on trouver I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour tout x,y € H, on pose a = (x + y,z +y) > 0, alors

a = (r+y,x+y)
= (z,2) + (v, ) + (v, 2) + (¥, 9)
= (z,2) + (y,y) + (z,y) + (z,y)
= (z,2) + (y,y) + 2Re(z, y)
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Re(z,y) < [Re(z, y)| < |(z,y)]

< VAz, 1)V (Y, y)-

Alors

a < (z,2)+ (YY) + 2 (@, )V, )

2
= (Ve +Viu) -
Donc
2

(x+y,z+y) < (\/(x,@ + \/<y7y>) :

En fin, on trouver I'inégalité de de Minkoskey. O

Définition 3.1.4. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit un espace préhilber-

tien.

Proposition 3.1.2. Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien, alors Uapplication; N : H — RT,

r — N (x) = \/(x,x) est une norme.

Démonstration.
Montrer que N est une norme.
(1) Soit x € H, tel que N(z) =0 < (x,z) = 0, comme (.,.) définie positive, alors z = 0.
(1) Soit A € Ket x € H, on a
N(z) =/ (Az, Az) = |\ (z, z)
= [\ (@, z) = [AIN(z).

(1ii) Soit z,y € H, par I'inégalité de de Minkoskey, on a

NE+y) =vV{x+yz+y)
< (z,2)'? + (y,y)"/?

= N(z) + N(y).

Remarque. Tout préhilbertien est un e.v.n pour la norme \/(.,.).
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Définition 3.1.5. Un FEspace de Hilbert' espace de Hilbert est un espace préhilbertien com-
plet.

3.2 Orthogonalité

Définition 3.2.1. Soit H un espace de Hilbert, on dit que x est orthogonal y et on écrit x 1Ly
st (z,y) = 0.
Proposition 3.2.1. Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert, on a

1. Vx e H, 0Lx.

2. Vr,y e H Vo, B € K, x Ly = axlfBy.

8. VveH y€e HVoy; €K, i € 1,n, (zly,i€ln) =zl S .

Démonstration.

(1) Pour tout xz € H,

(O, x) = (0g.0p, z) = 0x (O, z) = 0.
(2) Soit x,y € H tel que x L y

Va,B € R: (azx, By) = aB{x,y) = 0.

(3)Vz € H,y; € HVa; €K, i € 1,n, (zLy;,i € 1,n), on

(z, sz QYi) = Z:T; a;(r,y;) = 0.

Définition 3.2.2. Soit F' C H, on dit que x est orthogonal F' et on écrit x LF si
Yy € H, (x,y) =0.

On pose
Ft={recH:zlF}.

Soit G C H, on dit que G est orthogonal F' et on écrit GLF si

Yye H x€G, (x,y)=0.

A

—

1. ﬂ David Hilbert, né en 1862 4 Konigsberg et mort en 1943 & Gottingen, est un mathématicien

allemand.
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Proposition 3.2.2. Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert, si x LF, alors xL [F| ou [F] est le

s.e.v engendre par F.

Démonstration.

Soit ' C H, on a

[F] = {x € E:dneN, 3\, .., N\, € KTxq,...,z, € F tel que x = len )\i%}

=1

Soit x € H tel que z L F, montrons que x_L [F]. Soit y € [F], alors il existe n € N, A\, ..., A, € K|
Y1, ..., Yn € F tel que y = ZZZL Aiyi, comme (y;),cr; € F) alors (z,y;) = 0, pour i € {1,...,n},

donc

ce qui signifie xz Ly, pour tout y € [F], d’ou zL [F]. ]

Proposition 3.2.3. Soient A,B C H et a € H, alors

1. Ac B= Bt c A+

2. H* = {0}.

3. ANAL =
0

4. {a}" est un s.e.v fermé.

Démonstration.

(1) Si A C B, soit x € B+, pour tout a € A, comme A C B, on a a € B, alors
(a,x) =0, pour tout a € A.

donc v € A+, d'ont B+ C A+,

(2) Soit x € H*, pour tout y € H, on (z,y) = 0. Alors (x,z) = 0, ce qui implique = = Oy,
donc H* C {0}, d’ou H*+ = {0}.

(3) Soit a € AN At alorsa € Aetac A, donc

ac€ At e Vre A (v,a) =0,

comme a € A, alors

la]* = (a,a) = 0.
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ce qui implique a = 0, si 0 € A, alors 0 € AN At et {0} € AN AL, donc AN AL =0
Si0¢ A alors0¢ AN At et {0} ¢ AN AL, donc AN AL =0,

(4) Montrons que a' est sous espace vectoriel. Soitx,y € a’ et a € R, alors(
r,a) =0 et (y,a)=0.

donc

(ax +y,a) = alz,a) + (y,a) =0,

ce qui implique aw + y € a*, dons a' est sous espace vectoriel.

Soit f : H — R une application définie par
f(z) = (z,a), pour tout = € H.
L’application f est linéaire, pour tout z,y € H et a € K, on a
flax +y) = (ax +y,a) = alz,a) + {y,a) = af (x) + [(y).

L’application f est continue, pour tout x € H, on a

[f(@)] = [z, a)| < V(z,2)./(a,a)

< lall =]l

ce qui implique
1A 2y < Nlall -
Comme {0} est ensemble fermé dans R et f continue sur H, alors f~1(0) est ensemble fermé
dans H,
fH0)={zreH: f(z) =0}
={r € H:(x,a) =0}

:{xEH:wEaL}:aL.
D’oil, 'ensemble a* est fermé dans H. O

Proposition 3.2.4. Soit A C H, alors

1. At est fermé.
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Démonstration.

(1) Soit AC H, on a

At = {z€H:Vac A, (r,a) =0}
= {zr€H:Yac A, zla}
= {xEH:xe{a}L,‘v’aeA}

- ﬂaeA {a}L '

Pour tout a € A, on a {a}" est fermé, alors A+ est ferme.

(2) Montrons que A+ = [A]".

On a A C [A], alors [A]" € AL Inversement AL C [A]", soit # € AL, montrons que z € [A]",
c’est-a-dire

pour tout z € [A] : (x,z) = 0.

Comme z € [A]l, alors il existe n € N, A\, ..., \, € K, 21, ..., 2, € A tel que z = sz \iz;, donc

(x,2) = <a:, Z:T )\izi> = ZZT/\_I@, z;) =0,

car, pour tout ¢ € {1,...n}:z, € Aetz € A: (x,z) =0.
Ce qui implique = € [A]", d'ou AL = [A]".

Montrons que [A]" = mL.

On a [A] C [A], alors WL C [A]*. Inversement, soit z € [A]", alors

pour tout z € [A] : (x,z) = 0.

Soit y € [A], alors il existe (y,), € [A] tel que y = lim y,,.
n—oo

(x,2) = <x, lim yn> = lim (x,y,) =0.
n—oo n—oo

Ce qui implique z € WL, d’ott WL = [A]" O

Proposition 3.2.5 (Identité de parallélogramme). Soit (H, (.,.)) un espace préhilbertien réel,
alors Vx,y € H, on a

2+ ylI* + [l = yl* = llz” + llyll*. (%))

Inversement, si (H,||.||) est e.v.n telle que vérifier (x), alors il existe un produit scalaires

sur H dont la norme ||.]| .

1
(w.y) = 7 [le+ yl* = lle = yI°]
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Démonstration.
Soit (H,(.,.)) un espace préhilbertien, soit z,y € H, on a
lz+yl® +le—yl* = @t+yz+y)+@—yz—y)
= (z,2)+ (y,9)

2 2
= =l +llyll™-

Inversement : Soit (H, ||.]|) est e.v.n telle que vérifier (%), tel que K = R. On pose

(@,y) = 7 [le+yl* =l —y)*] -

IS,

Montrons que (.,.) est définie positive
, 1 2 2
Ve e H—{0}: (z,y) = 2 |z + z||” = ||=||” > 0.
La forme (.,.) est symétrique,

[y + 2l = lly = «)°] = (z.y).

o |

(y,z) =

Montrons que (.,.) est bilinéaire, il suffit de montrer que par rapport a la premiére varaible,

c’est-a-dire
Ve,y,z€ Ho AeR:(x+y,2) = (z,y) + (x,2) et (\x,y) = (\z,y).

Posons
QO(CL’,y,Z) = 4[<J] + Y, Z> - <xay> - <ZL‘,Z>]7 pour tout T,Y,z € H.

Par définition
o (x,y,2) = e +y+zl = ly+x— 2" = lly + =" + lly = «|* = llz + 2" + [l = =" ((1)
D’autre part
lz+y+ 217 = llz+ 2+l =2[e+ 2" +2ylI* = o+ 2z -yl

ly+a— 2l = llo — 2+ 9l = 2l — 2> + 2 lyl* ~ le — = — y]*.

Alors

2 2 2 2 2 2
p(2,y,2) = e =z =yll" = lle+ 2z —yl"+ o+ 2" = lle = 2" = lly + 2" + [ly — 2. ((2)
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Par (1) et (2), nous trouvons

o@y) = 2lletytelP+le—z—ulP] — 2 [ly+o— =P +latz -yl
+ly = 2l* = Iz +yII”

= [llzl® + =+ l"] = [l2ll* + lly = 2II"] + lly = 2” = 12 + ]

= 0.
Donc

Vr,y,z € H (z+y,2) = (z,y) + (2,2) .
Montrons que
Ve,y e Hy ANeR: (Ax,y) = Az, y) . ((3))

Il est claire que ’égalité (3) vraire pour A = 0.

SiA=—1,0na

2 2
(—z,y) = Zlly—21"=lly+=|]

1 =
~| =

lly +2l” = lly = 2] = — (,y).

SiA=n¢€N*:On pose P, : (nx,y) =n(z,y), alors
(22,y) = (z +2,y) = (x,y) + (z,y) =2(z,y).
La raisonnement par récurrence : Supposons que varie pour n et montrons pour n + 1.
(n+Dwzy) = (ne+ay) = (nz,y) +(z,y)
= n(z,y) +(z,y)
= (n+1)(z,y).
SimeZ ,ona—meN, alors

(mx,y) == (—mx,y} = - (_m) <ZE,y> =m <1’,y> :

Si A € Q, alors il existe n € N*, m € Z, tel que A = E, on a
n
1 1
n n n n
mir/n m
. [<nmy>] (@ y) = Mz, y)

Si A € R, comme Q est dense dans R, alors il existe (\,), € Q tel que lir+n An = A, donc
n—-+0oo

(Ax,y) = < lim /\nx,y> = lim (A\,z,y) = lim A, (z,y)

n—-+0o00 n—-+oo n—-+0o

= Aaz,y).
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Proposition 3.2.6 (Identité de Pythagore). Soit (H, (.,.)) un espace préhilbertien, alorsVz,y €

H, ona

2 2 2
|z +yll” = llz[I” + [l]]
rly & s ) )
|z +dyl|” = [[=[|” + [yl
Démonstration.

(=) Soit z,y € H : (x,y) = 0, alors

ly+z1” = (@+yz+y) =l + yl* + (@9 + {y,2)

= ll* + llyll*,
et
lz+iyl* = (z+iy,z+iy) = ||=[|* + |y|* = i(z,y) + iy, )
= lal® + lyll*.
Inversement,
2 2 2
(z,y) + (y,2) = [ly + =|” = [[=[]" = [ly|” = 0,
4 . 2 2 2
iy, x) —i{z,y) = |z +iyl” — =" = [lyI" =0,
Alors

0= (z,y) + (y, ) = (z,y) + (z,y) = 2Re(z,y).

0=1i(y,x) —i(x,y) =i(y,z) +i(y,z) = 2Rei(z,y) = —2Im(z,y).

Ce qui implique
(z,y) = {z,y) +i(z,y) =0

d’ou zly. O]

Proposition 3.2.7. Soit x1, o, ..., x,, des vecteurs non nul dans un espace préhilbertien, 2 a 2

orthogonauz, alors la famille {xq,xs,..,x,} est libre.

Démonstration.

Soit oy, g, .., o, € K tel que Y27 aya; = 0, pour tout k = 1,7,

=n =n =n
0= < E . Oéz‘fi,xk> = E ooy (T, Ty = E Q0 = Q.
=1 =1 =1

Donc Vk = 1,n: ap, = 0, d’out {zy, 29, .., 2, } est libre. O
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Espaces de Hilbert

3.3 Projection hilbertienne

Définition 3.3.1. Soit E un e.v.n et F' s.e.v fermée et soit a € F .

On appelle projection de a sur F' tout point b € F, telle que
la —b|| =d(a, F) = infd(a,z).

zeF

Exemple 3.3.1. Soit E un espace vectoriel normé, soit
F=B0O,1)={zcE: |z <1}.
Sia € B(0,1), la rojection de a est lui méme.

1
S
lall lal]

Sia ¢ B(0,1), alors la rojection de a est —

d (a, B (0, 1)) =

Siy € B(0,1), alors
lall =1 < lall = llyll < [la —yll,

ce qui implique

lall =1 < inf la—y| =d(a,B(0,1)),
Y

€B(0,1)
d’autre part, on a — € B(0,1), alors

lall =1

o | 2 4B O.0).

d’ow d(a,B(0,1)) = ||a]| — 1.

lall = llall =1

. En effet, il suffit de montrer que

Lemme 3.3.1 (Indentié¢ de médiane). Soit a,b,c € H un espace préhilbertien, alors

1
2 el = b — el -2
la =0l" +la =" = 5 lIo =l + 5

Démonstration.

Soit a,b,c € H, on pose x = a — b et y = a — ¢, alors

r—y=c—b et z4+y=2a—(b+c).

Par l'identité de parallélogramme, on a

a—l(b—l—c)

1 1
la=bI* +lla—cl* = 5 le=bl*+5 2=+’
1 1 2
= §||c—b]|2+2 a—§(b+c)
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Théoréme 3.3.1 (de projection). Soit H un espace préhilbertien et F' s.e.v complet dans H,
alors Ya € H, a admet un projection b € F, de plus b est unique point qui vérifier a —b_LF. Le

point b est note par Pp (a).

Démonstration.
Posons

r=d(a,F)=inf{|a—z|:z€F}.

Alors, pour tout n € N*, il existe x,, € F tel que
1
r<|a—z,| <r+—.
n

Soit p,q € N*, par 'indentié médiane, on a

2 s 1 2 1 ?
||a—po "‘Ha_qu :§||xp_xq|| +2 a_é(xp"_xq)
donc
1 2 2 2 1 ?
§pr_xq|| = ||a—xp|| —i—Ha—qu -2 a—§(xp+xq) .

Comme F s.e.v et x,, 2, € F, alors 5 (z, + x,) € F, donc

1
a—é(xp—i—xq) >
Par conséquent,
1 1 2
2 2 2
0 = Fllzp —all” = lla = 2plI" + lla = 2l|" = 2 )|a = 5 (2 + )
1\? 1>
< (r+-| +|r+—-] —2r.
D q
Lorsque p,q — +00, on trouver
lim |z, — x| =0,

P,q—+00

c’est-a-dire (x,),, est de Cauchy dans F' qui est complet, donc convergente vers un point b € F.

|b—al| = ‘ lim z,, — a‘ = lim ||z, —a| =1,
n—oo n—oo
donc
r=Jb—al|=d(a,F).
Montrons que b est unique, supposons qu'il existe b € F, tel que r = Hb/ — a||. Par I'indentié

médiane, on a

Q21 |12 1 N&
||a—by|2+Ha—b :§Hb—b +2 a—§<b+b>

)
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donc

2

2 ) /
=lla=0b|"+|a—-b]| —2

a—%<b+b/>

1 / 1 12
< b=t S A
0—2H ¢ 2+H

2

= 22 -2 <2r? —2r? =0,

!
nous concluons b =5

Montrons que b vérifier, a — b 1 F, c’est-a-dire
Vee F:{a—0bz)=0.
Comme F' s.e.v, alors VA € K: b — Az € F, donc

la=blI* < la—(b—X2)]
= l(a =) + Az’
= [la—0|” + [A]” [l[|* + 2Re (a — b, Az) .

SiA€eR, ona
A z|* + 2\Re (a — b,z) > 0, pour tout A € R, (%))

Alors Re(a — b, z) = 0.

On remplace x par ix dans (x), on trouver
A2 |z||> 4+ 2\Im (@ — b, ) > 0, pour tout A € R,

Alors Im(a — b,z) 4+ 0, d’out {(a — b, z) = 0, pour tout x € F.

Supposons que, il existe b € F tel que b # b
VxEF:<a—bl,x> =0,
comme b,b € F,alorsb—b € Feta—b Lb—1b, donc

a—0b

2 N2 )
+ o= = a2,

/ 2 2
a0 > fla -0,

Impossible, car ||ja — b|| = d (a, F), donc absurde. O
Proposition 3.3.1. Soit H un espace Hilbert et F C H, alors

Ft={0} & [F]=H.
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Démonstration.

(=)Soit F' C H, tel que [F] = H, alors
[F]" = H* = {0},

comme [+ = mL, donc F+ = {0} .

(«<=)Suppons que [F] # H, alors il exsite € H et x ¢ [F], comme [F] est un s.e.v fermé.

D’aprés théoréme de projection, il existe unique y € [F/], telle que x — y L [F], donc
v —ye[F]t=F={0},
c’est-a-dire z = y, absurde. O]

Définition 3.3.2. Soit H un espace de Hilbert et F un s.e.v fermée dans H. On appelle
projection sur F note Pp (x), Uapplication qui associé & tout point x € H la projection b sur

H.
Pp: H—F

r— Pp(x)=b:d(z,F)=|a-0|.

donc Pr () est unique point de F qui vérifier
v — Pp(r) € Fr & (x— Pp(v),y) =0,Vy € F.

Proposition 3.3.2. Soit H un espace de Hilbert et F' un s.e.v fermée dans H, alors
1. F={x € H:x=Pp(zx).}
2. Pr est un application linéaire continue.
3. ker Pp = F*.
4. H=F+a@F.
5.Vx € H:x=Pp(x)+ Pp. (2).
6. Vo € H: ||z]|* = [|Pe (2)|* + || Prs ()]
Démonstration.
Soit H un espace de Hilbert et F' s.e.v fermé.

(1)Siz € F,alors Pp(z) =a,doncx € {r € H:2x = Pr(x)}.Siz = Pr(x) € F,alors z € F.
(2) Linéarité : Soit z,y € H, a € K, pour tout z € F),

{0z +y — (aPp(x) + Pp(y), 2) = ale — Pp(x), z) + (y = Pr(z), 2) = 0,
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donc Pp(ax +y) = aPp(x) + Pr(y), c’est-a-dire P est linéaire.
Continuité : Soit © € H, on a Pp(z) € F et © — Pp(x) L F, alors © — Pp (z) L Pr(z),

|2]* = [l = Pe()|* + || Pe(2)|* = || Pe ()|,
donc
| Pr(2)|| < ||z, pour tout z € H.
(3) Pour tout = € H, on a x — Pp (x) € F4, alors
ker Pp, = {x € H: Pp(z) =0}
= {xEHL:xEFl}
= [+
(4) Soit x € H, alors
r = Pp(z) + (z — Pp(x)),
On a Pp(x) € F, v — Pp(z) € F* et FNF+ = {0}, car F est sous espace vectoriel, d’ou
H=F'@F
(5) Soit « € H, montrons que Pr, () = x— Pp(z). On a x— Pp(x) L F, c’est-a-dire z— Pr(z) €
FJ_
v —(x— Pp(z)) = Pe(z) € F = (FY) = F,
d’ott x = Pp (z) + Pp1 (2).
(6) Pour tout = € H, on a x = Pp (x) + Pp1 (x)
r = Pr(z)+ Pp. (2) et Pr (z) LPp. ().

Par l'identité de pythagore, on trouver

lz]* = [|1Pr (2)II* + 1P ()]

O
Proposition 3.3.3. Soit F' une partie dans un espace Hilbert H, alors
(F) =[]
Démonstration.
On sait que F+ = mL. Montrons que <mL>L = [_], si on pose G = m, c¢’est-a-dire,
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1
(GL) = (G, avec (G est sous espace vectoriel férmé dans H.
Soit x € G, alors

(x,z) =0, pour tout z € Gl,
donc x L G, c'est-a-dire z € (GL)l, d’ou G C (GL)l .
Inversement, soit x € (GL)l, comme H = G+ @ G, alors
r=x1+29, avec z; €G et 1z € G,
d’autre part, pour tout z € G+, on a
0= {(z,2) = (r1+ 29, 2) = (x1, 2) + (x9, 2) .

Comme 2z € G+ et 21 € G, (x1,2) = 0, alors (x9,2) = 0, ce qui implique z, € (GL)L et
xy € G+, donc
1
T9 € (GJ_) NGt = {0},

Alors © = x; € G, donc (GL)L C G, dou (GL)L = Q. O

3.4 Bases Hilbertiennes

Définition 3.4.1. Une famille infini (a,), est dit linéairement indépendante, si toute famille
fini (ank)Zj est linéairement indépendante.

La famille (a,),, est dit orthonormale si

1, m=n

0, m #n.

Vn,m e N, (a,, ) = Onm =

3.5 Théoréme de Gram-Schmidt

ndexThéoréme de Gram-Schmidt Soit H un espace de Hilbert et (a,), une famille libre

dans H, alors il existe une famille orthonormale (c,), , tel que

[(an)n] = [(en),] -

Démonstration.
Posons

F, =lai1, a9, ...,a,], pour tout n € N.

Alors F,, est sous espace vectoriel, tel que dim F,, = n < oo, donc F), est fermée. De plus
pour tout n € N, F, C F11.
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Posons
bl = ay,

b, = a, — Pr, , (an), pour n > 1.

Montrons que (b,),, est orthogonale, soit n,m € N, avec m > n,

(b, b)) = <an — Pg,_, (an),am — Pr,_, (an)>
= <am am — Pr,,_, (am)> - <PFn71 (an),am — Pr,,_, (an>> .

Comme n < m, alors n < m — 1, ce qui implique
Fn C Fm—l C Fma

Onaa, €F,C F,_,etay,—Pp,_, (an) € F, ,,alors

m—1>
<an, am — Pr, | (am)> =0.
De méme P, (a,) € Fy_y C Fp_y et ay, — Pr,_, (a,) € F,_,, alors

<PFn—1 (an> s am — Pr,,_, (an)> =0.

Donc, Vn # m : (b,, by,) = 0.

Posons

pour tout n € N.

Alors

llenll = 1, pour tout n € N,

b b
) = (o )
1Bl 1]

1
= ———— (b,,b,) =0.
[1Bn]] 1]l

Pour n # m,

Donc (¢,),, est orthonormale.

D’autre part, pour n € N, il existe of,..,a]l_; € K| tel que

i=n—1
Pp,_, (a,) = — Zi:l ia; € Iy,

On pose a;, = 1, alors
i=n
b, = 22:1 aj'a;, Vn € N,
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Donc, pour n € N

i=n n n a’l
C, = E ‘ 1)\iai, avec \;' = .
1=

Soit = € [(C,,),], il existe fi, .., B € K, tel que

= Y nG=3 (3 a)
k=m

= YT e € [(0),]
avec fi1, .., fim € K, donc z € [(a,),], ot [(a,),] = [(Cn),] - O

Exemple 3.5.1. On considére lespace H = R [X] muni le produit scalaire

(P,Q) = /;OO P(z)Q () e *dx, pour P,Q € R[X].

On considére la famille de vecteur a,, € H : a, (x) = 2™, pour n € N.

Calculons le terme de Cy de de Gram-Schmidt,

bo () = ap (x) = 1.
Fo=lap) ={dag: A€ R}, b (x) =a1(x)— Pg (a1) ().

c’est-a-dire by (x) = x — A, tel que A € R,
400
0 = (b, by) :/ (x =N e %de=—-N+1,
0

Alors by () = x — 1. Comme ||ag|| =1 et ||a1|| = 2, alors

1
co=1 et clzi(x—l).

Définition 3.5.1. Soit (a,), une famille orthogonaux dans un espace Hilbert H.
- VYx € H, le scalaire § = (x,a,) est appelé la composante d’ordre n (le coefficient de
Fourier?) .

— La série ), &nan est appelé la série de Fourier.

Exemple 3.5.2. Sur R", on a e, = (0,...,1,..,0), alors (ek)zi? une famille orthogonauz, alors

r = (1,...,2,) € R", donc & = x;, pour i =1,n.

2. Jean Baptiste Joseph Fourier est un mathématicien et physicien francais né le 21 mars

1768 a Auxerre et mort le 16 mai 1830 & Paris
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Proposition 3.5.1. Soit (ak)],zzl une famille fini orthonormé dans un espace Hilbert H.

Six = Z’ij Arag, alors
2 = 2
ol = 3 Il

Démonstration.

Soit x € H, tel que x = sz Ak

= (X e 3 )
= 320 e )
= D N G
= 3
EETED DA

~

2
)™ = (.2

(]

3.6 Inégalité de Bessel

Proposition 3.6.1. Soit (a,), une famille orthonormé dans un espace Hilbert H, alors
- Vo e H, la série ), .y &7 = Y nen [T, an)|” est converge.
~Vr e H, Y x|l < |l=|?. (Inégalité de Bessel®)

Démonstration.
On pose

k=n
T, = Zk:l (x,ar)ag, pour n € N.

Montrons que, Vn € N: x — z, Lz,

(= Tp,2) = <x - Z:ZL (z,ar) ar, Zi: (z,ar) ak>
= (e e e — (X7 a0 3,7 ) o)
= S e )~ Y ) T (o, o)
- Z::T |<l‘7 ak>|2 o ZZ:T Z::? <:L‘, ap) <IL‘, ak>6p,k

B k=n 9 k=n 2
= S T el = e = 0.

3. Friedrich Wilhelm Bessel (22 juillet 1784, Minden-17 mars 1846, Konigsberg) est un

astronome, mathématicien, géodésiste et physicien allemand.
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Par 'identité de pythagore, on a
]1* = llz = @all* + llza]* > zall*, pour n € N.

D’autre part,

2

9 k=n
laall? = |30 (o)
k=n 9
= Zk:l (2, ar)|

k=n

- Zk:l ’&)’2

A
El

Alors Y577 |€,]” est la somme partielle de la série > om0 €,]7, donc > om0 |€,]% est convergente

et

2 2
S el <l
]

Définition 3.6.1. Soit (a,), une famille orthonormé dans un espace préhilbertien H. On dit

que (ay),, est une base hilbertien si

Vx € H, :c:Z eN)\”a”'

Proposition 3.6.2. Soit (a,), est une base hilbertien si et seulement si
(Wbe H, bla,, VneN)= (b=0).

Démonstration.
(=) Supposons que (a,), est une base hilbertien.

Soit b € H, tel que Vn € N: b_la,, alors

be [(an), ]t = [(an),] = H" = {0},

donc b = 0.
(<) Supposons que pour tout b € H, tel que Vn € N, bla,, implique b = 0, d’autre part

vneN, bla, <:>b€{oznzneN}l

s be(an),]"

& bhe [(an)n]l

Alors [(an)n]L C {0}, donc [(ozn)n]l = {0}, ce qui implique
(@), ") = (0 =

62



Chapitre 3 Espaces de Hilbert

Comme [(ay,),,] est sous espace vectoriel fermé, alors

[(an),] = H.

d’ou (a,),, est une base sur H. O

Proposition 3.6.3. Soit H un un espace préhilbertien et (ay), une famille orthonormé, les

assertion suivantes sont équivalentes

1. (an),, est une base hilbertien
2. Vx,y € H, de composante (&,), et (n,),,, la série Y &, est converge vers (x,y) .
3. VreH, |z|* = Y neN &7 = Y oneN [z, a,)|? (égalité de Bessel) .

4. Yo € H, la série ), &,a, est converge vers x.

Démonstration.
(2) = (3) : Il suffit de remplacer y par « dans (2).
(3) = (4) : Soit = € H, on pose

k=n
Ty = Zk:l &gag, pour tout n € N.

Il faut montrer que lim z, = x, c’est-a-dire lim ||z, — z|| = 0. On montrer que, Vn € N :
n—oo n—oo

rn, — Lz, par 'identité de pythagore, on a
2 2 2
Vn € N |lzg —zf|” = [lzf|” — [lzal”

Mais,
k=n k=n
ol = |32, | = D16l
D’aprés (3), on a ||z]|* = Y neN €], Cest-a-dire
2 . k=n__ 9
lzl* = lim Y &l

Alors

lim ||z, — z|* = lim ||z|* = ||lz.||* = 0.
n—oo n—oo

(4) = (1) : Si pour tout x € H, x =) &,ay, alors (a,), est une base hilbertien.

(1) = (2) : Si (an),, est une base hilbertien, alors

Vre H:x= ka Epag.
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On pose z,, = ZZj &rag, pour n € Ny alors lim x, = x, ou lim ||z, — x| =0,
n—oo n—oo

2 —al® = (& —an2—za) = ll2]* + llzall* = (2, 20) = (@0, 2)
k=n k=n
= [l + el = (23 ) = (30 G,
k=n — k=n
= el el = 3 G ) - 6 (e
k=n k=n __
= el +llzal® =), &&—Y  _ &&
2 | 2
Alors lim ||z, || = ||z||*, c’est-a-dire
n—oo

k=n
2 _
el = lim > el =D l&l-
Par l'identité de parallélogramme
1 2 2 1 .2 .12
(w.y) = 7 e +yl” = lle = yl'] + 7 e+ iyll” = e = ayl]

donc

1
(r,y) = ZnZl 1 (|§n + 77n|2 — & — 77n’2) +1 (|§n + inn|2 — [&n — inn|2)}

= anl <£n7 77n><c
= anl fnn_n

m
Proposition 3.6.4. Soit H un espace de Hilbert séparables alors H admet une base hilbertien.

Démonstration.

Soit H un espace de Hilbert séparables, il existe (a,), , tel que
{a, :neN}=H.

Comme (a,), C [(ay),] C H, alors

[(an)n] =H.

Soit (b,,),, une sous famille de [(a,),] libre et telle que

[(@n )] = [(0n),],

alors [(b,),] = H. Par Par le Théoréme de Gram-Schmidt, il existe (c,), orthonormal, tel que

[(en)p] = [(bn), ]

donc

d’ott (c,),, est une base sur H. O
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3.7 Le Théoréme de représentation de Riesz
Lemme 3.7.1. Soit H un espace de Hilbert. Pour a € H, on pose

v, H— C, T — Py () = (z,a).
Alors L’application 1, € H' .

Démonstration.

Soient o, € K et x,y € H, on a

Yo (ax + By) = (ax+ Py, a)
= a(z,a)+ By, q)
= O‘¢a (l') + 6770@ (y)

d’ou 9, est linéaire.

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

Ya (2)] = [{z, @)| < la]l |z,
d’ot la forme linéaire 1,est continue, donc un élément de H'. O]

On définit alors une application T : H — H' par :
a— Ta =1,.

Théoréme 3.7.1 (Théoreme de Riesz*). Soit H un espace de Hilbert. Alors

1) L’application T' est une isomélrie i.e.
pour tout a € H : ||Tal|l,p = |lall 4 -

2) Soit A est forme linéaire continue i.e. A € H', alors il existe un unique a € H, tel que

A=Ta et [Ally =al.

f Frigyes Riesz né le 22 janvier 1880 a et mort le 28 février 1956 & Budapest, est un mathé-

maticien hongrois. Il est 'un des fondateurs de I’analyse fonctionnelle
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Démonstration.
1) On a T est bien définie, car Vo € H : T =), € H'.

L’application T est semi-linéaire, Soient o, 5 € K et a,b € H, on a

T (aa+ Bb) () = taasse (z) = (z,0a + Bb)
= al(zx,a) + B {(x,D)
= @ () + Bs (z)
= (W + Big) ()
= (a@Ta+ BT0) (z).

BTh

L'application T est semi-linéaire

Donc T' (ava + b) = aT'a +

Montrons que 1" est isométrie, pour tout x,a € H, on a

(Ta) ()| = [¢a ()| = [z, a)| <[zl [lall

alors

pour tout a € H, ||Tall, < |al, .
Pour zg = a , avec a # 0, alors

llall
a
(70) (a0) = v (a0) = { 50 ) = ally =
lall

Donc

pour tout a € H, ||Tall; = |lall -

Soit A est forme linéaire continue, montrons que
Junique a € H: A="Ta.

Si A =0, alors a = 0, donc
Yy () = (x,a) = 0 = Ax.

Si A # 0, alors
dbe H: Ab# 0.

Comme A € H', alors ker A est sous espace vectoriel fermé, donc
H = ker A @ ker A*.

On a b e H, alors
3b; € ker A et by € ker AL tel que b = by + by,
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Comme b; € ker A et by € ker A+, alors A (by) = 0 et A (by) # 0, donc

A(B) = Ay +bs) = A(by) + A(bs) = A(by) #0.

Posons
A ()
=z — b tout H
Yy=2x A(b?) 2, pour tout x € 1,
alors
A(z) A(z)
Aly) = Az — by | =A(x)— A by | =0.
=4 (x - fgn) =40 -4 () =¢
c’est-a-dire y € ker A, comme by € ker AL, alors (y, by) =0,
A(x)
0= (y,ba) = (x,by) A (by) (ba, b2)
Donc _
x,b A(b
A(z) = A(bs) < 22> - <x ( 22) 62> = (Ta) (x),
1B [ba
avec
Ab
= ( 22) 2 € H7
[b2
comme T est une isométrie, alors ||A| = ||al| . O

3.8 Exercices

3.8.1 Enoncés

Exercice 16. Soient a un vecteur unitaire d’un espace préhilbertien réel H, k un réel et @ :

H x H — R lapplication déterminée par

@ (z,y) = (z,y) + k(z,a) (y.a).
Donner une condition nécessaire et suffisant pour que ® soit un produit scalaire.

Exercice 17. L’espace de Hilbert L*?(]0,1]) est noté H et (.,.) désigne son produit scalaire.

]—“:{feH:/Olf(x)dx:O}.

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Soit

(b) Montrer que F- =Rh ot h € H est défini par h =1, p.p sur |0, 1].

(¢) Calculer la projection orthogonal de g sur F ot g € H est défini par g (x) = x°.

Exercice 18. Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert et ® : Hy — Hy une application linéaire.
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(a) Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) | x|, = |||, pour tout x € Hy.(I'application @ est une isométrie linéaire)

(i1) (Px, Py), = (x,y),, pour tous v,y € H;.

(b) Montrer que, si ® est une isométrie linéaire est est nécessairement injective.

(¢) On suppose que ® : Hy — Hy est une isométrie linéaire. Montrer que :

(1) @ (Hy) est un espace de Hilbert, s’il est muni du produit scalaire de Hs.
(i1) Si Ey est un s.e.v dense de Hy, alors ® (E,) est dense dans ® (Hy).

(i13) Si (e;) est une base hilbertienne de Hy, alors (O (e;)) est une base hilbertienne de

o (H)).

Exercice 19. L’espace L? (R), muni de sa norme usuelle avec 1 < p < +00, est-il un espace

de Hilbert.

Exercice 20. Soit H un espace préhilbertien et soit (x,), € H.

— Montrons que, si ((z,,x)), converge vers (x,x) et ||z,|| converge vers ||x,|, alors (z,),

n

CONVErge vers x.
Exercice 21. Soient M et N des sous-espaces fermés de H tels que

Yu e M, Vv € N, (u,v) = 0.
Montrer que M + N est fermé dans H.

Exercice 22. Dans H = (* (N), on considére le produit scalaire

n=+4oo
(u,v) = Z U V.

n=0

Sotent 0 < a < 3. Pour u € 2 (N), on pose
@(u) = E " a,u’; + byu
n n Wy nUn -

1. 0 (ay),, (by), sont des suites réelles avec (ay), € |a, B], pour tout n € N et b € £? (N).

— Vérifier que Uapplication ® : (? (N) — R est bien définie et continue.

Exercice 23. On considére lespace H = (? (N),
A={ue*(N):uy =0},
B = {u € (*(N) : ug, = 2 "Ugy_1, N > 1} ,
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— Montrer que A et B sont des fermés de (* (N) .

Exercice 24. Soit n € N. On note H = R, [X]. Soit (.,.) : H x H — R définie pour tout
P,Q € H par

k=n

(P,Q) = P® (0) Q™ (0).

k=0

1) Montrer que (H,(.,.)) est un espace pré hilbertien.

2) Caleuler (27, %) pour tout (p,q) € {1,2,...,n}>.

)
)

3) En déduire une base orthonormée de (H,(.,.)).
)

4) Déterminer le projeté orthogonal de q : t — 3+t sur Ry [X].

Exercice 25. On suppose H = R [X| muni du produit scalaire défini par

<R@:[}@@@w

1
1) Montrer que F = {P e R[X]: f_ll [t| P (t)dt = O} est un s.e.v fermé de H.

2) Soit Q € F*, montrer que pour tout P € R[X],

[oroaoa-([ wros) ([ aos)

Exercice 26. Soit H =C ([0,1],R). Pour f,g € H, on pose

0= [ £05 O+ 7190+ 7090,
Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur H.

Exercice 27. Soit C ([0,1],R) muni du produit scalaire défini par
1
9= [ 10s0a
-1

F={feH: f(t)=0, pourt e [-1,0]}

On pose

1) Montrer que F est un s.e.v fermé de H.

2) Caractériser le sous-espace F*.
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3.8.2 Correction des exercices

Solution 16.
1l est claire que ® est une forme bilinéaire et symétrique sur H.

Montrons que ® est définie positive, en effet, soit x € H, on a

O (z,x) = (z,z)+k(x,a)(z,a)

= lzl* + k| {z, a)|.

Si k>0, alors O est définie positive.

St k <0, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

2 2 2
O (z,x) = zll”+ k] [lal

= (k1) [l

St k> —1, alors ® est définie positive. On trouve que k > —1 implique @ est définie positive.

Montrons la réciproque, si ® est définie positive, alors
® (,7) = ||z + k{z,a)]* > 0.
St x = a, on obtient

®(a,a) = |lal* +k|{a,a)’

= 14+k>0,
donc k > —1.

Solution 17.
(a) Soit Uapplication A : H — R est défini par :

Af:/olf(x)dx.

Par l'inégalité de cauchy-schwarz, on a

a1 < [ 1f @lar < [/ £ @) as] e

Alors A€ L(H,R) = H', comme ker A = F, alors F est un sous-espace vectoriel fermé de H.
(b) Comme F est un s.e.v fermé de H. Alors

H=F&F"
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Soit f € H, on pose

[rwa @ p@= [ s
i ) =</ /o d:c)/ (f(w)—/olf(w)dx>dx=

Donc fo € F*, d'ou

Alors f1 € F et

Fr={fecH:f=constpp sur]0,1[}.
(¢) La projection orthogonal de g sur F.
(9—Pr(9).f)=0, VfeF.

C’est-a-dire g — Pr (g) € F*, alors

9(x) = Pr(g)(x) = C €R, pp sur ]0,1]

Comme Pr(g) € F, alors

0= [ P e = [ -Cpar=1 -

donc
1
Pr(g) (x) = 2% = 5 p.p sur ]0,1[.
Solution 18.

(a) [(7) = (i7)] Soit x,y € H, par (i), on a

I (@)lls = llely, 12 @l = llylly, 1@ +yl;=llz + -

Ainsi

2 2
lz +yll; = (2 +y, @ +y)y = llzl} + Iyl +2Re (2, y),

1@z +y)l; = 19 (@) + @)l = (2 (2) + @ (y), () + (),
= (@ (2),@(2))y + (P (2), @ (y))y + (P (y), @ (2)), + (P (y), P (2)),
= (| (@)ll; + (@ (x), ® (9))y + (@ (2), @ (y)), + |1 ()5
= Nally + [lylly + 2Re (P (), @ (1)), -

Par les deuz derniéeres égalités, on trouve
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En remplagcant y par iy, on obtient

Re (=i (® (), ® (y)),) = Re(—i(z,y),) & Im (P (z), ? (), = Im (z,y),,
donc
(@ (), 2(y)y, = Re(@(z),®(y)),+dm (P (z),P (y)),
= Re(z,y), +im (z,y),
= <37, y>1 :
[(43) = (2)] Soit x € H, par (i), on a

(@ (2), @ (2), = (z,2), & 2@y =]}
< (@ @)y =l

(b) Montrons que ® est injective, ¢’est-a-dire ker & = {0}
ker® = {ze€H:P(x)=0}
= {zeH:[® ()], =0}
= {z e H:|[lz], =0}
= {reH:x=0}={0}.

(¢) [(2)] Montrons que ® (Hy) est un espace de Hilbert. On a
q)(H1> :{(I)(ZE) A Hl}

Montrons que ® (Hy) est une sous espace vectoriel fermé, en effet, soient y,z € ®(H;) et

a, b €K, alors
Jue Hy, JveH, telquey=2(u) et z=(v),
Par suate,

ay+ Bz = a®(u)+ P (v)
= ¢ (au)+ @ (fv)
= ®(au+ pv) € ®(Hy), car au+ Pv € Hy.
donec ® (Hy) est une sous espace vectoriel.

Soit (y,),, une suite dans ® (Hy) tel que (y,), est converge versy dans Hy. Pour montrer que

® (H,) est une partie fermée dans Ho, il suffit de montrer que y € ® (Hy). Alors

3 (zy), € Hi, tel que (Un),, = (P (xn)),, -
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Pour tout n,m € N, on a

[2n = zmlly = (1P (@0 —zm)ll; = (| (20) = @ (2m)]y

= lyn — QMH2 .

Comme (y,),, est une suite Cauchy dans Hs, alors (z,,), est une suite Cauchy dans Hy, qu’est

complet, alors (x,,), est converge vers un élément x € Hy. Ainsi,

n—-+o0o n—-+o00 n—-+o00

y= lim y, = lim q)(xn):(ID( lim xn) =d(x).

Doncy = @ (x) € ® (Hy). Comme ® (Hy) est une sous espace vectoriel fermé, alors (O (Hy), ||.||5)
est une espace de Banach, puisque ||.||, extrait de (.,.),, donc (® (Hy),(.,.),) est un espace de
Hilbert.

(¢) [(i1)] Montrons que ® (E,) est dense dans ® (Hy). Soit y € ® (Hy), alors

dz € Hy, tel que y=2>o ().

Comme E, est dense dans Hy, alors il existe une suite (x,), € E, tel que (x,), est converge
vers x dans H;.

Posons
Wn), = (P (20)), € P(E).
Ainsi
lim y, = lim @ (z,) = ® () = y.

n—-+oo n—-+o0o

Alors ® (Ey) = ® (Hy) .
(c) [(79t)] Montrons que (P (e;)) est une base hilbertienne de ® (Hy).
Soit y € ® (Hy), alors

dv € Hy, tel que y=o(x).

Comme (e;) est une base hilbertienne de Hy, alors
F(N); €K, tel que T = Zj Aj€j,
donc
y = ¢(x)=19 (Z] /\jej)

= qu’()\jej)
= Zj/\jq’(ej)-

d’ot (P (e;)) est une base hilbertienne de ® (Hy) .
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Solution 19.
Sip=2, soit f,g€ L*(R), on a

I+ gley +1f = sl = [ 1F @) +9@Pde+ [ 17 @) - @) da
[ @+s@F +1 @) - @) e

=2 [ @l [ 9@l

2[| FI1z2z) + 2 19l 22wy

Comme identité de parallélogramme est vérfait, alors L* (R) est un espace de Hilbert.

Sip # 2, on pose

f(@)=xpy(x) et g(r)=xpy(x), pourtoutxcR.

Alors
2 2 l
1f+9lr@ = If — 9llzo@) = 47,
2 2
12y = gl e = 1

Donc

2 2 2 2
L+ 9oy + 1f = 9llo@ 7 1 2@ + 2119172 m),

-~ -~

1 4
2.4p

Comme identité de parallélogramme n’est par vérfait pour deux élements.

D’ot, LP (R) n’est pas un espace de Hilbert.

Solution 20.
(=) Soient (x,), € H et v € H, alors

|20 —z|” = (@p — 2,20 — ) = (X0, Tn) — (@0, ) — (&, 2) + (2, 2)

2 2
=zl = (2, 2) = (2, 2) + ]|

2 2
= lznll” = 2Re (zn, ) + [l2]"-

Comme

lim (z,,z) = (z,z), alors lim Re (x,, ) = Re (x,x) .
n—oo n—oo

Donc

lim ||z, — z|* = lim ||z,|]> — 2Re (z,, z) + ||z]|* =
n—oo n—oo

d’ou la suite (x,), est converge vers x.

(<) Soient (x,), € H et v € H, on a
lim ||z, —z|| = 0.
n—oo
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Alors

vn € N [lzn] = 2/l < flzn — =],
lorsque n — oo, on trouve ||z,| — ||z]| .
Par linégalité de Cauchy Schwarz,
Vn € N [(zn, 2) = (2, 2) = [(wn — 2, 2)| < ||| [z, — 2|,
lorsque n — oo, on trouve (z,,x) — (z,x).

Solution 21.
Soit (x,,), une suite dans M + N tel que (z,,), converge vers x dans H.

Montrons que x € M + N, en effet, on a (x,), € M + N, alors

I (uy,), € M et 3(v,), € N tel que (x,), = (un), + (vn)

n-

Pour tout n,m € N,

<un — Uy Up — Um> = <un7’Un> + <Un, Um) - <Um,Un> - <Um, Um) = 0.
Alors u, — Uy, Lv, — vy, pour tout n,m € N, par [’Identité de Pythagore,

||un - umH2 + an - UmH2 = Hun — Up + Uy — UmHQ
= |[(un +vn) — (U + Um)H2

= |lzn — meQ

Comme (x,), est convergente, alors (x,), est une suite de Cauchy, donc les deux suites (u,,), et

(vp),, sont des Cauchy dans H, qu’est complet,

Ju,v € H tel que uw= limu, et v= limu,.
n—o0 n—oo

Alorsue M etv e N, car M et N sont des fermés de H. Ainsi

r = limaz, = lim (u, + v,)

= limu, + limv, =u+v
n—ro0 n—oo

Doncx € M + N.

Solution 22.
(i) L’application ® : (* (N) — R est bien définie.
Soit u = (u,), € (*(N), alors

(ui)n € (*(N) et (bpuy,), € (' (N).
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Comme (a,), € |a, 8], alors (ay), € £ (N), donc (a,u?), € (* (N), ce qu’implique
(anui + bnun)n e (" (N),
c’est-a-dire la série ZZ;J{OO anui + byuy, la série est converge absolument, d’ot
n=-+oo 9
Z L, Gl + bu, < 00.

(i1) L’application ® : (2 (N) — R est continue.
Soient u = (uy,), € > (N) et v = (u,), € (*(N), alors

n=+oo n=-4o00
P (u) — D (v)| = ano ant2 + byt — Zn—o a2 + byoy,

n=+oo n= +OO

= Z an u? —v? —|— Uy, — Vp)
n=0
n=-+oo n= +OO

< [T 8]+ [
n=0

IN

n=-4o0o 9
Z » |an||un—vn|—|—z » |bn||un—vn|
n= n=
n=-+oo n=-+o0o
lalw D o lun = val lwn = val + D [bal fun — v

Par linégalité de Cauchy Schwarz,

IN

@ (u) =@ (v)] < lall llu =l [lu+olly + [bll; fu = vl

= [llall lu+olly + [10ll,]; lu = vl

Alors
lim [® (u) = @ (v)] < lim [[|af] [[u+vlly + [[b]l]; [ = v]l, =0,

VU

donc lim® (v) = & (u), c’est-a-dire O est continue.
v—Uu

Solution 23.
(i) Montrons que A est fermé de (* (N) .
Soit (uk)k une suite dans A telles que (uk)k = ((uk)n)k converge vers u = (uy), dans H. Pour

n

montrer que A est une partie fermée dans H, il suffit de montrer que u € A.

VEeN, VneN, ona
o =] < [ k=l =
neN

Jim fuf —un| < Jim fJu® —uf], =0,

Alors

¢’est-a-dire lim u* = u,,, comme (u"’)k € A, alors
k—o0

VkeN, VneN:ub =0,
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Lorsque k — oo, on trouve

Vn € N : uy, =0,

donc u € A.
(i) Montrons que B est fermé de ¢* (N) .

Soit (uk)k une suite dans B telles que (uk)k = ((ufb)n)k converge vers u = (uy,), dans H. Pour

montrer que B est une partie fermée dans H, il suffit de montrer que u € B. On a lim uf = u,,

k—o0
comme (uk)k € B, alors

VkeN, VneN :uf =27"ub .
Lorsque k — oo, on trouve
Vn € N* : uy, = 27 "Ugy_1,

donc u € B.

Solution 24.
(1) Il est claire {.,.) que est une forme bilinéaire et symétrique.
Montrons que (.,.) est définié positive, en efftet, soit P € H, alors
(P.P) = 3" P () PY (0)
- Y o
Si (P, P) =0, alors
Vi € {0,1,...,n} : P® (0) = 0.

Comme P € R, [X], alors

k=n P®)(0)
P(x) = Zk:o = 0,

donc P =0, d’ouVp e H— {0} : (P,P) > 0.
(2) On pose L, (x) := 2P, on a

| _ .
%xi” koosik <p,

I (@) = .
0 st k> p.
Alors
p! sik=p,
o4
0 sik#p.
Donc

k=n
= D> L¥ (0) L (0)
= 5p,qp!q'
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(3) La base orthonormée sur H, on a

Pz
(2P, 29) = dpeplq! & <Fa a> = Opg-

v
Donc (“”—,)
P/ pef0,1,..,n}

(4) Le projeté orthogonal de q sur Ry [X].

une base orthonormée sur H.

Comme dim Ry [X]| = 3 < 00, alors Ry [X] est une sous espace vectoriel fermé.

D’apres le théoreme de propagation orthogonal, on pose Pr,ix)(q) = h € H, alors
(q — h,p) =0, pour tout p € Ry [X].
Comme h,p € Ry [X], alors
D (x) =ay+ aix + a2x2, pour tout ag,ar,as € R

h(x) =g+ oz + ar?, ag, a1, a0 € R,
R(z)=q(z) —h(z) = —ap— a1z + (1 —Ozz)x2+az3,

donce

Puisque (R,p) = 0, alors
—apag — aqay +4ag (1 —ag) =0,  pour tout ag,ar,as € R
doncag=a, =0 et a; =1, d'ou
Pa,ix) (9) (z) = 2*.

Solution 25.
(1) Montrons que F est un s.e.v fermé.
Soit lapplication A : R[X] — R défini par
1
AP:/ t| P (t) dt.
-1

Il est claire que A est une forme linéaire. Pour tout P € R[X], on a

AP| < /_I\tHP<t>rdts/_1\P<t>\dt

< \//_lldt\//_ll P ()P dt

= V2|P|.
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Alors A est continue. Comme F = ker A. Puisque ker A est un s.e.v fermé, alors F est un s.e.v
fermé.

(2) Soit P € R[X], on pose

1
—/ ] P (1) dt
-1
Alors Py € R[X] et on a

/\ﬂ% - /Jﬂ[ /|ﬂP ] |
/_1|t|P()df—(/_llth() )/_1|t|dt:o,

donc Py € F.
Soit Q € F*, alors (Py,Q) = 0,

(P, Q) = /1 () {P () —/1|t|P ) dt]dt
 faweva-fol s
_ /Q dt—{_IMP dt“ QL

/1162(15)P(t)dt: {/11 |t|P(t)dt} 11Q(t)dt

1l est claire que o est une forme bilinéaire et symétrique sur H.

donc

Solution 26.

Montrons que @ est définie positive, en effet, soit f € H, on a

sf)(f,f)Z/O1

£l aer2r ) r).

D’autre part,

FO)—FO) = @“SA

< (/Ol\f’(t)fdt);,

etr.n) = [|rwfar2rmro
> (f(1) = £0)" +2f (1) f(0)
= PO+PO20

f (t)‘ dt

alors
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Done, ¢ est positive.

Si o (f, f) =0, pour tout f € H, alors f*(1) + f2(0) = 0, ce qu’implique f (1) = f(0) =0,

donc

Par suite f (t) = a € R, pour tout t € [0,1], alors

f(t) = at, pour tout t € [0,1].
Comme f (1) =0, on trouvera = 0, alors f =0, donc ¢ est définie positive.
D’ou ¢ est un produit scalaire sur H.

Solution 27.
1) L’ensemble F' est un s.e.v fermé de H.

Soient o, 8 € R et f,g € F, pour tout t € [—1,0], on a

(af +Bg) (t) = af (t) + Bg (t) = 0,

alors af + Bg € F, donc F est un s.e.v.
Soit (fy), une suite dans F, tel que (f,), est convergente vers f dans C (]0,1],R), montrons

que f € F. On a
dim [ 150 =P =
Comme f, (t) =0, pourt € [-1,0], n € N, alors
/\fn o = [ 150 rdt+/ ()~ (1) di
- / If (¢ ]dt+/ |fn (2) ]dt—>0 s M — 00,
donc

0
|f (t)\2dt =0 ce quimplique f(t) =0, pourt € [—1,0].
-1

d’ou F est fermé dans H.

2) Le sous-espace F.

T={fec(0,1,R):{f,9)=0,Yg € F}.

Soit g € F, alors

(f.q) = /f(t)g(t)dtz/_lf(t)g(t)dH/o £ () g(t)dt
_ /f P dt =0,

L:{fGC([(),l],]R):f(t):O, pourt € [0,1]}.

donc
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