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Avant-propos

Ce cours porte sur la théorie de spectrale pour des opérateurs bornés et non bornés. Il est

destiné aux étudiants Master Mathématiques des Universités.

Il peut servir comme un support pédagogique, car il contient presque tous les éléments de la
théorie de spectrale, tous les théorémes sont démontrés avec des illustrations par des exemples

et des exercices résolus a la fin de chaque chapitre.
Le cours comporte sept chapitres :
Le premier chapitre est un rappel sur les espaces de Banach et les espaces de Hilbert.
Dans le deuxiéme chapitre on introduit

Le troisiéme chapitre concerne

AUTEURS : A. BENAISSA CHERIF, A. BENTANI
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1  Rappels sur les espaces de Banach et

les espaces de Hilbert

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Topologie des espaces vectoriels normés

On considére un K-espace vectoriel F avec K =R ou C.
Définition 1.1.1 (Espace vectoriel normé). Soit E un espace vectoriel. Un norme sur E est
une fonction ||.|| : E — RT, qui satisfait les axiomes suivants :
(Ny) ||z|]| =0« x=0.
(N2) Pour tout x € E, A € K: || Az|| = |A] ||z -
(N3) Pour tout x,y € E : ||z +y|| < =] + ||yl -
L’espace vectoriel E muni de la norme ||.|| est appelé espace vectoriel normé, et noté

(B, [11]) -

Exemple 1.1.1 (Normes sur R". ). Soit © = (x1,...,2,) € R", Vi € {1,2,..,n}, x; € R. Alors

llly = D25 il

lzlly, = /=) |@il?,  Norme Euclidienne

1

lolly = [SSh leil? ], pe 1, +oc]

sont des normes sur R".

Exemple 1.1.2. On définit une norme sur l’espace vectoriel C (a,b] ,R) de la maniérer suivante

[flloo = sup [f ()]

z€[a,b]



Chapitre 1 Rappels sur les espaces de Banach et les espaces de Hilbert

Remarque. La distance d est appelée distance associée 4 la norme ||.|| .

Remarque. [l est immédiat de vérifier que la distance ainsi définie vérifie bien les propriétés

d’une distance.

Remarque. Toutes les propriétés des distances ont une traduction en termes de norme dans

les espaces vectoriels normés.
Définition 1.1.2. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé

i) Une partie A de E est bornée, s'il existe r € RT, tel que

|zl <, pour tout a € A.

i1) Le diameétre d’une partie bornée A est
d(A) =sup{d(a,b) =|la—>b|:a,be A}.
i1i) Soit x € E et r > 0, les ensembles suivants
B(x,r)={y € E:d(z,y) = |lz -yl <7},
Bz,r)={y € E:d(z,y) = |z —y| <r},

S(z,r)={ye E:d(z,y) = |lv -yl =71},

sont appelés respectivement boule ouverte, boule fermée et sphére de centre x et de

rayon 7.

Définition 1.1.3. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé, un ensemble U est appelé ouvert si,
Veeld, Ir>0 tel que B(x,r) CU.

Définition 1.1.4. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, un ensemble F' est appelé fermé si,

Fe est est un ouvert

Proposition 1.1.1. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé

i) Une boule ouverte dans E est un ouvert.

i1) Une boule fermée dans E est un fermé.
Définition 1.1.5. La topologie de E est [’ensemble des ouverts de E. On la note T.

Proposition 1.1.2. Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé, pour tout a € E, v >0, on a

3



Chapitre 1 Rappels sur les espaces de Banach et les espaces de Hilbert

i) B(a,r) = B(a,r).

i) (B (a, T))O = B(a,r).

Définition 1.1.6 (Normes équivalentes). Deuz norme sur un espace vectoriel normé sont dit

équivalente si les topologie associer a ces normes sont équivalentes.

Proposition 1.1.3. Soit ||.||, et ||.||, deux normes sur E. Les propriétés suivante sont équiva-

lente

(@) |I.Il; et ||-lly sont équivalentes.

(i1) S’il existe des constantes Cy > 0 et Cy > 0 telles que

Cillell < ol < Collall,,  pour tout v € E
Exemple 1.1.3. Sur R", les normes .||, ||.||; et |||, sont équivalentes.
Plus précisément, on a

1]l < ll2lly < Vrllal, < nllzlly,  pour tout z € R™.

Proposition 1.1.4. Deuz normes sur un espace vectoriel & de dimension fini sont toujours

équivalentes.

Proposition 1.1.5. Dans e.v.n de dimension fini

A compact < A fermé et bornée.

1.1.2 Suites et Séries dans un espace vectoriel normé

Définition 1.1.7. Soit (E, ||.||), un espace vectoriel normé, et u = (u,),, une suite de (E, ||.||).

On dit que u a pour limite a € E dans (E,||.||) si, et seulement si lim |u, —al = 0, cela
n—oo

n—+oo
s’écrit encore :

Ve>0, dngeN, Vn>ng=|u,—a| <e

Remarque. La notion de convergence dans un espace vectoriel normeé est donc élroitement liée

au choiz de la norme sur cet espace.

Proposition 1.1.6. Soit (F, ||.||), un espace vectoriel normé

i) Si une suite converge dans E, alors sa limite est unique.

i1) Toute suite convergente de E est bornée.
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Proposition 1.1.7. Si (E,||.||) est un e.v.n et H un s.e.v de E, alors H est un s.e.v de E.

Proposition 1.1.8. Soit E, un espace vectoriel, et ||.||, et ||.||y, deuz normes sur E.
I.1l, et [|-|l, sont équivalentes si et seulement si toute suite convergeant vers Og pour une norme

converge vers Op pour ['autre norme.

Définition 1.1.8 (Notion de densité dans un espace vectoriel normé). Soit (E, ||.||), un espace

vectoriel normé, et X une partie de E. On dit que X est dense dans E si, et seulement si

X=F.

Proposition 1.1.9. Soit (E,||.||), un espace vectoriel normé, les propriétés suivantes sont

équivalentes
i) A est dense dans E.

it) Pour tout x € E, il existe une suite (x,), dans A qui converge vers .

ii1) Pour tout ouvert non vide U de E, on ald N E # ().
Exemple 1.1.4. L’esnsemble Q est dense dans (R, |.]).

Définition 1.1.9 (Suites de Cauchy). Soit (E,|.||), un espace vectoriel normé. On dit qu’une

suite (), d’éléments de E est une suite de Cauchy si,
Ve>0, dngeN, Vpg>ny =|u,—uy <e.
Proposition 1.1.10. Soit (E, ||.||), un espace vectoriel normé, alors

i) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

i1) Toute suite de Cauchy est une suite bornée.

Définition 1.1.10 (Séries dans un espace vectoriel normé). Soit E e.v.n et (x,), une suite

dans E. On dit que la série Y _x, est convergente si et seulement si la suite des sommes

neN
. k—

partielles S, =Y ,_y Tx est convergente.

On dit que la série’) " T, est normalement convergente si et seulement sila a sériey . ||74]]

est convergente dans RT.

Définition 1.1.11. Un espace vectoriel normé (E,||.||) est appelé espace de Banach' si E,

muni de la distance canonique associée a ||.| est un espace métrique complet.

1. Stefan Banach (1892 — 1945) est un Mathématicien polonais.
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Proposition 1.1.11. Soient ||.||, et ||.||, deux normes sur un espace vectoriel E sont équiva-

lentes, alors (E,||.||,) est un espace de Banach si et seulement si (E,||.||,) est un espace de

Banach.
Proposition 1.1.12. Tout espace vectoriel normé de dimension fini est un espace de Banach.
Exemple 1.1.5. R" et C" sont des espace de Banach, car : la dimension de n est finie.

Théoréme 1.1.1. Soit E un espace vectoriel normé. Les deux propriétés suivantes de E sont
équivalentes

(a) E est un espace de Banach.

(b) Toute série d’éléments de E normalement convergente est convergente.

Proposition 1.1.13. Soit (E,||.||) est un espace de Banach et F s.e.v fini, alors (F,||.||) est

un espace de Banach.

1.1.3 Exemples

L’espace C ([a,b],R) Soit [a,b] un intervalle dans R, I’espace C ([a,b],R) est l'espace des
fonctions continues sur [a, b].
On sait que toute fonction f : [a,b] — R continue est bornée (et atteint ses bornes), ce qui

permet de définir la norme uniforme de la fonction f en posant

[flle = sup [f (z)]

z€[a,b]

L’espace (C ([a,b],R), || . ||..) est un espace de Banach.

L’espace R Ensemble des suites réelles, noté, RY c’est ’ensemble des applications de N dans
R, c’est-a-dire

RY={u:u:N—=R}.

On définit des opérations sur I’ensemble RY des suites réelles & partir des opérations sur R. De
méme pour la relation d’ordre a partir de la relation d’ordre sur R.

On considére £ (R) 'ensemble des suites bornées réelles, c’est-a-dire
(*(N) = {u € R": (u,), est bornée}
On définir la norme sur /> (R) par :

|ull, = sup |u,|, pour tout u € £ (R).
neN
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Soit p > 1, on considére (? (N) I'ensemble des suites réelles (uy),, telles que la série >~ |u,[”

soit convergente, c’est-a-dire

?(N) = {u cRY: ZneN u,|” < oo} :

On définir la norme sur /7 (N) par :

1

Jull,, = [Z%N \un\p} ", pour tout u € /7 (R).

L’espace (¢ (N), ||.||.,) est un espace de Banach.

1.2 Espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont des espace vectoriels ou complexe, de dimension finie ou infinie,
dans lesquels on peut faire de la géométrie comme on a ’habitude de le faire dans l'espace
euclidien R™ ou hermitien C". En particulier on peut décomposer leurs éléments dans des bases
orthonormées.

Soit E un espace vectoriel sur K = C ou K = R.

1.2.1 Produit scalaire

Définition 1.2.1. On appelle forme sesquilinéaire sur E tout application telle que u est

linéaire par rapport & la 17 wvariable et semi linéaire par rapport & la 2% wvariable c-a-d,

vx’y?’ZeE’ VQ’BGK}

u(az + By, z) = au(x,y) + Bu(y, 2), u(z,ar+ Py,)=au(z,z)+ Bu(zy).

u est dit hermitienne siVr,y € E, u(z,y) = u(y,x).

Exemple 1.2.1. Soit u : R" x R" — R une application définie par u(z,y) = > ., x;y;, alors

u est forme sesquilinéaire sur R™.

Exemple 1.2.2. Soit u : C* x C" — C une application définie par u(zx,y) = > ., x;Y;, alors

u est forme sesquilinéaire C".

Remarque. Si K = R, alors sesquilinéaire devient bilinéaire et hermaitienne devient symé-

trique.

Proposition 1.2.1. Soit u une forme sesquilinéaire sur E, les propriétés suivantes sont équi-

valentes
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(1) u hermitienne,

(i7) pour tout x € E, u(z,z) € R.

Définition 1.2.2. Une forme sesquilinéaire est dit positive si u(x,z) > 0, Vo € E, elle est

dite définie positive si u(x,z) >0, Vo € E —{0}.

Définition 1.2.3. On appelle produit scalaire sur E tout forme sesquilinéaire, hermitienne,

définie positive. On note un produit scalaire par (.,.) .

Exemple 1.2.3.

(1) Sur C", on définit le produit scalaire suivante :

n

<:I"7 y> - Zj:l xjy_]

(i7) Sur C([a,b],C), on définit le produit scalaire suivante :
b —
(r9)= | f@igtds

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz et Minkoskey.). Si (.,.) est un produit scalaire,
alors Ve,y € F,

(&, ) < (2. 2) (v, 9) .

o=
ol

1
(t+y,z+y) + (y,y)2 .

< (z,z)

Définition 1.2.4. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit un espace préhilber-

tien.

Proposition 1.2.2. Soit (F,(.,.)) un espace préhilbertien, alors Uapplication; N : E — RT,

r — N (z) = +/(x,x) est une norme.
Remarque. Tout préhilbertien est un e.v.n pour la norme \/{.,.).

Définition 1.2.5. Un Espace de Hilbert? espace de Hilbert est un espace préhilbertien com-
plet.

2. David Hilbert, né en 1862 & KonigsbergH 1 et mort en 1943 & Gottingen, est un mathématicien

allemand.
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1.2.2 Orthogonalité
Définition 1.2.6. Soit E un espace de Hilbert, on dit que x est orthogonal y et on écrit x 1y
si (x,y) =0.
Proposition 1.2.3. Soit (F,(.,.)) un espace de Hilbert, on a
1. Yz € E, 0lx.
2. Vr,y € B, Vo, € K, x1y = axlfy.
3. Vo€ B, y;€ EVa, €K, ieln, (vly,i€,n) =2l _F .
Définition 1.2.7. Soit F C E, on dit que x est orthogonal F' et on écrit x LF si
Yy € E, (x,y) = 0.
On pose
Ft={zxe€E:zlF}.

Soit G C E, on dit que G est orthogonal F' et on écrit GLF si
Vwe E, z€G, (x,y)=0.

Proposition 1.2.4. Soient A,B C E et a € F, alors

1. Ac B= Bt c At

2. B+ = {0}.

3. ANALt =
0

4. {a}" est un s.e.v fermé.

Proposition 1.2.5. Soit A C FE, alors

1. Al est fermé.

2. AL = [AF =TAT".

Proposition 1.2.6 (Identité de parallélogramme). Soit (E, (.,.)) un espace préhilbertien réel,
alors Ve,y € E, on a
2 2 2 2
Iz +yll” + llz =yl =l + llyll™- ((+))

Inversement, si (E,|.||) est e.v.n telle que vérifier (%), alors il existe un produit scalaires

sur E dont la norme ||.]| .

[l +yl* = lla = yII’]

| =

(z,y) =
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Proposition 1.2.7 (Identité de Pythagore). Soit (E, (.,.)) un espace préhilbertien, alorsVx,y €

E. ona
2 2 2
[z +ylI” = ll=[I" + llyll
2 2 2
[l +iyll” = [lz[I + [ly]]

Définition 1.2.8 (Projection hilbertienne). Soit E un e.v.n et F s.e.v fermée et soit a € E .

On appelle projection de a sur F' tout point b € F, telle que
||CL - bH = d(aa F) = ;22d(a7l’) :

Théoréme 1.2.1 (de projection). Soit E un espace préhilbertien et F' s.e.v complet dans E,
alors Va € E, a admet un projection b € F, de plus b est unique point qui vérifier a —b_LF. Le

point b est note par P (a).

Proposition 1.2.8. Soit E un espace Hilbert et F' C E, alors
F+={0} & [F] = E.

Définition 1.2.9. Soit E un espace de Hilbert et F un s.e.v fermée dans E. On appelle pro-
jection sur F' note Pp(z), Uapplication qui associé a tout point x € FE la projection b sur

E.
Pp: E—F

r— Pp(x)=b:d(z,F)=|a-0|.

donc Pp (z) est l'unique point de F qui vérifier
v — Pp(z) € Fr & (x— Pp(x),y) =0,Vy € F.

Proposition 1.2.9. Soit E' un espace de Hilbert et F' un s.e.v fermée dans E, alors
1. F={z € F:x=Pp(z).}
2. P est un application linéaire continue.
3. ker Pp = F+.
4. E=FtaoF
5.Vre E:x= Pr(x)+ Pp. ().

6. Vo e B |z|* = || Pr ()|” + || Prs ()]

Proposition 1.2.10. Soit ' une partie dans un espace Hilbert E, alors

(FY =TFT.

10



Chapitre 1 Rappels sur les espaces de Banach et les espaces de Hilbert

Définition 1.2.10 (Bases Hilbertiennes). Une famille infini (a,), est dit linéairement indé-
pendante, si toute famille fini (ank)],zz? est linéatrement indépendante.

La famille (ay,),, est dit orthonormale si

1, m=n

0, m #n.

‘v’n,m S N7 <Cln, am> = 5n,m =

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de Gram-Schmidt ). Soit E un espace de Hilbert et (ay), une

famille libre dans E, alors il existe une famille orthonormale (c,),,, tel que

[(an),] = [(en),] -

Définition 1.2.11. Soit (a,), une famille orthogonaur dans un espace Hilbert E.
- Vx € E, le scalaire & = (x,a,) est appelé la composante d’ordre n (le coefficient de
Fourier?) .

— La série ), &,ay est appelé la série de Fourier.

Proposition 1.2.11. Soit (ak)zjf une famille fini orthonormé dans un espace Hilbert E.

Six = ZIZZL Apa, alors
2\ k=n W
ol = 3 Il

Proposition 1.2.12 (Inégalité de Bessel). Soit (a,), une famille orthonormé dans un espace
Hilbert E, alors

- Vo € L, la série )y, &7 = Y nen T, an)|? est converge.

~Vr e E, Y N &7 < ||z||*. (Inégalité de Bessel*)

Définition 1.2.12. Soit (a,), une famille orthonormé dans un espace préhilbertien E. On dit

que (ay), est une base hilbertien si
Vo € F, T = ZneN Ay -
Proposition 1.2.13. Soit (a,), est une base hilbertien si et seulement si
(We E, bla,, YneN)=(b=0).

Proposition 1.2.14. Soit E un un espace préhilbertien et (a,), une famille orthonormé, les

assertion suivantes sont équivalentes

3. Jean Baptiste Joseph Fourier est un mathématicien et physicien francais né le 21 mars 1768 & Auxerre

et mort le 16 mai 1830 & Paris
4. Friedrich Wilhelm Bessel (22 juillet 1784, Minden-17 mars 1846, Konigsberg) est un astronome,

mathématicien, géodésiste et physicien allemand.

11
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1. (an), est une base hilbertien
2. Vx,y € E, de composante (&,),, et (n,),, la série Yy &M, est converge vers (x,y) .
3. Yz € E, ||z||* = Y neN &7 = Y nen (@ )| (égalité de Bessel) .

4. Vx € E, la série ), &ya, est converge vers x.

Proposition 1.2.15. Soit E un espace de Hilbert séparables alors E admet une base hilbertien.

1.2.3 Le Théoréme de représentation de Riesz

Lemme 1.2.2. Soit E un espace de Hilbert. Pour a € E, on pose
V. E— C, x = P, () = (x,a).
Alors L’application 1, € E .
On définit alors une application 7 : E — E par :
a— Ta=1,.

Théoréme 1.2.3 (Théoréme de Riesz®). Soit E un espace de Hilbert. Alors

1) L’application T est une isométrie i.e.
pour tout a € E: ||Tally = |la| ;-

2) Soit A est forme linéaire continue i.e. A € E', alors il existe un unique a € E, tel que

A=Ta et Al = llall -

5. Frigyes Riesz né le 22 janvier 1880 a et mort le 28 février 1956 a Budapest, est un mathématicien

hongrois. Il est 'un des fondateurs de I’analyse fonctionnelle

12



2 | Opérateurs linéaires bornés

2.1 Définitions et propriétés

Tout au long du cours, on travaillera sur un corps K, qui sera soit R soit C. Soient E et F'

deux espaces de Banach sur K.

Définition 2.1.1 (Opérateur linéaire). On appelle un opérateur linéaire de E dans F toute

application A de E dans F vérifiant, pour tout x,y € E et A € K :
(a) condition additive : A(x +y) = A(x) + A(y),

(b) condition homogéne :A(Ax) = NA(x).
L’opérateur identité de £ dans E sera noté par Id.
Exemple 2.1.1. L’opérateur identité de I dans E est un opérateur linéaire.

Définition 2.1.2. Soit F : (E,||.||z) — (F,|.||p) une application. On dit que F est bornée si

elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F' i.e. F (bornée) est bornée.

Remarque. Soit F : (E,||.||g) — (F,|.||p) une application bornée, i.e, pour tout ¢ > 0, il

existe 0 > 0, tel que
pour tout v € E: ||z||z < ¢ implique [F (@)[|p < 6.

Proposition 2.1.1. Soit A une application linéaire de E dans F, alors A est bornée si et

seulement s’il existe une constante M > 0 tel que pour tout x dans E
A (@)[p < M |25

Démonstration.

(=) Si A est une application bornée, alors il existe M > 0, tel que
A (2)|» < M, pour tout x € Bg (0,1),

13
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Soit x € E — {0}, alors Hx—H € Bg (0, 1), cela nous donne
T

A (z)]| < M |z|lz,, pour tout z € E.
(<) Soit € > 0, pour tout z € E, tel que ||z||; < €, on obtient
1A ()] < Me,
ca signifie 6 = Me, d’ot A est bornée. n

Définition 2.1.3 (Opérateur bornée). On appelle un de E dans F toute application linéaire
borné de E dans F. En d’autres termes, s’il existe une constante M > 0 tel que pour tout x
dans E

A @)l < M ||zl -

Notation. On note L (E, F') lespace vectoriel des applications linéaires continues de E dans

F, on note L(E)=L(E,FE).

Exemple 2.1.2. On munit 'espace E = L*([0,1],R) de la norme ||.||,. Soit p € E, On définit
Popérateur T, : E — R par :

T,(f) = / F(t)p(t)dt.

Montrer que T, € L (E,R), en effet, c’est claire que T,, est linéaire. Par Uinégalité de Holder,on

a

IT,(f)] < / £ |o() dt

s\/ / \so(t)lldt\/ / POt <[]l

Alors Uopérateur T,,(f) est borné.

2.1.1 Continuité des opérateurs linéaire

Définition 2.1.4. Soient a € E et F : (E,||.||zg) = (F,||.lp)- On dit que F est continue au

point a si et seulement si, pour tout € > 0, il existe d > 0, pour x € E, on a
|z —allz <9 implique |F (x) — F (a)]| <e.

Théoréme 2.1.1. Soit A une application linéaire de E dans F, alors A est continu, si et

seulement st, il est borné.

14
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Démonstration.

(=) Supposons que l'opérateur A est borné, il existe une constante M > 0, tel que
A (2)||p < M ||z| 5, pour tout z € E.
Pour z,y € E, on a
[A(z) =AWl =A@ =y)llp < Mz =yl

ca signifie que I'opérateur A est M —lipschitzienne, donc A est continue sur F.

(<) Comme l'opérateur A est continue au point 0, alors, il existe p > 0, tel que
A (2)|| <1, pour tout x € B (0,p) .

Pour tout € > 0 et z € E, tel que ||z]| < ¢, alors Pee B (0, p), donc
5

[4 ()], =<2
€ F
ou encore
€
[A@)|F < -,
"=
ca signifie que 6 = E, ce qu’'implique 'opérateur A est borné. O
p

Théoréme 2.1.2. Soit A € L(E, F). Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :
1) A est continue sur E.

2) A est continue en Og.

4) A est bornée sur S (0,1).

(1)
(2)
(3) A est bornée sur B (0,1).
(4)
(5) Il existe M € RY tel que Vo € E, || Azl < ||z 5
(6)

6

A est uniformément continue sur E.

Démonstration.
(1) = (2), est évident.
(2) = (3), si A est continue en Og, alors il existe § > 0, tel que
siz € B(0,0): A(zx) € B(0,1).
Soit x € B (0,1), alors éx € B(0,9), donc A (dx) € B(0,1), comme A € L (E, F), alors
— — 1
Vo € B(0,1), A(Z‘)EB(QS)a

15
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donc A est bornée sur B (0,1) .
(3) = (4), est évident.
(4) = (5), si A est bornée sur S (0, 1), alors il existe M > 0, tel que

veeS(0.1),  [A@] <M

Soit x € E, avec x # 0, on a = € S (0,1), donc

VeeE,  [[A(@)]| < M|z

d’ou

(5) = (6) Soit x,y € E, on a

[A(z) = Al = [A(z =)l < Mz -y

Alors A est M-lipschitzienne, d’otl A est uniformément continue sur F.

(6) = (1), est évident. O

Théoréme 2.1.3. Soit A un opérateur borné de E dans F. Posons :

Azl

=/l

Ny = sup
zeE\{0}

Ny = sup |Az| .
x€S5(0,1)

N3 = sup |[|Az|g.
z€B(0,1)

Ny=inf{M e R": ||Ayc||F <M ||95||E}
AZOT'S, Nl = N2 = N3 = N4.
Démonstration.

Soit z € E, alors
|Az|| < Ny, pour z € S(0,1).

Si x # 0, alors ﬁ € 5(0,1), donc
x
A
| Azl < Ny, pour z € E\ {0},
]l 5

donc

A
Ny = sup w < Ns.
veero} |17l g

16
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Soit = € B(0,1), alors ||Az||, < N3, donc
|Az|| » < Ns, pour z € S(0,1),

d’ou

Ny < sup ||Az||p < Ns.
z€S5(0,1)

Par la définition de Ny, pour tout € > 0, il existe M, € RT, tel que
0< M <e+ Ny et |Azx|p <M |2/, pour tout z € E.

Alors,
| Azl < M. lell, < (e + No)llell;,  pour tout « € E.

Par suite

N3 = sup |Az|p <e+ N,

x€B(0,1)
Lorsque € — 0, on obtient N3 < Ny.
Par la définition de Ny, on a
|Az|| . < Ny ||z 5, pour tout z € E.
Alors
Ny € {M eRT:||Az|, < M||xHE}
Donc

Ny=inf {M € R* : [|[Az||p, < M ||z||p} < Ny

A la fin, nous avons trouvé la relation suivante
Ny < Ny < N3 < Ny < Ny

Cela signifie
Ny = Ny = N3y = Ny.

Définition 2.1.5. Si A est une application linéaire continue de E dans F', on pose :
HAHL(E,F) =Ny =Ny = N3 =N,

|All 2. ry  appelle la triple norme ou norme subordonnée a la norme de E et F. On a en
particulier :

[Az][p < | All 2 p 2l 5 » pour tout x € F.

17
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Théoréme 2.1.4. Soit E un espace normé et F' un espace de Banch, alors L(E, F) est un

espace de Banch.

Démonstration.

Soit (Ap), ey une suite de Cauchy dans L (&, F'), pour tout € > 0,
Ing €N, nom=>no: ||An— Anllypr <€
Pour tout x € E, on a

[Apz — Apzlp = [[(An — An) JJ”L(E,F)

IN

[ An — AmHL(E,F) [z &

< ellzlg-

Cela signifie, pour tout = € E, (A,x), .y est une suite de Cauchy dans F'. Par la la complétude
de F' nous permet d’affirmer que A,z converge dans F' vers une certaine limite que nous notons
Ax.

Nous allons montrer que 'application A : ' — F est linéaire. Soientt o, 3 € K et x,y € E, on

a
Alaz+py) = lim A, (o + fy)

= « lim A,z + 0 lirf Ay
n——+0oo

n—-+40o

= aAx + [Ay.

Montrons que A est continuité, soit # € B (0,1), alors

[Az] = lim [[Apz]] < Tim [JA,]| {l]
n—oo n—o0
< Ml

avec M = sup {||A,|| : » € N} < oo, car (A,), oy suite borné, d’ot la continuité de A.

Montrons que (A,),,cy est converge vers A dans L (E, F). Soit z € Bg(0,1), on a
dng € N, n,m>mng: |4 — Azl <e.
Lorsque m — 400, on trouver
dng e N, n>mng: |4 — Azl <e.

Alors

dng €N, n>ng:| A, — AHL(E’F) <e.
Ce qui établit la convergence de la suite (A,), vers A dans 'espace L (E, F). O
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Proposition 2.1.2. Soient E, F et G, trois espaces vectoriels normés, A € L(FE,F) et B €
L(F,G). Alors, Bo A€ L(E,G) et
|B o AHL(E,G’) < HAHC(E,F) HBHﬁ(F,G) :

Démonstration.

Soit x € B (0,1), on a

I(BoA)(@)le = [IB(A@)le
< HBHE(F,G) | Az||
< HBHc(E,F) HAHc(E,F) Iz &
<

1Bl z(m,m) 1Al 2em,r) -
d’ou

1BoAlgpe = swp{l(BoA)(@)llg:zeBr(0,1)}

IN

1Bl 2, 1Al 2,1 -
[l

Proposition 2.1.3. Soient E et F', deux espaces vectoriels normés, avec E de dimension finie.

Alors toute application linéaire dans E de dimension finie est continue.

Démonstration.

Soit {ey, es, ..., €,} une base de E. Pour tout x € By (0,1), on a

Al = [A(3 i)

=1

g

=n
>zl el

< max |z
i€{l,..,n}

= 37 e N (2)

Comme dim E = n < oo, alores toutes les normés sont équivalentes, alors

IN

da>0:VreFE, Ny () < a||z] 5 -

Donc

|4z < (32 lAedlpa) el

d’ot la continuité de A. O]

Définition 2.1.6 (Dual topologique ). On appelle dual topologique de l’esapce E et que note

E* Uespace de Banach des des fonctionnelles linéaires continues L (E,K)
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2.1.2 Convergence dans L (E, F)

Définition 2.1.7 (Converge uniforme). Soit (A,), une suit d’opérateur linaire bornées de E
dans F et A un opérateur linaire bornée de E dans F. On dit que (Ay), converge uniforme

vers A, si la suite (Ay), est converge vers A dans L (E, F') ou encore
nh_{{)lo [An = All g,y = 0

Définition 2.1.8 (Converge fortement). Soit (A,), une suit d’opérateur linaire bornées de E
dans F' et A un opérateur linaire bornée de E dans F. On dit que (A,)n converge fortement

vers A si pour tout x € E, la suite (A,x), est converge vers Ax dans F' ou encore
lim [|[A,x — Az||, =0, pour tout x € E.
n—oo

Définition 2.1.9 (Converge faiblement). Soit E un espace de Hilbert, soit (A,), une suit
d’opérateur linaire bornées de & dans E et A un opérateur linaire bornée de E dans E. On dit

que (A,) converge faiblement vers A ou (A,), — A si

lim (A,z,y) = (Ax,y), pour tout z,y € E.

n—oo

Exemple 2.1.3. Considérons Uopérateur (A,), : (*(R) — (*(R) défini par :

Ay (), = (0, .., Ty, Ty, ) -

Alors (Ay), € L (2 (R)) et || Al p2my) = 1, pour tout n € N.

Montrons que la suite (Ay), converge fortement vers A =0, en effet, soit x € (* (R), alors

2 o 2
HAanZQ(R) - Zk:n-i-l lil”

Comme (\xn\Q)n est le terme général d’une série convergente, alors
lim || = lim > JzP=0.
n—00 nle(R) n—00 k=n-+1
Mais la suite (An),, ne converge pas uniforme vers A =0, car [[Ap| 2@y = 1-

Proposition 2.1.4. Soit (A,), une suite d’opérateurs linaire bornée E dans F, alors la conver-

gente uniforme implique la convergente forte.

Démonstration.

Soit (A,,), une suite converge uniforme vers A, pour tout x € E, on a
[(An = A)zllr < [[An — All ezl
cela implique que (A,), converge fortement vers A. O
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Proposition 2.1.5. Soit E un espace de Hilbert, soit (A,), une suit d’opérateur linaire bornées

de E dans E, alors la convergente forte implique la convergente faiblement.

Démonstration.

Soit (A,,), une suite converge fortement vers A, pour tout x,y € F, on a

[{(Anz,y) = (Az,y)| = [(Anz = Az, y)]

< [(An = A)zllrllylle

cela implique que (A,), converge faiblement vers A. H

2.2 Inversibilité des opérateurs bornés

Définition 2.2.1 (Opérateur inversible). Soit E, ' deux espaces vectoriels normés. Soit A €

L(E,F), on dit que A est inversible s’il existe un opérateur B € L(F, E) tel que
Ao B =Idp et BoA=Idp

On Uappelle opérateur inverse de A et on le note B = A7

Notation. On note L;(E, F) l’ensemble des opérateurs A € L(FE, F) inversibles.

Exemple 2.2.1. Soient E = L*([0,1]) et ¢ € C([0,1]). On considére Uopérateur A, : E — E

défini par A, f = of.

Si ¢ (t) =t + 1, montrons que A, est inversible et A;l = A.1. En effet,

1
73

(A041) f =4, (g) —fet (Arody)f=AL(ef) =]

Donc Ay,Ar = A1 oA, = Idg. D'ou A, est inversible, ave A;l =A..

v

Théoréme 2.2.1 (Baire). Soit E un espace métrique complet et (Uy,),~, une suite d’ouverts
denses de E. Alors (5, Uy est dense dans E.

De méme, si (F},),5, est une suite de fermés d’intérieur vide de E, alors )y, Iy, est d’intérieur

vide dans E.

Démonstration.
Soit By C E un ouvert non vide. Comme U, est dense dans E, alors U; N By # ), donc il existe

x1 € Uy N By, comme U; N By est un ouvert, alors il existe r; < 1, tel que

E = E(l‘l,’l“l) C U, N By.
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1
Ensuite, comme Uy est dense, il existe une boule By, de centre x4 et de rayon ry < 3 telle que

EZE(xQ,TQ) CUgﬂBl.

De proche en proche, on construit B, , de centre x,, et de rayon r,, < 27", telle que

B, = B(z,,r,) CU, N B,_1.
En particulier, la suite (B_”)n est décroissante, c’est-a-dire

B, C B,_1, pour tout n € N.

Montrons que la suite (), est de Cauchy, en effet, on a z,, € B,_1 (zn—1,75-1), ¢’est-a-dire
d(zp,xy 1) <rpq < 9~ (n=1) pour tout n € N.

Soit n,m € N, avec m > n, alors

d (xm7 xn) S d (xmy xmfl) + d (xmflv xmf2> + ...+ d (anrl; xn)
< Ly o]
— 9om-1 om—2 on

Zk:m—l 1
o k=n 2k ’

. n . : . e o1
Mais (2—"),, est le terme général d'une série convergente, série géométrique de raison 2 cela

justifie le fait que (x,), est de Cauchy, donc converge, soit = sa limite. Pour tout n € N, on a
r € B, CU,,

Donc

T E ﬂNzl U,.

Comme on a aussi x € By, alors

Bo (mn21un> # 0.

on a montr que l'ensemble () ., U, intersecte tout ouvert est est dense.

Soit (F},),~; est une suite de fermés d’intérieur vide de E. Puisque
FC = (int (F,))° = E, pour tout n > 1.

alors (Fnc) est une suite d’ouverts dense dans E, par la premiére partie, on a (), -, F_,? est

n>1
dense dans F.

En passant au complémentaire, on obtient

0=-U,., (79)" = U, int(F).
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Théoréme 2.2.2 (Application ouverte). Si A € L(E) est un opérateur surjectif, alors pour

tout ouwvert U C E, alors A(U) est ouvert.

Démonstration.

Comme A est linéaire, il suffit de montrer que I'image de la boule-unité contient un voisinage
de 0.

Soit B = B (0, 1) la boule-unité ouverte de E.

D’autre part, soit x € E — {0}, alors ||z|| > 0, donc il exsite n € N— {0}, tel que n|z| < 1,

c’est-a-dire z € nB (0, 1), ca signifie £ C {J,», nB(0,1), dot

E = Un21nB (0,1).

Comme A est surjectif, alors

E = A(E)zA(Un>lnB(O,1))
= Un21nA(§(0,1)).

Par le théoréme de Baire, il existe n € N que nA4 (B (0,1)) est d’intérieur non vide.
Soit x € E et € > 0, tel que

B(z,e) C nA(B(0,1))
On a aussi

B(—z,e) CnA(B(0,1))

donc nA (B (0,1)) étant convexe, B (z,£) C nA (B (0,1)) et donc B C A (AB) avec A = L
£
Montrons que cela implique que B C A (AB). Soit z € B, comme z € A (AB), il existe x;, tel

que

A 1
B et HZ_Axl_AIQH<z_L'

On construit ainsi par récurrence une suite (), vérifiant

A 1
loall < 25 et llz = (A + Awy + .+ Az < g

La série convergeant normalement, on peut poser
= t 2
p=Y" moet il <2n
donc x € 2AB. Comme A est continue, on a Ax = 2. Ainsi z € A (2AB). O
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Proposition 2.2.1. Soit E un espace de Banach, et F' un espace vectoriel normé. Soit A €

L(E,F), on suppose que A est une bijection. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) L’inverse (ensembliste) A~' € L(F, E) continu.
i1) Il existe ¢ > 0 tel que ||Az|| > c||z||, pour tout x € E.

iti) F est un espace de Banach.

Démonstration.

(i) = (i1) St A™' . F' — F est continue, alors il existe M > 0 tel que
HA_lyH < My, pour tout y € F.
Nous prenons y = Az, pour tout x € E, on obtient

|z|| < M ||Az|| , pour tout x € E.

. . .. _ 1
Ca signifie (7) avec ¢ = ;.
(i1) = (i¢) Montrons que F est un espace complet. Soit (y,), une suite est de Cauchy dans F,

alors pour tout € > 0, il exsite ng € N tel que
n,m 2> no :|[Yn — ymll < ce.

Comme A est bijective, alors il existe une suite (z,), dans E telle que (y,),, = (Ax,),,, par (i),
on obtient

n,m > ng:c||x, — xn| <Az, — Ayn|| < ce.

Ca signifie que la suite (z,,),, est de Cauchy dans E qu’est complet, alors (x,),, est converge vers
un élément x € E, puisque A est continue, donc (y,), = (Az,), est converge vers Az =y € F,
d’ou F' est un espace de Banach.

(13i) = (i) Utiliser le théoréme de I'application ouverte, on a A € L(E, F), E et F sont des
espace de Banach et A est bijective, alors A est ouverte, ¢’est-a-dire, pour tout ouvert U de F,

alors A (U) est un ouvert dans F', cela entraine que A~! est continue. O

Proposition 2.2.2. Soient E, F deuz espaces de Banach, soit A € L(E, F),il y a équivalence

entre les deuzr assertions suivantes :

i) 1l existe ¢ > 0, tel que |Az|| > c||x||, pour tout z € E.

i1) A est injectif et ImA est fermée dans F.
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Démonstration.

(i) = (ii) Soit = €kerA, alors Az = 0 implique ¢ ||z|| < 0, donc kerA = {0}. Ca signifie A est
injectif.

Soient (y,), une suite de ImA qui converge vers y € F, alors il existe une suite (x,), dans £

telle que (Az,,), = (yn),, dpnc
[Yn = ymll = [|Azn — Az = cllan — 2|

entraine que (x,), est de Cauchy. Si x désigne la limite de (z,),, on a alors y = Az, donc
y €IlmA.

(1)) = (i) Ona A: E -ImA C F.

Comme ImA est un sous-espace fermé de F, donc ImA est complet.

Puisque A : E —ImA est continue et bijective. On applique la proposition précédente a A :

E —ImA. [l

Corollaire 2.2.1. Soient E, F' deux espaces de Banach. A € L(E, F) est inversible si et seule-

ment si, il existe ¢ > 0, tel que
ImA=F et |Az| >c|x|, pourtoutx € E.

Démonstration.

(=) On a ||Az|| > c||z||, comme A est inversible, elle est en bijection et donc ImA = F.

(<) Comme||Az|| > ¢ ||z||, pour tout x € E. Par la proposition 2.2.2, opérateur A est surjectif
et ImA est fermé dans F'.

Cependant : ImA = F, par hypothése, donc ImA = ImA = F. Ainsi, A : E — F est li-
néaire, continue, bijective. Puisque E et I’ sont complets, par la proposition 2.2.1, I’application

réciproque T—1 est forcément continues. ]

Théoréme 2.2.3. Soit E un espace de Banach. Soit A € L (E) vérifie ||A|| <1, alors Id— A

est inversible et ['application réciproque est :

(Id—A)"' = JAT=Td+ A+ A

n>

Démonstration.

Posons

o k=n k 2 n
Sn—znzoA —Jd+ A+ A2+ . + A"
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Montrons que (S,,), est une suite de Cauchy dans £ (£). En effet : Soit n,m € N, avec n > m,

o a

1= 5l = [ A <3 140

k=n k
= > Al
n=m-+1

Mais (||A]|"),, est le terme général d’une série convergente, série géométrique de raison ||Al| < 1,
cela justifie le fait que (S,), est de Cauchy. On note que

k=00

— 1 _ k
§=lmS =2, 4
Veérifions que (Id — A)S = S (Id — A). Pour tout n € N, on a
_ o B . k=n ko k=n k1l
(Id— A) S, = 1dS, — AS,, = ano A ano AF = 14,

S, (Id — A) = S,Id — S,A = Zk:" s Z'“f’; AR Z1g

n=0

Ensuite, on passe a la limite dans n — oo, on a
(Id—A)S, =1d et S, (Id — A) = Id.
m

Lemme 2.2.1. Soient E, F' et G des espaces de Banach. Si A € L(E,F) et B € L(F,G) sont

deuz opérateurs inversibles. Alors, AB € L(E,G) est inversible et ['on a
(BA) ™' = A'B7L.

Démonstration.

Soient A € L(E,F) et B € L(F,G) sont deux opérateurs inversibles, alors

(A'B™Y) (BA) = A" (B"'B) A= A"'A = 14,

——
Ia
(BA) (A"'B™") = B(AA™) B~ = BB~ = I,
——
Id
¢a signifie que I'opérateur BA est inversible et (BA)™' = A~'B~1. O

Corollaire 2.2.2. L’ensemble des éléments inversibles de L; (E) est un ouvert de L (E).

Démonstration.

Soit Ag € L; (E), c’est-a-dire Ay € L (E) inversible. Montrons que

Bee) (AO, Ang_1> c L, (E).
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Soit B € B (AO, alﬂfl), alors ||Ag'||[|B — Aol < 1, d’autre part
AgV(B=Ag)=A'B—1d et  |[Id—A;'B|| <1,
selon la théoréme I'opérateur Id — (Id — AalB) est inversible, ca signifie A;' B est inversible.

Comme A est inversible. Alors
Ay (Ag'B) = B est inversible.

Finalement, on trouve une boule ouvert incluse dans £; (E), ¢a signifie que £; (E) est un ouvert

de L(F). O

2.3 Opérateur adjoint

Définition 2.3.1. Soient E et F' deuz espaces de Hilbert et A € L(E, F), IL’opérateur adjoint

de A: E — F est lopérateur linéaire A* : ' — FE caractérisé par
(Az,y)p = (x, A"y) p, pour tout x € E, y € F.

Théoréme 2.3.1. Soient E et F deux espaces de Hilbert et A € L(E,F), il existe un unique

un opérateur A* € L(F, E), tel que por tout x € E et pour y € F, on ait
(Az,y)p = (2, A"Y)
On a de plus
||A||£(E,F) = HA*Hﬁ(F,E)‘
Démonstration.
1) Ezistence : Pour tout y € F, on définit 'application B, : E — C par By(z) = (Az,y) »
Montrons que B, € L(E,C), en effet, soient x;,20 € E et « € C, on a
By(ax, + Brp) = (A(aw; + Br2),y)
= (Alax) + A(Br2), y)

= (A1), y) + (A(B22), )

= afA(z1),y) + B(A(22), y)

= aBy(z1) + BBy(x2).

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|By(2)| = (Az, y) < || Azl [yl ¢

< 1Al ze.my 12l Nyl o -
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Alors B, € L(E,C), de plus

1Byllzs.0) < ANl ) 191l
D’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe donc un unique élément unique z, € E,
tel que

By(x) = (Az,y) = (z,y) -

Cette égalité définie un opérateur ? noté A* : ' — E, tel que A*y = z,, alors
By(z) = (Az,y) = (z, A™y) .

Unicité : Supposons que Aj et A5 deux opérateurs adjoints de 'opérateur A, pour tout x € E
et pour y € F', on a

(Az,y) = (z, Ajy) = (z, Aly) .
Alors, pour tout y € F': Ajy = Ajy, c’est-a-dire A7 = A3.

Linéarité de 'opérateur adjoint A* : Pour tout x € E, y1,y2 € F et a, 5 € K, on a

(z, A™(ayr + Bya)) = (Az, ayy + By2)

= (Az, ay1) + (Az, Bys)
alAz,y1) + B(Az, ya)
= a(z, A'y) + Bz, Ays)
= (z,aA™y1) + (z, BAy2)

= (x, A%y + BA Ya).

Alors on obtient

A*(ayy + By2) = aA%y1 + BA ys.
Eqgalité des normes : Soit x € E/, on a
|A*z||* = (A, A*z) = (AA*z, z)
< llAaa] o]
< [|A[FI[ A" ]| [l
Aprés simplification [|A*z|| < ||A]| [|z]], en déduit que A* € L(F, E)et ||A*|| < ||A]|. De plus, on
a
|Az||* = (Az, Az) = (A*Ax, x)
< || A" Az| ]
< [JAT[ [ Az {l]
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Apres simplification [|Az|| < ||A*|| [|z||, en déduit que || A|| < ||A*]].

Finalement, on obtient 'égalité des normes ||Al| = ||A*||. O

Exemple 2.3.1. Soient E = L*(Q,pu), ¢ € L*(Q,u) et M; : E — E un opérateur défini

par To(f) = ¢f.
Il est clair que T € L(E, E), nous cherchons l'opérateur adjoint de My, soit g,h € E, on a

= [ M @F @ = [ (@) @ F e

/f 7 @h (2)d,

= ([, To(h)) = (£, T"¢(h)) .

Done, ladjoint de Ty est
T p=To.
Proposition 2.3.1. Soient A, B € L(E,F) et A\, u € K, nous avons les propriétés suivants
a) (AA+ uB)* = \A* + B,
) (A7) = A,
¢) (BoA)* = A* o B*,

d) ”A*AHﬁ(EE ||A||Z(E,F) = HAA*HE(F,F)‘

b

Démonstration.

a) Pour tout x € F, y € Fet \,u €K, on a

(z, M+ pB)"y) = (A + pB)z,y)
= MAz, y) + u(Bz,y)
= Mz, A%) + p(z, By)
= (z,A\A*) + (z, i B")
= (z, \A* + iB"),
ce quimplique (AA + puB)* = AA* + iB*.
b) Pour tout z € E, y € F, on a

(Az,y) = (z, A"y) = (A*y, x)
= (y, (A*)"z) = ((A")" =, y).
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Alors (A*)* = A.
¢) Pour tout x € E, et y € F, on a
(z,(BoA)y) = ((BoA)x,y) = (B(Az),y)
= (Az, B'y) = (z, A" (B"y))
= (z, (A" 0 BY)y),
d’otu (Bo A)* = A* o B*.
d) Pour tout z € E, alors
|Az||* = (Az, Az) = ((A* 0 A) z, z)
< [[(A" o A) || [|l]
< [lAAYl [l
Ce qu’implique que
AP < 147 0 A] .
D’autre part,
(A" 0 A) || = ((A* 0 A) z, (A" 0 A) x)

=(((AoA")o A)x, Ax)

< [[Az[[ I((A e A) o A) 2

< [|4 0 A" || Az

< [l Ao AT [LAI* [l
Ce qu'implique que, ||A* o A|| < ||A||>. Finalement, on obtient que ||A|* = ||A* o A||. O
Proposition 2.3.2. Soit A un opérateur linéaire défini sur E dans F, alors
i) kerA = (ImA*)*,
i) kerA* = (ImA)*,
i) (ImA = (kerA*)" .
Démonstration.

Soit A un opérateur linéaire défini sur F dans F', on a
kerA={z € E: Az = 0}
={z e E:YyeF, (Az,y) = 0}
—{zeE:VyecF, (z, Ay) =0}
— (ImA*)".
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D’apreés la premiére affirmation, on remplace A par A*, on obtient
kerA* = (ImA*)" = (ImA)" .
D’aprés la premiére affirmation, on a
(kerA*)" = (ImA)™" = [ImA].
Comme ImA est un sous espace vectoriel, alors [ImA| =ImA, donc
(kerA*)" = TmA.
O

Proposition 2.3.3. Soit E un espace de Hilbert, G un sous espace de E, alors AG C G si et

seulement si A*G+ c G+.

Démonstration.
=)Supposons que AG C G et montrons que A*G+ C G*. En effet, soit + € G et y € G*,
Y

alors (y, Az) = 0, car Az € G. Puisque,
0= (y,Az) = (A%y, z) .

Alors A*y € G+, pour tout y € G, ca signifie A*G+ C G*+.
(<) Supposons que A*G C Gt et montrons que AG C G*. En effet, soit € G et y € G,
alors A*y € Gt et (A*y, x) = 0, c’est-a-dire (y, Ax) = 0, alors y € G, ¢a signifie Az C G. O

2.3.1 Opérateurs isométriques, normaux, unitaires, positifs, auto-adjoints

Définition 2.3.2. Soit A un opérateur linéaire défini sur E dans lui méme, c’est-a-dire A €

L(E,E) = L(E),
1) Un élément A € L(FE) est appelé hermitien ou auto-adjoint si A* = A.
2) Un élément A € L(E) est appelé unitaire si

A*oA=1Idgy et Ao A" =Idp.

C’est o dire A* = AL,
3) Un élément A € L(E,F) est appelé isométrique si pour tout x € E : (Azx, Az)p = (x,2)p

ou encore ||A(x)|| = ||z|l5 -

4) Un élément A € L(E) est appelé normale si A* o A= Ao A*.

31



Chapitre 2 Opérateur linéaire bornée

*

5) Un élément A € L(E) est appelé anti auto-adjoint si, on a A = —A*.
6) Un élément A € L(E) est appelé positif (notation : A > 0) si A est autoadjoint et si pour

tout x € E : (x, Ax) > 0.

Remarque. Le produit de deux opérateurs auto-adjoints n’est pas en général un opérateur

auto-adjoints.

Proposition 2.3.4. Soit A, B € L(F) deuz opérateur auto-adjoints sont auto adjoint alors

DUopérateur A o B est un opérateur auto adjoint.

Démonstration.

Soit x,y € F, on a

(Ao B)x,y) = (Bx, Ay) = (x, (B0 A") y)
= (z,(BoA)y) = ((Ao B)*z,y).

Alors Ao B = (Ao B)*. O
Proposition 2.3.5. Soit A € L(E) un opérateur auto adjoint, pour tout n € N, on pose

A" :=AocAo..0A.
—_—

n fois

Alors lopérateur A™ est un opérateur auto-adjoint.

Démonstration.
Montrons par récurrence, soit x,y € E, pour n = 1, on a A est auto adjoint.
On pose

P, (A%x y) = (x, Ay)

On suppose que la relation P,, est vrais et monteronq que la relation P, est vraie, en effet

(A", y) = (A" 0 A)z,y) = (Az, (A")"y)
= (z,A% o (A")"y)
= (z, (Ao A")y) = (x, A" y),

ca signifie A" = (A"*1)* donc A" est un opérateur auto-adjoint. O

Proposition 2.3.6. Soit (A4,), € L(E) une suite des opérateurs auto-adjoint, si (A,), converge

faiblement vers A, alors A est un opérateur auto-adjoint.
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Démonstration.

Pour tout z,y € E, on a
(Apz,y) = (z, Any), pour tout n € N
En passant a la limite, on obtient
(Az,y) = lim (A,z,y) = lim (z, A,y) = (2, Ay),
ca signifie A = A*, c’est-a-dire A est un opérateur auto-adjoint. n

Remarque. Soit E un espace de Hilbert, on note Luu,(E) 'ensemble des opérateurs auto-

adjoint dans L(E).
Corollaire 2.3.1. oit E un espace de Hilbert, alors Laui(E) est un ensemble fermé dans L(E)

Démonstration.

Soit (A,), une suite des opérateurs dans Lyu0(E), tel que (A,), converge vers A dans L(E),
c’est-a-dire

lim ||A, — Al =0,
n—oo

alors (A,,),, converge faiblement vers A, alors A € L,,4(E). Cela signifie que nous avons prouvé

Lauto(F) est un ensemble fermé dans L(E). O

Théoréme 2.3.2. Soit A € L(FE), alors lopérateur A est auto-adjoint si et seulement si

(Az,x) € R.

Démonstration.

Soit A est un opérateur auto-adjoint, pour tout x € E, on a

a= (Azx,z) = (x, Az) = (A*zx,x) = (Az,x) = @.

Comme a = @, ¢a signifie a = (Az, z) € R.

Réciproquement : soit x,y € E, on pose
a = (Alz+y),z+y) - ((Alz —y),z—y)
= 2[(Az,y) + (Ay, z)]
b = (A(z+iy),x+iy) — (Alx — 1y), z — iy)
= —2i[(Ay,z) — (Az,y)]
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On sait que (Az,x) € R, alors a et b sont réelles. De plus, on a

a b, a b,
Z+Zl_<Ay’x> et Z—Zz—<Ax,y>.
Alors
a b a b
(Az,y) = 11" (Z - 11> = (Ay, z)
= (z, Ay)
donc A est un opérateur auto adjoint. O

Proposition 2.3.7. Soient E, F deuz espace de Hilbert et A € L(E,F), alors il existe deuz

opérateurs linéaire borné, auto-adjoint U et V tels que

A=U+1V.
Démonstration.
11 suffit de prendre
1 1

U=(A+A) et V= (4-A)
Alors

U :§(A+A) :§(A + A =U.
De méme V = V*, O

Proposition 2.3.8. Soient E et F' deuz espace de Hilbert et A € L(E) les condition suivant

sont équivalents :
i) L’opérateur A est unitaire.
i1) L’opérateur A est surjectif et A* o A = Idg.
i1i) L’opérateur A est isométrie.
Démonstration.
(?7?7) = (?7?) Si A est unitaire, on a A* o A = Idg, nous en concluons que lopérateur A est
surjective.
(7?) = (?7?),si A* 0o A = Idg, alors pour tout z € E on a
lzl* = (@,2) = (A" 0 A) z,2)
= (Az, Az) = || Az|”.
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ca signifie A est isométrie de E sur F.

(7?) = (77?), si A est isométrie de E sur F, pour tout =z € E , on a
(r,z) = (Ax, Az) = (x, (A" 0 A)z) = ((A" 0 A) z, x)
ca signifie (A* o A)x = (A* o A) x = x, nous en concluons que A est unitaire. n

Exemple 2.3.2. Soit A : *(R) — (*(R) un opérateur défini par Ax = (29,),cy- On a A €
L ((%(R)), nous recherchons l'opérateur adjoint de A*, en effet, soit z,y € (*(R), alors

<Al’, y) = Zn>0 (A$>n Yn = Zn>0 LonlYn
= ToYo + Toy1 + .. = Zn>0 Tn (A*y)n .

Awvec
Yz, st n pair

(A"y), =

0, st n impair
Exemple 2.3.3. Soit a € R", on définit l'opérateur de Translation 7, : L* (R) — L? (R) par :
(1af) () = f(x —a).

Nous recherchons opérateur adjoint de 754, en effet, soit f,g € L*(R), on a

(wfog) = [ (@) @) §T0de = [ fla - @500

On pose y = x — a, alors dy = dx et

(7af, 9) / F(y)-9(y + a)dy = (f, 7ag),

ca signifie T, = T_,, on en déduire que T, # T_,, donc T, n’est pas auto-adjoint.

D’autre part, pour tout f € L* (R), nous avons
(Taoma) f=(Ta0om) f =1,
alors 7} o1, = 1,07, = 1d, donc lopérateur A est normal.

Proposition 2.3.9. Soient A et B deuz opérateurs linéaires positifs sur E, Pour tout \, u > 0,

alors le combinaison linéaire NA + uB est un opérateur positif.

Démonstration.

Soit A\, u > 0, alors AA + B est auto adjoint. Soit z; € E, on a :
(M + uB)x,z) = MAzx,z) + p(bx,xz) > 0.
donc NMA + uB > 0. m
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Proposition 2.3.10. Soit A un opérateur linéaire positifs défini sur E dans E alors A est un

opérateur auto adjoint.

Démonstration.
Soit A un opérateur linéaire positifs, alors pour tout z € E, on a (Ax,z) > 0, ¢a signifie

(Az,x) € Rt donc A est opérateur auto adjoint. O

Proposition 2.3.11. Soit A € L(E, F), alors les assertion suivantes sont équivalentes :

i) A est isométrique.

i) A*o A = Id.

Démonstration.

Supposons que A est isométrique, montrons que
(A" 0 A) z,y) = (z,y), pour tout z,y € E.

Rappelons 'identité de polarisation est donné comme suit

1 : : : : :
(@) = 7@ +y2+y) (e —yz—y) +ille +iy,z +iy) — (z — iy, @ — iy))]
= (Azx, Ay),
Comme ||Az|| = ||z||, on en déduit que

(z,y) = (Az, Ay) = ((A" 0 A)z,y),

ca signifie A* o A = Id.

Supposons que A* o A = Id, alors pour tout x € F/, on a

2> = (z,2) = (A" 0 A)z, )
= (Ax, Az) = || Az|>.

Ce qui prouve que A est bien isométrique. O
Proposition 2.3.12. Soit A € L(FE) est un opérateur normale, alors, kerA =kerA*.

Démonstration.

Soit x €kerA, alors

”A*l'H2 = (A"x,A"x) = (Ao A") z,x)
= (A" (Ax),x) = 0.
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En déduit que A*z = 0, alors x €kerA*, ca signifie ker A Cker A*.

Réciproquement, puisque, on a kerA CkerA*, alors
kerA* C ker (A*)" = kerA.
Finalement, on obtient ker A =ker A*. O

Proposition 2.3.13. Soit A, B € L(E) deuz opérateurs unitaires, alors

Proposition 2.3.14.
a) A est isométrique.

b) | Allzmy= 1.
)

c) A7l et A* sont unitaires.

d) Ao B est unitaire.

Démonstration.

Pour tout x € E, on a

|Az||* = (Az, Az) = (A" 0 A) z, )

= (z,7) = |||

Alors ||Az|| = [|z||, cela nous donne A est isométrique et [|Al/zz= 1.

Par hypothése A est unitaire, alors
Ao (A =A"A=1d et (A") oA*=Ao0A" =1d,
donc l'opérateur A* est unitaire. De plus, on a
Ao (A =4 o(A) ' = (A0 A =1d

et
(A oA =AY oA = (Ao A = Id.

Alors Popérateur A~! est unitaire.
Soient A, B € L(F) deux opérateurs unitaires, alors
(AoB)*o(AoB)=B"o(A"0 A)oB
id

=B*oldoB=B"oB=1d.
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(AoB)o(AoB)"=Ao(BoB")oA"
1d

=AoldoA*=A0c A" =1d
Cela signifie que A o B est un opérateur unitaire. O

Remarque. Un opérateur A € L(E) auto-adjoint ou unitaires est normal. Mais la réciproque

est fausse.

2.3.2 Comparaison des opérateur

Définition 2.3.3. Soient A, B € L(F), on dit que A > B si A — B est un opérateur positif,
c’est a dire

A>B & ((A-B)(z),z) >0, pour tout x € E.

Remarque. Soit E un espace de Hilbert, alors (L(E),>) est une relation d’ordre. En effet,
soit A, B,C € L(FE), on a

i) Réflexive : A > A, pour tout v € E, (A — A)(z),z) =0>0,

it) Transitive : si A > B et B> C, pour toutx € E : (A-=B)(x),z) > 0 et (B-C)(x),x) > 0,

alors
0<{((A—=B)(z),x) +{(B—-C)(z),z) = ((A—C)(x),x), pour tout x € E,

ca signifie A > C.
i1i) Anti-symétrique : si A > B et B > A, alors ((A — B)(z),z) = 0, pour tout © € E, ¢a
signifie A = B.

Lemme 2.3.1. Soit A € L(FE), alors les opérateurs Ao A* et A*o A sont des opérateur positifs.

Démonstration.

Soit A € L(F), pour tout x € E, on a

(Ao A")(x),x) = (A%x, A%x)

— JlA%z]* = 0
Ce qui implique que A o A* est positif. De méme,

(A" 0 A)(z), x) = (Ax, Az)

= | Az|* >0
Ce qui implique que A*A est positif. O
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Corollaire 2.3.2. Soit A € L(E) un opérateur auto-adjoint alors, l'opérateur A> = Ao A est

un opérateur positifs.

Démonstration.

Puisque A est auto adjoint, alors A = A* et d’aprés le Lemme 77, on a
A’=Ao0A=A"0A= Ao A",
donc A? est un opérateur positif. O

Proposition 2.3.15. Soit A € L(FE) un opérateur positif et auto-adjoint, alors pour tout n € N,

DUopérateur A™ est positif.

Démonstration.
1°" cas : Si n est paire, c’est-a-dire n = 2k, avec k € N, alors 'opérateur A*auto adjoint. D’autre

part, pour tout x € F/, on a

(Az,z) = (A%z, 2) = (A" 0 A¥) 2, 2)
= (Akz, (Ak)*x> = (AFz, A*z) = || A*z|* > 0
2i€me cas : Si n est impaire, c¢’est-a-dire n = 2k + 1, pour tout x € E, on pose y = A¥z, alors

(Arz,x) = (A" a,2) = ((A¥ o Ao A¥) 2, 2)
= (Ao (AFz), (A%) 2) = (Ao (Arz), Arz)
= (Ay,y) > 0.

[]

Théoréme 2.3.3 (Théoréme de Cauchy Schwartz généralisé). Soit A € L(E) un opérateur
positif. Alors,
(A, )" < (Az,2) (Ay,y),  pour tout z,y € E.

Démonstration.

Pour tout z,y € H et pour tout A € C, on a
a=(A(x—M\y),z—Ay) >0.
De plus, il vient

a = (Az,z) + M (Ay,y) — A (Ay,z) — X (Az,y) > 0.
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D’ou, avec A auto-adjoint, on écrit

a = [\*(Ay,y) — My, Az) — X (Az,y) + (Az, 2)
=+ (Az,2) + [\ (Ay,y) — Ay, Az) — Ay, Az) > 0.

Prennons A = Ay )’ on obtient
B oy Az | Ay Ay
o = tana+ [GRR] Gan) - Gt )~ (0 e
= T, [{Az,y) [ L x z) — (Ax x
= (Ana)+ S — e [ (A) o, Av) — T ) (0, A7)
oy AP
e =y 2

]

Théoréme 2.3.4. Soit A € L(E) un opérateur positif, tel que ”A”[,(E) < 1 alors, Uopérateur
I — A est un opérateur positif et ||[Id — Al| ;) < 1.

Démonstration.
On définit 'opérateur B par B = Id — A, alors B € L(E).

Par I'inégalité de Cauchy Schwartz, pour tout x € E, on a

(Bx,x) = (Id — A)z,2) = (z,7) — (Az, z)
= ||lz]|” — (Az, 2)
> [|lz]|* — (| Az [l
> [l])* — (1A [l

= [l=]I” (1 — [|A]) > 0.

ca signifie ((Id — A) z,x) > 0, pour tout x € E, d’on Popérateur Id — A est positif.
De plus, d’aprés le Théoréme de Cauchy Schwartz généralisé, pour tout x,y € E, on a
(B, y)* < (Bx,z)(By,y)
< ((z,2) — (Az, 7)) ((y, ) — (Ay,y))
= (lll* = (Az.2)) (lyllI* - (Ay, )
< |ll* ly1* + (Az, 2){Ay, y) = [I=]* (Ay, 9) + |yl* (A, )]
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Par I'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient
(Az, 2)(Ay,y) < | A] [l«]* (Ay, y) < |l2]* (Ay, ),
alors

2 2 2
[l lyl1” = [lylI” (Az, z)

2 2
[ 77

(B, y)[*

IN

IA

En particulier, quand nous prenons y = Bx, on obtient
2 4 2 2
[(Bz, Bx)|” = || Bx||” < ||=[|[| Bz|",

ce qui donne

|Bz|| < ||z, pour tout = € E.

qa signifie || B[, p) = [[{d — Al ;) < 1. O
Théoréme 2.3.5. Soit (A,), € L(E) une suite auto-adjoint, tel que

A1 > Ap, pour tout n € N.
Si la suite (|| Anlleimy), est bornée, alors il existe un opérateur A € L(E) tel que

lim A,z = Ax, pour tout v € E.

n—oo

Démonstration.
Soit (A,), € L(E) une suite auto-adjoint, tel que A, > A,, pour tout n € N
Soient n,m € N, tel que n > m, alors A, > A,,, c’est-a-dire I'opérateur A, — A,, est positif,

alors pour tout = € E, on a ((A,, — A,,)x,z) > 0. De lui, nous trouvons
(Apz, ) > (Apz, x), pour tout = € E.

Alors ((Anz, x)),, est une suite croissante. Comme la suite (|| A, ||z(z)), est bornée, alors il exsite
M > 0, tel que
|AL] < M,, pour tout n € N.

Par I'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient

[(Anz, 2)| < [ Anz[l2]] < [|Aa]l ]|
< MJ[]*.
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Chapitre 2 Opérateur linéaire bornée

Alors la suite ((A,x, x)), est bornée. Cela nous donne que ((A,z,z))  est une suite convergente,

c’est-a-dire pour tout € > 0, il exsite ng > N, tel que
2

n,m > ng: (Ayx,x) — (Apx,z) < YR

D’apres le Théoréme de Cauchy Schwartz généralisé, pour tout z,y € F, on a

((An = An)z )" < [(An = Ay, 9)] - [((An — Az, )]
< [ (An = Au) [y 1" (An, 2) — (Anz, 2)

<yl
Prenons le cas particulier y = A,z — A,,z, on obtient

|<(An — Az, y>|2 = [|(An — Am)xH4
< &?||(An — Ap)z|?,

ce qui donne

n,m>ng: ||(A, — Am)a:H2 <e.

Alors, pour tout x € E, la suite (A,z),, est de Cauchy dans 'espace de Hilbert £, donc la suite

(A,x), est converge vers un élément noté Az, i.e lim A,z = Az.
n—oo

Montrons que A € L(FE), soient z,y € E' et A € K, on a

Az +y) = limA, M +y)=Alim A,z + lim A,y
n—00 n—0o0

n—oo

= Mz + Ay.

Cela signifie que 'opérateur A est linéaire. D’autre part

[Anz]| < |[Anllllz]] < M][z]|,  pour tout n <N
Par passge a la limite
[Az[] < Ml]],
Cela signifie que 'opérateur A est continue. O

2.3.3 Opérateur racine carré

Définition 2.3.4. Soit A € L(E) un opérateur positif, Uopérateur positif R est dit racine carrée

de lopérateur A si, on a la relation :

A=R’>=RoR ou encore R:=VA.
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Chapitre 2 Opérateur linéaire bornée

Lemme 2.3.2. Soit A € L(E) un opérateur positif, tel que HAHL:(E) < 1, alors suite récurrents
(Uy,) définie par :

Uy =0, U1 = (I — A+ U,f) , pour tout n € N

N —

converge vers un opérateur linéaire continue U de norme HUH[:(E) <1.

Démonstration.
D’aprés le théoréme précédente, il suffit de montrer que la suite d’éléments (U,),, est croissante
et de normes bornées ||U,||p) < M. Comme A un opérateur positif et || Al| ;) < 1, alors par le

lemme précédente, on [[Id — Al| ;5 < 1. Nous démontrons par récurrence I'assertions suivante

1Unll sy < 1.
P, U, >0, , pour tout n € N—{1}.
Un+1 - Un Z 0

Comme A un opérateur positif et ||A||£(E) < 1, alors par le lemme précédente, on 'opérateur
I — A est un opérateur positif. Pour n = 1, on a [[Ul|zm =0 < 1, Uy > 0 et Uy — Uy =
%(I — A) > 1, cela signifie que l'assertion P; est vraie, ensuite, nous démontrons que P, =
P.i1, en effet, comme A un opérateur positif et ||A||£(E) < 1, alors par le lemme précédente,

on [[Id — Al ;) < 1, on obtient
1 5 1 Ly,
1Unsall = ST =A+ TR < SIIT = Al + 5 [|[U7]]
2 2 2
1 1 9
< —|I=A|l+=||U.|" <1,
< S - A+ I <
D’autre part, on a I — A et U2 des opérateurs positifs, donc

U1 == (I—A+U}) >0,

DN | —

ca signifie U, est opérateurs positif.

Pour tout = € E, alors

0 < (UyoUpy)z,z) = (Up_r2,Upz) = (U, U, 1)

- <Unx7 Un—1x> - <(Un—1 o Un) €, ZE) )
Cela nous donne U, o U,,_1 = U,,_1 o U, nous concluons

U1 —Up = (Ug - Ug—l)

N — DN

(Un - Un—l) (Un + Un—l) 2 0
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Chapitre 2 Opérateur linéaire bornée

Par ’hypothése de récurrence, on U,—U,,_1 > 0 et comme U,,+U,,_1 > 0, ¢a signifie U,, . —U,, >
0.
En fin, nous avons trouvé l'assertion P, est vérifié.

D’oi, 'existence d’un opérateur U € L(FE), tel que

lim U,x = Uz, pour tout x € E.

n—0o0

Avec U]l gy < 1. O

Lemme 2.3.3. Soit A € L(E) un opérateur positif, tel que [|Al| ;5 < 1, alors tout opérateur

B € L(E) commute avec A il commute avec la suite des opérateurs

U, =0, Upi1 = (I — A+ Uﬁ) , pour tout n € N

DN —

et il commute avec l'opérateur U limite de la suite

lim U,x = Uz, pour tout x € E.

n—o0

Autrement dit,

AB = BA implique U,B = BU,, et UB = BU.

Démonstration.
Soit B € L(E) commute avec A, nous démontrons par récurrence que 'opérateur U,, commute

avec 'opérateur B, on pose
P, :U,B = BU,, pour tout n € N

Pour n = 1, on a U; = 0 commute avec A, cela signifie que 1'assertion P; est vraie, ensuite,

nous démontrons que P,, = P, 11, en effet, on a
(Id—A)B=B—-AB=B—-BA=B(ld—A),

ca signifie que I'opérateur B commute avec I'opérateur Id — A, donc

B%H::EBU—A+@)

1
= “B(I—-A)+ §BU§
1
= 5= A)B+U.BU,

1
U—mB+§mB

NI RN RN RN DN

(I-A+U;)B

I
S
*

w

.
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Chapitre 2 Opérateur linéaire bornée

En fin, nous avons trouvé I'assertion P, est vérifié.
D’ou, pour tout z € F, on a

BUz — B <lim Unx> — lim BU,z

n—o0 n—oo

= lim U, (Bz) = UBuz.

n—o0

]

Théoréme 2.3.6. Soit A € L(FE) un opérateur positif alors, l'opérateur A admet une racine
carrée positif unique R = VA.
De plus, lopérateur R commute avec tout opérateur commutant avec A.

Autrement dit, pour tout opérateur D € L(F) tel que AD = DA on a :

R.D=D.R ou encore \/Z.D = D.\/Z.

Démonstration.
Eristence : On peut admettre que la norme HAHL(E) < 1. Il est clair que 'opérateur A commute
avec lui méme.

Par le lemme 2.3.3, 'opérateur A commute avec les éléments de la suite U, telle que

U, =0, Upi1 = (I — A+ Uz) , pour tout n € N.

N —

Par le lemme 2.3.3, 'opérateur U, commute avec 'opérateur U, tel que

lim U,x = Ux, pour tout x € E.

n—0o0

Clest-a-dire U,U = UU,, avec ||Up|| g < 1 et [|U]| ;) < 1. D'o, il vient

|Unz = UPx|| = [[(Uy+U) (Un —U) |
< NUn + Ull gy 1Unz = Ux|
< 2||Upz = Ux||.

Autrement dit, la suite U2z converge vers U2x dans E, c’est-a-dire

lim U2r = U?r, pour tout x € E.

n—oo

Par conséquent, il est aisé de trouver la limite de la suite récurrente U, ;. D’ou, pour tout
re€ FE,ona

1
lim U,y = lim - ([ — A+ UTQL) x.
n—o00 n—oo 2
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Chapitre 2 Opérateur linéaire bornée

Dong, il vient

Ur=-(I-A+U% =

l\')l»—t

ou encore

Av=(I1-20+U% =
Prenons l'opérateur R := Id — U, comme U est un opérateur positif et [ull;z < 1, par le
lemme l'opérateur / — A est un opérateur positif et ||/d — Ul ;) < 1, alors
R = (Id-U)(Id—U) = Id*> - IdU — Uld + U?
= Id—2U +U?,
Donc R? = A ou encore
R=1d-U=VA

D’ou, l'existence de 'opérateur racine carré v/ A.
Unicité : Soient Ry et R, deux opérateurs racines carrées de I'opérateur positif A. ces deux

opérateurs commutent avec A, alors elles se commutent entre elles, ¢’est-a-dire
R% = R% = A= R Ry = RyR;.

Les opérateurs R; et Ry étant positifs alors, il existent deux opérateurs racines carrées S; et
Sy telles que
S% = R1 et 522 = R2.

De plus, pour tout z,y € E, on a
1Sl + [1S2yll* = (S1y, S1y) + (Say, Say)
= (Sty,y) + (S3y,y)

= (R, y) + (Ray,v)
= ((Ri+R2)y,y).

Prenons la cas ou y = (R; — Ry) z, alors il vient

1S1yll* + 152y 1* = ((Ri+ Rs) (R — Ry) x,y)
= ((Bi—R3)wy)
= ((A=A)z,y) =0
D’ou, on obtient
Sy = Sy =0.
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La composition du premier membre par 'opérateur S; et le second par S, nous donne
Sty=51(S1y) =0 et Sjy=5;(Say) =0.

Autrement dit, on obtient

Rly =0 et ng = 0.

ou encore

(Rl — Rg)y =0.

D’ou, pour tout z € E, on écrit

(R, — Ry)z||® = ((Ri— Ry)z, (R, — Ry) )
= ((R1— Rg) (Ry — Ry) v, )
= (R — Ry)y,z) =0,

ce qui donne par la suite ||(R; — Ry) z|| = 0. Autrement dit, I'expression
R1 - RQ.
D’ou l'unicité de Vopérateur racine carré v/ A. O

Théoréme 2.3.7. Soient A, B € L(F) positifs alors, pour que l'opérateur A.B soit un opérateur
positif il faut et il suffit qu’ils commutent c’est -a -dire A.B = B.A.

Démonstration.

Par le Théoréme ??, I'opérateur R = /A commute avec opérateur B, ¢’est-a-dire
RB = BR
Alors, pour tout z € F, on a

(A.B)z,z) = ((R*.B) z,x)

((R.B) x, Rx)

((B.R) z, Rz) > 0

D’ot, on obtient

(A.B)z,z) >0, pour tout z € E.

ou encore

A.B > 0.
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Chapitre 2 Opérateur linéaire bornée

Proposition 2.3.16. Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert E dans un
espace de Hilbert F' admet un invers A™Y, alors lopérateur adjoint A* admet aussi un inverse.

De plus, on a

(A = (AT

Démonstration.

L’opérateur étant inversible, alors on a
AAT Y =1d et ATA=1Id
Par passage a ’adjoint des deux membres, on obtient
(AA) = (A7) A =1d et (a7A) =ar(47) =1d

D’ou l'existence de 'opérateur invers (A_1> de A*.
Autrement dit, on écrit

(A7) = (4

2.4 Opérateurs compacts

Définition 2.4.1. Soit A un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé
F, on dit que A est opérateur compact s’il enboie tout ensemble borné G dans & un ensemble

relativement compact A (G) dans F. Autrement dit, la fermeture A (G) est compacte.

Notation. On note par K(E, F') l'ensemble des opérateurs compacts de E dans F et par K(E)
st B =F.

Lemme 2.4.1 (Ensemble relativement compacts). Un ensemble G est relativement compact si

pour tout suite (x,,), de G, il existe une sous suite (x,,), qui converge dans F.

Théoréme 2.4.1 (critére de compacité). Soit A : E — F un opérateur, alors les assertions
sutvantes sont équivalentes

i) Dopérateur A est compact.

it) pour tout suite bornée (z,), de E, la suite (Ax,), contient une sous suite convergente

de F.
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Démonstration.

(1) = (i)

Soit (,), une suite bornée dans FE, alors il exsite € > 0, tel que (x,), € B(0,¢), c’est-a-dire
|zl < o, pour tout n € N € B(0, ), comme I'opérateur A est compact, alors A({z,, : n € N})
est relativement compact, alors on peut extraire de (Ax,), une sous suite convergente.

(i) = ()

Soientt G une partie borné de F et (y,), une suite de A(G), alors il existe une suite (z,), de
A(G), telle que

1
|2 — ynll < —, pour tout n € N

Par hypothése, la suite (z,), admet une sous suite convergente, la suite (y,), aussi.

Donc A(G) est relativement compact. D’out A est compact. O

Remarque. Tout opérateur compact est borné car sinon il existerait une suite (z,), bornée

telle que | Az, || — 400, est une contradiction avec la compacité.

Théoréme 2.4.2. Soient A,B : E — F deux opérateurs compacts et \,u € K, alors la

combinaison lineaire NA + uB est opérateur compact.

Démonstration.

Soit (x,,), une suite bornée de E. Comme A est opérateur compact, alors la suite (Ax, ), contient
une sous suite convergente de F, c’est-a-dire, il existe une suite {x,, : k € N} C {z,, : n € N}
telle que (Axz,,) est convergente. Puisque B est opérateur compact, alors la suite (B, ),
contient une sous suite convergente de F, ¢’est-a-dire, il existe une suite {2, :m €N} C

{n, : k € N} telle que (Az,, ) est converge. Nous en concluons que la suite
(A + uB) (zy,,,) = May, . + pBa,,
est converge, d’out AA + uB est opérateur compact. O]

Remarque. Selon la théoréme précédente, nous concluons que l'ensemble IC(E, F) est un sous

espace vectoriel dans L(E, F).

Théoréme 2.4.3. Soient A € L(F,G) et B€ L(E,F). Si A ou B est compact alors le produit

AB est compact.

Démonstration.
Si A est compact.

Soit (z,,), une suite bornée de F, alors { Bz, }, est aussi bornée dans F. Puisque A est compact,
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alors il existe une sous suite (ABx,), qui converge.

D’ou AB est compact.

Si B est compact.

Soit (z,,), une suite bornée de £, alors la suite (Bx,), contient une sous suite (B, ), conver-
gente de F', comme A est un opérateur continue, alors la suite (ABz,, ), est converge.

D’ou AB est compact. O

Théoréme 2.4.4. Soit (A,), une suite d’opérateurs compacts de E dans F, convergente en

norme vers lopérateur linéaire A de E dans I, ¢’est-a-dire
lim ||A, — A|| = 0.
n—oo

Alors A est compact.

Démonstration.

Soit (x,), une suite bornée de £, 'opérateur A; étant compact, on peut extraire de la suite
(A1z,), une sous suite convergente. Soit () une sous suite de (z,), telle que (A;z))  soit
convergente.

De la méme facon, on peut extraire de la suite (Asz;,), une sous suite convergente. Soit (22)

une sous suite de (), telle que (Agz?), soit convergente.

Remarquons, la suite (A;z2), une sous suite de la suite convergente (A;z}), qui a sons tour

convergentee.
En raisonnant de la méme facon, pour opérateurs A, Ay, ..., A,, ..., on détermine les suites
(z), ,(x2), ..., (aP), ,.... Im est & remerque que la suite (z£) est une sous suite de toutes les

suites qui lui précédent et que les suites (Aja?), sont convergentes pour k € {1,2, ..., p}.
Comme 'espace F est complet, pour la compacité de 'opérateur A il suffit de montrer que la

suite (AaP) est une suite Cauchy, alors
[Azy, — Azp|| < [[Azf, — Anap]| + [ Anay, — Anail| + ([ A, — Azl

On a (z,), une suite bornée de E, alors il exsite p > 0, tel que ||z,|| < p, pour tout n € N.

Nous avons
lim ||A, — A|| =0.
n—oo

Alors pour tout £ > 0, il existe ng € N, tel que

£

>ng: |4, — Al < —.
w2 Ay — Al < 50
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Comme (A,z?) est converge, alors il existe n3 € N, tel que p > n} et ¢ > n}, on a

|Apat, — Apl]] <

wl ™

Dans ces conditions, on aura pour tout p > n(l) et ¢ > n(l),

[Azy, = Azl < [[A = Anll (2]l + 22D + [ A, — Anzgl

& gl + et + &
= (il + ) + 5

IN

IN

O

Proposition 2.4.1. Soit A un opérateur linéaire borné de E dans F, & image Im(A) de di-

mension fini. Alors A est un opérateur compact.

Démonstration.
Soit G C E un ensemble borné, puisque 'opérateur A est borné, alors A (G) est ensemble borné
dans F. Puisque A (G) CIm(A) et Im(A) de dimension fini. Finalement, A(G) est fermé borné

de l'espace vectoriel de dimension finie Im(A), donc A(G) est compact dans Im(A), d’ou A est

compact. ]

Corollaire 2.4.1. Soit (A,), une suite d’opérateurs linéaires bornés de E dans F, convergente
en norme vers l'opérateur linéaire A de E dans F, tel que Im(A,) de dimension fini, Alors A

est un opérateur compact.

Démonstration.
Soit (A,), une suite d’opérateurs linéaires bornés de E dans F, comme Im(A,) de dimension
fini, alors par la proposition 2.4.1, les opérateurs (A,), sons compacts. Puisque la suite (A4,,),

est converge vers A dans £ (E, F'), par la Théoréme 2.4.4, nous concluons que Iopérateur A est

compact. 0

Lemme 2.4.2. Soit G un sous espace fermé d’un espace normé E tel que G # E, alors il existe

un élément v € E, avec ||x|| =1 tel que pour tout y € G, on a
ly — x| > a, avec 0 < o < 1.

Démonstration.

Puisque G # E, alors il exsite un élément z € E et z ¢ G, alors on a
inf ||z —u|| =58>0
inf [lz —ul = 6> 0,
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dong, il exsite un élément y € G, tel que

g
p<llz—yll <=,
«

alors a € (0, 1). Soit z est donné par

r=~"Y

Iz =yl
alors ||z|| = 1. De plus, on a

lz —u| = x_ﬂH

Iz = yll

1
= = =9l [z = (zllz =yl + vl
AN
Iz =yl

]

Théoréme 2.4.5. L’opérateur identique Id de E dans E est compact si et seulement si E est

de dimension finie.

Démonstration.

(<) Si FE est est de dimension finie, alors Im(/d) = E de dimension fini, par la proposition
précédente 'opérateur A est compact.

(=)Par la raisonnement contraposée, montrons si dimension de E infini (dim £ < o0), alors
lopérateur identiquel/d de E dans E est compact, c’est-a-dire, il existe une suite bornée mais
elle ne contient acune sous suite convergente. En effet,

Soit 1 un élément de E, tel que ||| = 1, alors Gy = [z1] = {Az1 : A € K} est un sous espace
fermé de F, car Gy est de dimension finie. D’aprés le lemme 2.4.2, il existe un élément z, € F,
tel que

1
lzall=1" et Jla =2 > 5.

Prenons une deuxiéme fois le sous espace fermé Gy = [x1, x2] = {A\z1 + pxg = A\, p € K}, il existe
un élément z3 € Gy, tel que

1 1
fesll =1, Nlor— sl > 5 et o=l > 5,

On répéte la méme procédure jusqu’a l'obtention d’un suite (z,,), vérifant

1
|zs]| = et |z, — 25| > 5> bour tout n # m.

Il est & remarquer que cette suite (x,), est bornée mais elle ne contient acune sous suite

convergente. ]
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Corollaire 2.4.2. La boule unité B (0,1) dans un espace de dimension infinie n’est pas compact.

Démonstration.
Comme la boule unité B (0,1) est sa propre image dans l’esapce E de dimension infinie par
I'opérateur identique Id de E dans FE, alors par la Théoréme 2.4.5 la boule unité B (0, 1) n’est

pas compact.par O
Théoréme 2.4.6. Un opérateur compact est un opérateur borné. La réciproque est fausse.

Démonstration.
Soit A : E — F est un opérateur compact, soit la boule unité B (0, 1) est un ensemble bornée,
alors 'ensemble A(B (0, 1)) est compact, donc ensemble A(B (0,1)) borné, c’est a dire, il existe
M > 0, tel que

|Az|| < M, pour tout z € B(0,1),

ce qui signifie que 'opérateur A est borné. n

Exemple 2.4.1 (Contre Exemple). Si E est de dimension infinie. l'opérateur identique Id de

E dans E est borné, car ||Idz| = ||z||, mais il n’est pas compact.

Théoréme 2.4.7. Soient E et F deux espace de Hilbert, soit A un opérateur compact de E

dans F', alors, l'opérateur adjoint A* est aussi un opérateur compact.

Démonstration.

Soit (z,), une suite bornée de E, alors il existe M > 0, tel qye (x,), € Bg (0,M) < M
L’opérateur A étant compact de FE dans E et I'opérateur A* est borné de F' dans E, alors
lopérateur produit AA* défini de F’ dans F' est un opérateur compact, cra le produit de deux
opérateur I'un compact et 'autre borné.

Dong, il existe une sous suite (z,, ), de (z,),, tel que la suite {(AA*)z,, }, est converge dans

n’

F, alors pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

3

poa 2o A0 s, - Adw, | < 5o

D’autre part

|42, — A%, [P = A° (20, — 20,
= (A" (@, — T0,), A (0 — 70,))
= (AA™(2p, = Tp,), Tn, — Tn,)
= (AA"x,, — AA" 2y, — Tp,)
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Par I'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient

HA*xnp o A*anHQ < HAA*xnp - AA*anH Hxnp B l’an
9

< = (e, | + g ) < =

ce qui montre que (A*z,, ), est une suite de Cauchy, donc la convergence de cette suite (A*z,, ),

dans F, ca signifie que 'opérateur A* est compact. O

Corollaire 2.4.3. Soient E et F' deuz espace de Hilbert, soit A un opérateur de E dans F,

alors Uopérateur A est compact si et seulement si opérateur A* est compact.

Démonstration.
Par la théoréme 2.4.7, on a A est compact implique A* est compact, comme (A*)" = A, nous

obtenons A* est compact implique A est compact. n

Théoréme 2.4.8. Soit A € L(E). Les assertions suivantes sont équivalents
i) A est compact.

i1) Il existe une suite (Ay), d’opérateurs de rang finie qui converge vers A.

Démonstration.
Il suffit de prouver (i) = (ii), car le contraire est le corollaire 2.4.1.
Soit D = ImA. Si D est de dimension finie, le résultat est évident.

Sinon soit, (e, €2, ...) une base hilbertienne de D. Soit P, la projection orthogonale sur

[61, ...,Gn} = {len )\iei : /\1, ,)\n S K} .

=1

On pose A, = P, A, alors (A,)) € L(E) et on a
ImA, =ImP,A C ley, ..., e, ,

alors le rang de opérateur A, est fini. On vérifie que la suite (A4,), converge vers A dans L(E).

En effet, posons «,, = (Ax,e,), alors

=n
Ay = E Qe
1=

donc

2 o0 2
lAuz = Azl =377 el

- 2 2
Comme la série Y7, |ag|” converge, cette D7 . ax|” tend vers 0, lorsque n tend vers oo.

Si A est compact, alors pour tout € > 0, 'eensemble A (B (0,¢)) es compact, comme

A(B(0.¢)) = UxEB(O,e) B <Ax, %) ’
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. . €
alors A (B (0,¢)) est contenu dans la réunion d’un nombre fini de boules de rayon 3
Soient Awy, ..., Az, les centres de ces boules. Si [|z]| <1, il existe un j tel [[Az — Az, || < £ et

donc pour tout n € N,

[Az — Apz]] < [[Az — Az;|| + [[Az; — Anaj|| + [[Anz; — Anz]

< 2||Az — Azg|| + || Any — Apz]
2¢e

D’aprés le lemme, il existe un entier ng € N tel que si

n>ng:||Ayz; — Ayl < %, pour tout j
Ainsi
|Az — A, z|| < e, pour tout [[z| <1,
donc ||A — A,|| < e. pour n > ng, ce qui montre que la suite (A,,) converge vers A. O

Proposition 2.4.2. Soit E un espace normé complet. Soit A : E — E un opérateur compact,

alors
i) ker(I — A) est de dimension finie.
it) Im(I — A) est fermé.
iti) I — A inversible < I — A surjectif.
Démonstration.
i) On note C' :=ker(I — A) = {z € E: Ax =z}, alors
AC) = {AveE:xe€ker(I—A)}
= {Av € E: Ax =z}
= ker(I—A)=C.
Soit B¢ (0,1) la boule unité fermée dans ker(I — A), c’est-a-dire

Be(0,1) = B(0,1)Nker (I — A)

= {zreF:Av=uxet ||z| <1},
Alors

A(CNB(0,1) = {Az:zeCet |z| <1}
= {Az: Az =uzet |z <1}

= CNnB(0,1).
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D’autre part, ona
Be(0,1) = CNnB(0,1)=A(CNB(0,1))

c A(C)NA(B(0,1))

= CNnA(B(0,1)).
Comme A est compact, alors A (E (0, 1)) est un ensemble compact dans E, d’ott B¢ (0,1) est
une partie compacte dans ker(/ — A), D’aprés le théoréme de Riesz, le sous-espace ker(I — A)
est donc de dimension finie.
it) Soit (yy),, une suite de Im(/ — A) qui converge vers y € E. On veut montrer que y €Im(/ — A),

on écrit :

Yo =T —A)z, ou (x,), €E.

On a
Yp = T, — Az, — 1y dans F. (%)

1" cas : (x,,), est bornée. Puisque A est compact, alors il existe une sous suite (z,,), et z € F,
tel que :

Az, — 2z dans E.

D’aprés (), on obtient

Tn, — Yy +2z dans F.

On compose par A pour obtenir
Az, — A(y+2) dans E.
Par 'unicité de la limite z = A (y + z) = Ay + Az. Ensuite on réécrit ceci en
y=0Ge+y) -Aly+)=I-A4)(+y)-Aly+2z) =

done, y €lm(I — A) .

2°m cas : (x,), n'est pas bornée :
Yn = Tp — Az, — y dans E.
Posons

d, : =d(z, ker(I—A))
= inf{||x, —z|]|: 2z €ker (I — A)}
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Puisque dimker (I — A) est finie, il existe (z,), € ker (I — A), tel que :
dy, = d(x,, ker (I — A)) = ||z, — 2| -

Alors

T, — Az, = (), — 2,) — (A, — 2,) — y dans E.

Montrons que (z, — z,),, est bornée, nous supposons le contraire, c’est-a-dire (z,, — 2,), n’est

pas bornée alors il existe une sous-suite (x,, — z,, ), tend vers oo lorsque k — oo, donc
limd,, = lim |z, — 2, | = .
k—o0 k—o0

1

On considere la suite {—d (n — zn)} qui est une suite bornée, car
n
n

Puisque A est un opérateur compact, alors il existe une sous-suite d,! (x,,, — zy,,),, tel que :

(Tn — 2n) — |z — 2| = 1.

1
dn,

1
—A(zp,, — 2n,,) — u dans E.

dn,,,
Récrivons :
—A(zp, — 2n,,) = L (Az,, — Az,,)
dn,, dp,,
= f (Az,, —x,,,) + % (2n,, — Tn,,)
Par passage a la limite :
u= lim L (Zn,, — Tn,,)

m—oo dnm
car

lim Az, —x,, =y et limd,, = oc.
m— 00 m—r0o0

En appliquant A, on obtient

1
Au= lim —A(z,,, — T,, ) = u.

m—0o0
Mm

Alors u € ker (I — A), il existe mg € N, tel que

1
m Z mo - ‘ Zn"L - xn'm) —u S 5’

L
d,.
ou encore

d
m Z mo : Hmnm - (dnmu - Z"m)“ S %
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dnpy,

Comme d,,,, u — zy,, € ker (I — A), alors d,,, < “=. Cela nous donne une contradiction.
Donc (z,, — 2,),, est bornée, comme A est compact, alors il existe une sous suite (x,, — 25, ),
et v € E, tel que :

A(zpk — 2n,) = v dans E.
Alors, par le cas précédent, on obtient que y €Im(/ — A). H

Définition 2.4.2 (Equicontinuité). Soit (E,|.||z), (F,||.||z) espaces normés et H une partie

de C(E,F). On dira que H est équicontinue en xo si pour tout € > 0, il existe n > 0, tel que
Ve e B, |z —xollp<n implique I f(x) = f(zo)|lp <€, VfeEH.

On dira que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de E.

Remarque. Le point important, n ne dépend pas de f.

Théoréme 2.4.9 (Arzéla-Ascoli). Soit K un sous-ensemble compact dans E et (F,||.||p) un
espace de Banach. Soit H une partie de C (K, F). Alors, H est relativement compacte dans

C (K, F) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
i) H est équicontinue

it) Ve € K, H, ={f (z) : f € H} est relativement compacte dans F'.

Exemple 2.4.2. On pose E = C ([0, 1],R). Soit 'opérateur de Volterra A: E — E défini
par

t
Ax(t) = / x(s)ds, pour tou x € [0,1].
0

Montrons que A est compact.

Soit B un ensemble bornée, il existe p > 0, tel que
BC B(0,p) ={z € E: |z, <p}

Montrons que H = A (B) est relativement compacte. En effet, soit v € B, pour tous ty,t5 € [0, 1],

/t f 2(s)ds

Alors les élémrnts de H sont p-lipschitzien, donc H est équicontinu.

on a

|Az(t)) — Ax(tz)| < < plty —tof,

De plus,H, est une partie de R, donc si H, est bornée alors H, est relativement compacte.

Soit t € [0,1], pour tout x € B, on a

Aa(o)] < [ lals)lds <,

alors H, C [—p,p]. Par le Théoréme d’Arzéla-Ascoli, H = A (B) est relativement compacte,

d’ou A est compact.

o8



Chapitre 2 Opérateur linéaire bornée

Exemple 2.4.3. Soient E = LP((0,1),R), p > 1 et A lopérateur défini sur E par

Af(t) = /0 ts(1 —ts)x(s)dy, pour tout t € (0,1).

Pour tout x € E, on a

Az(t) = /Ots(l—ts)x(s)dy

_ (/01 sx(s)ds) - (/01 s2f(s)ds> 2,

Alors Im(A) C Ry[X], ou Ro[X] lespace des polynomess a coefficients réels de degré inférieur
ou égal o deu.

Comme Ry X]| est de dimension finie, l'opérateur Ro[X] est est compact.

2.5 Spectre d’un opérateur borné

Rappelons que si A est une matrice carrée n X n, un nombre complexe \ est une valeur
propre de A si et seulement si il existe un z € R™ avec x # 0 et tel que Az = Az, ce qui signifie
que (A — X))z =0, ¢’ est-a -dire A — Al n’est pas inversible, ot I est la matrice identité sur
R™.

Comme les valeurs propres ont de nombreuses applications en dimension finie. Dans cette partie

on va étendre ces notion au espaces de Hilbert.

Définition 2.5.1 (Ensemble résolvant, Résolvante). Soit A € L (FE), on dit que A € C est
valeur résolvante si NI — A est inversible. On note p (A) Uensemble des valeurs résolvantes
de A. C’est-a-dire

p(A)={\ e C: A — A est inversible} .

Définition 2.5.2 (Spectre). Soit A € L(E), on dit que A € C est valeur spectrale si \I — A

n’est pas inversible. On note o(A) l'ensemble des valeurs spectrales de A, c’est-a-dire
o(A):={X € C: X — A nlest pas inversible }.

Définition 2.5.3 (Spectre ponctuel). Soit A € L(E), on dit que A € C est valeur propre si

M — A n’est pas injectif, on note o, (A) Uensemble des valeurs propres de A, ¢’est-a-dire

op(A) :={A € C:ker (M — A) # {0}}.
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Définition 2.5.4 (Spectre continu). Soit A € L (E), on appelle spectre continu de A et on
note & par o.(A), U'ensemble A € C tel que \XI — A est injectif, non surjectif, mais son image

est dense dans E, c’est-a-dire
0.(A) ={A e C:ker(\] — A) ={0}, Im(A\] — A) # E et Im(\ — A) = E}.

Définition 2.5.5 (spectre résiduel). Soit A € L(E), on appelle spectre résiduel de A et on
note a par o.(A), Uensemble A\ € C tel que \I — A est injectif, non surjectif, mais son image

n’est pas dense dans E, c’est-a-dire
0.(A) = {\ € C: ker(A\] — A) = {0}, Im(\] — A) # E et Im(\ — A) # E}.
Remarque. Soit A € L(E), alors l'ensemble o(A) se décompose en l'union disjointe
o(A) =0,(A) Uo,.(A) Uo.(A).

Exemple 2.5.1. On pose E = C ([0, 1], R), on considére l'opérateur de Volterra A : C ([0, 1], R) —
C ([0,1],R) donné par :

Af@ = [
Soit X € ker (\I — A), alors [ f (t)dt = \f (x), pour tout x € [0,1], alors

M (z) = f(z), pour tout z € [0,1],
done X\ # 0 si et seulement si ker (A — A) # {0}, ca signifie
o(A) ={0}.

Définition 2.5.6. Soit A € L(F), on appelle résolvante de A, lapplication de R(.,A) :
p(A) = L(E) donné par :

RN A) = (M- A pour tout A € p(A).
L’opérateur (\I — A)™1 est appelé la résolvante de A en ).

Proposition 2.5.1. Soit A € L(FE), alors
i) o(A) C Bg (0, |A]) = {\ € K: |\ < ||A||} équivalent a |\| > ||A|| alors X € p(A),
i1) o(A) est un compact non vide de K.

i1i) p(A) est un ouvert non vide de K.
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Démonstration.

i) Soit A & By (0, ||A]]), cest-a-dire [A| > ||A]| et A # 0, donc [[A"'A|| < 1, on déduit que
I—\"'A est inversible, il résulte que A € p(A) ou A & o(A), ca signifie que o(A) C Bk (0, || A])) .
i1) On considére I'application ¢ : K —L(F) donné par :

©(A) =X —A, pour tout A € K.

Alors, pour tout A, u € C, on a

leN) —o(lleey = M —A—pl + Al
= A=)l gy
= [A—yl ||[||£(E)

= |A—plx

ca signifie que Papplication ¢ est 1—lipschitzien, donc ¢ est continue, comme L;(e) est un

ouvert de L(E). Alors ¢~ (£;(F)) est un ouvert dans K, donc

p(Li(E) = {AeC:p(\) € Li(B)}
= {AeC:N[-AcLFE)}

= p(A).
On en déduit que p(A) est un ouvert dans K.

iii) Comme A est un ouvert dans K, o(A) = K\p(A) et o(A) C Bk (0, ||A]]), donc o(A) est

fermé et borné dans K , ce qui donne o(A) est compact. H

Proposition 2.5.2. Soit A € L(FE), alors
i) (A, ) € p(A) x p(A), on a

R(XA) = R(p, A) = (1= NR(A A)R(u, A)
= (k= NR(u, A)R(A, A)

i1) La résolvante p (A) : p(A) — L(FE) est dérivable et

R'(\A) = —R*()\A).
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Démonstration.
i) Soit (A, ) € p(A) x p(A), on
R\ A) — R(p, A) = (M — A7 — (ul — A)7!
M — AT — (M — A)(pud — A7

(
(
= (M = A)7H(pl = A) = (M = A)J(u] — A)
(1 =N = A)~ (] = A7

(

5= MR\ A)R(, A)
On échange \ et pu :

R(p, A) = R(A, A) = (A = p) R, A)R(A, A).
d’ou

R(A,A) = R(p, A) = (1= M R(p, AYR(A, A).
i1) Dérivabilité de R(., A), on a

R(M\,A) — R(p, A)
A—p

= —R(u, A)R(\, A).

On fait tendre u vers A dans K. A droite la limite entre vaut —R(u, A)R(\, A). En effet :
pw — R(pu,A) = (M — A)_l est continue comme composée d’applications continues. Ainsi,

p — R(u, A) est dérivable en tout point A € p (A) et sa dérivée vaut —R*(\, A). O

Proposition 2.5.3. Soit A € L(FE), on a

i) p(A)={NeC:Xep(Ad)},

ii) o(A")={ e C:Xec(Ad)},

iit) Pour tout A € p(A*) : R(\, A*) = [R(], A)r
Démonstration.

i) Soit A € p(A*), alors A\I — A* est inversible, c’est équivale (Al — A*)* est inversible, comme
(A — A" =\ — A™ =\ — A%,
alors A € p(A), ca signifie p(A*) C {A € C: X € p(A)}, D’autre part
pA) = p(A7)
c {AeC:XepA)}
C {Ae@:jep(A)}
= p(A).
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Par conséquent, p(4*) = {A € C: X € p(A)}.

i1) Comme
o(A") = C\p(A") ={reC:A¢p(A")}

= {AeC:N¢p(A)
= {AeC:xeo(4)}.

iii) On a : A € p(A*) si et seulement si A € p(A), c’est-a-dire A\] — A* est inversible équivalent

a M — A est inversible, donc

RA\AY = (M —-A)"'=[(M[—A)

Proposition 2.5.4. Soit A € L(E) est un opérateur auto-adjoint, on a
i) o,(A) CR.
ii) X € 0,(A) si et seulement si In(A\ — A) # E.
iti) Si A\ € o,(A), X # u, alors ker(A — A) Lker(ul — A).

Démonstration.
i) Soit A € 0,(A), alors il existe x € E — {0}, tel que Az = Az, comme A est auto-adjoint, on

a (Az,x) € R, donc
)= (A\x, ) _ (Azx, z) R,

]2 ]2

d’ou 0,(A) C R.
it) Soit A € 0,(A) C R, alors
(M — A)* =X — A* = M\ — A,
donc
Im(A ] — A) = [ker(A] — A)*]" = [ker(A] — A)]*
Comme ker(Al — A) est un sous espace vectoriel fermé, alors
(M — A) = [ker(A — A" = ker(A — A)
Par la définition de 0,(A), nous trouvons
0,(A) = {AeC:ker (A —A) +# {0}}
- {/\ €C:Im(M — A) £ {0}}
- {/\ € C:Tm(M — A) £ {0} }
- {/\G(C Im(M — A) £ }
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ca signifie A € 0,(A) si et seulement si Im(A\] — A) # E.
iti)Soient = €ker(Al — A) et y €ker(ul — A), alors
Axr = Mz et Ay = ny.

Comme A = A*et A\, u € R, on obtient

A =m)zy) = Azy) = (z, 1Y)
= (Az,y) — (=, Ay)
= (Az,y) — (Az,y) = 0
Il résulte (z,y) =0, car X # p, d’ou ker(A] — A) Lker(ul — A). O
Proposition 2.5.5. Soit E est un espace de Hilbert. Soit A € L(E) est un opérateur normal,
alors
i) pour tout X € C: X\ — A est un opérateur normal.
it) o.(A) =10.
Démonstration.
i) Pour tout A € C, on a
(M — AN —A) = (M — AN - A)
M - WA M+ AA
= M — A — MA* + AA*

(M — AYN — A = (A — A)(M — AY)
= M — A" — M+ AAY
comme AA* = A*A, alors (Al — A)* (M — A) = (M — A)(M — A)*, c’est-a-dire A\I — A est un
opérateur normal.
Soit A € 0,(A) alors ker(A] — A) = {0} et Im(A] — A) # E, comme A\ — A est un opérateur
normal, alors
{0} = ker(\I — A)* = (Im(A] — A))".
donc
(Im(AL — A))* = {0}
Puisque Im(AI — A) est un sous espace vectoriel, alors
T\ = A4) = E.

Nous concluons que A introuvable, cest-a-dire o,.(A) = 0. O
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Corollaire 2.5.1. Soit A € L(FE) est un opérateur auto-adjoint ou unitaire alors o.(A) = ().

Démonstration.

Si A € L(FE) est un opérateur auto-adjoint ou unitaire, alors A est normal, donc o,(A) = 0. O
Définition 2.5.7 (Rayon spectral). Soit E un espace de Hilbert. Soit A € L(E), on pose

max {|\: A€o (A)}, sio(A)#0D,

r(A) =
W 0 sio(A)=10.

On appelle r (A) le rayon spectral de A.
Lemme 2.5.1. Soit A € L(E). Alors la suite (" ||A"H) converge dans R. Plus précisément,
0 < lim /T4 < JIAIl.

Démonstration.

On sait que 0 < [|A™|| < ||A]|", ca signifie 0 < {/]|A"|] < ||A]|. Cela entraine :
0 < liminf /|| A?|| < limsup+/[|A™| < ||A]l.
n—00 Nn—00
Notons ¢ = liminf {/||A"||, alors pour tout £ > 0, il existe n. € N, tel que :
n—oo

STA < t+e.

Soit n € N, en utilisant la division euclidienne par n., nous trouvons

n=amn.+r, avec 0<r, <n.—1.

STAT = /A < 3/ TAwe ]| /A
< A i/)a

1 —"ng ™
= () " A

™

Nous concluons

VA < (o) A"

Mais
apne <n=ayn. +r, < (a, +1)n..
Alors
oapn oo
lim 4= =1 et lim = = 0.
n—oo N n—oo 1
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Ainsi, par passage a la lim sup,

limsup+/||A”] < 11msup(€+€) e ||A||

n—oo n—oo

= l+e¢,

ca signifie

lim sup v/[|A"|| < hmlnf VA + €.

n—oo

Lorsque ¢ tend vers 0, on obtient

limsup v/ || A7 || < hm mf VA"
n—oo

d’ou

limsup /|| A7|| = hm mf VA"

n—oo
O
Proposition 2.5.6. Soit A € L(E) et soit 7 (A) = lim {/[|A"|| < ||A]|. Alors
n—oo
o (A) C Bc (0,7 (4)).
Démonstration.
La série entiére z — > . A"2" posséde 7 (A) comme rayon de convergence.
Done si [A| > 7 (A) la série 3 -, A"A ~("*+1) converge absolument. On a
. ny—(n+l) _ ny—n _ n+1y—(n+1)
A =A)) AN g AT anoA A
— ny—-n _ n+1y—(n+1)
Id+y A"\ 2o AT
= Id,
ca signifie A\ € p(A), d’ott 0 (A) C Be (0,7 (A)). O

Remarque. Puisque {\ € C: |\ >7(A)} Cp(A), ona:
F(4) 7(4) = T /AT < |14
Théoréme 2.5.1. Soit A € L(E), alors

F(4) =7 (A) = lim /A7 < |A]

Démonstration.
Iére étape : Si [A| > 7(A) la série > -, A" A=) converge absolument. Par la proposition
précédente 2.5.6, on a

(M — A) AMN-(HD — 14

n>0
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Alors 'opérateur A\I — A est inversible, c¢’est I'inverse

RMA =M —-A)" = ArA~ (D),

n>0

Prenons t > 7 (A) et posons A = te’. On sait que la série ) A"\~ converge normalement
sur le cercle S (0,t) = {\ € C: || = t}. D’autre part, nous avons
i0 i0\P _ 07 A\ L[ i0\P _ n (40N —(+1) 1, g\
R (te ,A) (te ) = (te 1 A) (te ) =20 A (te ) (te )
o nyp—n—1 ig\p—n—1
= anoA t (e ) .

Par intégration, on obtient

27 o
! R (tew,A) (teie)pdé’ = ano Angp—n—1 1 /0 (eie)p—n—l 20

o J, o
Puisque
1 [ o\ p—n—1 1, sip=n+1,
o ()" df = i = .
T Jo 0, sip#n+1,
Alors
1 2

R (te”, A) (te”)" o =7 AP0 = AT

2m Jo
Donc, on ala formule suivante :

~ 1
Vp>0, Vt>7(A), J,(t):

2T
/ R (16", A) (tc*)” db = AP,
0
2eme étape : On a r (A) <7 (A), il reste donc & montrer que :
r(4) =7 (4)

Soit t > r(A), alors

1 o 0 0\ P
%/0 R (e, 4) (te") deH
Z5p+1
% 0

+1 0
7 max ||R (¢, A)]|

Zany Ve

v = ]

27
|7 (1, 4)]| do

IN A

d’ou
/| Ap|| <tV Mt.
Si p tend vers co, on obtient

lim /|| A7] < t.
pP—00
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¢’est-a-dire

r(A) <t, pour tout ¢ > r(A).

Finalement

7 (A) <r(A).

Exemple 2.5.2. Considérons 'opérateur A € L(£? (R)) défini par :

A(zn)n = (l‘n—&-l)n‘

Alors

A" ()0 = (xn+1+m)n-

On a ||A™|| <1, pour tout m > 1. Si nous prenons x,, = (0,...,_0 ,1,0,..), A™z,, = (1,0, ...),
141
comme ||A™ x| = ||xm| = 1, alors ||[A™]| =1 et
r(A)= lim X/[|A™| = 1.
m—r0o0

Proposition 2.5.7. Soit E un espace de Hilbert et A € L(E) un opérateur normal. Alors
r(A) = [ All

Démonstration.
Soit A € L(F) un opérateur auto-adjoint, montrons que r (A) = [|A||. En effet, on a ||A*. Al =

| A]|?, comme A est auto-adjoint, alors

A% = [l A]I*.
On déduit par récurrence la relation
pour tout n > 0: ||A%"|| = || A||*".
Donc
r(4) = lim |4 = lim [A%']|2" = ||A].
n—oo n—oo

Supposons maintenant que A est normal, c¢’est-a-dire A*.A = A.A*, nous avons

(A".A)? = (A".A)(A".A) = A" (A.A") A
= A*(A"A) A= (A"AY) . (A.A)
— (AT)? A

68



Chapitre 2 Opérateur linéaire bornée

Par récurrence, on obtient
pour tout n > 0: (A" A)" = (A")" A" = (A")" A"
Comme 'un opérateur A*.A est auto-adjoint, pour tout n > 0, on a

(A=A || = | A% AP = (A"

Alors
r(AA7) = lim | (AA7)" |7 = Jim || (A.AD7*
= 141,
donc

r(A) = V/r (A7) = | A].

O
Corollaire 2.5.2. Soit A € L(E) un opérateur normal et injectif alors ImA est dense dans E.

Démonstration.

Comme A est opérateur normal, alors o,.(A) = (), puisique A est injectif, ¢a signifie ker(A4) =

{0}, alors A =0 ¢ 0,(A), d’autre part, nous avons o(A) = g,(A) Uo.(A), donc A =0 € g,(A),
[

ca signifie que ImA est dense dans F.

Théoréme 2.5.2. Soit E un espace de Hilbert et A € L(E), alors

i) Si A un opérateur auto adjoint, alors o,(A) C R .
it) Si A est positif, alors o,(A) C RT.

iit) Si A est unitaire, alors 0,(A) C S(0,1) ={A € C: |\ =1}.

Démonstration.

i) Si Popérateur A est auto adjoint, alors
(Az,x) € R, pour tout x € E.
Soit A € 0,(A), alors il existe zg # 0, tel que Azy = Azg, donc
(Ao, o) = (Azg, o) = ||z € R

ca signifie A € R, c’est-a-dire 0,(A) C R.

i1) Si Popérateur A es positif, alors
(Ax,z) >0, pour tout = € E.
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Soit A € 0,(A), alors il existe zg # 0, tel que Azy = Azg, donc
(Ao, x0) = (Azo, 70) = Allo||* = 0,

ce qu'implique A € [0, 00) .

i17) Si lopérateur A est unitaire. SoitA € 0,(A), alors il existe zo # 0, tel que Azy = Az,

<A*A$0,ZEO> = <AJ]0,A.T0> = ||AZE‘0”2

= [AI” [loll”
d’autre part
(A" Ao, z9) = (w9, x0) = l2o|*,
ce qu'implique |A| = 1, c’est-a—dire 0,(A) C S (0,1). O

Proposition 2.5.8. Soit A un opérateur linéaire borné de E, soient A\, Ao € C tel que \y # Ao
alors Ey, N E,, = {0}.
Avec

Ey:={re€ E: ) x=Ax}.
Démonstration.
Soit x € E\, N E),, il est clair que x € E), et © € E,,, cest-a-dire
Mr—Arx =0 et Max— Az =0.
On en déduit que
Mz — Az + (Aox — Az = (A — M)z =0,
Comme Ay # Ao, donc z = 0, par suite £y, N E), = {0}. O

Remarque. En dimension finie, un opérateur linéaire injectif est bijective. Ainsi o(A) = o,(A)

est simplement 'ensemble des valeurs propres de A dans ce cas.
Exemple 2.5.3. Considérons dans (*(R) lopérateur A : (?(R) — (*(R) définit par
(Ax)n - (07 ‘r”)n

Montrons que 0,(A) = 0. En effet, supposons que o,(A) # 0, ¢’est-a-dire il existe X € C tel que
Ar = Azx.

St A =0, alors Sz =0 ce qui donne que x = 0 contradiction avec v € (*(R) — {0}, donc A =0
n’est pas une valeur propre de A.

Si A # 0, alors (A\xy, Az, ...) = (0,21, 29, ...),ce qui donne que x = 0 contradiction, donc \ n’est

pas une valeur propre et par suite o,(A) = 0.
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Théoréme 2.5.3. Soit A: E — E opérateur compact (E complet).

1) Sidim E = oo, alors 0 € o (A).

2) Pour tout X\ € 0 (A), alors A € 0, (A) et dim E) (A) < oo.

Démonstration.

1) Supposons que 0 ¢ o (A), ¢’est-a-dire 0 € p (A), donc A est inversible, comme A est compact,
alors AA™! = Id, donc Id est compact, cela signifie que E est de dimension finie, d’ou la
contraducation.

2)Soit A € o (A), tel que A # 0, alors A\I — A n’est pas inversible, donc I — %A n’est pas
inversible.

On a %A est compact, on a déduit que [ — %A n’est pas injectif, donc A\I — A n’est pas injectif,
alors A € g, (A).

Par la proposition précédente, Ey (A) =ker(A — A) est de dimension finie. O

2.6 Exercices

2.6.1 Enoncés
Exercice 1. Considérons l'opérateur (B,,), : (*(R) — (*(R) défini par :
B,z = By, (%), = (0,0,...,0,2,, Tpt1, ..) -

1) Montrer que (By,), € L(*(R)).

2) Montrer que (B,,) converge vers B =0 dans L((*(R)).

Exercice 2. Considérons l'opérateur (B,,), : (*(R) — (*(R) défini par :

Bme = Bm (mn)n = (0,0,..., 0 ,%1,1’2,..) .

1) Montrer que (By,), € L(2(R)).

2) Montrer que (By,)m converge faiblement vers B = 0, mais (B,,)m ne converge pas vers

B =0 dans L((*(R)).
Exercice 3. On pose E = L*([0,1]). On définit sur E 'opérateur
A:FE— E, f— Af, avecA(f)(x):/ f(t)dt.
0

1) Montrer que A: E — E est linéaire borné.
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2) Déterminer lopérateur A*.

3) Montrer que A n’a pas de valeur propre.

Exercice 4. Soient E un espace de Hilbert et A, B € L(H). Montrer que les opérateurs AB et

BA ont méme rayon spectral, c¢’est-a-dire
r(AB) =r(BA).
Exercice 5. Soit E = L*(R) un espace de Hilbert, on définit 'opérateur A : E — E par :

Ax(t) = = (x(t) + x(—t))  pour tout t € R.

N | —

1) Montrer que A est linéaire bornée.
2) Déterminer la norme de A avec [, e~ dt = /7.
3) Montrer que A est auto-adjoint.

4) Déterminer le spectre de A.

Exercice 6. On définit l'opérateur A : L*(R) — L*(R) par

(Anf) (x) = (Tnf) (x) = flz + 2n).

1) Montrer que A, est linéaire bornée et calculer sa norme.

2) Montrer que A, converge faiblement vers 0.
Exercice 7. On pose E = C([a,b]), on définit l'opérateur A : E — R par :
k=n
A(z) = Zk:l Ch(ty,).

Avec {tj, ke T,n} €a, b, a<ti <ty <..<t,<bet{Cy:keln}CR.

Montrer que A est linéaire bornée et calculer sa norme.

Exercice 8. Soit E = C([0,2n],[0,27]) l'espace de Banach des fonctions continue de [0, 2]

sur [0, 27] muni de la norme de la convergence uniforme
2]l = sup {| (#)] : ¢ € [0, 2]}
Soit A Uopérateur défini sur E par
Ax(t) = exp(it)z(t), pour tout t € [0, 27].

1) Montrons que A est linéaire borné.
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2) Déterminer le spectre de A.

Exercice 9. On désigne par E = L*([0,1]) l’espace de Hilbert compleze. On définit 'opérateur

A:E— E par : X
Af(x) = ie™ (/ e f(t)dt — / e_mf(t)dt) :
0 T

Vérifier que pour toute f € E, la fonction Af est continue sur [0, 1].
Monter que l'opérateur A est linéaire borné.

)
)
3) Monter que A est un opérateur compact de E dant E.
) Montre que A hermitien.

)

Montre que lorsque f est continue sur [0,1], la fonction Af est dérivable et vérifie une

équation différentielle simple.
6) Compare (Af)(0) et (Af)(1).
7) Déterminer les valeurs propre non nulle de A et en déduire le spectre de A.

Exercice 10. On désigne par E = L? ([O, gD l'espace de Hilbert complexe. On définit [’opé-
rateur A: E — E par :

t
Af(t) = cos(t)/ sin(s) f(s)ds, pour tout t € [0, g] :
0
1) Montrer que A est linéaire continue.
2) Déterminer l’adjoint A* de l'opérateur A.
3) Monter que A est un opérateur compact de E dans E.

Exercice 11. On désigne par E = L?([0,1]) lespace de Hilbert complexe. On définit la suite

des opérateurs B, : E — E par :

(Bof)(z) = f(x) si|z|<n,

0 si |z| > n.
1) Montrer que (B,,), est linéaire borné.
2) Montrer que (B,), converge.
3) Montrer que (B,),, estun projecteur.
)

4) En déduire que (B,,), ne converge pas en norme vers Id.

Exercice 12. Soit A l'opérateur défini de L*([0,1]) dans L*([0,1]) par :
1
Az (t) = / min(t, s)z(s)ds, pour tou t € [0, 1]
0
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O1u

) t, st 0<t<s<l,
min(t, s) =
s, st O<s<t<l.

1

Montrer que A est linéaire borné.

3

Montrer que A est compact.

)

2) Calculer ladjoint de A
)
)

4

Déterminer le spectre de A.

2.6.2 Correction des exercices

Solution 1.

1) Soit x € (%(R), on a

2 _ 2 _ 2
Bal? = Y 1B f=Y el

2 2

< 3 el = el

¢a signifie que (By,), € LICZ(R)) et || Bullze < 1.
2) Soit v € *(R), on a
. o . o . S 2 _
Jim || Bra| = lim || Brall = J:H;M Dy [Tl =0,

car Y ooy |om|? est le reste d’ordre n de la série converge Y7 <o [m]?.

D’ou, Dopérateur B,, converge fortement en vers B = 0.
Solution 2.
1) Soit z € 2(R), on a
2 _ 2 _ 2 _ 2
| Brz|” = || (Bn),, —anolwnl = |l
Alors (By)n € L(C2(R)) et ||Cyllz@zy = 1.
2) Soient x,y € (*(R), on a
<Bmx7 y> = <(07 ) 071'1, T2, )7 (yOJ Y1, )> - ZkZI LYm+k,

alors

|(Bnz,y)| < 21@1 28] [Ymesk] < \/Zk21 |xk!\/zk21 |Ymt k]
< l=ll- Zk>m+1 |k,
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Car Y i1 [Uk| est le reste d’ordre n de la série converge Y, |yx|, alors lim |(Bpx,y)| =
- - m—r0o0

0, c’est-a-dire la suite (By,),, converge faiblement vers B = 0.

Puisque

lim ||Byz|| = lim ||z| # 0.
m— 00 m— 00
Alors (B,),, ne converge pas fortement vers 0.

Solution 3.
1) Soit f € E, on a X
A(f) (@) s/o F@lde< 17,
donne nous | Af]| < |[fIl, ca signific A € L (E) et Al <1.

2) Soit f,g€ E, on a

wrg = [ ([ o)
— (_/:g(t)dt> (/Omf(t)dt> :—i-/ol (/;g(t)dt>f(l’)dx
_ /Olf(x)(/;g(t)dt)dx=<f,,4*g>,

A-E—SE, [ A, A*(f)(:z:):/lf(t)dt.

avec

3) Soit A € 0, (A), il existe f € E — {0}, tel que Af = \f, si A # 0, nous concluons

o1
f=5f et FO=0,

donne nous f (t) = aex, pour tout t € [0, 1], puisque f (0) =0, on trouver f = 0.

St A =0, nous avons f =0, donc A n’a pas de valeur propre.
ro 1

Solution 4.
On remarque que

(AB)" = A(BA)" ' B, pour toutn € N

VIHAB)" || = ?/l!A(BA)”_lBH < VIAIY/ 1 BA"I/1B]

Alors

)



Chapitre 2

Opérateur linéaire bornée

Quand n — oo, on obtient

r(4B) = lim {/|(AB)"| < lm \"/||A o (BAY | /TB]
= i (Vi) " =i (ima)

= r(BA).
On prouve 'autre inégalité en échangeant A par B.

Solution 5.

1) Soit x € L*(R), on a

||Az|| = ,//}R |Az(t)|? dt < %\//R |2 (t) + x(—t)|* dt

\//|x |dt+\//|x D dt

Nl + llzll) =

[\3|,_. l\DI

alors A € L (L*(R)) er ||A|l < 1.

2) Nous prenons xo : R — R, avec zo(t) =

| o] = ” \xo )|2dt = ,/ e 2dt =1,

Puisque Axy(t) = xo(t), alors [|A|| < 1.

3) Soit x,y € L*(R), on a

(Az,y) = /R

o

2
z(t)y(t)dt + ;

oo

x(t)y(t)dt—l—%/Rx(t)y(—t)dt

N = N = DN =

—— 5

A),

I
)
<

ca signifie A* = A, c’est-a-dire A est auto-adjoint.

4) Soient A € R, y € L*(R), si le (AN — A)z (t) = y (), alors

2Oy (t)dt = — /R a:(t)y(t)dtJr% /R H(—t)y(b)dt
5[ souo-ay

w(0)ly(t) +y(—)dt = / v (1) Ay (1) dt

CAN—1D)x(t) —x(—t) =2y (t), pourtoutt e R.
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ou encore

A= 1)z (—t) —x(t) =2y (—t), pour toutt € R.

Si\é¢ {%,0}, on obtient

(22 = 1)% (1) — (2(t) + 2y (=) =222 = )y (1)

donc

t) = — tout t € R.
x(t) Y o= 1)’ pour tout t €

ca signifie Im(A\I — A) = L*(R), d’un autre coté, nous avonsAlors
Ker(M —A)={z e L’(R): 2A— 1)z (t) =z (-1t)}
donc Ker (A — A) = {0} si et seulement si X = 5. Finalement
p(4) =R—{0,1} et o(4)=1{0,1}
Solution 6.
1) Soit f € L*>(R), on a
41 = [ 1A @) do = [ 1@+ 2m)da.
R R
Si en prend y = x + 2n, alors dy = dx et
A1 = [ 1 P de = 117,
Ca signifie, (An), € L(L*(R)) et | A, = 1.
2) Soit f,g € L*(R), on a

(A, f.g) = /A () dx—/fx+2n o(z)dz

/ f(x +2n)g )d:l:'—i— f(x+2n)g(:v)d:c

J/

-~

JIn

][nlgf_oo| (x+2n).g ]da:<\// f(z+2n ]2d95\// x)|2dx
\//]fx—|—2n|2da:\// x)|2dx
= If1- \// o)Pds

Alors
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De la méme facon nous trouver

] < llgll- / (@) Pdz

Comme g, f € L* (R), alors

lim |1,| + [Jo] < || f]] - lim \// lg(@)|?dx + || g]| . lim 4 // |f(x)[2dz =0
n—00 n—00 oo n—00 n

ca signifie

lim (A,f,g) =0.

n—-+o0o

donc la suite (A,), converge faiblement vers 0.

Solution 7.

Soient v,y € E et A€ R, on a
k=n
Alax +y) = Zk:l Ch.(az(ty) + y(tr))
k=n k=n
= a)  Cu(t)+Y _ Crylte) = aA(z) + Aly).

donc A est linéaire.

Soit x € E, on a

T@) = |3 G| < 30 IClla(n)l
< maxle()| 30, 10k < (32,7164 el

alors A€ E et || Al < 32520 [Chl.

Nous définissons fonction de signal noté "sig" par

sig (C;) = L sici<o pour k € 1,n.
- st U =

Soit xg : [a,b] = R une fonction donné par

([ d[(a,0), (t1,sig (C))], sia<t<t
d [(tl, Slg (Cl) 01) , (tz, Slg (OQ))] St t1 <t<ty

Zo (t)

| d[(tn,sig(Cr)), (b,0)] sit, <t<b
Avec d [(a1,b1) , (ag,ba)] est un segment droit entre les deuz points (ay,by) et (as, by), c¢’est-a-dire

by — by

a2 —

d[(ay,by), (a,b2)] =

(t —ay) + by, pour a <t < ay,
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I est claire que xo € C([a,b]) et nous avons

k=n k=n k=n
Arg =Y " Crao(te) = > sig(C) Cr=>_ " |Gl

k=1
D’autre part

|zo|| = max {[sig (C}))| : k € I,n} = 1.

Sa signification

k=n k=n
An =3 G = 3 1l ol
d’ot

k=n
Al =3 1CHl

Solution 8.
1) Soit x € C([0,27],[0,27]), on a
[ Azl . = sup {[exp(it)z(t)] - ¢ € [0, 27]} = [l

donc A€ L(E) et ||A] = 1.
2) Onao(A) C B(0,||Al]) = B(0,1).
Soity € E et A € C, tel que (A — A)(z) =y, donc

z(t) (N —e™) = y(t), pour tout t € [0, 27].

Si X\ # €' pour tout t € [0, 27|, alors

y(t)
A — eft’

z)(t) = pour tout t € [0, 27].

Ou xy est unique. De la, nous concluons que NI — A est inversible si et seulement si
A\ £ e, pour tout t € [0, 27|, ca signifie
o(4) = {NeC:3tel0,27] tel que A =¢"}
= {AeC:|\=1}=5(0,1).

Solution 9.

1) Soit f € E, alors les fonctions © — ie™ et & — [ e™™ f(t)dt sont continue sur [0,1],

donc Af est continue sur [0, 1].

2) Soient f,ge E et A€ C, on a

Alaf +g)(a) = ™ ( [ emtano+g@a- [ e (af(t)+g(t))dt)
— aA(F)(@) + Alg)(x),
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cela signifie que A est linéaire.

|A(f) ()] =

ie™ ( /0 ' e M f(t)dt — /x 1 e it f(t)dt)'

/Ox e_mf(t)dt' + /11 e_mf(t)dt‘
< /Ox le™ ™ f(t)| dt + /: e f(t)] dt
= [Csnas [sona<e [l

sz,//o FOPdt=2||f]|.

alors ||A(f)|| < 2| f]l, donc A est bornée de norme ||A] < 1.

<

3) On a E = L*([0,1]) espace separable, soit (f,), une siute borné sur L*([0,1]) qui contient
une sons suite f, — f dans L*([0,1])). Montrer que Af,, — Af dans L*([0,1]) Il suffit
de prouver que Af,, — Af faiblement et ||A(fn,)| — |A(f)||. En effet, soit g € L*([0,1]),

on a

k—+o00

Jim (AR = JAGIL < lim [[A(f,) = AG)

2 tim ||fu, — £ =0,

IN

donc A est compact.

4) Soit f € L*([0,1])), on a

(Af, f) = /0 CAf () Tl — /0 e ( /0 " e () dt — / 1 e‘mf(t)dt) F e

_ /0 e ( /0 " i f(t)dt) mdxj _ /0 e ( / pim f(t)dt) s

-~ -~

I Ip)

Par ['intégration par partie, on obtient

L = i( /0 ’ e”tmdt) ( /0 " g f(t)dt)

1 2
/ e (t)dt
0

+1
I, = —i ( /x 1 e”tmdt) ( L 1 eIt f(t)dt)

1 2
' / e f(t)dt
0

1

- i /0 1 ( /0 ’ e”tmdt) e~ f(x)dx

= 1

1

dx — z'/l (/1 e”tmdt> e ™ f(x)dw
0 0 x
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Alors

(Af, ) =L —L=1—1,=(Af,f)
c’est-a-dire (Af, f) € R, ce qui signifie A* = A.

5) Soit f est continue sur [0,1], la fonction Af est dérivable

(Af) (z) = —mei™ ( /0 " e () dt — / e-int f(t)dt) eI [ f () 4 7 f()
= nAf (x) +i2f (x)

6) Soit f € E, on a

(AF)(0) = —i / e F(t)dt et (Af)(1) = —i / e (1),

done (Af)(0) = (Af)(1), pour tout f € E.

7) Comme A est compact et hermitien, alors o,(A) = 0.(A) =0, donc o (A) = 0, (A).
Soit A € 0, (A) avec X # 0, alors il existe f € E tel que Af = Af. Nous concluons

(Af) =2/
donc
A1 = an(Af) + 2if =im\f + 2if
= i(mtA+2)f,

ou

I ; A+ 2

o A )
Par intégration, on trouver

, 1
f(z) =expi (77 + X) x, pour tout x € [0,1]

On a (Af)(0) = (Af)(1), alors f(0) = f(1), c’est-a-dire

1 .
1=expi(7r+x) :—exp%

donc 5 = (2k + 1) 7, avec k € Z, d’ou
1
o(A) = {(— tk€Z—- {—1}} u{0}.

2k +1)7

Solution 10.
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1) Soit f € L*([0,%]), on a

t

A0 < leos (]| [ sine)f()ds] < / jsin(s)| |£(s)] ds < / * ()] ds

\// d\// Ot ds =[S 151,

T . s
Alors ||Af] < 5 Ifll, dou A€ L(E) et ||Af|| < 5

2) Soient f,g€ E, on a

r - [ T AF (g (t)dt = / cos()g (1) (/ t o) (5)ds ) .

/
u n'g
v

Par lintégrale par partie
+/ sin (t) f (¢) (/ cos(s)g (s)) ds
0 t

(Af.g) = <— [ e 6 ds> ([ sz
-/ 0 <sin<t> / gcos<s>g<s>> ds = (f, A%)

jus
2

A*f(t) = sin (t)/ cos(s) f(s)ds, pour tout t € [0, g] :

t

acec

3) Il suffit de montrer que (f,)n € B(0,1) converge faiblement vers 0, les images convergent

vers 0 en norme.

Si (fn)n converge faiblement vers 0, alors

(Af)()] < \/g\lfl\ < g pour tout t € [o, g} .

D’aprés la convergence dominée de Lebeque

Jus

lim [ |[(Af) ) dt = 0.

n—0o0 0

Donc A est compact.

Solution 11.

1) Soit f € E, on a

1B.fI| = \//{ o) d < Alf(x)|2dx=!|f|!,

Alors (By,), € L(E) et ||B,| < 1.
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2) Soit f € E, on a

Bu =111 = [ @ do= [ xaon @) 1f () ds

lz|>n ~~
en(x)

Puisque
[eal <IfI° € L' (R) et lim g, (z) = 0.
D’aprés la théoréeme de convergence dominée de Lagrange
i (B, = 1) 11 = lim [ o0 ) dz =
d’ou (B,), converge vers Id.
3) Soit f € E, on a

B.f(x) si |x| <n,

0 si |x| > n,

B.f(x) = Bu((Buf))(x) =

_ flz) silz| <n, _ B, /()

0 st |x| > n,
4) On a
(Id— B,)o (ld— B,)=1d(Id— B,) — B,(Id — B,)

=Id— B, — B, + B?
=1d—- B,

Alors Id — B, est un projecteur, donc ||Id — B,|| = 1, ¢a signifie que B,, ne converge pas

en norme vers [’Identité.

Solution 12.

1) Soit f € E, on a
()0 < [ minta()lds < [ lao]ds

< / j2(s) 2 ds = | ]

alors ||Af|| < ||fIl, ca signifie que A est borné et ||Al = 1.

2) Soit f,g€ E, on a

(Az, y) = /0 1 ( /0 min s)x(s)ds) y()dt = /0 1 /0 " min(t, s)x(s)y (£)dsdt
_ /0 2(s) ( /0 uin s)y(t)dt) ds = (2, Ay),

Alors A est auto-adjoint.
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3) Soit (x,,) suite bornée dans L*([0,1]) qui est séparable, donc il existe (x,,) qui converge

faiblement vers x dans L*([0,1]).

On a
1
Az, (1) = / min(¢, s) x,, (s)ds = (¢, zy,) -
——
peL?([0,1])
Alors

lim Az, (t) = lim (p,z,,) = (p,z) = Az

k—o0 k—o0

Comme (x,,) borneé, il existe p > 0, tel que
| Az, (B)] <z, | < p,

par le théoréme de convergence dominée de Lebesque Az, (t) — Az dans L*([0,1]), d’ou

A est compact.

Puisque A est un opérateur Auto-adjoint et compact alors o.(A) = o.(A) = 0, donc
o(A) = 0,(A).
Soit A € 0,(A) avec X # 0, c’est-a-dire il existe x € E tel qye \x = Ax, donc

AﬂﬂiKman@@—Im@@+fm@w

alors la fonction x est dérivable

1W®:m@+[x@@—m®:[x@m

Cela signifie qu’une fonction ) est dérivable

1
22 (t) = 3¢ (t), pour tout t € [0,1].

Si A >0, on obtient z(t) = c1 cos(y/1/At) + cysin(y/1/At). Comme x (0) = ™M (0) = 0,

on trouver cos(y/1/A) =0, donc
1 dk+1 4

T oou N\=—— kel
A 2 (4k + 1)* 72

Si A < 0, on obtient x(t) = c; exp(at) + cyexp(—at). Comme z (0) = (V) (0) = 0, on
trouver x = 0.

Finalement

a(A):{m:keZ}u{o}.
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3 Opérateurs non bornés

3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1.1. Un opérateur dans E est une application linéaire A définie sur un sous-espace
vectoriel D(A) C E a valeurs dans E. Le sous-espace vectoriel D(A) est appelé le domaine de
l"opérateur.

On note un opérateur par (A, D(A)) et on dit que A est un opérateur non borné de domaine

D(A).

Remarque. On dit qu’un opérateur (A, D(A)) dans E est borné si : D(A) = Eet A: E —

E' est continue.

Exemple 3.1.1. On considére Uopérateur A : C ([0,1]) — C ([0, 1]) défini par

dx

A = — =
R

W (¢).
Lopérateur A n’est pas bornée. Soit la suite (z,(t)), = (e™™),,, alors
|lza|| =1 et |Az,|| = n, pour tout n € N

Finalement, on obtient que lim || Az,|| = occ.
n—oo

Exemple 3.1.2. Soit A l'opérateur de multiplication par x défini de L*(R) dans L*(R) par :

=

Lopérateur A n’est pas bornée. Pour fo(x) = (1 +2%)"2 € LA(R), mais xfo(z) & L*(R). Alors

le domaine de définition
D(A) ={f € L’(R) : zf(2) € L*(R)}
Exemple 3.1.3. On considére lopérateur A : (*(N) — (?(N) défini par
Az = A(xn)n) = (nzp)n.
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Chapitre 3 Opérateur linéaire bornée

L’opérateur A n’est pas bornée, avec le domaine de définition

D(A) = {(wa)n € CO): 3" ¥l < oo}
Remarque. Soit A et B sont des domaine D(A) et D (B) non borné resp, alors

i) La somme A+ B est definie par :
(A+ B)xr = Ax + Bz, pour tout x € D(A+ B).

avec

D(A+ B) =D(A)ND(B).
i1) L’operateur produite AB est definie par :
(AB)z = A(Bz), pour tout x € D(AB).

Avec

D(AB) ={z € D(B) : Bx € D(A)}.
i1i) L’opérateur \A est definie par :
(M) x = Nz, pour tout © € D(A),

avec D(AA) = D(A).

3.2 Opérateurs fermés

Définition 3.2.1 (Graphe d’un opérateur). Soit A est un opérateur linéaire non borné avec
un domaine de définition D(A). Le graphe de lopérateur A : D(A) — E est un sous-espace

vectoriel dans E x E défini par
I'(A) ={(z,Az) :x € D(A)}.

Définition 3.2.2 (Opérateurs fermés). Soit (A, D(A)) un opérateur non borné sur E, on dit
que (A, D(A)) est fermé si son graphe I (A) est fermé dans E x E, c’est-a-dire
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L opérateur A n’est pas bornée, avec domaine de définition
D(A) ={f € L*(R) : af(x) € L*(R)}.

Montrons que D (A) est fermé dans L*(R)x L*(R), soit (fn, zfn) € D (A) est converge vers (f, g)
dans L*(R) x L*(R), ¢’est-a-dire f, et xf, sont converge vers f et g dans D (R) réspéctivement,
car L*(R) < D'(R), donc 2 f = g dans Uespace D' (R), d’ot (f,g) = (f,zf) € D(A), ¢ca signifie

que Dopérateur A est fermé.

Exemple 3.2.2. Soit E = L?([0,1]), on considére l'opérateur A défini sur D(A) = H* (0,1)

par :
_df
st
Comme H'(0,1) est fermé dans L*([0,1]), alors l'opérateur A est fermé.

Af

Remarque. Un opérateur (A, D(A)) est fermé si et seulement si pour toute suite (x,), de
D(A) telle que

limz, =z et lim Az, =y.
n—oo n—oo

Alors x € D(A) et y = Ax.

Proposition 3.2.1. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné sur E, alors les assertion suivantes
sont équivalentes :

i) (A, D(A)) est fermé,

it) Pour tout (z,), € D(A) :

Ty, — x dans E

A(z,) — y dans E

implique x € D(A) ety = Ax.

Démonstration.

i) = 1) Soit (z,), € D(A), tel que z,, - x dans E et A(z,) — y dans E, ce qu’implique
(xn, Azy) — (z,y) dans E x E, puisque (x,, Az,) € I'(A) qu’est fermé dans F x E, donc
(x,y) € I'(A), ¢a signifie z € D(A) et y = Ax.

it) = 1) Soit (z,), € I' (A) tel que z, = 2z dans E x E, comme (z,), € I'(A), alors il existe
(z,), € D(A), tel que z, = (x,, Az,) = 2z = (z,y) dans E x E, par (ii), on obtient x € D(A)
et y = Ax, donc z = (2, Az) € I' (A), ¢a signifie que (A, D(A)) est fermeé. O

Proposition 3.2.2. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné sur E, alors les assertion suivantes

sont équivalentes :
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i) (A, D(A)) est fermé,

it) D(A) est complet pour la norme ||| 4, o
[zl = llzllg + | Azl g, pour tout x € D(A).

Dans ce cas : A:D(A) — E est borné et ”AH[;(D(A),E) <1

Démonstration.

i) = i) Soit (x,), suite de Cauchy dans D(A), alors
|Zp — |z = 0 et ||Az, — Az, ||z — 0, lorsque n,m — 400,
comme F est complet, alors il existe x,y € F, tel que
r, > x et Ax, — ydans E.

Puisque (A, D(A)) est fermé, alors © € D(A) et y = Ax, donc (z,),, converge vers x dans D(A).
it) = 1) Soit (x,), € D(A) tel que x,, = x dans E et A(x,) — y dans E, alors

[0 = mlly = lon = 2mllg + 1Az = Azl

< len = 2llg + 1Az = yllg + [l2m = 2l + [Azm = yllg

donc (), est suite de Cauchy dans D(A) qu’est complet, il existe 2t € D(A), tel que z,, — '
dans F, c’est-a-dire

x, — ' dans

A(x,) — Azx! dans £
Par l'unicité de la limite dans E, alors z = 2! € D(A) et y = Az, d’ou Popérateur (A, D(A))
est fermé.
Soit x € D(A), alors

[Azl[y < lzllg + [ Azl g = 2]l

donc lopérateur A : D(A) — E est borné et [|Al| p) g < 1. O

Proposition 3.2.3. Soit A est un opérateur linéaire borné et et injective, alors lopérateur A=

est fermée et de domaine D (A1) =Im(A) .

Démonstration.
Soit A : E —Im(A) est est bijective, donc A~ :Im(A) — E, c’est-a-dire D (A™') =Im(A).
Montrons que (A~',Im (A)) est fermée, en effet, soit (x,), € Im (A), tel que

z, = x dans £ et A'(z,) — y dans E
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Puisque A est borné, alors

(Ao A™Y) (z,) = Ay dans E

Par I'unicité de la limite dans E, implique Ay = x, ¢a signifie z € Im (A) et y = A7z, d’ou

A~1 est fermée. m

Définition 3.2.3 (Opérateurs extensions). Soient (A, D(A)) et (B, D (B)) des opérateurs non
bornées sur E, on dit que (B, D (B)) extension de (A, D (A)) et on note A C B si :

i) D(A) C D(B)

it) Pour tout x € D(A) : Bx = Ax.

Définition 3.2.4 (Opérateurs fermables). Soit (A, D(A)) un opérateur non borné sur E, on
dit que (A, D (A)) est dit fermable si (A, D (A)) admet une extension fermée.

Lemme 3.2.1. Un sous-espace G de E x E est le graphe d’un opérateur si et seulement si
(0,y) e G=y=0.

Démonstration.
(=) Si G est le graphe d’un opérateur, alors il existe (A, D(A)) un opérateur non borné, tel que
G=T(A) ={(z,Ax) : x € D(A)}, avec I'(A) est un sous-espace vectoriel dans E x E, comme
(0,y) € G, alors

r=0 et Ar=y=y=0.

(<) Soit (z,11) € G et (z,y2) € G implique que y; = yo. Nous considérons I'application
A : PB.G — H qui associe & x € P;G, lunique y € H, tel que (z,y) € G est bien définie,
montrons que A est linéaire, en effet, soient x1,79 € PG et A € K, alors il existe 'unique
y1,y2 € H, tel que (z1,v1), (2,y2) € G, tel que Azy =y et Azy = yo, comme G est un sous-
espace vectoriel, alors (Azy + x2, \y; + y2) € G. De plus, 8’1l existe (A\x; + z2,2) € G implique

que \y; + y2 = z, ca signifie A (Azy + x2) = A\y1 + yo = AAzy + Axy. Puisque
D(A) = PG et T(A)=G.
Alors GG est graphe l'opérateur A. O

Proposition 3.2.4. Tout opérateur fermable (A, D(A)) admet une plus petite extension fermée

d’un opérateur fermable est appelée la fermeture de A notée A. De plus, on a

D(A) = T(A).
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Démonstration.

Pour toute extension B fermée de A, il en existe au moins une, on a I'(4) C T'(B) avec I'(A)

un fermé de £ x E. D'ot , on a I'(A) C I'(B) = I'(B). De plus, par lemme 3.2.1, on a I'(A)

est le graphe d’un opérateur fermé, noté A, puisque (0,y) € I'(A) C I'(B) implique que y = 0.

Enfin, il est claire A est la plus petite extension fermée de A puisque T (Z) =T(A) Cc I'(B)

pour toute extension fermée B de A. O

Remarque. On remarque aussi que si (A, D(A)) est un opérateur fermable alors

T4 =), T(4)
ot ((Ai, D(As)));er est la famille de toutes les extensions fermés de (A, D(A)).

Proposition 3.2.5. Soient (A, D(A)) et (B, D(B)) deux opérateurs non bornés sur E, si A
est fermable, B est fermé et A C B alors A C B.

Démonstration.
Puisque A est fermable, alors il existe A extension fermée de A, comme B extension fermée de

A. Alors A C B, c’est-a-dire I'(A) C I'(B), donc

I'(A) c T'(B) =T(B).
d’ou A C B. O

Proposition 3.2.6. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné sur E, alors les assertion suivantes

sont équivalentes :

i) A est fermable,

it) Pour tout suite (x,), € D(A) converge vers 0 dans E et (Ax,), converge y alors y = 0.

Démonstration.

i) = ii) Si lopérateur (A, D(A)) est fermable, alors il existe un opérateur (A, D(A)) est fermée,
tel que A C A.

Soit (zn),cy € P(A) C D(A), tel que

x, — 0 dans F et A(x,) — y dans E,

Alors 0 € D(A) et y = A(0) = 0.
i1) = i) Soit x € D(A), alors il existe une suite (z,)nen € D(A), tel que z,, — = dans E, on

définit Popérateur B : D(A) — E par Bx = lim Az,.
n—oo
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S’il existe deux suites (z,,), , (z1), € D(A), tel que x,, — z et ), — x dans E, alors x,,—x), — 0.

Supposons que

lim Az, # lim Az).

n—o0 n—oo

Alors

lim Az,, — lim Ax}l = lim A (xn — Z‘TIL) =,
n—oo n—oo n—oo

D’aprés(ii) nous trouvons la contradiction, alors 'opérateur B est bien défnie et fermée.
On a D(A) C D(B) = D(A) et pour tout x € D(A), on a Bx = Az, alors A C B.
Nous devons prouver que B C A, on a D(B) = D(A).

D’autre part, soit € D(A), alors il existe (z,,), € D(A), tel que z,, = x dans F, alors
Bz = lim Az, = Bz = lim Ax,,.

n—o0 n—oo

Comme A est fermé, alors Az = Bz, donc B C A et A C B, ca signifie que A = B, enfin nous

concluons que A est fermable. n
Exemple 3.2.3. Soit l'opérateur A : C([0,1]) — R defini par Az = 2(Y(0), alors
D(A) = {z € C([0,1]) : 2V (0) existe et fini}
Soit x,(t) = —ze” "' € D(A), pour tout t € 0,1], on a
lonl = —— et Az =1 tout n € N
Toll = =7 e z,| =1, pourtout n €N,

ca signifie x, — 0 dans E et |Ax,| - 0 dans R, donc opérateur A n’est pas fermable.

Remarque. Tout opérateur fermé est fermable mais ["inverse est fauz.

3.3 Adjoint des opérateurs non bornés

3.3.1 Opérateurs symétriques, Opérateurs auto-adjoints

Définition 3.3.1 (Opérateur densément défini). Soient E et F deuzr espaces de Banach, un

opérateur A de E dans F' est dit densément défini si son domaine D(A) est dense dans E, i.e :

Définition 3.3.2 (Opérateur symétrique). Soient E un espace de Hilbert et (A, D(A)) un

opérateur non borné. On dit que A est symétrique si
(Az,y) = (z, Ay) , pour tout x,y € D (A).
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Proposition 3.3.1. Soit (A, D(A)) un opérateur symétrique tel que D(A) est dense dans E,
alors (A, D(A)) est fermable.

Démonstration.

Soit (z,,), € D(A), y € D(A) tel que z,, — 0 et Az,, = y dans £

Comme D(A) est dense dans E, alors il existe une suite (y,), € D(A) tel que y, — y dans E.
Alors

n—00 n—00

donc

(Y, yr) = 0,, pour tout k € N,

lorsque & — oo, on obtient que HyH2 = 0, par conséquent y = 0. D’ou A est fermable. ]

Proposition 3.3.2. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné, alors les assertions suivantes sont

Equivalentes :
i) (A, D(A)) est symétrique.
i1) (Azx,x) € R, pour tou x € D(A).

Démonstration.

i) = i1) Pour tout x € E, on pose z, = (Ax,z), alors

Zr = (Azx,x) = (x, Ax) = (Ax,x) = 2z,

done, z, = (Ax, x).

i1) = 1) Pour tout z,y € D(A), A € C, on a
(AQz +y), A +y) = [\ (Az, ) + MAz, y) + MAy, 2) + (Ay,y),

cela implique que

MAz, y) + MAy, 7) € R.

Comme Im(A(Az, y)) = —Im(X(Ay, z)), alors
Im (\N(Tz,y)) = —Im (\(Ty,z)) = —Im (Mx, Ty)) =Im (A (z,Ty)).

En choisissant A = 1, on obtient Im({T'z, y)) =Im({x, Ty)) et A = i, on obtient Im(i(T'z, y)) =Im(i{x, Ty))
en deduit que Re(Ax,y) = Re(x, Ay). Ce qui montre que (Ax,y) = (z, Ay), d’'ot A est symeé-
trique. O
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Proposition 3.3.3. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné tel que D(A) est dense dans E,

alors il existe un opérateur noté (A*, D(A*)) unique tel que
(Az,y) = (x, A™y) , pour tout x € D(A) et pour y € D(AY).
Lopérateur (A*, D(A*)) est dit l’adjoint de (A, D(A)).

Démonstration.

Posons
D(A*) = {y € E : application D(A) — C, + — (Az,y) admet un prolongement continue}
C’est-a-dire y € D(A*), il existe L : E — C linéaire et continue telle que
L(xz) = (Ax,y), pour tout x € D(A).

Soit y € D(A*), comme L € L(E,C), d’aprés le théoréme de Riez il existe unique ¢, € E tel
que

L(x) = (x,,), pour tout x € D(A).

On définit A*y = 1, alors ¢, est bien définit car le prolongement de L € £ (E,C) est unique,
en effet, soit Ly, Ly € L (E,C), pour tout z € D(A), on a

Li(z) = Ly (x) = (Az,y) .

Soit € E, comme D(A) est dense dans E, alors il existe une suite (z,), € D(A) tel que

T, — x dans E. Alors

Ly (z) =Ly (hm xn) =Ly (lim a:n) = Ly (x).

n—oo n—oo

De plus, soient y € D(A*) et © € D(A), on a

(Az,y) = L (z) = (x,¢y) = (z, A™y)

L’opérateur A* est unique, supposons qu'il existe B tel que (Az,y) = (z, By), pour tout
x € D(A), on a
(x, A%y) = (x, By), pour tout z € D(A).

Comme D(A) est dense dans E, on obtient A*y = By, d’ou A* = B. O

Définition 3.3.3 (Opérateur auto-adjoint). Soit (A, D(A)) un opérateur non borné tel que
D(A) est dense dans E, on dit que A est auto-adjoint si (A, D(A)) = (A*, D(AY)), i.e :

D(A) =D(A") et Ax = A'z, pour tout xz € D(A).
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Remarque. Tout opérateur non borné auto-adjoint est symétrique par contre un opérateur

symétrique n’est pas forcément auto-adjoint.

Proposition 3.3.4. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné tel que D(A) est dense dans E,
alors (A, D(A)) C (A*,D(A")).

Démonstration.

Soit y € D(A), alors il existe L € L (E,C), tel que L (y) = (z, Ay) , pour tout x € D(A), alors

L(y) = (z, Ay) = (Az,y),

donc y € D(A*), ca signifie D(A) C D(A*), pour tout = € D(A), on a (x, Ay) = (Az,y) =
(x, A*y), puisque D(A) est dense dans E, on obtient A* = A. ]

Proposition 3.3.5. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné tel que D(A) est dense dans E,
alors (A*, D(A*)) est fermé.

Démonstration.

Soit (y,),, € D(A*) tel que y, — y et A*y, — z, pour tout = € D(A), on a
(A, yn) = (Az,y) et (z, A'yn) = (2,2),
alors

<A$,y> = lim <A$ayn> = lim <:E7A*yn> = <$, Z>

n—o0
Posons L (z) = (z, z), pour tout x € F, puisque L € L (F,C), ca signifie y € D(A*) et z = A*y,

d’ou I’ opérateur A* est fermé. n
Lemme 3.3.1. Soit E x E un espace de Hilbert muni du produit scalaire
((z,y), (@) = (&, 2")u + (W, ¥ )
Soit Uapplication ¢ : E X E — E X E est défini par :
(#,y) = ¢(z,y) = (—y, ),

alors,

i) ¢ est un isométrie unitaire.

i) ¢*(x,y) = (,y).
iii) Pour tour un ensemble F C E x E : [p(F)]" = ¢ (F+).
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Démonstration.

i) I'application ¢ est linéaire,

lo( D pwr = (=Y )l e = \/H—yH%E + N2l = @ )l pxp-
d’oll ¢ est un isométrie unitaire.
i1) Soit (z,y) € E x E, alors
¢*(2,y) = (00 9) (v,y) = d(—y,2) = (z,y).
i) Soit F un ensemble dans E x E, soit z € [¢(F)]*, alors
(z,0(w)) =0, pour tout w € F.
Comme ¢? = Idgy g, pour tout w € F, on a
(z,0(w)) =0 (0 (2),0°(w)) =0 (¢(2), ~w) =0 ¢(2) € F™.
Par suite
b(2) =wy € Fr & —2=¢(wy) € F*
ca signifie [¢(F)]" = ¢ (F+). O
Proposition 3.3.6. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné de domaine dense dans E. Alors,
i) T(A") = {6 (T (A)} .
ii) T (A) = {o (D(T))}".
Démonstration.
i) Soit z = (z,y) € {¢ (T (A))}", ceci s’écrit

((z,y),0(w)) =0, pour tout w = (u,v) € I'(A4),
Alors, pour tout u € D(A), on a
0= <(l‘,y>, <_Au7v)> = <ZE, —AU) + <y’u>’

Il en résulte que

(A*z,u) = (x, Au) = (y,u), pour tout u € D(A).

Par la densité de D(A) dans E, on a A*z =y, pour tout u € D(A), (z,y) € T'(A%).

i1) D’aprés (i), on obtient

F) = {rapt) = {e(rwh))
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Proposition 3.3.7. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné de domaine dense dans E. Alors,

st D(A*) dense dans E, l'opérateur (A, D(A)) est fermable et dans ce cas on a
(A4, D(A)) = (A, D(A™)).

Démonstration.

Par la proposition 3.3.6, on a

T(A™) = T((A")) ={o (T (4}
- (o))} ={ (rw)}
- (r (A)L>L —T(A).
Do, (A, D(A)) est fermable et A = A**, O

Proposition 3.3.8. Soit (A,D(A)) un opérateur non borné de domaine dense dans E. Si
(A, D(A)) est fermable, alors D(A*) est dense dans E et (A, D(A)) = (A**, D(A™)).

Démonstration.
Supposons que D(A*) n’est pas dense dans FE, alors {D(A"‘)}L # {0}, c’est-a-dire il existe
y e {D(A)}" et y # 0, tel que

(x,y) =0, pour tout z € D(AY),
donc
((0,y), (=A*z,x)) =0, pour tout x € D(A¥),

ou encore

((0,y),¢(xz,A"z)) =0, pour tout = € D(A"),

Alors (0,y) € {¢ (I'(A*))}" =T (A) =T (A), donc y = A0 = 0 absurd avec y # 0.
Comme D(A*) est dense dans E, Par la proposition 3.3.7, on obtient (A, D(A)) = (A**, D(A*)).
[

Remarque. Si (A, D(A)) un opérateur symétrique de domaine dense dans E, alors (A, D(A))

est fermable et

ACA=A"CA~
Car (A, D(A)) est symétrique A C A*, alors A C A* = A*, d'ou AC A= A C A*.

Proposition 3.3.9. Soit (A, D(A)) un opérateur symétrique et fermé de domaine dense dans

E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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i) (A, D(A)) est auto-adjoint
i1) (A*, D(A*)) est symétrique.
Démonstration.
i) = i) on a
A=A=A"C A*= A
Alors A** = A*, ca signifie que A* est symétrique.

it) = i) Comme A* est symétrique, alors
A*C A C A = A=A,
donc A* C A et puisque A* est symétrique, alors A C A*, d’ou A* = A. O

Remarque. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné
i) Un opérateur symétrique A est toujours fermable puisque D(A*) D D(A) est dense.
it) Si A est un opérateur symétrique alors A* et A™ sont deux extensions fermées de A
averc A C A* C A*.
i) Si A est un opérateur symétrique fermé alors A = A™ C A*.

iv) Si A est un opérateur auto-adjoint alors A = A™ = A*.
Proposition 3.3.10. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné a domaine dense dans E. Alors,
1) KerA* = {ImA}" et {KerA*}" =TmA

2) Si (A, D(A)) est fermable, alors
Kerd = {ImA*}" et {Kerz}L = ImA*.

Démonstration.

1) Soit y € KerA*, alors y € D(A*) et A*y = 0. Pour tout = € D(A), on a
(y, Az) = (A"y, z) = 0.

donc y € {ImA}", d’ott Kerd* C {ImA}*.
Soit y € {ImA}l, alors lapplication D(A) — C, z — (Azx,y) = 0, car Ax € ImA. 1l existe
un prolongement continue f (x) = (Ax,y), pour tout x € D(A), donc y € D(A*). Nous avons,
pour z € D(A),

(A%, x) = (y, Az) =0,
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Par la densité de D(A) dans E, on obtient que A*y =0, d’ot y € KerA*.

Puisque KerA* = {ImA}l, par passage I'orthogonalité, on trouver
{KerA*}" = {ImA}"" = [ImA] = Tm4

2) Puisque (A, D(A)) est fermable, alors D(A*) est dense dans F, nous remplacons A par A*,
alors

KerA™ = {ImA*}" et {KerA™}" = TImA*
Comme A* = A, on trouver
Kerd = {ImA*}" et {Kerd} =TmA-
O

Théoréme 3.3.1. Soit (D(A), A) un opérateur non borné symétrique & domaine dense dans

E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) A est auto-adjoint.

i1) A est fermé et ker(A* +4I) = {0}.
iii) Tm(A =+ iI) = E.

Démonstration.

i) = i) Soit A est un opérateur auto-adjoint, alors A est fermé et D(A*) = D(A), soit
x €ker(A* £1il), c’est-a~dire (A* +il)x = 0, donc ((A £ il)z,z) = 0. De 14, nous concluons

+i(x,z) = (Fix,z) = (A'z,2) = (x, Az) = (A*z, x) = Fi(z, x)

donc, z = 0, ¢a signifie ker(A* +4I) = {0}.
i) = i) On a ker(A* +iI) = {0}, alors {ker(A* +4I)}" = {0}* = E, par la proposition
3.3.10, on obtient Im(A +iI) = E. Il reste a montrer que Im(A +4I) est fermé.

Comme A est symétrique, alors
(A £il)z||* = || Az|]* + ||z|]?, pour tout z € D(A)

Dong, si (z,), € D(A) telle que 2z, = (A xil)x, — z dans E, alors (z,), suite de Cauchy,

¢’est-a-dire
120 — 2mll® = (A xiD)a, — (A+il)ay, | = [|(A+id) (2, — 2m) ||°
= ||Axn - A$m||2 + Hxn - $m||27
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ce qu’implique que (z,,), et (Ax,), sont suite de Cauchy, alors z,, — = et Az, — y dans E.
Comme A est fermé, on en déduit que z € D(A) et y = Az, d’on z = (A + il )z €lm(T £ iI).
Finalement on obtient que Im(A +il) = F.

it]) = i) Comme A est symétrique, alors A C A*. Inversement, montrons que A* C A.

Soit x € D(A*), puisque Im(A +iI) = E, alors il existe y € D(A) tel que
(Atil)y = (A" +il)x.
Comme A C A*, alors
r—y€DAY) et (A"Lil)(x—y)=0.

Donc

x—y € ker(A* +il) = {Im(A* +iI)}" = B+ = {0}
D’ou x =y € D(A), ¢a signifie A = A*. O

Proposition 3.3.11. Soit (D(A), A) un opérateur non borné fermé a domaine dense dans E.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) A:D(A) = E est inversible, d’inverse borné

i1) il existe a > 0, tel que

|Az|| > al|z]|, pour tout x € D(A)
|A*z|| > a||z||, pour tout v € D(A*)

Démonstration.

i) =ii) Ona A™' € L(E,D(A)), donc il existe ¢ > 0, tel que
A" y|| < Cllyll, pour tout y € E,
Si y = Az, avec x € D(A), on obtient
|z|| < C'||Az|, pour tout x € D(A),
Soit x € D(A*), on a
<(A_1)*A*x,y> = (A*z, Aly) = (z, AA7y) = (2,y),

alors (A™1)" A* = Idp(a).
Soit y € E, x € D(A), on a

(A" (A7) 2,y) = (A7) 2, Ay) = (2, A7 Ay) = (z,y),
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alors A* (A™")" = Idp(a), comme D(A*) et D(A) sont dense dans E, alors
(A A" =1d et A*(A™") =1Id.
Soit x € D(A*), alors

Iz = [[(A7) A%
Clj(a=)’
cllAa| 1Az

[ A%]|

IN

Enfin on trouve o = £ min (1, [JA7}])).
it) = 1) Comme ||Az|| > a||x||, alors A: D(A) — E est injective.
De méme pour A*, on a kerA* = {0} = {ImA}", alors TmA = E.

Montrons que ImA est fermé, soit (y,,), = (Ax,), converge vers y, avec (z,), € D(A), on a

1 1
n_m<_A n — 4m = —IYn — Ym]|| »
2 = ) < 14 2 = )] = = =

alors (z,), est de Cauchy dans E, donc (z,), converge vers x dans E, puisque A est fermé,
alors x € D(A) et y = Az € ImA, d’ott ImA = E, ¢a signifie que A est surjective.
Soit x € E, alors A~'x € D(A), donc

4A 2] > o472

Y

ou encore

1
-1
472 < e

d’ott A™! est borné. O

3.3.2 Opérateur essentiellement auto-adjoints

Définition 3.3.4. Soit (D(A), A) un opérateur non borné symétrique & domaine dense dans

E. On dit que A est essentiellement auto-adjoint si sa fermeture est auto-adjointe, ie :
(D((4)"), (4)") = (P(A), A).

Proposition 3.3.12. Soit (D(A), A) un opérateur non borné symétrique & domaine dense dans

E. Si A est essentiellement auto-adjoint, alors A posséde une unique extension auto-adjointe.

Démonstration.

Soient A est essentiellement auto-adjoint et B est une extension auto-adjoint de A, c¢’est-a-dire
B'=B=B ACB, et (A) =4 (%)
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comme B est fermé alors donc
ACB e B*C (Z)* ()

Montrons que B C A.
Par () et (xx), on obtient

¢a signifie

B=B=(4)",
ou encore

B = (A)" =4,
comme B = B* et A est symétrique, on trouver que B = A et

(A") = A™ = A = A",

On en déduit que A* est auto-adjoint.
Soit B auto-adjoint tel que A C B et montrons que A* C B. Alors A C B implique A C B = B,
donc A* = A C B. O

Remarque. Soit (D(A),T) un opérateur non borné a domaine dense dans E.

i) Tout opérateur auto-adjoint est essentiellement auto-adjoint mais la réciproque est fausse.
i1) Si A est essentiellement auto-adjoint, alors A* est la plus petite extension fermé de A.

iii) Si A et B sont deux opérateur auto-adjoint et A C B alors A = B.

Corollaire 3.3.1. Soit (D(A), A) un opérateur non borné symétrique o domaine dense dans
E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) A est essentiellement auto-adjoint.

it) ker(A*+iI) = {0}.

i1i) Im(A £ iI) est dense dans E.

Démonstration.

i) = i1) Si A est essentiellement auto-adjoint, alors (X)* = A, ca signifie que A est auto-adjoint.

Par le théoréme 3.3.1, nous concluons que

{0} = ker((A)" £4I) = ker(A £1),
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comme A* = A C A, alors A* +iI C A* £+ il, donc
ker(A* £4l) C ker(A £il) = {0} .
i) = i1)On a {Im(A £ iI)}" =ker(A* +iI) = {0}, donc
{Im(A +40)}" =Im(A £ i) = {0} = E.
i1i) = i) Puisque A* est fermable, alors
{Ker (A+iD)}" = {KerA£il}" =Tm (A £il)
— Tm (A £l = Im (A £ ).

Ona A C A, alors Im(A=+il) C Im (zi 2'[), puisque Im(A 4+ iI) = E, alors Im (Xj: i[) =K,
donc

{Ker (A" +il)} = E,

ca signifie

{Ker (A" +il)} = Ker (4% +4I) = {0}

Par le théoréme 3.3.1, nous concluons que A est auto-adjoint, c’est-a-dire A est essentiellement

auto-adjoint. n

3.3.3 Opérateurs normaux

Définition 3.3.5 (Opérateur normal). Soit (D(A), A) un opérateur non borné & domaine dense

dans E. On dit que A est un opérateur normal si :
i) (D(A), A) est fermé

it) AA* = A*A sur D(A).

Proposition 3.3.13. Soit (D(A), A) un opérateur non borné & domaine dense dans E. Si A

est normal, alors :
D(A) =D(A") et |Az| = |A*z|, pour tout z € D(A).

Démonstration.

Comme D(A) est dense dans FE, alors

D(A) € D(AY),
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Si x € D(A*), alors A*z € D(A), puisque A est normal, nous avons
(AA*,D(A)) = (A"A,D(A)).

alors AA*z = A*Ax, donc x € D(A), ga signifie D(A*) C D(A), nous concluons D(A) = D(A*).
Soit x € D(A) = D(A*), alors alors
|A*2|]? = (A*z, A*z) = (v, AA*x) = (1, A* Ax)
= (Az, Az) = || Az|P?,

d’on ||Azx| = [|A*z||, pour tout = € D(A). O

Corollaire 3.3.2. Soit (D(A), A) un opérateur non borné ¢ domaine dense dans E. Si A est

auto-adjoint, alors A est normal.

Démonstration.

Comme A est auto-adjoint, alors A est fermé, soit x € D(A) = D(A*), alors
(AAz, x) = (A"x, A%z) = (Ax, Az) = (A" Az, x) .
Puisque D (A) dense dans E, alors AA* = A*A, d’ou A est normal. O

Proposition 3.3.14. Soit (D(A), A) un opérateur non borné fermé o domaine dense dans E.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) A est normal.
it) A* est normal.

iii) A*A= AA*.

Démonstration.
i) = i1) Si A est normal, alors (D(A), A) est fermé & domaine dense dans F, alors (D(A*), A*) =
(D(A), A*) est fermé, comme AA* = A*A sur D(A), alors (D(A), A*) est normal.

i1) = 11) Si A* est normal, comme (D(A), A) est fermé, alors
(D(A™), A™) = (D(A), 4) = (D(A), A),

puisque (A*)" A* = A* (A*)", ca signifieco AA* = A*A, comme (D(A),A) = (D(A), A), alors
AA* = A*A.

i11) = i) C’est une définition que 'opérateur (D(A), A) est normal. O

Remarque. Soit (D(A), A) un opérateur non borné normal dans E, alors A + \ est aussi

normal, avec \ € K.
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3.4 Inversibilité des opérateurs non bornés

Définition 3.4.1. Soient E et F' deux espaces de Hilbert et A : D(A) C E — F un opérateur
linéaire bijectif.

On définit Uopérateur A~' : F — E tel que

AA Yy =y, pour touty € F
A7 Ax =z, pour tout x € D(A).

L’opérateur A™" est dit Uinverse de A.

Proposition 3.4.1. Soit A: D(A) C E — G C F est fermé el injectif, alors A~ : G C F —
D(A) est aussi fermé.

Démonstration.

Soit (y,), une suite dans G tel que
Yo =y et Aly, — .
Alors (z,,), = (A™1y,), € D(A), nous concluons alors alors
Az, =y, =y et z,=A1y, >z
Puisque A fermé, on obtient z € D(A) et Ax =y, qui implique x = A~ 'y, ]

Proposition 3.4.2. Soit A : D(A) C E — F un opérateur densément défini tel que son

mverse est borné, alors
(AHH=(ATh".
Proposition 3.4.3. Soit (D(A), A) un opérateur non borné dense dans E.

i) Si A : D(A) — F est auto-adjoint qui est une bijection son image dense dans F. Alors
lopérateur inverse A~! est auto-adjoint.
it) Si A est symétrique tel que D(A) = E alors A = A*.
iii) Si (Az,y) = (v, Ay), pour x,y € D(A) et Im(A+ ) = F, pour A € R. Alors D(A) =E
et (D(4), 4) = (D(4%), 4°).
Démonstration.
i) OnaT(A*) = ¢ ([ (A))", alors A = A* si et seulement si ¢ (I' (4))" = ' (A). Soit lopérateur
U: ExE — ExFE

(z,y) — Ulz,y)=(z,9)
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Alors T' (A7) = U (T' (A)), donc

cette relation est une conséquence immeédiate d’auto-adjoint de A et U.V = —V.U.
it) Ona: AC A" et D(A) = E, d’o1 on conclut que A* = A.
i11) Comme Im(A+ AI) = F implique ker(A+\I) = {0}, d’oit 'opérateur A+ Al est inversible.

son inverse est un opérateur symétrique défini su F', donc il est auto-adjoint. La relation
{’D(A)}i = {Im(A -+ )\I)il}L = keI-(A + /\I)*l — {O}

Par conséquent, D(A) est dense dans E, par (i), on obteient que A + A\I est auto-adjoint, d’ou
A est auto-adjoint. O

3.5 Spectrale d’opérateur non bornée

3.5.1 Définitions et propriétés
Tout au long du partie, on travaillera sur £ espace de Banach sur K.

Définition 3.5.1. Soit (D(A), A) opérateur non borné sur E. On définit I’ensemble résolvante

de A et on note a par p(A), 'ensemble X € C tel que

i) Im (A — A) dense dans F,

i) M—A:D(A) — Im (M — A) est inversible d’inverse borné, (\I — A)™' € £ (Im (A — A) , D(A)),
Définition 3.5.2. ou Im (A — A) est muni de la norme induite.

Définition 3.5.3. Soit (D(A), A) opérateur non borné sur E. On définit le spectre de A noté
par o (4) = C\p (4)

Définition 3.5.4. Soit (D(A), A) opérateur non borné. On appelle spectre ponctuel de A l’en-

semble des valeurs propres de A on note & l'ensemble des valeur propre o,(A)
op(A) = {X € C: A\ — A nest pas inversible }

Définition 3.5.5. Soit (D(A), A) opérateur non borné. On appelle spectre continu de A et

on note & par o.(A), Uensemble

o.(A) = {)\ € C: (M — A" eziste et non borné, Im(\ — A) = E}
= {AeC:ker(\] — A) = {0}, Im(A] — A) = E et (A — XI)"" non borné}.
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Définition 3.5.6. Soit (D(A), A) opérateur non borné. On appelle spectre résiduel de A et

on note & par o.(A), 'ensemble

o-(A) = {)\ € C: (M — A" eziste, Imn(A\ — A) # E}
= {AeC:A¢o,(A) et Im(N — A) # E}.

Exemple 3.5.1. Soit A un opérateur de multiplication non borné de E = L?(R) dans E définit

par :

De domaine

D(A)={f e L*R):zf(z) € L*(R)}.

Alors D(A) est dense dans L*(R) et A est auto-adjoint, on a
op(A) =0, 0A)= R, 0,(4)=0, p(4)=C\R

Remarque. Soit (D(A), A) opérateur non borné.

1) Soit X € 0,(A) ce qui implique (A — A) : D(A) —Im(X\] — A) est non inversible, c’est

a dire non injective,
dr € D(A), telg ue x # 0 et Ax = Az.

2) Soit A € 0.(A), cest a dire (N — A) injective, alors o,(A) No.(A) = 0 et domaine
D(R(\, A)) =Im(A — A) dense dans E. Mais, pour tout z € D(A), il n’y a pas ¢ > 0 tel
que

[R(A, A)z[| < cf|z]]
Par conséquent, il existe une suite (z,), € D(R(A, A)) convergente et nlgr;()”R(A, A)z,|| =
+00.

3) Soit A € o,(A), c’est adire (N — A) ingective, alors o,.(A) No,(A) = O et domaine
D(R(A, A) non dense dans E, donc o,(A)No.(A) =0 . On en déduit que 0,(A), 0c(A), 0,(A)
sont disjoint.

4) Si A\l — A non inversible, alors \ € g,(A).

5) Si A — A inversible mais (AN — A)™" non borné et donc \ € o.(A) et domaine dense dans

E.

6) Si A — A inversible et D(R(\, A) non dense dans E, alors A\ € 0,.(A).
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3.5.2 Le spectre des opérateurs fermés

Proposition 3.5.1. Soit (A, D(A)) non borné et fermé dans E, alors p(A) est ouvert dans C.

Démonstration.

On note R (A, A) = (A\I — A)~" résolvante de A.

Soit A € p(A), alors R (A, A) : Im (A — A) — D(A) est continue avec D (R (A, A)) =Im (M — A),
comme D (R (X, A)) est dense dans E, il suffit montrer que D (R (A, A)) est fermé pour que
R(NA) € L(E).

Soit (yn), € D(R(X A)), tel que y, — vy dans E, alors il existe (z,), € D(A) tel que
Un = (A — A) z,,.

Puisque (A — A)_1 est borné, il existe ¢ > 0, tel que

IR (N Azl <cllz], pour tout z € D (R (M, A)),
Si z = (A — A) z, pour tout x € D(A), on a
lz|| < c||(M — A) z|], pour tout z € D (A),

alors

|Tn — zmll < c|lyn — Ymll, pour tout n,m € N,
donc (z,,),, est une suite de Cauchy dans F, alors (z,), converge vers x € E/, comme (A, D(A))
est fermé, alors © € D(A) et y = (A — A) z, c’est-a-dire y € Im (A — A), donc
IR\ A) 2| <cllz], pour tout z € E,
d’ou R(N\ A) € L(E).

Soit ¢ : p(A) = Li(E), A = ¢ (\) = A — A est bien définie et contenu et bijective. L’enemble
L;(E) est un ouvert dans £(E), alors ¢ (L;(E)) = p(A) est un ouvert dans C.

[
Corollaire 3.5.1. Soit (A, D(A)) non borné et fermé dans E, alors o(A) est fermé dans C.
Démonstration.
Puisque p(A) est un ouvert dans C, alors 0(A) = C\p(A) est fermé dans C. O

Proposition 3.5.2. Soit (A, D(A)) non borné et fermé dans E, alors Soit A € L(E), alors
i) (A p) € p(A) x p(A), on a
ROLA) = R A) = (u— RO\ A)R(p, A)
= (= A)R(p, A)R(X, A)
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it) La résolvante p (A) : p(A) — L(E) est dérivable et
R (M A) = —R*(\, A).
Démonstration.
Méme démonstration pour l'opérateur borné (démonstration de la proposition 2.5.2). ]

Théoréme 3.5.1. Soit (A, D(A)) non borné de domaine dense dans E et auto-adjoint, alors

1) o(A) C

2) Pour tout \,p € 0,(A), si \#pu=E\ L E, ou Ex ={x € E: Azv = \z}.

w

W

r(A) =
5) Pour tout X € p(A) : |[R(N,A)|| < ——

Q

)
)
) 0,(A) est au plus dénombrable, c’est-a-dire o,(A) est fini.
)
)

1
[TmA[
Démonstration.

1) Soit A € o(A), pour tout = € D(A), on a
(Az,z) = Az, 2) = A||2°],
(Az,2) = (&, A'%) = (&, Az) = {z, Az) = N}

comme \ = \ , alors \ € R.

2) Soient x € E),y € E, et A,y € R, on a
Nz, y) = Az, y) = (Az,y) = (z, Ay) = (2, py) =z, y),

en déduit que (A — p)(z,y) =0, alors (z,y) =0, d’ou E, L E,,.
3) Peut écrire 0,(A) = {\ :4 € I}, montrer que I dénombrable. En effet
Soit \;, A; € 0,(A) tel que \; # 0 et \; # 0, alors

E\, L Ey,, pour ¢ # j.

Comme (E;), ., sont des espace vectoriels, alors ®;c;Ey, € H.

Soit © € BerF),, alors
T = Ziel T; avec x; € by, pouri €
Puisque Ey, L E),, pour i # j, alors
o> =3 Jlel® < oo,
donc ) ., l|2]|* est sommable dans F, d’ou I dénombrable.
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4)

Soit A € 0,(A), alors A & 0,(A) et Im(\] — A) # E, donc (AL — A)~! existe. Sa signifi-
cation (A\Z — A)~! injective, alors

o (A)={AeC:A¢o,(A) et Im(N —A)# E}.

donc 0,.(A) No,(A) = 0 et D(R(A, A)) non dense dans E.on considére deux cas On a
D(R(A, A)) =Im(A — A), on considére deux cas
1¢"cas : Si A € C avec ImA\ # 0, alors

ANdo(A)=Aéo.(A)=o0.(A)=0

2°"¢cas : Si A € R, on a
Si Im(A — A) est dense dans E| alors \ ¢ 0,.(A), on obtient o,(A) = 0.
Si Im(\ — A) est non dense dans E, on a Im(\] — A)* # {0}, alors pour tout # € D(A),

<l’0, )\ﬂf) = <I0,AZL’> g <Xl’0,l‘> = <A*]}0,l’> g <)\ZL‘Q,QZ’> - <A£L'0,ZZ'>
ce qu’implique que,
Axg = Azxg, pour tout x € D(A)

Par densité de D(A) dans E, on obtient que A € 0,(A), puique 0,(A) N o, (4) = Dca
signifie A ¢ 0,.(A), d’ou, 0,(A) = 0.
Soit A € C\R, on a
(M — Az, x) = X|z||* — ((Az,z)), pour tout = € D(A),
alors
T (A — Az, ) = Tm (A [l2]* — ((Az,2))) > TmA 2]

De méme, on trouver
[(AL = A)*z[| = [TmA] |||
donc

|\ — A)z|| > [TmA| |||,

ce qui donne

< el
L )

ou encore

RMNA|| < ——.
1RO A < oy

109



Chapitre 3 Opérateur linéaire bornée

Corollaire 3.5.2. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné.Si A n’est pas fermé, alors o(A) = C.
C’est-a-dire p(A) # 0, alors A est fermé.

Démonstration.

Supposons que p(A) # 0, alors il existe Ay € p(A), c’est-a-dire Popérateur (4 — \oI)™! :
Im (A — X\gI) — D(A) est borné, alors (A—X\oI) ™! est fermé, ¢a signifie que 'opérateur A— o1 :
D(A) — Im (A — XI) C E est fermé, comme N\ € L(F), puisque A est la somme deux

opérateurs A — Aol est Aol sons fermés, alors A : D(A) — E est fermé. O

Définition 3.5.7. Soit (A, D(A)) non borné, alors
1) A est dite accrétif si Re(Ax,x) > 0, pour tout © € D(A),
2) A est dite dissipatif si Re(Ax, x) <0, pour tout x € D(A),

3) A est dite conservatif si Re(Ax,x) = 0, pour tout x € D(A).

Remarque. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné, alors

1) A positive si et seulement si A symétrique et accrétif.

2) A négative si et seulement si A symétrique et dissipatif.

Exemple 3.5.2. Soit E un espace de Hilbert admet une base orthonormée {e, : n € N}, Soit

A un opérateur donné par
Ax = ZneN An (T, €,) en,

avec (A,), une suite non borné dans K, on a

D(A) = {x ekb: ZneN A (2, €))7 < oo} .

1) A est positive si et seulement si A\, > 0, pour tout n € N,

2) A est accrétif si et seulement st Re\, > 0, pour tout n € N,

3) A est dissipatif si et seulement si Re),, <0, pour tout n € N,

4) A est conservatif si et seulement si Re), = 0, pour tout n € N.

)
)
)
)
Exemple 3.5.3. Soit £ = L? (R). On considére lopérateur A défini par Af = f', avec D(A) =
H' (R).

Pour tout f € D(A), on a

s = [ £ OF0a- ool - [ roroe

_ —/Rf (t) F (Ddt = —(AF, F),
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alors

0=(Af, /) +(Af. ) =2Re(Af, f),
donc A est conservatif.

Définition 3.5.8. Soit (A, D(A)) non borné symétrique de domaine dense dans E. On dit que

A est semi-contenue inférieurement, s’il eriste o € R, tel que
(Az,x) > of|z|?, pour tout x € D(A).
Remarque. Soit (A, D(A)) un opérateur pour ag € R, soit o < oy, alors A — ol est positive.
En effet, soit x € D(A)
(A= al)z,z) > agllz|* — allz|
= (ag — a)|[z[* > 0.
Théoréme 3.5.2. Soit (A, D(A)) un opérateur semi-continue inférieurement pour oy € R.
Soit o < «yp, alors les assertions suivantes sont équivalentes
i) A est auto-adjoint.
it) A est fermé et ker(A* — al) = {0}
iii) Im(A—al) = E.
Démonstration. i) = ii) Soit A est auto-adjoint, par le théoréme 3.3.1, A est fermé et D(A*) =
D(A), soit x €ker(A* — al), c’est-a-dire (A* — al)z = 0, donc
0= ((A*—al)z,r) = (A —al)z,z) > (ag — a)||z||*.
donc, x = 0, ¢a signifie ker(A* — al) = {0}.
i1) = 4i1) On a ker(A* — ol) = {0}, alors {ker(A* — oz])}L = {0}+ = FE, par la proposition
3.3.10, on obtient Im(A — al) = E. Il reste a montrer que Im(A — al) est fermé.
Comme A est semi-continue inférieurement pour oy € R, alors
(A—aDz,z) > (ag — a)||z])* >0 pour tout z € D(A)
Alors
(g — a)||z]| < [[(A—al)z| pour tout = € D(A)
Dong, si (z,,), € D(A) telle que 2, = (A — ol)z,, — z dans E, alors (z,), suite de Cauchy,
nous avons
(@0~ allz —nll < (A~ 0T) (2 — )]
= (A~ al), — (A~ )z
= |20 = zmll,
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ce qu’implique que (z,,), et (Az,), sont suite de Cauchy, alors z,, = z et Az,, — y dans E.
Comme A est fermé, on en déduit que z € D(A) et y = Az, dout z = (A — al)z €lm(A — o).
Finalement on obtient que Im(A — al) = E.

i1i) = 1) Comme A est semi-continue inférieurement pour o € R, alors
(A=al)z,z) >0 pour tout z € D(A)

Par la proposition 3.3.2, on obtient que A — ol est symétrique, ca signifie A est symétrique,
alors A C A*. Inversement, montrons que A* C A.

Soit x € D(A*), puisque Im(A — al) = E, alors il existe y € D(A) tel que
(A—al)y = (A" — al)x.
Comme A C A*, alors
r—y€DAY) et (A"—al)(x—y)=0.

Donc

x—y € ker(A* — al) = {Im(A — al)}* = E* = {0}.
D’ou x =y € D(A), ¢a signifie A = A*. O
Proposition 3.5.3. Soit (A, D(A)) un opérateur auto-adjoint et semi-continue inférieurement

pour «, alors

i) Sia < ag, alors

acp(A) et [[R(AA)] <

o) —

it) o(A) C [ag, +ool.

Démonstration.

i) Comme A est auto-adjoint, alors A est fermé, ker(A — al) = {0} et Im(A — o) = E, donc
A — ol est inversible. Puisque A est semi-continue inférieurement pour oy, pour tout x € D(A),
on a

0 < (o — a)lz]* < (A = al)z,z) < [[(A - al)z|| |||,

ou encore

(A —al)z|| > (g — @) ||z pour tout z € D(A)

donc (A — al)™" est continue, ca signifie a € p(A) et

[(A—al) " z|| < = ! x| pour tout z € Im(A — o)
0

—
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ou encore
1

o — o

(a0 <

i1) Par (i), on a |—00,ag] C p(A), alors 0(A) = C\p(A) C C\ |—o0, o], puisque A est auto-
adjoint, on a o(A) C R, donc

7(A) C (C\]—00, ao]) N R =[ag, +oo.

3.6 Exercices

3.6.1 Enoncés

Exercice 13. Montrer que les opérateurs suivants sont non bornés mais fermés
1) Ar:C([0,1]) = € ([0.1]), A (f) = f, D(Ar) = {f € C*([0,1]) : f(0) =0} .
2) Az:C([0,1]) = € ([0,1]), A2 (f) = f', D(A2) = {f € C' ([0, 1]) : f(0) = f" (1) = 0}.
3) Ai: L7 (R) — L (R), A3 (f) = of, D(A;) = {f € L"(R) : f € of}.

Exercice 14. En utilisant la suite de fonctions :

1—nz, s10<zx

0, sit<z
n

IN
e

IN

montrer que l’operateur

ALH([0,1]) = R, A(f) = f(0),

n’est pas fermé.

Exercice 15. On désigne par E [espace de Banach Cp ([0,00),R) des fonctions continues et

bornés sur [0,00) muni de la norme de la converge uniforme
2]l = sup {| (#)] : £ € [0,00)},
On définit Uopérateur A sur
DA ={zxecE:|zxt) < 1L+t’ ou x dépend de v}

par

Ax(t) = tx(t).
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1) Montre que A est linéaire non borné

2) Montre que A est un opérateur fermé sur D(A).

Exercice 16. Considérons les opérateurs

A:C([Ovu) _>C([O’ 1])7 A(f) :f/a D(A) :Cl([ov 1])

et
B:C([0,1])) = C([0,1]), B(f)=¢.f
avec
0 SZOSZ‘S%
() = L
T— 5 sz§<m§1

1) Montrer que A est fermé et B borné.

2) Soit (f,), une suite des fonctions dans D(A), vérifiant les deuzr conditions :
1 . 1
fn=1 sur [5, 1] et f=limf, €C([0,1]).
n—oo
Montrer en utilisant cette suite de fonctions que 'opérateur B o A n’est pas fermé.

Exercice 17. On désigne par E = (*(N) l’espace de Hilbert, on suppose (\,)nen une suite des

nombres réeles et on définit 'opérateur A: E — E par

Ae, = \e,, Ax = E A Zn€n
n>1

1) Montrer que A € L(E) si et seulement si (A,)nen € (>°(N). Dans ce cas exprimer la norme

de A
2) Si (A\n)nen n'est pas borné avec inf {|\,| : n € N} > 0, est-ce-que A est fermé ?
Exercice 18. Soit E = (*(N). On considére l'opérateur A défini par

0, sin =20
Az = (Az,) =

NTp—1 Sstn>1
avec

D(A) ={z € *(N) : (nz,), € *(N)}.

Montrer que 0 € 0, (A) et 0, (A) = 0.

Exercice 19. Soit E = L?([0,1]). On considére l'opérateur A défini par Af = f avec
D(A) = {we H'([0,1)): f(0) =0}
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1) Montrer que D(A) est dense dans L*([0,1]) .

2) Monrer que A n’est pas symétrique.

)
)
3) Montrer que p (A) = C.

)

4) Trouver lopérateur (A*, D(A¥)).

Exercice 20. Soit E = C, (R?) l'espace des fonctions continues et bornées sur R*. La norme
sur cet espace est donnée par :

[fllo = sup |f(z,y)]
(z,y)ER?

On définit dans cet espace les opérateurs Ay et Ay comme suit :

Al:g_i’ avec D(Al):{fEE:%EE}
A2:%, avec D(Ag):{fGE:g—gGE}

1) Montrer que chacun de ces opérateurs est fermé mais non borné.

2) Montrer que
D(A; + Ap) =Cy (R?) = {cl (R?) :feE,g—i €k et% EE}

3) Soit (n)n une suit de fonction dans C} (R) qui converge uniformément vers une fonction

© € Cy (R)N\C! (R). Montrer que, les fonctions
fo R2— R, fulz,y) =¢u(r—y), neN

sont toutes dans D(Ay + As) et que, (A1 + As) fr, = 0, pour tout n.

4) Montrer que la fonction f:R? — R, tel que f(x,y) = p(x —y) est dans E et que,

i [lfo = Flow =0 mais [ € D(As+ A,

3.6.2 Correction des exercices

Solution 13.
1) On considére la suite (f,), : [0,1] = R, tel que f, (z) = a2, alors

(fu), €ED(A) et Aifa(x) =na""", pour tout n € N,

donc

Ifall =1 et ||Aifull = n, pour tout n € N,
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comme lim || Ay fn|| = 400, alors Uopérateur Ay n’est pas borné.
n—oo

Soit (fy),, une suite dans D (A1), vérifiant :
fn_>f et Alfn_>g dansC([O, 1])a

c’est-adire
fo—f et f,; — g converge uniformément,
d’autre part

£(0) = lim f, (0) = 0.

n—oo

On a immédiatement f € C*([0,1]) et g = f', par ailleurs f € D (A,) et
Aifn — g=A1f dansC([0,1]),

d’ou opérateur Ay est fermé.

2) Considérons la suite (f,), : [0,1] = R, tel que f, (z) =z (z —1)", alors
(fn), €ED(Ay) et Agfu(z)=(x—1)""((n+1)x—1), pour tout n € N,

done || ful| =1 et

_1 n—1
Aofill= sup (=D ((n+1Dax—1 :<n > ;
142 £, we[o{i}'( ST Dr =1 = (=

donc

n—1\""
lﬁnHAlﬁH::hm( ) =e 2 #£0,
n—00 n—oo \ N
d’ou l'opérateur Ay n’est pas borné.

Soit (f,), une suite dans D (Asz), vérifiant :
fo—f et Asf,— g dansC([0,1]),

c’est-adire

fon— f et f,ll — g converge uniformément,

d’autre part

f(0)=lm f,(0)=0 et g(1)= limf, (1)=0

On a immédiatement f € C* ([0,1]) et g = f', alors f (1) = f(0) = 0, ¢a signifie f € D (Ay)
et
Asfpn = g=Asf dans C([0,1]),
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d’ou l'opérateur Ay est fermé.

3) Considérons la suite (f,), : R = R, tel que f, (z) = n_%x[o,n} (), on a

/|fn<x>|”dx=3/ dr =1,
R n Jo

1 n
[le@ @l dn = [ atae = o,

alors

(fn),, € D(A3) et Asfn(x)= n_%:ka[o,n} (x), pour tout n € N,

done || ful| =1 et

st = (o nopn) = (25)

| o P\ ok
Tim [|A3f, ]| = Tim (k + 1) e

d’ou l'opérateur Az n’est pas borné.

donc

S =

Soit (fy), une suite dans D (As), vérifiant :

fo—f et Asf,—g dans L (R),
c’est-adire

fo—f e ¢of,—g dans L” (R).

Alors
fo—=f et of,— g presque partout sur R,

donc

ofn = @f et ofn — g presque partout sur R,

ca signifie que g = pf presque partout sur R, on a immédiatement of € L (R) et g = Asf,
alors f € D(A3) etg = Asf, d’ou lopérateur As est fermé.

Solution 14.

Premiérement, nous définirons le domaine de définition
D(A)={feL"([0,1]): f(0) existe et fini}.

Pour tout n € N— {0}, on a

/01|fn(x)|da,’:/On(1—nx)dx:x—gx2
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alors la suite (f,), € D (A) est converge vers la fonction nulle f =0 de L' ([0,1]).

D’autre part,
donc la suite (Afy,), converge dans R vers la constante 1 # Af.

L’opérateur A n’est pas fermé.

Solution 15.
1) Soit x, : [0,00) — R définit par

n
x, (t) = ot pour n € N*,

Alors ||z,|| =1 et ||Ax,|| = n — oo, lorsque n — oo, donc A non borné.

2) Soit x € D(A), alors il existe ¢, > 0 tel que

ot
Itz (t)| < 1C+t < ¢, < o0,

alors lopérateur A est bien définit sur D (A).

Soit (x,), € D(A) tel qure x,, - x et Az, = tx, — y dans E. Comme t — t-+1 et

t— Hll sont des fonctions borné, alors

¢ y ¢ ¢

—x, — et Ty, — x.
t+1 t+1 t+1 t+1

donc y = tx = Ax. D’autre part,

1 1
lyll = sup [tz (t)] > Ssup |2tz (1) = Ssup (¢ + 1) [z (2)]
>0 21>0 21>0

donc

|z (t)] < —=, pour tout t >0,
d’ou x € D (A).
Solution 16.

1) On a la fonction ¢ € C([0,1]), soit f € C([0,1]), on a

1B = lle-fIl < llell LA = 11£1F

donc 'opérateur B est bornée.

On considére la suite (f,), : [0,1] = R, tel que f, (x) = 2", alors

(fn), €ED(A) et Af,(z)=na""", pour tout n € N,
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donc

Ifall=1 et ||Afull = n, pour tout n € N,

comme lim ||Af,|| = +oo, alors lopérateur A n’est pas borné.
n—oo

Soit (f,), une suite dans D (A), vérifiant :
fo—f et Aif,— g dansC(]0,1]),

c’est-adire

fo—f et f,; — g converge uniformément,

On a immédiatement f € C*([0,1]) et g = f', par ailleurs f € D(A) et
Aifn — g=A1f dans C([0,1]),

d’ot lopérateur A est fermé.

2) Remarquons tout d’abord que :
D(Bo A) = D(A) = C*([0,1]).
On a (f,), € CY([0,1]) et
(Bo A)f.(z) =0, pour tout z € [0,1],

done,
fu— feCH[0,1])
(BoA) f, — 0eC([0,1]) = D(B o A)
On ne peut donc pas écrire : (Bo A)(f) =0 et l'opérateur B o A n’est pas fermé.
Solution 17.
1) Si (An)nen € £°(N), on a

|Az|| = \/Zn>1\An:vn\ < sup || Z@ |z

< ||/\||eoo(N) [

alors A € L(E) et || Al < [[Allpo ) -
Inversement : Si A € L(E), il existe M > 0 tel que ||Az|| < M ||z||, pour tout x € E.

Soit x), = ey, pour tout k € N, alors
[Az]| = |Ae| < M ||k = M |lex]| = M,
ou [ \g| < M, pour tout k € N, ¢a signifie A = (Ap)nen € €°(N).
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2) Comme (\p)nen ¢ (°(N), alors Uopérateur A non borné, soit D(A) le domaine de défini-

tion

D(4) = {:1: € 2(N) : 2@1 A2 < oo}
= {z € P(N): (\z,), € P(N)}.

Montrons que A est inversible, soit y € (*(N), tel que Az =y, ¢a signifie (M), = (Yn),

alors x unique, donc A~ : (2(N) — D(A), v — A~ x = (w_n) )

ou

An

Comme inf {|\,| : n € N} = C > 0, alors <)\i> est borné, donc A~ est opérateur borné,
"/n

donne nous A~ fermé, d’on A est fermé.

Solution 18.
—Montrons que ImA n’est pas dense dans (* (N).
Soit € (2 (N), on a (ey, Azx) = 0, ¢’est-a-dire e, € {ImA}", alors
[e1] = {Xey : A € R} C {ImA}™",
done {ImA}" # {0}, ¢ca signifie
{ImA}™" =TmA # {0} = E = *(N).
— Montrons que A est injective,
kerA = {z € ?(N): Az =0}

= {m € *(N): nx,_, =0, pour n > 1}

= {x € *(N):z,_1 =0, pour n > 1}

= {0}.
Comme A est injective, alors A~' :ImA — D(A) ewiste et puisque ImA n'est pas dense dans
¢* (N), ca signifie que 0 € o, (A).

Monrons que o, (A) = 0, nous supposons le contraire, il existe X € o, (A), tel que X\ # 0, alors

il existe x € (2 (N) — {0}, tel que Az = Az ou

Ty = 0,
n
Ty = FTp-1, pourn =1
alors
n!
T, = ﬁxo =0, pour n € N,

donc x = 0 absurde.
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Solution 19.
1) On a D((0,1)) € D(A) C L?([0,1]), avec

D((0,1)) = {f € €=((0,1)) : supp (f) € (0,1)},
comme D((0,1)) est dense dans L*([0,1]), alors D(A) est dense dans D(A).

2) Soit f:]0,1] = C, f(z)=a+1, ona

wnp = [ A= [ T

o 1
= /O(x—z)d:vzﬁ—z,

alors (Af, f) ¢ R, donc A n’est pas symétrique.
3) Soient f € L*([0,1]) et A € C, si (\[ — A) ¢ = f, sa significalion

(By:{ ¢S
v (0) = Ap (0)

L’équation (E) admet solution

donc NI — A est surjective.

D’autre part, soit p €ker(A\ — A), alors

la solution o (t) = ¢ (0)eM = 0, donc ker(\ — A) = {0}, ca signifie que N\ — A est injective,
done \XI — A : D(A) — L*([0,1]) est inversible, avec

R(MNA): L*([0,1]) = D(A), R(\A) f = — / @D f (1) dt,

: Az—1) ’ Mz—1)|2 ’ 2
RN A) f| < /0|e Hf(t)\dté\//o E \dt\//o ()P dt
x 1
2ReA(z—t) 2
¢ [ W [ ok
_ 2ReA(x) ’ —2ReXt ] <
c ,//0 o2y | f]] < eI £1],

donc R (A, A) est borné pour tout A € C, d’ou p(A) = C.
4) Soit g € D(A*), alors Uapplication L : D(A) — C, Lf = (Af,g) admet un prolongement

On a

IN

continue,

Lf = (Af.g) = (Af,g) = / Af (2) F@)da = / 7 (2) g @)da,
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La premiére condition, g € H' ([0,1]), on a

L - /f g@dr = f <x>g<x>|é—/0 f(2)7
_ f(l)g(l)—/o f (2) 7 @da

La deuziéme condition g (1) =0, done

== [ i@ = (),

d’aprés le théoreme de Riez, L admet un prolongement continue, donc

DAY ={fe H ([0,1]): f(1) =0} et Af=—f.
Solution 20.

1) Posons la suite de fonctions (f,), : R? = R?, tel que f,.(z,y) = sin(nz + ny).

1l est clair que,
fn € D(A)ND(A2) et |fullo=1, pourtoutneN

Cependant,
Alfn(xay) = TLCOS(TL.%‘ + ny) = Aan(l'a y)7

alors

A1 fulloo = [A2fnllce = n — 00, lorsque n — oo

donce, les opérateurs A, et Ay ne sont pas bornés.
Montrons que Ay et Ay sont fermés. En effet, soit(f,), une suite d’éléments de E =

Cy (R?), vérifiant :

lim ||f, — fll, =0 et lim
n—aoo

n—»ao0

B

0
Comme dans le cas d’une seule variable, alors 8_f eriste et g = 8_f donc
T iy

b |22 - 2

amoo:

n—»ao0

4 0 . . 0
Par ailleurs, (fn)n et ( In > bornées et continues sur R? implique que f et 8_f sont
ox x

aussi bornées et continues sur R2. Cela signifie que f € D(Ay) et de plus,

of

g = o Al(f)

L’opérateur Ay est donc fermé. De la méme maniére, on montre que ['opérateur Ay est

aussi fermé.
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Chapitre 3 Opérateur linéaire bornée

2)

of of

Si f € D(A; + Ag), ca signifie f € D(A)) N D(Ay), donc f € Cy (R?) et 92’ Bu sont
r oy
existe, avec 8_f 8;; € Cp (R?).
Puisque les dérivées partielles et sont continues, la fonction f est de classe C' (R?).
D’autre part, les trois fonctions f, g—f et g—f sont bornées, alors
Y

of of
D(A; + Ag) =C} (R?) = C'(RY) : (f, ==, = | €eE*}.
( 1+ 2) b( ) {fE ( ) f7a$’ay €
Les fonctions (), sont dans C} (R) par hypothése, la fonction : (z,y) — x —y est de
classe C* (R?).
Par conséquent, toutes les fonctions (f,), sont de classe C* (R?).

Comme la fonction (p,), est bornée sur R?, les fonctions (f,), est bornée sur R?.

D’autre part,

or, ) Ofn /
T =dle-n) o D)= e -)

Commme les dérivées ordinaires (¢),), sont bornées sur R, alors les dérivées partielles

%fn et % sont bornées sur R?, donc la suite (f,), € D(A; + Ag) = Cjf (R?).
J} Y

Finalement, pour tout n € N et tou(x,y) € R, pna

Ofn Ofn
T+ P )

= ¢p(z—y)— g,z —y)=0.

(A1 + Az) fu(2,y)

Comme dans la question précédente, la fonction : (x,y) — x —y est de classe C* (R?) el

la fonction ¢ est continue, bornée sur R. Donc, la fonction f est continue et bornée sur

R? c’est a dire, f € E = C} (R?). Par ailleurs,

lim [\ fy = fll = lim sup |fu(e,y) = f(z,y)]

n—o0 xz,y€R

= lim sup |gon(x,y) - @(%?J)\

n—00 4 yER

= Jim sup fpn(t) — ()| = 0.

n—o0 te

Comme ¢ ¢ C* (R), alors f ¢ C' (R?), donz f ¢ D(A; + As).
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