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INTRODUCTION GENERALE

L’expérience de 'attente impregne notre vie quotidienne, que ce soit lors-
qu'on attend en ligne a la caisse d'un supermarché, en patientant pour étre
servi dans une administration, ou en faisant face aux embouteillages. Bien que
souvent pergue comme une contrainte, cette notion d’attente peut étre explorée

et examinée de fagon mathématique grace aux modeles de files d’attente.

La théorie des files d’attente, relevant du domaine des probabilités en ma-
thématiques, offre un cadre analytique pour mener des études quantitatives a
partir des caractéristiques des flux d’arrivées et des temps de service. Les files
d’attente M/M/1 et M/M/s peuvent étre représentées comme des processus

de sauts markoviens.

Au cours de ce mémoire, nous entreprendrons une étude théorique d’un
type spécifique de file d’attente adapté a la situation qui nous intéresse : le
modele M /M /1. Ensuite, nous procéderons a son application en programmant

des simulations a 1’aide du langage R.

Le modele M/M/1, un des modeles les plus utilisés dans le domaine de la
théorie des files d’attente, fournit une approche analytique pour comprendre le
flux des clients et la durée du service dans un systéeme donné. En se focalisant
sur une seule station de service, ce modele permet d’évaluer les performances

du systeme et d’identifier des pistes d’amélioration.

L’application du modele M /M /1 a la circulation routiere offre des perspec-
tives prometteuses pour optimiser la gestion du trafic. En effet, en analysant
la circulation des véhicules sur les routes, et en tenant en compte les feux de
signalisation, la densité du trafic et d’autres parametres, il devient possible de
réduire les temps d’attente, d’atténuer les congestions et d’améliorer la fluidité
du trafic.



TABLE DES MATIERES

Ce mémoire est structuré en trois chapitres. Le premier chapitre propose
une révision des concepts fondamentaux sur les processus stochastiques et les

chalnes de Markov.

Dans le deuxieme chapitre, nous examinons en détail les systeémes de files

d’attente, en présentant notamment le modele M/M/1 et son analyse.

Le troisieme chapitre se concentre spécifiquement sur la modélisation et
I'application du modele M/M/1 au trafic routier, avec une attention particu-
liere portée a l'estimation paramétrique. Nous avons effectué des simulations
en utilisant le langage de programmation R, afin d’illustrer ’aspect théorique

de ce mémoire

Enfin, un annexe contenant quelques notions de base de la probabilité et une
liste des principales notations sont inclus a la fin du mémoire. Nous espérons
que ce travail sera bénéfique pour tous les étudiants intéressés par les domaines

de la probabilité et de la statistique.
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Chapitre

Préliminaires

Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons la notion de processus stochastiques, en
nous concentrant sur les processus de Markov en temps discret, définis dans un
espace d’états fini ou dénombrable E. Ensuite, nous explorerons les processus
de Markov en temps continu, en nous penchant notamment sur les processus de
Poisson ainsi que les processus de naissance et de mort, que nous introduirons

et étudierons.

Les notions présentées dans ce chapitre sont tirées des références [1] et [5].

1.1 Processus Stochastiques

Définition 1.1.1. Soient (2, F', P) un espace de probabilité, T C R un espace
de temps (ou de paramétres) et E C R un espace des états. Un processus

stochastique est une application mesurable
X: OxT —E
(wat) - X(taw) = Xt(w)

ol d ty firé, w — Xy, (w) est une variable aléatoire, et a wy fizé, t — X (t,wo)

est une application mesurable (trajectoire).



Préliminaires

1.1.1 Processus stationnaires

Définition 1.1.2. Processus Stationnaire fort
Un processus stochastique (X¢)ier est dit fortement stationnaire (stationnaire
au sens strict), si les lois fini-dimensionnelles sont invariantes par translation
c’est-a-dire

Vh>0Vt,ty, -+ ,t, €T,n € N"

le vecteur (X4, Xiy, -+, X4,,) a la méme loi que le vecteur (Xiy1ny Xegin, -y Xtpth)-

En particulier X; et X;yp, ont la méme loi pour tout t,h € T'.

Définition 1.1.3. Processus Stationnaire faible
Un processus stochastique (Xy)ier est dit faiblement stationnaire (stationnaire

au sens large) si pour toutt, s € T
i. BE(X}) :=my=m < 400,
ii. B(X}?) =62 = 6 < +oo,
iti. Cov(Xy, Xg) =E(Xy —m)(Xs—m)) =T(t,s) =T(t —s).

avec, I' : fonction de covariance d’un processus.

1.1.2 Processus a accroissements indépendants et sta-
tionnaires (PAIS)

Définition 1.1.4. Processus a accroissements indépendants (PAI)
Un processus (Xy),ep est dit (PAI) si Vg, t1,...,t, € T,Vn € N, les variables
aléatoires

Xo, = Xeo 0 Xe s = Xe gy Xy — Xoo, Xoy — Xy

sont indépendantes.

Définition 1.1.5. Processus a accroissements stationnaires (PAS)
Un processus stochastique (X¢),cp est dit (PAS) si¥t,s € T, la loi de l'accrois-
sement X; — X ne dépend que de t — s, c’est-a-dire X; — X, est de méme loi

que X;_s.

Définition 1.1.6. Processus a accroissements indépendants et sta-
tionnaires (PAIS)

Un processus stochastique (X),cp, est dit un (PAIS) s’il est un (PAI) et est un
(PAS).

Page 4
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1.2 Chaines de Markov

Le processus de Markov fournit un outil simple de modélisation d’une classe
particuliere de systemes a espace d’états discret. L’analyse des processus de

Markov est un préliminaire nécessaire a I’étude des systemes de files d’attente.

1.2.1 Chaines de Markov a temps discret
Soit E' un ensemble dénombrable ( I'espace des états)

Définition 1.2.1. Le processus stochastique (X,), .y @ valeurs dans E est

appelé chaine de Markov si pour tout j,19,11,...,1, € FE et pour tout entier
positif n,
P(Xn+1 = ]/Xn - inaXn—l = 7:n—lv cee '-7X0 = ZO) = P(Xn+1 = j/Xn = Z) 5
sous réserve que P (X, = ip, Xp-1 = pn_1,---- .. , Xo = 1g) est non nulle.

Celte propriété est connue sous le nom "Propriété de Markov" (propriété de

sans mémoire).

Définition 1.2.2. La probabilité p;; = P (X,41 = j/Xn = 1) pour tout (i,7) €
E est appelée probabilité de transition de [’état v vers [’état j en une étape.
La probabilité de transition en n étapes est définie par la probabilité de passage

d’état a un autre en n étapes. Soit

On s’intéresse au chaines de Markov homogenes c’est- a-dire pour les quelles

les probabilités P sont indépendantes du temps n et seront notées Fj;.

Définition 1.2.3. Matrice de transition

La matrice de transition P de la chaine discréte (Xy), oy est une matrice car-
rée, constituée par les probabilités de transition p;j et vérifie les propriétés
sutvantes :

Vi,jeE, 0<p;<1 e > py=1L1
JEE

Page 5
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Exemple 1.2.4. Considérons une chaine de Markov da deux états avec une

p_ 0.7 0.3 .
04 0.6

Théoréme 1.2.5. On considere une chaine de Markov sur l’espace des états

matrice de transition

E de matrice de transition P. On a :

T n—1
Py =3 P Vp.
keE

Preuve.

Pl =P (X, =j/X,=1)
=> P(Xn=j,Xn1=k/Xo=1)
kekE

s P(X,=4,Xn 1=k Xo=1)
B P(Xy=1)

keE

. P(Xn:]/Xn_l:k,X():Z)P(Xn_lzk,XOIZ)
keE P(XOIZ)

=Y P(X,=4,Xp1=k/Xo=1)P(Xp1=k/Xo=1),

keE

puisque (Xy,), .y est une chaine de Markov, on obtient :
-1
P =% Py 'pi-
keE

Sous forme matricielle, on écrit P" = P! P.

De maniere générale on a,

PZJ”*":ZRZLPIZ ,wjEeEEmM>1n2>1,
kEE

et (1.1)
prtn —pmpr,

Le systéme d’équations (1.1) est connu sous le nom d’équation de "Chapman

Page 6
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Kolmogorov" O

Définition 1.2.6. : Loi de probabilité
Les probabilités d’état E d’une chaine de Markov (Xy,), .y @ valeurs dans E

sont notées m(n), tel que :

Ve EetneN ,m(n)=P(X,=k).
La distribution de (X,,) est un vecteur ligne m(n) = (m1(n), me(n),...)
dont la somme des termes est égale a 1.

Proposition 1.2.7. La loi de la chaine de Markov (X,,),>0 est caractérisée
par sa matrice de transition P, et de sa loi initiale (loi de X,) :

pour tout n > 1 la loi jointe de (Xo, X1, -+, X,) est donnée par :

P(Xo =19, X1 =11, -+, X;, = @n) = P(Xo = io)PioilpiliQ o Pip_qin

Remarque 1.2.8. D’aprés le théoréme des probabilités totales, (Voir Anneze,

Théoréme .1), on a :

m(n) = > _ m(0)P),  sous forme matricielle w(n) = 7(0)P",
i€l

avec P" = ( irlz)(i,k)eEZ'

De facon analogue, on obtient

m(n+1) =n(n)P.
Définition 1.2.9. Distribution stationnaire

Une famille T = (m:)ice est dite distribution stationnaire d’une chaine, de

matrice de transition P, si ¢’est une probabilité qui vérifie :

7 =7P

Page 7
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Exemple 1.2.10. Considérons une chaine de Markov avec une matrice de

p_ 0.7 0.3 .
0.4 0.6

Déterminons @ = (7ij); jeq10y S distribution stationnaire.

transition

On a
0.7 0.3
7T =7 P) = =
( ) (T, m) = (™) {0y 06
T = 0.77'('1 -+ 0.47T2
- o = 0.37T1 + 0.67T2
avec T + My =1
donc A
(7T1 =0.7m + 0.4(1 — 7r1)> = m = =
Conclusion

249

1.2.2 Classification des états

Définition 1.2.11. Soit i et j deux états. On dit que i méne a j s’il existe
n € N tel que P;; > 0. On dit que i et j communiquent sit méne a j et j mene
ai.

Remarque 1.2.12. Pourn > 1, Pj; = > DisPivis iy donc,

11,0 yin—1
si Bl > 0, il existe iy, ,in_1 tels que py, > 0,pjiy > 0,00+ pi, 5 > 0,
c’est-a-dire que l'on peut trouver sur le graphe un "chemin" dei d j sii # j (il
(13

peut méme y en avoir plusieurs!). Attention toute fois, P2 = 1, donc i méne

toujours a i méme s’il n’y a pas de chemin de i vers lui-méme.

La relation de communication est une relation d’équivalence ; une chaine a

une seule classe est dite irréductible.

min{n > 1; X,, =i}, ¢silexiste m > 1 tel que X,, =i
On poseT; = ) ) .
+oo, si X, # i pour tout m > 1

Page 8
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Définition 1.2.13. Un état i est dit récurrent si P [(T; < +00) \(Xo =1)] = 1,
c’est-a-dire, si partant de i, on repasse presque surement en i. Dans le cas

contraire, © est dit transitoire.

Théoréme 1.2.14. (critére de récurrence)

+oo
1) Un état j est récurrent si et seulement si » Pl = +o0.
n=0

“+oo
On a alors Z P}t = 400 pour tout i qui mene a j.
n=0

+oo
2) Un état j est transitoire si et seulement si Y _ Pj; < 4o0.

n=0

+oo
On a alors Y P}y < 400 pour tout i € E.
n=0

Propriété 1.2.15. Les états d’une méme classe de communication sont, soit
tous récurrents, soit tous transitoires.

1.2.3 Chaines de Markov a temps continu

Définition 1.2.16. Le processus (Xi),5, est une chaine de Markov a temps
continu si : pour tout 0 <ty <ty <...<t, <t, et pour tout j,i9,%1...,%, €
E avecn € N

P(Xt :j/Xto - io,. .. .,Xt - ’Ln) - P(Xt :j/th - Zn) .

n

De plus une chaine de Markov a temps continu est homogéne si pour tout
teRT,4,jEFE

P(Xt+s :j/Xs - Z) = P(Xt :]/XO = Z) :pij(t)'

Définition 1.2.17. Matrice de transition
La matrice de transition P(t) dont le terme générale p;;(t) = P (X, = j/Xo = 1)
est une matrice stochastique qui vérifie :

VZ,.] & E pz](t)

jJEE

v

0,
1

Page 9



Préliminaires

Théoreme 1.2.18. Les probabilités de transition d’une chaine de Markov a

temps continu satisfont les équations suivantes dites de Chapman-Kolmogorov

Pour tout © et j dans E et pour tout réels positifs s ett on a :

keE

Proposition 1.2.19. Nous associons a la chaine de Markov a temps continue

(CMTC) la matrice Q, dite générateur infinitésimal définie par

Vi j, Qi = pij = Pl

’i, qij = Zﬂz] - ZM%PU = — M-

J#i JF
Ainsi
- Z Hij H12 Hiz - Hin
J#1
22 - Z Ho2j M2z .- H2n
Q = j#i
Hn1 Hn2 MHn3 - = Z Mg

i#n
avec Z ¢i; = 0.
J

Proposition 1.2.20. Pour tout élément i € E, le temps passé dans i avant

de le quitter suit la loi exponentielle de paramétre ;.

Corollaire 1.2.21. La matrice de transition P(t) d’une CMTC admet la re-

présentation suivante
+o00 tn

P(t —etQ—Z

Q Générateur infinitésimal associé a CMTC.
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1.3 Processus de Poisson

Le processus de Poisson est significatif parmi les processus stochastiques a
temps continu, étant souvent employé pour décrire la survenance temporelle

d’événements aléatoires d’'un méme type.

1.3.1 Définitions et description du processus

La description mathématique d'un flux d’événements aléatoires peut étre

réalisée de différentes manieres.

Définition 1.3.1. (Processus de Comptage)

Un processus stochastique (Ny)ier est dit processus de comptage ou processus
de dénombrement si (Ny)ier représente le nombre d’événements se produisant
dans lintervalle [0,t] vérifiant :

i) N(t) e N, Vt e R" (T =R"),
it) YVt >s €T, N(t) > N(s),
it1) N(t)— N(s), représente le nombre d’événements se produisant dans l’in-
tervalle [s,t], Vs <t e T

Définition 1.3.2. (Processus de Poisson)
On dit qu’un processus de Comptage (N (t))i>0 est un processus de Poisson s’il

satisfait aux trois conditions suivantes :

c1 » Le processus est homogéne dans le temps : La probabilité d’avoir k éve-
nements dans un intervalle de longueur donné ne dépend que de t et non

pas de la position de l'intervalle par rapport a l’axe temporel,
p(t)=P(N(t)=k)=P(N(s+t)—N(s)=k) pourtouts>0,t>0.
co » Le processus N(t) est a accroissements indépendants :

P(N(s+t)—N(s)=k,N(s)=j)=P(N(s+1t)— N(s) =k)P(N(s) =)
= pi(t)p;(s)

pour tout s > 0,t > 0.

Page 11
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c3 » La probabilité pp(At) est définie comme suit :

1 —(AMAt)+0o(At) st k=0
pr(At) = A(At) + o(At) si k=1,
o(At) si  k>2

Avec N =E [Ny — Ny| et At un petit intervalle.

Remarque 1.3.3. Le parameétre X\ est appelé l'intensité du processus de Pois-
son {Ny,t > 0}, il est égal au nombre moyen d’événements qui se produisent

pendant un intervalle de temps de longueur unité.

Proposition 1.3.4. Soit N(t);>o un processus de Poisson, il existe A > 0 tel
que, pour tous 0 < s < t, la loi de Ny— N est de Poisson de paramétre \(t — s)

, i.e.

k
P(N, — N, =k) = e—Mt—S)W, ke N.

1.3.2 Processus de poisson et loi exponentielle

Nous allons caractériser un processus de Poisson par ses temps d’arrivée.
Soit A,, Uinstant de la n'*™® arrivée : A,, = inf {t>0;Ny=n}et T, le pieme
temps d’attente pour n € N* : T,, = A,, — A,,_; (en convenant Ay =0 ). On a

n
A, = ZT, et Ny = max {n > 0; 4, <t}.

i=1
Théoréeme 1.3.5. (Nt)teR+ est un processus de Poisson de parameétre \ si et
seulement si les variables aléatoires T, sont indépendantes de méme loi expo-
nentielle £(N\) de densité

Fr () = Ae™ 1o o[ (1)

Preuve.
P(Ty>t)=P(N,=0) =eM=1-F(t)

ou F} est la fonction de répartition de 77. On a donc bien T} qui suit la loi

exponentielle £(N).

P([Ty > t]\[Th = t1]) = P ([Nty++ = 1] / [Ny, = 1] N [Ny = 0 pour tout s < t;])
P ([N, 4t — Ny, = 0] / [Ny, = 1] N [Ng = 0 pour tout s < t;])
P

([Niy 4t — Ny = 0])
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car les accroissements sont indépendants.

Or P([Nyyt — Niy =0]) = P([Nyy44—¢, =0]) = P ([N, =0]) d’apres la sta-
tionnarité, avec NV, suit la loi de Poisson P(At).

Donc P ([Ny, 41 — Ny, =0]) = e

Et par suite 75 est bien indépendante de 77 et de méme loi exponentielle £().

De fagon plus générale,
P([Tx >4/ [Ti=t] N [Thoy = tya]) = P ([ Ny 00 — Ny, =0])

=P([Ny=0) =™

Donc Ty, est indépendante de 77, - - - , Tj,_1 et de méme loi exponentielle E(N).

La réciproque sera admise. O

Graphe des transitions

1-A At 1-A At 1-A At

A A a
OO C)

iAat iat

FIGURE 1.1 — Graphe des transitions du processus de Poisson

Dans le cas des processus a temps continu, en particulier le processus de Pois-
son. On remplace I'unité temporelle par un petit intervalle At et 'on indique
sur chaque arc la probabilité de transition correspondante (Figurel.l) pour ne
pas la surcharger, on.supprime le terme +o0(At) qui figure dans toute probabi-
lité de transition.
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1.4 Processus de naissance et de mort

1.4.1 Généralités

Les processus de naissance et de mort sont des processus stochastiques a
temps continu et a espace d’états discrets n = 0,1, 2. ... Ils sont sans mémoire,
et a partir d'un état donné n, seules les transitions vers I'un des états voisins
(n+1) et (n—1) avec n > 1 sont possibles. On parle alors de «naissances » et
de «morts ». Ces processus sont utilisés pour modéliser les systemes d’attente

et I’évolution de populations.

Définition 1.4.1. Soit {X (t);t > 0} un processus stochastique a états discrets

n € N, et homogéne dans le temps, c’est a dire :
P(X(t+s)=7j/X(s) =1) = pi;(t), (ne dépend pas de s ).

Le processus { X (t);t > 0} est un processus de naissance et de mort s’il satisfait

les conditions suitvantes :

piivi(At) XAt + o(At) (i >0)
piic1(At) = piAt 4+ o(At) (1>1)
pii(At) 1 — (N + ) At + o(At) (i >0)
pij(At) o(At)  fi—j| =2

Les coefficients positifs \; et p; sont appelés tauz de transition, plus parti-
culiérement tauzr de naissance (ou de croissance) pour X; et taux de mort (ou

de décroissance) pour ;.

1.4.2 Régime transitoire

Le régime transitoire d’une chaine de Markov est la période pendant la-
quelle les probabilités de se trouver dans différents états évoluent encore avec
le temps et n’ont pas encore atteint les valeurs stables du régime permanent.
Plus précisément, il s’agit de l'intervalle de temps t pendant lequel les pro-
babilités p;(t) de se trouver dans I'état j au temps t dépendent encore de la

distribution initiale et varient avec t.

Proposition 1.4.2. Les équations régissant le systéme dites de Chapman-
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kolmogorov associées au processus (Xy),s, sont définies par le systéme suivant :

Po(t) = pr(t) — Aopo(t), n =0,
p;z(t) = HUn+1Pn+1 (t) - (>‘n + ;un) pn<t) + An—lpn—l(t)a n Z 17
1, n=0

g)pn(t) = Lipn(0) = P[Xo =n] = 0 nol

Remarque 1.4.3. Pour trouver le systéme (S), on utilise le théoréme des

probabilités totales énoncé en Annexe.

Comme il s’agit d’un systeme d’équations différentielles et de récurrence, sa
résolution analytique se fait avec les fonctions orthogonales de Bassel (c’est le

cas transitoire ou non stationnaire).

Apdt+oidt) Ao scit+o(dt) Aydt+o[dt)

e m
(o) :/ 1) . n-1 \ \ o) esee
\_h__‘_-_r/," o

<7 = AT

py di+o]dt) p, dt+ofdt) . di+o|di]

FIGURE 1.2 — Graphe de transition associé au PNM

1.4.3 Régime permanent

Le régime permanent d'une chaine de Markov est atteint lorsque les pro-
babilités de transition entre les états stabilisent a des valeurs fixes, indépen-
damment de la distribution initiale des états, c’est a dire, lorsque t — —+o00
les limites p, = tllglo pn(t) existent et sont indépendantes de 1'état initial du
processus, on a alors tlggo p,,(t) = 0, (p, est une distribution stationnaire du
processus si le régime permanent existe). Ceci se traduit par les équations dites
de balances.

Le systeme d’équations précédent (S) devient :
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pap1 — Aopo = 0, n =0,
(S/) Mn+1Pn+1 — ()\n + ﬂn)pn + )\n—lpn—l = Oa n > Oa

Sopa(t) =1

n>0
Résolution de (5') :
Ao
n = 07 P1 = ;p(b
1
A Ao
n=1, (pop2 —\p1 = p1 — Xopo), = P2 = ——Do
l)fQ Ml)\ A
n=2, (usps — Aap2 = pop2 — Mip1), = p3 = -2 (10]90) .
M3\ H2 fa
, /\n—l/\n—2 e /\1/\0
Par récurrence p, = Do-
Hnfbn—1 - H2fby

Et par suite, on peut écrire :

< /\i— L /\z'—
Pn = <H 1>p0:anp0, Vn >1, avec an:H L
i=1 Hi i=1 Hi
La suite (pn),,>, est une loi de probabilité, donc
Z P 1=0p 71
n = 0 = .
n>0 L+ 2 an
- n>1
a
Conclusion : Si a, < +oo, alors p, = ———— n>1let pg= ———,
,; b 1+ > ap o=y > ap
- n>1 n>1
avec
A—1An—2 ... Ao
ay = )
MHnfln—1 ... Hopi1
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Chapitre

Systemes de Files d’Attente

2.1 Position du probleme

Les files d’attente sont aujourd’hui des phénomenes que ’'on rencontre quo-
tidiennement dans de treés nombreux domaines et sous diverses formes. Citons
quelques exemples parmi tant d’autres : queue a un guichet, saturation d’un
trafic routier, d’un réseau de télécommunications, gestion d’un stock de pro-
duction, maintenance d’un équipement informatique, mouvements de popu-
lations, prévisions météorologiques, etc. De nombreux modeles stochastiques
existent, reposant sur certaines hypotheses adaptées au contexte en question.
Le modele le plus célebre que nous allons étudier ci-apres, le plus simple et
le plus utilisé de maniére générale est un modele markovien (file M /M /1) qui

repose sur ’absence de mémoire de certaines occurrences.

De nombreuses questions se posent pour optimiser la rentabilité des ser-
vices, réduire les temps d’attente et les cofits. Par exemple, on cherche a savoir
combien de temps un client passe dans une file d’attente, la longueur de la
queue & un moment donné, la durée de repos d’un serveur, la vitesse minimale
de service pour éviter la surcharge, et le nombre de serveurs nécessaires pour
éviter la saturation. La théorie des chaines de Markov et des processus sto-
chastiques fournit des réponses a ces questions, avec des degrés de précision

variables selon le modeéle utilisé.
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2.2 Le formalisme des files d’attente

La théorie des files d’attente s’attache a modéliser et a analyser de nom-
breuses situations différentes en apparences. Des clients arrivent a intervalles
aléatoires dans un systéme comportant plusieurs serveurs auxquels ils vont
adresser une requéte. La durée du service aupres de chaque serveur est elle-

méme aléatoire. Apres avoir été servis, les clients quittent le systeme.

Définition 2.2.1. On appelle systeme de files d’attente l’abstraction mathé-

matique d’un sujet qu’on peut décrire par les éléments suivants :

1) Le flot des arrivées des clients;

2) La source des clients ;

3) Le comportement du client ;

4) La loi de la durée de service de chaque client;
5) La discipline de service ;

6) Le nombre de serveurs;

7) La capacité de la file.

e Le flot des arrivées des clients
Souvent, on suppose que les temps des inter-arrivées sont indépendants
et identiquement distribués, de méme le flot des arrivées des clients est
souvent supposé Poissonnien, ce qui revient a dire que la distribution du
temps des inter-arrivées est exponentiel, ce qui n’est pas toujours vrai

bien stur. Les clients peuvent arriver individuellement ou par groupes.

e La source des clients Dans la plupart des cas, cette source est supposée
infinie. Cependant, pour les modéles de fiabilité, la source des clients est

limitée (par exemple le cas d’un réparateur au sein d’une usine).

e Le comportement du client
Certains clients peuvent étre patients et vouloir attendre pendant long-
temps. Par contre d’autres s’impatientent et quittent apres un bout de
temps. C’est le cas par exemple d’une centrale téléphonique ou les clients
raccrochent quand ils ont a attendre longtemps avant qu’une ligne ne soit
disponible pour rappeler ultérieurement.

e La durée de service
En général, on suppose que les durées de service sont indépendantes,
identiquement distribuées et indépendantes des temps des inter-arrivées.

Ce qui n’est toujours pas le cas. Par exemple, le temps de traitement des
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machines au niveau d’un systeme de production peut s’élever une fois le
nombre de taches a exécuter devient trop grand.
e La discipline de service
Les clients peuvent étre servis individuellement ou par groupe. Cepen-
dant, plusieurs possibilités existent quant a [’ordre selon lequel ils seront
servis. Les principales disciplines de service sont :
* FIFO (First In First Out) : les entités sortent dans l'ordre suivant
lequel elles sont entrées. Cette discipline est la plus utilisée.
* LIFO (Last In First Out) : la derniére entité dans la file est la pre-
miere a étre servie. C’est le cas de la pile au niveau des ordinateurs.
* Random : toutes les entités ont la méme probabilité d’étre servies
en premier.
e Le nombre de serveurs
Il peut étre égale a l'unité ou plus selon la nature du service a fournir.
e La capacité de la file
Dans pas mal de cas, la file est supposée infinie. Cependant, il n’est pas

rare de rencontrer des situations dans lesquelles elle est finie.

2.3 Classification des systemes d’attente

Pour la classification des systemes d’attente, on a recours a la notation sym-
bolique introduite par Kendall au début des années cinquante. Cette notation
comprend quatre symboles rangés dans l'ordre A/B/s/N ou :

e A : la distribution des intervalles de temps séparant deux arrivées consé-

cutives de clients dans le systéme,

e B : la distribution du temps aléatoire que met le client a recevoir le

service (temps de service),

e s : le nombre de stations de service disponibles en méme temps,

e N : la capacité totale du systeéme (nombre maximum de clients pouvant

étre présents dans le systéme en méme temps).
Le dernier symbole est supprimé si le systéme a une capacité infinie (aucun
client ne sera jamais refusé).

Pour spécifier les distributions A et B, les symboles suivants sont utilisés :
M = processus Markovien,

E), = distribution d’Erlang d’ordre k,
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H,, = distribution hyperexponentielle,
G = distribution générale,

D = cas déterministe.

On introduit également :

A le taux des arrivées (nombre moyen d’arrivées par unité de temps) ;

1
X I'intervalle de temps moyen séparant deux arrivées consécutives ;

p le taux de service (nombre moyen de clients servis par unité de temps) ;
e — durée moyenne du temps de service.

Dans la suite on s’interesse aux systemes M/M/1(/o0), ou :

e A = M signifie que la distribution des intervalles entre deux arrivées est
exponentielle ;
e B = M signifie que la distribution des temps de service est exponentielle ;

s = 1 signifie qu'un unique poste de service est disponible a la fois;

N = oo signifie que la capacité du systeme est infinie (la file d’attente

peut s’allonger autant qu’on veut).

2.4 Systeme de files d’attente M/M/1

2.4.1 Description du modele

Les clients arrivent vers le systéme selon un processus de Poisson de taux A
(nombre moyen de clients arrivant pendant une unité de temps) ; c¢’est-a-dire
I'intervalle de temps entre deux arrivée successifs suit une loi exponentielle de
parametre A > 0. Le service est assuré par un seul serveur. A 'arrivée d’un
client, si le serveur est libre, il est immédiatement pris en charge. Dans le cas
contraire, le client en question est placé en attente. La capacité d’attente est
illimitée (le nombre de positions est infini et aucune autre restriction n’est
imposée). La discipline d’attente est FIFO (premier arrivé, premier servi).
Les durées de service suivent une loi exponentielle de parametre p > 0. Par

conséquent, le taux de service est 1 (nombre moyen de clients servis pendant
1
une unité de temps), et le temps moyen de service d'un client est —. Les

variables aléatoires représentant les durées entre deux arrivées consécutives et
les durées de service sont mutuellement indépendantes.

On s’interesse a 1’évolution du nombre de clients N (t) présents dans le systéme
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a linstant ¢(t > 0).N(t) est un processus stochastique, et en fonction des

parametres du systeme.

File d’attente fk::c) Taux de service =p

Taux d’arrivée =

D‘pn rt
N

0009000 {5
\_

\f

!

Systéme = file d’attente + serveur

FIGURE 2.1 — Systeéme d’attente M/M/1

2.4.2 Analyse mathématique du modele

L’étude mathématique d’un systeme d’attente se fait le plus souvent par
I'introduction d’un processus stochastique défini de facon appropriée. En gé-
néral, on s’intéresse au nombre N (t) de clients se trouvant dans le systéme a
I'instant ¢ (¢ > 0). En fonction des quantités qui définissent la structure du
systeme, on cherche a calculer :

— les probabilités d’état p,(t) = P(N(t) = n) qui définissent le régime tran-
sitoire du processus, les probabilités p,(t) doivent évidemment dépendre
de I’état initial ou de la distribution initiale du processus. Dans le cas
des systemes M /M /1 les calculs font intervenir les fonctions de Bessel

que nous ne connaissons pas. On ne calculera pas le régime transitoire

— le régime stationnaire du processus stochastique est défini par :

pn = lim p,(t) = P(N(+o0) =n), n=0,1,2,...

t—+o00

A partir de la distribution stationnaire du processus {N(t)};>0, il est possible

d’obtenir d’autres caractéristiques d’exploitation du systéme telles que :

— le nombre moyen L de clients dans le systéme,

— le nombre moyen L, de clients dans la file d’attente,
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— la durée d’attente moyenne W, d'un client,

— la durée de séjour moyenne W dans le systéme (attente + service),
— le taux d’occupation des postes de service,

— le pourcentage de clients n’ayant pu étre servis,

— la durée d’une période d’activité, c’est-a-dire de l'intervalle de temps

pendant lequel il y a toujours au moins un client dans le systeme.

2.4.3 Régime transitoire

Bien que le régime transitoire soit difficile a calculer, grace aux propriétés
du processus de Poisson et de la loi exponentielle on obtient des résultats né-

cessaires au calcul du régime stationnaire.

A 1-(H 1 (2 e g e

@%@i U:: : 6,: @):ti

FIGURE 2.2 — Graphe de Transitions de la file M/M/1

On a pour un petit intervalle du temps At les probabilités suivantes :

Pr( exactement une arrivée pendant At) = AAt 4 o(At)
Pr( aucune arrivée pendant At) =1 — AAt + o( At)

Pr( deux arrivées ou plus pendant At) = o(At)

(
(
(
Pr( exactement un départ pendant At/N(t) > 0) = uAt + o(At)
Pr( aucun départ pendant At/N(t) > 0) =1 — pAt + o(At)

(

Pr( deux départs ou plus pendant At) = o(At)

Soient p;;(At) = Pr(N(t + At) = j/N(t) = i),i = 0,1,2,.... Ces proba-

bilités de transition ne dépendent pas de l'instant ¢, uniquement de At. On
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suppose que les arrivées et les départs sont mutuellement indépendants.
L’indépendance des arrivées implique que N (t) est une chaine de Markov
homogene.

On exprime ces probabilités :
® Dunt1(At) = Pr( exactement une arrivée pendant At) x Pr (aucun
départ pendant At | N(t) > 1)
Prnt1(AL) = (AAE 4 o(At)) x (1 — uAt + o(At))
= (AAt) x (1 — pAt) + o(At)
— At 4 o(At)

e pon(At) = Pr ( exactement une arrivée pendant At) X Pr
( exactement un départ pendant At | N(¢t) > 1) + Pr ( aucune arrivée
pendant At) x Pr (aucun départ pendant At | N(¢) > 1)

Prn(At) = MAL.pAL + (1 — ANAL) (1 — pAt) + o(At)
=1—(A+p)At+o(At) (n>1)

e poo(At) = Pr( aucune arrivée pendant At)

® Dni1n(At) = Pr( aucune arrivée pendant At) x Pr( un départ pendant
At | N(t) > 1)
DPniin(At) = (1 — AAL). uAt + o(At)
= pAt+o(At) (n>0)

® Dum(At) =0(At) |m—n|>2

La derniere ligne signifie qu’a partir d’'un état donné n, le processus ne peut

donc que passer a I'un des états voisins n + 1 et n — 1 ou rester sur place.

Pour exprimer les probabilités d’état p,(t) on utilise la formule des proba-
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bilités totales (voir Annexe théoreme .1). On obtient donc :

pn(t+At) = P[Nyar=n/Ny=n] x PNy =n]+ P[Nyar=n—1/Ny=n] x P[Ny =n — 1]

+P[Nyypnr =n+1/Ny=n] x P[Ny =n+1]

= (1= (An+ pn) At + 0(At)) pu(t) + (An—1AL + 0(Al)) pn-1(t)
+ (tn+1At + 0(At)) pria(2)

= pn(t) — (Ao + Nn) Atpn(t) + An—1Pn—1(8) AL + g 1Pnr1(t) At + o(t)

Et par suite :
po(t + At) = plt pi(t) + [1 — AAt]po(t) + o(At),

Pu(t +A) = pAt prpa(t) + AAE 1 (8) + [ — (N + 1) Atpa(t) + o(At), n > 1.

De plus, on a :

Pn At—0 At
o( At
= Ot palt) + Apucr () + () + 20 21
Comme lim o(At) = 0, on obtient donc :
At—0 At
P(t) = —(A + 1)pa(t) + Apn-i1(t) + wppsr (t),n > 1 (2.1)
De méme :
po(t) = =Apo(t) + ppi(t). (2.2)

La résolution de ce systeme des équations différentielles fait intervenir les

fonctions de Bessel qui dépassent notre travaille.
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2.4.4 Régime stationnaire

L’orsqu’on fait tendre ¢ vers 'infini, on a les résultats (admis) suivants :
tlggo pn(t) = pn,n > 0, existent et sont indépendantes de 1’état initial du pro-
cessus, et tliglop;(t) =0,n>0.

Et par suite, les équations (2.1) et (2.2) permettes d’obtenir le systéme d’équa-

tions de balance :

= A
“p1 Po (2.3)

)‘pnfl + Upnt1 = <)\ + U)pnan >1

La résolution du systeme (2.3) s’effectue de la maniere suivante :

A
Plzﬁpo
A\ 2
pour n =1, Apg + pup2 = (A + pw)p1, p2 = ; Do
pourn>1,p,=(—] po
W

Pour trouver la probabilité py, on utilise ’équation de normalisation. En effet,

1
)
1+>+ (=) +
poo\p
A

A i o A
oul+ —+|—] + ... est une progression géométrique de raison —. Elle
H H H

A
converge si — < 1, et est égale a
]

A A\’
pot—pot+ (=) pot--=1=p=
I It

1—

= I

A
Alors, pg=1— —.

D’ou La distribution d’équilibre dans ce cas est alors donnée par :
A\ A
H) A\ K

On constate que le régime stationnaire du systeme d’attente M/M/1 est gou-

verné par la variante de la loi géométrique de parametre 1 — —.
1
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Remarque 2.4.1. Une file d’attente M/M/1 est dite stable si le taux moyen

d’arrivée des clients (X) est inférieur au taux moyen de service (i).

Remarque 2.4.2.

p=—=1—pg, est appelé coefficient d’utilisation du systéme, ou intensité du
tmﬁg

p exprime le nombre moyen d’arrivées par durée moyenne de service, c’est
ausst la probabilité d’occupation de la station de service.

Si p > 1, cela signifie qu’il y a en moyenne plus d’arrivées que de clients
seruvis, et le systeme s’engorge (la longueur de la file d’attente dépasse toute
limite en stationnaire). p = — < 1 est donc la condition d’existence du régime

stationnaire. Autrement dit : la stabilité est une condition nécessaire pour que
le régime stationnaire existe.

Encore, p, = (1 — p)p",n > 0, est la distribution stationnaire du nombre de
clients dans le systeme M /M /1.

Remarque 2.4.3.
La file M/M/1 peut étre considérée comme un processus de naissance et de

mort,

0 si n=0,

iosi n# Q.

pour lequel : N\, = \ et pu, =

2.5 Caractéristiques du systéeme M/M/1 (Me-

sures de performance)

2.5.1 Définitions, formules de Little

Une fois qu’on a le régime stationnaire, on s’intéresse a différentes quantités
qui permettent de juger le comportement du systeme :

— L = E[N] le nombre moyen de clients dans le systéme ;

— L, le nombre moyen de clients dans la file d’attente;

— W temps de séjour moyen d’un client dans le systéme;

— W, temps d’attente moyen d’un client ;

— Wy temps d’attente moyen d’un client obligé d’attendre. Ces grandeurs
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sont liées entre elles par les relations suivantes :

L=X\ W
Ly =AW,
1
W =W, +—
W
W

Ou A, est le taux d’entrée des clients dans le systeme. Dans le cas du sys-
teme M /M /1, A, = A car la capacité d’accueil est infinie. Les deux premieres

relations sont appelées formules de Little.

2.5.2 Calcul des caractéristiques

Soit N = lim N(¢)

t—o0

Le nombre moyen de clients dans le systeme

L =E[N]=)_npy
n=0
=(1—p)>_np"
n=0
:(1—p)p[1+2p+3p2+...}
A
zlfp: Y (car p < 1).

Remarque 2.5.1.

1) Plus que l'intensité du systéme se rapproche de un , plus que la longueur

moyenne de la file d’attente L tend vers l'infinie.

2) La probabilité d’étre servi immédiatement d l'arrivée est py.

Le nombre moyen de clients dans la file d’attente

Soit Ny = lim N #(t), ot Nf(t) est le nombre de clients dans la file d’attente
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a la date t. La variable N est définie de la maniere suivante :

0si N=0
Ny =
N—-1siN2>1
00 )\2
(n—1)p,=———=oubien L, =L —p
Z:: (g —A) !

Le temps moyen d’attente d’'un client, Le temps moyen de séjour d'un client

dans le systeme :

Le temps moyen d’attente W, et le temps moyen de séjour W peuvent étre
calculés a l'aide de formule de Little, en effet,
L A
W, = -4 ___ -
A (e = A)
L 1
W = - = —
A=A
Montrons que la formule de Little est vérifiée pour ce systeme :
La distribution du temps d’attente Nous pouvons toujours calculer la distri-
bution du temps d’attente dans le cas ou A < p.
Quand un client vient et trouve n clients devant lui alors le temps d’attente
total de ce client est la somme des temps de services des n clients plus son
temps de service. Comme chaque temps de service suit une exponentielle de
parametre p et les temps de services sont indépendants, par conséquence la

somme possede une distribution gamma : I'(y,n + 1)

t

n+1 The HT
P(T < t/n clients devant ) / dr
" (n+1)

ou, I'(n + 1) = n! (la fonction gamma).
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Ainsi en régime stationnaire et pour t > 0 :

o0

P(T <t)=> P(T <t/n clients devant )P(X (t) = n)

P(T < t/n clients devant )P(X(t) = n)
¢ n+1 n,—ur n
[ ) ()
0! Fn+1) \u !
A\ o= AT
T — = —d
H ( u)gf(nﬂ) '
A
pe FTerT (1 — ) dr
i

(3ot

Il
Me i0e

n

=

I
o O | O~

On remarque bien que c’est la fonction de répartition d’une exponentielle de

parametre (i — A) de moyenne

Alors L vérifie bien la relation :

2.6 Description d’autres systemes de files d’at-

tente

2.6.1 La file M/M/C

On considéere un systeme identique a la file M/M/1 excepté qu’il comporte
C serveurs identiques et indépendants les uns des autres. On conserve les
hypothéses : processus d’arrivée des clients poissonien de taux A\ et temps
de service exponentiel de taux p (pour chacun des serveurs). Ce systéme est

connu sous le nom de file M/M/C. L’espace d’états E est, comme pour la
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M/M/1 infini : E = {0,1,2,---}. On a un processus de naissance et de mort

de taux :

Hn =19 nu st 0<n<C
Cu si n>C

En effet, lorsque le processus est dans un état n < (', tous les clients sont en
service et sont donc susceptibles de quitter la file. Pour passer de n clients a
n — 1 clients en un temps At, il faut qu’un des n clients termine son service et
que les autres ne terminent pas le leur, ceci pouvant se produire pour le premier,
le deuxieme, - - -, ou le n-ieme client. Pour étre précis, il faut également rajouter
qu’aucun client n’arrive pendant ce temps dt. La propriété caractéristique de
la loi exponentielle nous dit que la probabilité pour qu'un client termine son
service en un temps At est pAt + o(At), la probabilité pour qu'un client ne
termine pas son service est donc 1 —AAt+0(At) et la probabilité pour qu’aucun
client n’arrive est 1 — AAt¢ 4+ o(At). La probabilité recherchée se calcule donc

de la fagon suivante :

n

Pan_1(AL) = (Z (uAt + o(AL)) (1 — At + O(At))"_l) (1= AA + o(At))

J=1

Un développement limité au premier ordre nous donne immédiatement que
pn,n71<At) = n,uAt + 0<At>

Le taux de transition de ’état n vers I’état n—1 est donc égal a nu. De la méme
facon, lorsque n > C, seuls C clients sont en service et sont donc susceptibles
de quitter la file, donc de faire passer le processus de 1’état n a I’état n — 1. Le
taux de transition correspondant est donc égal a C'u. Dans tous les cas, une
transition d’un état n vers un état n + 1 correspond a une arrivée de client,
soit en un temps At, & une probabilité AAt + o(At). Le taux de transition est
donc égal a A. La condition de stabilité est ici A < C'u et exprime le fait que
le nombre moyen de clients qui arrivent a la file par unité de temps doit étre

inférieur au nombre moyen de clients que les serveurs de la file sont capables
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de traiter par unité de temps.

On peut calculer P, comme suit :

P, 1A= Pmnu pourn=1..--,C—-1
P, A= P,C, pourn=0C,C+1,..

Soit
p . A
P,= =P, 1y pourn=1,---,C—1 ou p=—.
n 1

P, = %Pn_l pourn=C,C+1,---

Les mesures de performance :

Tous les parametres de performances peuvent se calculer dans le cas ou la
file est stable (A < C' p donc p < C).

Pour la file M/M/C, il est plus simple (au niveau des calculs mis en jeu)
de calculer d’abord le temps moyen de séjour et d’en déduire le nombre moyen
de clients.

Le temps moyen de séjour d’un client se décompose en un temps moyen dans
la file d’attente, plus un temps moyen de service. Il suffit alors d’appliquer la
loi de Little a la seule file :

L, 1 L, 1
W=W,+8="24-=294_
.+ dtaT T

Il reste alors a calculer le nombre moyen de clients en attente dans la file,

L, :
+00 +o00 pn pCJrl +o00 ) n—C—1
_ p_C-H 1 . ; pC+1 . -
clc (1_%)2 T e-C=p2"°

On en déduit I'expression du temps moyen de séjour

¢ 1
p At
1

V= nic—y)
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Nombre moyen de clients L Le nombre moyen de clients s’obtient alors par

application de la loi de Little & ’ensemble de la file :

L=Wxd=Wx\=

(C—DiC_pprtr

2.6.2 La file M/M /o0

On considére un systeme composé d’'un nombre illimité de serveurs iden-
tiques et indépendants les uns des autres. Dés qu’un client arrive, il rentre
donc instantanément en service. Donc cette file particuliere, il n’y a donc pas
d’attente. On suppose toujours que le processus d’arrivée des clients est pois-
sonien de taux A et que les temps de service sont exponentiels de taux p (pour
tous les serveurs). Ce systéme est connu sous le nom de file M /M /oco. Comme
cela a été fait pour la file M/M/C, on peut facilement démontrer que le taux de
transition d’un état n quelconque vers ’état n — 1 est égal a nu et correspond
au taux de sortie d'un des n clients en service. De méme, le taux de transition
d’un état n vers 'état n + 1 est égal a A et correspond au taux d’arrivée d’un
client. De facon intuitive, la capacité de traitement de la file est infinie puisque
tout nouveau client se présentant a I’entrée de la file est instantanément traité.
La condition de stabilité exprimant que “le nombre moyen de client arrivant
a la file par unité de temps doit étre inférieure a la capacité de traitement de
la file” est donc toujours satisfaite. Soit P, la probabilité stationnaire d’étre

dans I’état n. Les équations d’équilibre nous donnent :

P, 1A= PFPnu; pour n=12,---

A
Soit PnzﬁPn_l pour n=1,2--- oup=—.
n M

On peut alors exprimer toutes les probabilités en fonction de Fj :

1
= — P
PO Too ﬁ =€
= n!
+oo . n
Notons que la série Z — converge pour toutes valeurs de p (donc de \ et de
— n!

1), ce qui est cohérent avec la stabilité inconditionnelle de la file. On obtient
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finalement : .

Pn:p—Po pour n=1,2---
n!

Débit d .
Le service s’effectue avec un taux nu dans chaque état ou le systeme contient

n clients :
d—ZPn,u—epz ',u—eppepu:pp:)\

On retrouve la stabilité inconditionnelle de la file.

Nombre moyen de clients L

+o00
L:ZnP e_pz =ePpef=p
= (n— 1)
Temps moyen de séjour W

Intuitivement, le temps moyen passé dans le systeme est réduit au temps moyen

de service, soit — . On peut redémontrer ce résultat en utilisant la loi de Little :

W:
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Chapitre

Application du modele M/M/1 au flux

de véhicules

Introduction

L’application du modele M/M/1 au trafic routier consiste a utiliser des ou-
tils mathématiques pour estimer et simuler le temps d’attente des véhicules a
des points critiques tels que les carrefours ou les péages. En analysant des pa-
rametres clés tels que le taux moyen d’arrivée des véhicules; le temps moyen de
service et le nombre moyen de véhicules en attente, ce modele permet d’amé-
liorer la gestion du trafic routier, d’identifier les zones de congestion et de

proposer des solutions pour optimiser le flux de circulation.

3.1 Analyse du flux de véhicules a un péage
selon le modele M /M /1

3.1.1 Position du probleme

Il s’agit d'un probleme de modélisation du flux de véhicules dans une file
d’attente a un péage autoroutier, nous nous sommes inspirées de 1’étude pro-
poser dans [1]. Ce processus peut étre modélisé par un systeme de file d’attente
M /M /1, caractérisé par deux parametres, notés A et B.

A : représente le flux d’arrivée des véhicules a la barriere de péage, et sera

modélisé a l'aide d’une suite de variables aléatoires (7,),>0 vérifiant :
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1) 79 = 0 (moment initial d’ouverture du péage).
2) Pour tout n > 1, 7, < 7,41 (les instants d’arrivée des véhicules sont

ordonnés chronologiquement).

B : représente le temps nécessaire pour qu'un véhicule passe le péage et
quitte la file d’attente. Ce temps est modélisé par une suite de variables aléa-

toires (Sy,)n>1 représentant les durées de service de chaque véhicule dans la file.

L’objectif de cette étude est de comprendre et de modéliser le flux de vé-
hicules arrivant au péage ainsi que les temps d’attente et de service, afin de
proposer des solutions visant a minimiser le temps d’attente moyen des véhi-

cules dans la file et a optimiser 'efficacité du péage autoroutier.

3.1.2 Détermination des lois

Lois d’arrivées (A) :

Les lois d’arrivées représentent le modele mathématique des intervalles de
temps entre l'arrivée successive des véhicules a la barriere de péage.

Au premier abord, nous intéressons aux arrivées des voitures. Dans ce contexte
nous supposons que les voitures se présentent a la barriere de péage aléatoire-
ment et indépendamment les unes des autres selon un processus de poisson du
taux A. En effet, en raison d’absence de mémoires des lois exponentielles, nous
fixons un réel A > 0 , et supposons de modéliser la loi commune des temps
d’inter-arrivées (7,,),>1 par une loi exponentielle de parametre A > 0.

Dans ce contexte, le parametre A représente 'inverse du temps moyen séparant
deux arrivées consécutives des voitures. Supposant que la taille de la file d’at-
tente n’est pas limitée, le nombre des voitures entrés (sans prendre en compte

les sorties) & un instant ¢ > 0 est donné par la relation :

Ny => 1pg(Ty), t>0 (3.1)

n>1

On rappelle que le processus (IV;);>o est un processus de Poisson du taux
A. En particulier, il s’agit d'un processus continu dont les accroissements
(Ny,,, — Ni,), 0 < i <n—1, pour une suite tg = 0 < t; < --- < t,, donnée,
sont indépendants et suivent la loi de Poisson de parametres respectifs
Ay, At — ), At — taot).

41

Remarque 3.1.1. Les temps d’arrivée T, peuvent étre exprimés comme la
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somme des temps d’inter-arrivée T,,, T, est la somme des n premiers Tj.

Lois de services (B) :
Les lois de services décrivent le temps nécessaire pour qu’'un véhicule passe le
péage et quitte la file d’attente. Si on considere les intervalles de temps qui
s’écoulent entre les évenements successifs d’une loi de Poisson du taux A > 0,
on s’apercoit qu’ils suivent une loi exponentielle du taux A, ou A est le nombre
de voitures (clients) arrivant par unité de temps.
Pour la modélisation des services, on utilise également une loi exponentielle,
mais avec un taux différent pu.
La densité des inter-sorties est donnée par fp(x) = p e **.

i @ désigne le nombre des voitures servis par unité de temps.

Remarque 3.1.2. Les S, suivent la loi de B qui est une loi exponentielle de

parameétre .

3.1.3 Analyse du Modele

Pour analyser ce systeme, nous pouvons utiliser les résultats théoriques des
files d’attente M/M/1. Quelques indicateurs clés sont :

A
— Taux d’occupation : (p) : p = —. Il s’agit de la proportion du temps
1

durant lequel le serveur (le péage) est occupé.

A
— Temps d’attente moyen dans la file (W,) : W, = ———.
(Wa) = Wy pu(p = A)
/\2
— Nombre moyen de véhicules dans la file (L,) : L, = ——.
o)+ b0 = =)

Interprétation des Indicateurs :

— Taux d’occupation (p) : Si p est proche de 1, le péage est presque toujours
occupé, ce qui indique une saturation du systeme. Pour un fonctionne-
ment optimal, il est préférable que p soit bien inférieur a 1.

— Temps d’attente moyen dans la file (W) : Indique le temps moyen qu’un
véhicule passe a attendre dans la file avant de passer au péage. Un W,
élevé indique des temps d’attente longs, ce qui peut entrainer des retards

et de 'insatisfaction chez les usagers.

— Nombre moyen de véhicules dans la file (L,) : Indique le nombre moyen
de véhicules qui attendent dans la file. Un L, élevé indique une longue
file d’attente, ce qui peut causer des encombrements et des difficultés de

gestion du trafic
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Conclusion

En utilisant le modele M/M/1, nous pouvons obtenir des informations pré-
cieuses sur le comportement du systéme de péage, telles que le temps d’attente
moyen des véhicules et le taux d’occupation du péage. Ces informations per-
mettent d’identifier des mesures pour améliorer I'efficacité du péage et réduire
les temps d’attente des véhicules. Des stratégies telles que I'ajout de postes de
péage supplémentaires, 'optimisation des procédures de paiement ou l'utilisa-
tion de systemes de péage automatisés peuvent étre envisagées pour améliorer

la performance du systeme.

3.1.4 Simulation

On va tracer de différentes allures de trajectoires pour le nombre de voi-
tures dans la file d’attente au péage autoroutier en fonction de la valeur du
coefficient d’utilisation.

On se base du programme suivant en langage R qui utilise les package "queueing"
et "ggplot".

# Simulation systéme M/M/1 en temps continu avec titre
MM1 <- function(lambda, mu, a, n) {

lambda: nombre moyen de voitures/unité de temps

mu: temps moyen de service

a: nombre de voitures dans le systéme & 1l’instant O
n: nombre d’itérations

Construction du vecteur des arrivées y

<- cumsum(rexp(n * 10, rate = lambda))

Construction du vecteur des temps de service z

<- rexp(n * 10, rate = mu)

N H < O H H K H #®

<- c(a) # Initialisation de X, le nombre de voitures
(CI)

tps <- c(0) # Initialisation du vecteur temps

p <- 1 # Compteur

k <- p

for (i in 1:n) {

# On regarde combien de voitures arrivent pendant qu’une
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# voiture se fait servir

while (y[pl < (y[kl + z[k]) & p < n) {
X <- c(X, X[length(X)] + 1)

tps <- c(tps, ylpl)

<-p + 1

<- k

<- X[length(X) - 1]

On regarde combien de voitures sont dans le systéme,
donc il ne pourra pas avoir

plus de 1 départs

On regarde combien de voitures partent alors qu’il

H H = H H F o O

n’y a pas d’arrivées

while (sum(z[k:d]) < ylpl] - ylk] & d < n & 1 >= 0) {
X <- c(X, X[length(X)] - 1)

tps <- c(tps, y[k] + sum(z[k:d]))

d <-d + 1

1 <-1 -1

}

k <- p

}

#Tracage de la trajectoire avec un titre

plot(tps, X, type = "1", xlab = "Temps", ylab =
#"voitures",

main = "Simulation du systéme M/M/1 en temps continu")
}

# Exemple d’utilisation de la fonction
MM1 (lambda = 2, mu = 5, a = 20, n = 100)
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1) 1" cas p>1:

Simulation du systéme M/M/'1 en temps continu

Al
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Si le coefficient d’utilisation est strictement supérieur a 1 (ici A = 2,
p = 1), il n’y a pas de régime stationnaire, le systéme s’engorge et le
nombre de voitures présentes dans le systéeme augmente sans arrét.

2) 2™ cas p=1:

Simulation du systéme M/NM/1 en temps continu

25
|

w = .-h," ! |'I'.|I a
_‘%: || l hll |I|'l III{ I.I".I'.I
2 KU e, A [
_'I-f_'ﬂ | '»"1 .I\f II“I I| | N ‘ll'
Voo |
Hl* . I/ 'J'-. [
= Il'u 1 N
Wy M.
Vool
] i | '.'L
I I I I I
o] 10 20 30 40
Temps

Sip=1(ici A =2, u = 2). Le systeme commence a se stabiliser :
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il n’y a plus d’engorgement, la file d’attente ne fait pas que augmenter.

Néamoins il est difficile de parler de régime. stationnaire, le systeme est
en régime critique.

3) 3% cas p < 1:

Simulation du systéme M/NM/1 en temps continu

15 20
e

voitures
10

/ |
¥ I|J'| Ii | I|I j ||IH ,H t | | l |
= ViAo v lr*"|'|| -’;'1:'"?#»—’1—-'"4'r‘|rll'.-'1-'1.:1"1‘1/1

I I
o] 10 20 30 40 50

Temps

Sip<1(ici A\ =2, p=25). Le systéme admet un régime stationnaire.
le systéme n’est plus saturé, car A < u. cela signifie que les véhicules
arrivent moins vite qu’ils ne peut étre servis.

Dans ce cas, nous allons tracer I’hystogramme de la distribution d’une loi géo-

métrique de parametre 1 — p en se basant du programme en R suivant :

# Définir les paramétres
lambda <- 2 # Exemple de valeur pour lambda
mu <- 5 # Exemple de valeur pour mu

p <- 1 - lambda / mu

#Générer des données suivant une distribution
géométrique

set.seed (123) #Pour rendre les résultats reproductibles
n <- 1000 # Taille de 1’échantillon

data <- rgeom(n, prob = p)

# Convertir les données

en data frame pour ggplot2
df <- data.frame (data)
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# Calculer les valeurs théoriques de la pnf
k <- O:max(data) # Les valeurs possibles de la variable
#aléatoire

theoretical pmf <- data.frame(k = k, pmf = dgeom(k,
prob = p))

# Créer 1l’histogramme

ggplot (df , aes(x = data)) +

geom_histogram(aes(y = ..density..), bins = max(data)
+ 1, color = "black",
fill = "lightblue") +

geom_point (data = theoretical_pmf, aes(x = k, y = pmf),
color = "red", size = 2) +

geom_line(data = theoretical_pmf, aes(x = k, y = pmf),
color = "red", size = 1) +

labs(title = "Histogramme de la distribution géométrique
avec pmf théorique",

x = "Valeur",

y = "Densité") +

theme minimal ()

Histogramme de la loi géométrique de parametre p = 1 — — avec
1

A=2et u=>5

Histogramme de la distribution géomeétrigue avec pmf théorique

0.4

Densité

=]
[=]
M
o
o
=]
~|
o
-4
o

Valeur
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3.2

Etude de la situation routiére de Daniel

Flipo

3.2.1 Introduction et description du modele

Nous avons travaillé sur un document réalisé par Daniel Flipo de 'UFR

mathématiques pures et appliquées de Lille, qui traite d'une situation routiere

basique se rapprochant des systemes M /M /1 (voir [4] et [6]). Le modele est le

suivant :

La route est représentée par une voie a deux directions en ligne droite.

Un entrepreneur prévoit des travaux de réparation sur 1'une des voies,
nécessitant la mise en place d’un chantier qui bloquera une partie de la

voie concernée.

Des feux tricolores sont installés de chaque coté du chantier pour per-
mettre aux files de véhicules de passer alternativement le chantier sur la

voie restante.

Longueur du chantier (L) : Détermine la distance sur la route qui est
bloquée en raison des travaux de construction. Une longueur plus longue
du chantier peut entrainer des files d’attente plus importantes et des

temps d’attente plus longs pour les véhicules.

Parametres des processus de Poisson (A1, A2) : Représentent les taux
d’arrivée des véhicules dans chaque direction. Des valeurs plus élevées de
A1 et Ao signifient un flux de trafic plus important, ce qui peut entrainer
des congestions plus fréquentes.

Vitesse des véhicules (v) : Indique la vitesse a laquelle les véhicules se
déplacent sur la route. Une vitesse plus élevée peut réduire les temps
d’attente des véhicules dans la file.

Durée des feux tricolores (dy, dy) : Détermine la période pendant laquelle
chaque feu reste vert ou rouge. Des durées plus longues peuvent entrainer
des temps d’attente plus importants pour les véhicules a l'arrét.
Nombre de voitures a laisser passer (Ki, K») : Représente le nombre
de véhicules autorisés a passer a chaque cycle de feu. Un nombre plus
élevé peut réduire les files d’attente en permettant a plus de véhicules de
traverser.

Temps de démarrage des automobilistes (a) : Indique le temps nécessaire

pour qu’une voiture démarre apres l'arrét. Un temps de démarrage plus
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court peut réduire les temps d’attente dans la file.

— Chacun de ces parametres joue un roéle crucial dans la modélisation du
trafic routier et peut étre ajusté pour étudier I'impact sur la fluidité de

la circulation et les temps d’attente des véhicules. [6]

3.2.2 Cycle des feux, engorgement, contraintes

— Le cycle des feux de signalisation est crucial pour réguler le passage des

véhicule & travers le chantier et éviter les conflits de circulation.

— L’engorgement peut survenir lorsque le flux de véhicules dépasse la ca-
pacité de la voie disponible, entrainant des ralentissements et des temps

d’attente accrus.

— Les Contraintes liées a la gestion du trafic, telles que la durée des feux de
signalisation, le nombre de véhicules autorisés a passer dans chaque sens,
et le temps nécessaire pour réguler le passage des véhicules a travers le

chantier et éviter les conflits de circulation.

Cycle des feux :

Un cycle des feux se déroule de la fagon suivante :

— a l'instant 0 le feu 1 passe au vert.

— a l'instant d; il passe au rouge.

L
— a linstant d; + — (le temps qu'il faut pour évacuer la derniere voiture

passée au feu vert de la zone du chantier) le feu 2 passe au vert.

L
— a l'instant d; + — + ds le feu 2 passe au rouge.
v

L L
— a l'instant dy + — + dy + — le cycle est fini, on revient a l'instant zéro.
v v
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Engorgement, contraintes :
Si on veut faire passer K véhicules dans un sens, on doit laisser le feu au vert

pendant un laps de temps au moins égal a a.K, ce qui donne ici

di > a- K,
dy > a- Ky

Le risque majeur d’un ajustement inadéquat des parametres des feux de
signalisation est que la file d’attente a I’'un des feux pourrait augmenter indéfi-
niment, conduisant a un engorgement du systeme. Daniel Flipo propose dans
son modele que cet engorgement peut étre évité en respectant les inégalités

suivantes :

L
dlZa')\l'<d1+d2+2*>
v

L
dQZa')\Q'<d1+dQ+2*>
v

Il considere ici que la durée pendant laquelle un feu est au vert doit étre
au moins égale a la durée laissant passer le nombre moyen de véhicules arrivés
pendant un cycle. Il n’y a donc théoriquement que tres peu de chance que
le systeme s’engorge, il faudrait que le flux d’arrivée se comporte pendant

longtemps largement au dessus sa moyenne.

On peut discuter le fait que ces différentes minorations de d; et dy ne
prennent pas en compte la distance entre le feu et le véhicule qui démarre,
I’auteur considérant que chaque voiture démarre directement du feu.

Cela est compensé par le coefficient appliqué a "a", qui représente la durée to-
tale d'un cycle. Cela signifie que le feu reste vert suffisamment longtemps pour
permettre le passage du nombre moyen théorique d’arrivées a la fois pendant
qu’il est rouge et qu’il est vert. Cependant, dans certaines simulations, on a

observé quelques cas rares ou ces inégalités ne sont pas suffisantes.

3.2.3 La question de I’estimation des parametres

On se pose la question de 'estimation des parametres du traffic a partir de
données réelles. Dans le premier cas on sait que les instants d’arrivée suivent

une loi exponentielle de parametre A, il s’agit donc d’estimer ce parameétre.
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Pour cela on utilise la méthode du maximum de vraisemblance :

L<x17"' 7‘r27mn7>\) = H)\nnei)\zi :)\nez_)\xl
=1 =1 =1
—)\En::ci

L(zy, x5 A) = InA"e =1

L(xy, - x5 A) = nlnA— XY x;

i=1
OlnL(xy, - ,xi -+ Ty, ) n <
O\ R ;x
o 1
D’ ou finalement, A\ = nn = T 1
Z T - Z Z; n
i=1 n =1
o PInL(zy, @, T3 ) n
On a bien ) Y =

Cet estimateur est problématique car il est biaisé.
Dans le second cas, le nombre de voitures passées a intervalles réguliers suit
une loi de Poisson, dont I’estimateur par la méthode du maximum de vrais-

semblance est sans biais. On le calcule :

ATi
no )
i=1
R I |
m n )\.1’1
InL(xy,- - 2205 A) = Ine” ™ +In]] '
i=1 T
InL(xq, -+ x5 Ty A) = —)\n—l—;wi!
InL(x1, - @ TpsA) = =An+InA> oz —> z;— > In(zy!)
i=1 i=1 i1
=0 & -— =— =0
) "y
Onadonc \==L— =X,
n
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Onabien:aln (1, 82,)\%7 33m>\):_z_)1\2 <0

Cet estimateur n’est pas biaisé ce qui est un avantage par rapport a la premiere

méthode de mesure. Néanmoins on fait essentiellement la méme chose, ces

méthodes se valent.

3.2.4 Simulation

La fonction traj suivante permet de tracer la trajectoire du nombre de voi-
tures présents au feu 1 a chaque début de cycle (au moment ou le feu passe au

vert pour eux). Le modele est symétrique pour le feu 2.

traj <- function(l, lambda, d1, d2, vit, a, n, ci) {
n nombre de pas
ci condition imnitiale
1 longeur du chantier en km

lambda nb voitures/min moyen

#

#

#

#

# dl1 duré du feu vert 1 en min

# d2 durée du feu vert 2 en min

# vit vitesse des véhicules en km/min

# a temps moyen de démarrage dune voiture en min

k <- floor(dl/a) #le nombre de voitures qui passe le
feu pendant un cycle

T <- numeric(n) #contient la trajectoire

T[1] <- ci #valeur de départ

for (i in 2:n) {

P <- rpois (1, lambdax*dl) + T[i-1] - k

if (P < 0) P <- 0

T[i] <- P + rpois(l, lambdax(d2+(2*1/vit)))

3

return (T)

}
library (ggplot2)

# Définir les paramétres de simulation
1 <- 3/5 # longueur du chantier en km

lambda <- 4 # nb voitures/min moyen
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dl <- 6/5 # duré du feu vert 1 en min

d2 <- 9/10 # durée du feu vert 2 en min

vit <- 1 # vitesse des véhicules en km/min

a <- 1/15 # temps moyen de démarrage dune voiture en
min

n <- 500 # nombre de pas

ci <- 80 # condition initiale

# Appeler la fonction traj pour simuler les données deu
fois avec des couleurs

# différentes

trajectoirel <- traj(l, lambda, d1, 42, vit, a, n, ci)
trajectoire2 <- traj(l, lambda, di1, d2, vit, a, n, ci)

# Créer des data frames pour les données simulées

datal <- data.frame(temps = 1:n, position = trajectoire
, traj = "Trajectoire 1")
data2 <- data.frame(temps = 1:n, position = trajectoire?

, traj = "Trajectoire 2")

all _data <- rbind(datal, data2)

# Tracer les trajectoires avec différentes couleurs

ggplot (all_data, aes(x = temps, y = position, color =
traj)) +

geom_line () +

labs(x = "Temps", y = "Position") +

ggtitle ("Simulation de deux trajectoires des voitures")
+

theme minimal ()
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Simulation de deux trajectoires des voitures

200

150

traj

— Trajectoire 1

100 —— Trajectoire 2
L
i j

50

Position

o 100 S 400 500
(I =3/5; lambda =4 ;d1 = 6/5; d2 =9/10; vit =1/2, a = 1/15; n = 500;

ci = 80;)

Il est sensé de se poser la question de I'influence des différents parametres sur

ce modele : que se passe-t-il si on modifie la vitesse des voitures ? La durée d’un

des feux ? Le temps de réaction des automobilistes ? La longueur du chantier ?

On va changer un parametre a la fois a partir de la paramétrisation donnée

ci-dessus.

Simulation de deux trajectoires des wvoitures

traj

Trajectoire 1

Posttion
B
[a]

—— Trajectoire 2

o 100 200 200 400 500

(I =3/5; lambda = 4; d1 = 6/5; d2 = 9/10; vit = 1; a = 1/15; n = 500; ci = 80;)
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Remarque 3.2.1. La vitesse des voitures a une grande influence sur la sta-
bilité du systéeme : si elles roulent suffisamment vite la file d’attente n’a pas
le temps de s’allonger. Contrairement a la paramétrisation précédente ou [’on
voit que deux trajectoires peuvent avoir des allures tout a fait différentes, ici
elles ont toutes la forme de celle représentée ci-dessus.

Pour faire 'analogie avec les systémes M/M/1, on peut dire que la 2éme figure
représente le régime critique du systeme : il n’y a pas d’engorgement systé-
matique, mais les trajectoires sont tres différentes entre elles. La 1ére figure
représente le régime stationnaire : le systeme revient vite depuis ses conditions
initiales a un €tat ou le nombre de voitures a la file est stable et suffisamment

proche de zéro.

3.2.5 Amélioration du systeme

Dans les simulations précédentes, le nombre moyen d’arrivées par minute
reste fixe (c’est le paramétre )\). Evidemment, ce modeéle n'est pas réaliste!
C’est pourquoi on a décidé de faire des simulations en utilisant le méme mo-
dele que précédemment sauf que 'on fait varier le parametre lambda au cours
du temps.

Voici un exemple de fonction qui représente le nombre d’arrivées par minute en
fonction du temps en heure améliorer par la construction d’une spline qui passe
par les points ou la fonction en escalier change de valeur. La spline (courbe)
nous permet de simuler le nombre de véhicules présents au début de chaque
cycle durant toute une journée. Nous observons maintenant des courbes du

type :

# Définir la fonction lambda qui varie en escalier sur
30 minutes (lambda(t) en

fonction du temps en minutes)

lambda_ func <- function(t) {

# Nombre de paliers en 30 minutes

num_steps <- 30

# Calculer le palier en fonction du temps

step <- ceiling(t / (30 / num_steps))

# Définir les valeurs de lambda pour chaque palier
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values <- c¢(0.2, 0.5, 1, 1.5, 4, 6, 5, 4, 3.5, 2, 1.5,
3, 4, 5, 4, 3,

4, 5, 6, 7, 6, 4.5, 4, 3, 1.5, 3, 2, 5, 4, 3, 4)

# Exemple de valeurs en escalier

# Créer une spline cubique & partir des valeurs

spline <- smooth.spline(l:num_steps, values)

# Evaluer la spline & un point spécifique

lambda <- predict(spline, t)3$y

return (lambda)

}

# Générer les valeurs de lambda pour chaque instant t
(t en minutes)

n <- 30 # nombre de pas (30 minutes)

temps <- seq(0, 30, length.out = n)

lambda_values <- sapply(temps, lambda_func)

# Créer un data frame pour les données de la fonction
lambda en escalier
lambda_data <- data.frame(temps = temps, lambda =

lambda_values)

“Wariation de Lambda(t) en fonction du temps (30 minutes)

Lambdalt) (voituresimin)

o 10 20 30
Temps (minutes)
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3.3 Conclusion

Les conclusions indiquent que des mesures doivent étre prises pour éviter la
congestion du trafic, notamment en prenant les actions suivantes :

a) Augmenter la capacité de la route en élargissant la largeur de la route.

b) Fournir des voies séparées pour des groupes d’utilisateurs spécifiques.

c¢) Installer des panneaux a messages variables le long de la route pour

conseiller les usagers de la route.
d) Créer des sens uniques pres des principaux feux de signalisation.

e) Réduire le temps du feu rouge et augmenter la fréquence des feux verts.
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CONCLUSION GENERALE

En conclusion, la modélisation des files d’attente, notamment dans le cadre
du trafic routier avec le modele M /M /1, offre une approche analytique pré-
cieuse pour étudier et optimiser les systemes d’attente. En exploitant des
concepts avancés tels que les processus de Poisson et les chaines de Markov,
nous sommes en mesure de mieux appréhender le comportement des véhicules
sur les routes, de prédire les temps d’attente et de proposer des stratégies

d’amélioration pour accroitre I'efficacité des infrastructures routieres.

Cette modélisation permet une analyse approfondie du trafic, facilitant ainsi
la prise de décisions éclairées en matiere de gestion du trafic, de planification
urbaine et de conception de réseaux de transport. En intégrant des données
réelles et des simulations, il devient possible d’optimiser les flux de circulation,
de réduire les congestions et d’améliorer la fluidité du trafic, contribuant ainsi

a une meilleure qualité de vie pour les usagers de la route.

52



Annexe

Théoremes et Définitions

Définition .1. Soit A et B deux événements tels que P(B) > 0. La probabilité
conditionnelle de A sachant B notée P(A\B) est définie par :

P(ANB)

P(A\B) = =55

Définition .2. Soit A et B deux événement tels que P(B) > 0. On a :
P(ANB)= P(B)P(A\B)

Si de plus P(B) > 0 (et donc P(B) <1 ), on a la formule de décomposition
suivante :
P(A) = P(A\B)P(B) + P(A\B®)P(B°)

et la formule de Bayes :

P(A\B)P(B)
(A\B)P(B) + P(A\B°)P(B°)

P(B\A) =

Les deux derniere formules ci-dessus se généralisent de la maniére suivante.

Théoréeme .1. Soit (B;,i € I) une collection finie ou dénombrable d’évene-
ment disjoints deuzx d deuz tels que Y P(B;) = 1 et P(B;) > 0 pour tout

el
1€ 1.
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Alors pour tout événement A, on a :

P(A) =) P(A\B)P(By), ?
et pour tout ig € I,
_ P(A\B;,)P(By,)
P(Bi,\A) = ZIP(A\BZ-)P( i)

Sachant que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes ssi quelque
soit I’événement dépendant de X est indépendant de I’événement dépendant
de Y. A et B sont indépendants ssi P(AN B) = P(A) x P(B).

Définition .3. Espérance : l’espérance mathématique d’une v.a. discréte a
valeurs dans N est définie par
+oo
E(X) =Y nP(X =n)

n=0

et. celle d’une v.a. continue a valeurs dans RY de densité fx par
+00
E(X) = / tfx(t)dt
0

Définition .4. Variance : la variance d’une v.a. est donnée par

var(X) = E[(X — E(X))?] = E (X?) - [E(X)]>.

Somme de deux v.a. : la loi de la somme de deux v.a. indépendantes discrétes

a valeurs dans N et donnée par
+oo
P(X+Y =n)= Z]P’(X:k:)P(Y:n—k)
k=0

et la somme de deuz v.a. indépendantes continues a valeurs dans RY de densités

fx et fy a pour densité

t

Loy (®) = (fx o) () = [ Fx() (2 = 5)ds

0
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Quelques lois de probabilité

Définition .5. Loi de Poisson P(\) :

P(X:n)—a

e pourn € N:E(X) = A var(X) = \.

Définition .6. Loi exponentielle E(u) : densité : fx, fonction de répartition :
FX N

1 1
fx(t) = pe™ et Fx(t) =1—e™ pourt € RN E(X) = =, var(X) = —.
7 7

Définition .7. Loi géométrique G(p) : p €]0,1]

1
P(X =n)=p(1—p)" " pourn € N : E(X) = -, var(X) =
p

Définition .0.1. Loi Gamma :
On dit que X suit la loi gamma de paramétres p > 0 et X > 0, notée I'(p, ),
si elle admet pour densité
Le*’\x()\x)pfl sixz >0
fz)={ T®

0 SInon.

Une telle variable aléatoire X admet alors une espérance et une variance don-
nés par

E(X) zg et var(X) = =
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Table de Notations

Probabilité.

Espace de probabilité

Espace de temps.

Espace des états.

Temps.

Processus stochastique

Espérance

Covariance.

probabilité de transition de I’état i vers I’état ;.
Matrice de transition.

Taux d’arrivées des clients.

Taux de service des clients.

Temps moyen d’attente.

Temps moyen de séjours (attente + service).
Limite.

Somme.

Probabilité que le systéme soit dans 1’état n a I'instant ¢.
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Résumé

Ce mémoire explore comment la modélisation de file d’attente, en par-
ticulier avec le modéle M /M /1, peut étre appliquée a la gestion du trafic
routier pour optimiser les temps d’attente, améliorer la fluidité de la circula-
tion, et éviter les engorgements.

Abstract

The memory explores how queueing theory, particularly using the M/M/1
model, can be applied to traffic management to optimize waiting times, im-
prove traffic flow, and prevent congestion.
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