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Notations

R Ensemble des nombres réels.

R+ Ensemble des nombres réels positifs.

Rn R × R × . . . × R n fois.

N Ensemble des nombres entiers naturels.

C Ensemble des nombres complexes.

C(J,R) Ensemble des fonctions continues sur J à valeurs dans R.

| . | Valeur absolue d’un nombre réel ou module d’un nombre

complexe.

‖.‖ Norme sur Rn.

V0

{
V : R+ × R

2
+ −→ R+ continue en (nτ, (n + 1)τ] × R2

+

et lim
(t,Y)→(nτ+,X)t>nτ

V(t,Y) = V(nτ+, X) existe
}

.

f ′(x) =
d f (x)

dx Dérivée de la fonction f (x) par rapport à la variable x.

λi, (i = 1, 2, . . .) Les valeurs propres.

J(x,y) Matrice jacobienne.

detJ(x∗,y∗) Le determinant de la matrice J(x,y) au point (x∗, y∗).

trJ(x∗,y∗) La trace de la matrice J(x,y) au point (x∗, y∗).

lim La limite.

sup Borne supérieur.

max Le maximum.

∆x La condition impulsive.
dx
dt Dérivée de x par rapport au temps t.

V Fonction de Lyapunov.



Introduction

Ce mémoire est consacré à l’étude d’un modèle mathématique pour une population

constituée de deux espèces, pour cela on considère un modèle proie-prédateur de Lotka-

Volterra, présentant l’effet impulsif sur les proies, ces impulsions représentent la protection

des proies par la récolte au moment fixé qui mène à l’étude des régions d’extinction et

d’autres sans extinction.

La science qui s’intéresse à comprendre les événements environnementaux et à connaitre

les accroissements et les diminutions des effectifs d’individus qui la composent est la

modélisation des dynamiques des populations, les premiers pas de la modélisation sont basés

sur les équations différentielles ordinaires (EDO) ou des équations au dérivées partielles

(EDP) dont on étudie l’évolution d’une population au cours du temps, elle n’étudie pas

seulement l’évolution des populations animales, végétales ou bactériennes, mais concerne

aussi la génomique au niveau cellulaire, elle consiste non seulement à décrire la taille de la

population étudiée au cours du temps mais aussi à expliquer les comportements évolutifs

observés ainsi que les interactions entre les espèces vivantes et leur milieu.

Un modèle mathématique est une explication d’état réel à l’aide d’outils mathématiques,

le principe d’un modèle est de remplacer un objet ou opérateur complexe par un système

simple (exp : un modèle minimisé, modèle mathématique,....).

D’une manière générale, l’existence d’un modèle mathématique permet de pouvoir détermi-

ner numériquement certains phénomènes du monde réel comme : la biologie, l’écologie, la

physique, l’économie et la chimie .... etc (Voir [12, 19, 20, 24]) et de pouvoir prédire certains

comportements, on ne devrait jamais perdre de vue le caractère interprétatif.

L’un des premiers modèles mathématiques en biologie remonte au 13ème siècle dit

"problème de Fibonacci"(1202), à partir d’une suite récurrence, il modélise une population

de lapins, à la fin du 18ème siècle et 19ème siècle les premiers auteurs ont commencés par

la modélisation d’une seule population : le modèle de Malthus (1798) puis le modèle de
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Verhulst (1838), la différence entre ces modèles est basée sur la modification de la fonction

de croissance c’est-à-dire l’interaction entre les individus est linéaire malthusienne dans le

premier modèle et logistique dans le deuxième, et les premiers modèles de la dynamique

de plusieurs espèces en interaction sont de type proie-prédateur, Alfred Lotka (1925)

et Vito Volterra (1926) sont les premiers qui ont proposé indépendamment un modèle

mathématique de deux populations en interaction, on représente cette interaction par des

fonctions appelées fonctions de réponses ou réponses fonctionnelles (Voir [1, 18, 25]).

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre de ce mémoire porte sur des préliminaires où on rappel quelques

définitions et théorèmes nécessaires pour le développement de notre travail.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de certains modèles de base en dynamique

de population, ainsi une représentation sur les équations différentielles impulsives qui

apparaissent comme une description naturelle de nombreux phénomènes d’évolution dans le

monde réel.

Le troisième chapitre de ce mémoire, constitue une étude de la dynamique d’un système

proie-prédateur de type interaction où on suppose que les proies ont été récoltées, on étudie

l’effet de l’impulsion sur la dynamique globale des deux populations, on termine ce mémoire

par une conclusion et une bibliographie.



CHAPITRE 1

Préliminaires

Sommaire
1.1 Équation différentielle ordinaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Point d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 Notions sur la stabilité des points d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3.1 Étude qualitative des systèmes linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3.2 Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre . . . . . . . . . . . . . 10

1.3.3 Classification d’un point d’équilibre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.4 Stabilité au sens de lyapunov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

Nous allons consacrer ce premier chapitre à rappeler quelques notions nécessaires et préa-

lables.

1.1 Équation différentielle ordinaire

Les équations différentielles décrivent l’évolution de nombreux phénomènes dans des

domaines variés. Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions

inconnues et leurs dérivées de degrés "n", si toutes les dérivées sont prises par rapport à une

seule variable, on parle d’équation différentielle ordinaire (Voir : [7, 14] ).

La forme la plus générale d’une équation différentielle ordinaire est :

F(t, x, x′, . . . , x(n)) = 0,

où x est une fonction inconnue.

Définition 1.1.1. (Le problème de Cauchy) [7]

Soit I un ouvert de R et U un ouvert de Rn, f : I × U −→ Rn est une fonction continue.
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On considère le problème de Cauchy du premier ordre sous la forme suivante : ẋ = f (t, x),

x(t0) = x0.
(1.1)

où (t0, x0) ∈ I × U.

Définition 1.1.2. [7]

Soit I un intervalle ouvert de R, une fonction x : I −→ Rn avec la condition initiale (t0, x0) ∈

I × U est une solution du problème de Cauchy (1.1) si :

i) x ∈ C1(I,U),

ii) ẋ = f (t, x(t)), ∀t ∈ I.

iii) x(t0) = x0, t0 ∈ I.

Théorème 1.1.1. [14]

Soit f : I × U −→ Rn une application continue, une fonction x : I −→ Rn est une solution du
problème de Cauchy (1.1) si et seulement si :

i) La fonction x est continue et ∀t ∈ I, (t, x(t)) ∈ I × U.

ii) ∀t ∈ I, on a :

x(t) = x0 +

∫ t

t0
f (s, x(s))ds.

Preuve. Soit x : I −→ Rn une fonction continue sur un intervalle ouvert I qui contient t0.
• Supposons que x est une solution du problème de Cauchy (1.1), alors x dérivable sur I et

vérifie :  ẋ(t) = f (t, x(t)),

x(t0) = x0.

par intégration, on obtient pour tour t ∈ I,∫ t

t0
f (s, x(s))ds =

∫ t

t0

dx(s)
dt

ds

= [x(s)]t
t0

= x(t) − x(t0)

= x(t) − x0,

Donc
x(t) = x0 +

∫ t

t0
f (s, x(s))ds.
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• Inversement, supposons que ∀t ∈ I, x vérifie :

x(t) = x0 +

∫ t

t0
f (s, x(s))ds.

alors d’après la continuité de x et f , donc :

ẋ(t) = f (t, x(t)), ∀t ∈ I,

de plus x vérifie
x(t0) = x0.

ce qui signifie que x est la solution du problème de Cauchy (1.1).
�

Définition 1.1.3. (formule de Taylor-Young) [5]

Soit I un intervalle de R et f : I −→ R une fonction de classe Cn sur I, le développement de
Taylor de degré n de la fonction f autour d’un point x0 ∈ I est définie par :

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + f (2)(x0)
(x − x0)2

2!
+ ... + f (n)(x0)

(x − x0)n

n!
+ Rn(x),

m

f (x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)
(x − x0)k

k!
+ Rn(x)︸︷︷︸

le reste

.

où : Rn(x) tend vers zéro lorsque x = x0.

Définition 1.1.4. (Portrait de phase) [5]

Un portrait de phase d’un système dynamique est une partition de l’espace d’état en orbites
(on appelle orbite d’un point u ou trajectoire passant par u).
Dans la pratique, tracer le portrait de phase d’un système de dimension deux, c’est tracer dans le
plan (x, y), suffisamment de trajectoires pour que l’on puisse les imaginer toutes.

Soit le système suivant : ẋ = f (x, y),

ẏ = g(x, y).
(1.2)

avec (
_
x,

_
y) un point d’équilibre pour ce système.

On définit les ensembles des isoclines dans R2 sur lesquels s’annulent les composantes ẋ et ẏ

du système (1.2) .

Définition 1.1.5. (Isocline verticale)

Soit (
_
x,

_
y) un point de J, on appelle isocline verticale l’ensemble J des points tels que f (x, y) = 0.

La trajectoire passant par (
_
x,

_
y) a une tangente verticale, elle est parcourue de bas en haut si

g(x, y) > 0, de haut en bas si g(x, y) < 0.
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L’ensemble J est constitué en général d’une ou de plusieurs courbes, qui partagent le plan en
régions.

Définition 1.1.6. (Isoclines horizontale)

Soit (
_
x,

_
y) un point de I, on appelle isocline horizontale l’ensemble I des points tels que g(x, y) =

0.
La trajectoire passant par (

_
x,

_
y) a une tangente horizontale, elle est parcourue de gauche à droite

si f (x, y) > 0, de droite à gauche si f (x, y) < 0.
L’ensemble I est constitué en général d’une ou de plusieurs courbes, qui partagent le plan en
régions.

Remarque 1.1.1. Les points d’équilibre de (1.2) se trouvent à l’intersection de I et de J.

Définition 1.1.7. [5]

Une fonction différentiable H(x, y) est une intégrale première du système différentiel (1.2),
s’ils existent deux fonctions f et g de classe C1 sur un ouvert U de Rn et si :

f (x, y)
∂H
∂x

+ g(x, y)
∂H
∂y

= 0.

Un système différentiel défini sur un domaine du plan est dit conservatif s’il possède une intégrale
première sur ce domaine. Dans le cas où il ne possède pas d’intégrale première, il est dit dissipatif.
On peut utiliser le terme intégrable au lieu de conservatif. Il peut être difficile dans certaines
circonstances de montrer qu’un système donné n’est pas conservatif surtout si on ne précise pas
plus la régularité de l’intégrale première.

1.2 Point d’équilibre

Une notion qui est fondamentale dans l’étude de la stabilité est la notion de point d’équi-

libre.

Soit l’équation différentielle autonome du premier ordre est la suivante :

ẋ = f (x), (1.3)

où : f : D −→ Rn est une fonction continue sur un domaine D ⊂ Rn.

Définition 1.2.1. [10]

Un point x∗ ∈ D est appelé point d’équilibre (ou : point stationnaire, solution stationnaire,
point critique) de l’équation (1.3) si f (x∗) = 0.
autrement dit x∗ est une solution constante de l’équation (1.3).
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1.3 Notions sur la stabilité des points d’équilibre

Définition 1.3.1. [2]

• Un point équilibre x∗ de (1.3) est dit stable si pour tout ε positif, il existe δ positif tel que pour
toute solution x(t) de (1.3), on a :

‖x0 − x∗‖ < δ =⇒ ∀t ≥ 0, ‖x(t) − x∗‖ < ε.

• Si x∗ n’est pas stable, alors il est instable.

• Un point équilibre x∗ de (1.3) est dit asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe δ0

positif avec 0 < δ0 < δ tel que pour toute solution x(t) de (1.3), on a :

‖x0 − x∗‖ < δ0 =⇒ lim
t−→∞
‖x(t) − x∗‖ = 0.

Théorème 1.3.1. [10]

Soient f est une fonction de classe C1 et x∗ est un point d’équilibre de l’équation (1.3) avec
f (x∗) = 0 et f ′(x∗) , 0, alors :

i) Le point d’équilibre x∗ est asymptotiquement stable si f ′(x∗) < 0.

ii) Le point d’équilibre x∗ est instable si f ′(x∗) > 0.

1.3.1 Étude qualitative des systèmes linéaires

Soit la notation matricielle suivante (Voir [16]) :

Ẋ = Φ(X),

X = (x, y) est un vecteur de R2 et Φ(X) = ( f (x, y), g(x, y)) une fonction de R2 dans R2.

On considère ici le cas où f et g sont des fonctions linéaires de x et de y, alors on obtient : ẋ = a11x + a12y

ẏ = a21x + a22y
⇔ Ẋ = AX avec A =

a11 a12

a21 a22

 .
On se limite ici au cas où A est inversible c’est à dire : det(A) , 0 et on n’a pas de valeurs

propres nulles puisque det(A) = λ1λ2.

L’unique solution de AX = 0 est alors X = 0 et le système admet un seul point d’équilibre à

l’origine du plan de phase.

• Deux valeurs propres réelles distinctes : λ1 et λ2

Le système Ẋ = AX se transforme alors en son système canonique Ẏ = JY avec Y = (w, z)

J = P−1AP =

λ1 0

0 λ2

 où

 ẇ = λ1w

ż = λ2z
⇔

 w(t) = C1eλ1t,

z(t) = C2eλ2t.
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avec C1,C2 sont deux constantes positives.

– Si λ1 et λ2 sont deux valeurs propres réelles distinctes strictement positives, alors

lim
t→+∞

w(t) = +∞ et lim
t→+∞

z(t) = +∞.

Le point d’équilibre à l’origine du portrait de phase est appelé un nœud instable et le

portrait de phase dans le plan (w, z) est le suivant :

FIGURE 1.1: Un nœud instable.

– Si λ1 et λ2 sont deux valeurs propres réelles distinctes strictement négatives, alors

lim
t→+∞

w(t) = 0 et lim
t→+∞

z(t) = 0.

Le point d’équilibre à l’origine du portrait de phase est appelé un nœud stable et le

portrait de phase dans le plan (w, z) est le suivant :

FIGURE 1.2: Un nœud stable.

– Si λ1 et λ2 sont de signe opposé ie : λ1 > 0 et λ2 < 0 ou λ1 < 0 et λ2 > 0, alors

lim
t→+∞

w(t) = +∞ et lim
t→+∞

z(t) = 0, (λ1 > 0 et λ2 < 0).

Le point d’équilibre à l’origine du portrait de phase est appelé point selle, et le portrait

de phase dans le plan (w, z) est le suivant :
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FIGURE 1.3: Un point selle (col).

• Une valeur propre double : λ1 = λ2 = λ0 , 0

Dans le cas où A est diagonalisable, le système canonique s’écrit :

J =

λ0 0

0 λ0

 où

 ẇ = λ0w

ż = λ0z
⇔

 w(t) = C1eλ0t,

z(t) = C2eλ0t.

– Si λ0 > 0, alors

lim
t→+∞

w(t) = +∞ et lim
t→+∞

z(t) = +∞.

Le point d’équilibre à l’origine du portrait de phase est une étoile instable et le portrait

de phase dans le plan (w, z) est le suivant :

FIGURE 1.4: Une étoile instable.

– Si λ0 < 0, alors

lim
t→+∞

w(t) = 0 et lim
t→+∞

z(t) = 0.

Le point d’équilibre à l’origine du portrait de phase est une étoile stable et le portrait

de phase dans le plan (w, z) est le suivant :
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FIGURE 1.5: Une étoile stable.

Dans le cas où A n’est pas diagonalisable, le système canonique s’écrit :

J =

λ0 1

0 λ0

 où

 ẇ = λ0w + z

ż = λ0z
⇔

 w(t) = (C1 + tC2)eλ0t,

z(t) = C2eλ0t.

– Si λ0 > 0, alors

lim
t→+∞

w(t) = +∞ et lim
t→+∞

z(t) = +∞.

l’origine est dans ce cas un nœud dégénéré instable et le portrait de phase dans le

plan (w, z) est le suivant :

FIGURE 1.6: Un nœud dégénéré instable.

– Si λ0 < 0, alors

lim
t→+∞

w(t) = 0 et lim
t→+∞

z(t) = 0.

l’origine est un nœud dégénéré stable et le portrait de phase dans le plan (w, z) est le

suivant :

FIGURE 1.7: Un nœud dégénéré stable.
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• Deux valeurs propres complexes conjuguées : λ1,2 = α ± iβ

D’après l’expression de la forme de Jordan dans le cas de valeurs propres complexes

conjuguées, le système canonique est :

J =

α −β

β α

 où

 ẇ = αw − βz,

ż = βw + αz.

Ce type de système se résout en utilisant les coordonnées polaires : w = r cos θ

z = r sin θ
⇔

 r2 = w2 + z2

tan θ = z
w

⇒

 rṙ = wẇ + zż,

θ̇ = cos2 θ
(
− z

w2 ẇ + 1
w ż

)
.

Donc  ṙ = αr

θ̇ = β
⇔

 r(t) = r0eαt,

θ(t) = βt + θ0.

– 1er Cas : α > 0 et β > 0, l’origine est un foyer répulsif et le portrait de phase dans le

plan (w, z) est le suivant :

FIGURE 1.8: Un foyer répulsif.

– 2ème Cas : α = 0 et β > 0, l’origine est un centre et le portrait de phase dans le plan

(w, z) est le suivant :

FIGURE 1.9: Un centre.

– 3ème Cas : α < 0 et β > 0, l’origine est un foyer attractif et le portrait de phase dans le

plan (w, z) est le suivant :
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FIGURE 1.10: Un foyer attractif.

1.3.2 Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre

On considère la méthode la plus utilisée en pratique dans le cas des systèmes non linéaires

(Voir [4]).

Soit le système :  ẋ = f (x, y),

ẏ = g(x, y).
(1.4)

où f et g deux fonctions de classe C2, définies sur R2 à valeurs dans R. Soit (x∗, y∗) un point

d’équilibre pour ce système.

En faisant le développement de Taylor en deux variables pour chacune des deux fonctions

autour de (x∗, y∗) et on obtient :

f (x, y) = f (x∗, y∗) +
∂ f
∂x

(x∗, y∗)(x − x∗) +
∂ f
∂y

(x∗, y∗)(y − y∗) +
∂2 f
∂x2 (x∗, y∗)

(x − x∗)2

2!

+
∂2 f
∂y2 (x∗, y∗)

(y − y∗)2

2!
+
∂2 f
∂x∂y

(x∗, y∗)(x − x∗)(y − y∗) + ◦(x2 + y2),

g(x, y) = g(x∗, y∗) +
∂g
∂x

(x∗, y∗)(x − x∗) +
∂g
∂y

(x∗, y∗)(y − y∗) +
∂2g
∂x2 (x∗, y∗)

(x − x∗)2

2!

+
∂2g
∂y2 (x∗, y∗)

(y − y∗)2

2!
+

∂2g
∂x∂y

(x∗, y∗)(x − x∗)(y − y∗) + ◦(x2 + y2).

On suppose que :  u = x − x∗

v = y − y∗
=⇒

 u̇ = ẋ,

v̇ = ẏ.

Alors, le développement de Taylor devient :

f (u + x∗, v + y∗) = f (x∗, y∗) +
∂ f
∂x

(x∗, y∗)(x − x∗) +
∂ f
∂y

(x∗, y∗)(y − y∗) + R,

g(u + x∗, v + y∗) = g(x∗, y∗) +
∂g
∂x

(x∗, y∗)(x − x∗) +
∂g
∂y

(x∗, y∗)(y − y∗) + R.
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Il suffit de négliger les termes d’ordre supérieur et d’écrire :

u̇ =
∂ f
∂x

(x∗, y∗)u +
∂ f
∂y

(x∗, y∗)v,

v̇ =
∂g
∂x

(x∗, y∗)u +
∂g
∂y

(x∗, y∗)v.

Ou encore sous forme matricielle :u̇v̇
 =

∂ f
∂x (x∗, y∗) ∂ f

∂y (x∗, y∗)
∂g
∂x (x∗, y∗) ∂g

∂y (x∗, y∗)


uv

 . (1.5)

Définition 1.3.2. (La méthode de linéarisation) [17]

Soit (x∗, y∗) est un point d’équilibre du système (1.4) et soit J(x,y) la matrice Jacobienne
associée à ce système, la linéarisation de ce système en ce point d’équilibre est définie par :

J(x∗,y∗) =

∂ f
∂x (x∗, y∗) ∂ f

∂y (x∗, y∗)
∂g
∂x (x∗, y∗) ∂g

∂y (x∗, y∗)

 .
où :J(x∗,y∗) est appelée la matrice Jacobienne calculée au point (x∗, y∗).

Remarque 1.3.1. La linéarisation d’un système nous amène à l’étude de la nature des points
d’équilibre.

1.3.3 Classification d’un point d’équilibre

La stabilité d’un point d’équilibre (x∗, y∗) est classée selon les valeurs propres qui jouent un

rôle important dans l’analyse de la stabilité des points d’équilibre de la matrice Jacobienne

J(x∗,y∗), aussi bien que son déterminant et sa trace ( Voir [15] ), tel que :

det
(
J(x∗,y∗)

)
= λ1λ2 et tr

(
J(x∗,y∗)

)
= λ1 + λ2.

Les valeurs propres de J(x∗,y∗) sont des solutions de l’équation caractéristique :

λ2 − tr
(
J(x∗,y∗)

)
λ + det

(
J(x∗,y∗)

)
= 0,

où :

λ1 =
tr +

√
tr2 − 4det
2

et λ2 =
tr −

√
tr2 − 4det
2

.

la nature des points d’équilibre dépend essentiellement du signe du discriminant qui est

donné par :

∆ = (tr)2 − 4det,

Trois cas existent :
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Cas 1 :∆ = 0

On trouve λ1 = λ2 = λ, alors : detJ(x∗,y∗) = λ2,

trJ(x∗,y∗) = 2λ.

Donc

• Si la trace est positive c’est-à-dire λ > 0, on a un nœud dégénéré instable.

• Si la trace est négative c’est-à-dire λ < 0, on a un nœud dégénéré stable.

Cas 2 :∆ > 0

On trouve deux valeurs propres réelles λ1 et λ2 distinctes, alors :

• Si detJ(x∗,y∗) < 0 et λ1 et λ2 sont de signe opposé, alors le point d’équilibre est un point selle

(col).

• Si detJ(x∗,y∗) > 0 et trJ(x∗,y∗) < 0 et λ1, λ2 sont de signe négatif, alors le point d’équilibre est un

nœud stable.

• Si detJ(x∗,y∗) > 0 et trJ(x∗,y∗) > 0 et λ1, λ2 sont de signe positif, alors le point d’équilibre est un

nœud instable.

Cas 3 :∆ < 0

On trouve deux valeurs propres complexes conjuguées

λ1,2 = α ± iβ.

Donc detJ(x∗,y∗) = α2 + β2 > 0,

trJ(x∗,y∗) = 2α.

• Si trJ(x∗,y∗) = 0, alors le point d’équilibre est un centre.

• Si trJ(x∗,y∗) > 0 c’est-à-dire la partie réelle des valeurs propres est positive, alors le point

d’équilibre est un foyer instable.

• Si trJ(x∗,y∗) < 0 c’est-à-dire la partie réelle des valeurs propres est négative, alors le point

d’équilibre est un foyer stable.

Classification des équilibres en fonction de la trace et du déterminant de la matrice J(x∗,y∗)

est résumée comme suit :



1.3 Notions sur la stabilité des points d’équilibre 13

FIGURE 1.11: portrait de phase du système (1.4).

Remarque 1.3.2. On suppose pour le système (1.5) que : detJ(x∗,y∗) , 0,

(trJ(x∗,y∗))2 − 4detJ(x∗,y∗) ≥ 0.

Nous concluons ce qui suit :

• Si detJ(x∗,y∗) < 0 alors le point d’équilibre est un point selle (col).

• Si detJ(x∗,y∗) > 0 et trJ(x∗,y∗) > 0, alors le point d’équilibre est instable.

• Si detJ(x∗,y∗) > 0 et trJ(x∗,y∗) < 0, alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

1.3.4 Stabilité au sens de lyapunov

Les fonctions de Lyapunov nommées d’après le mathématicien russe Alexandre Mikhai-

lovitch Lyapunov, sont des fonctions qui peuvent être utilisées pour prouver la stabilité glo-

bale et non seulement locale d’un point critique (ou équilibre) d’un système dynamique ou

équation différentielle, on construisant les fonctions de Lyapunov avec un certain nombre de

conditions qui doivent être réunies.

Malheureusement, il n’y a pas de façon systématique pour trouver ces fonctions.

Définition 1.3.3. [10]

Soient D un ouvert de R2 contient le point d’équilibre (x∗, y∗), V : D −→ R est une fonction
de classe C1 est dite définie positive si :
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• V(x∗, y∗) = 0.

• V(x, y) > 0 pour tout (x, y) ∈ D avec (x, y) , (x∗, y∗).

V est dite définie négative si −V est définie positive.

Théorème 1.3.2. (Lyapunov) [22]

Soit le système suivant : ẋ = f (x, y),

ẏ = g(x, y).
(1.6)

Soit (x∗, y∗) un point d’équilibre de ce système (1.6) et soit D un voisinage de (x∗, y∗) inclus dans
R2 et V : D −→ R une fonction de classe C1 tel que :

V̇(x, y) =
∂V
∂x

ẋ +
∂V
∂y

ẏ.

• V définie positive.

• Si V̇ < 0, ∀(x, y) ∈ D − {(x∗, y∗)} alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

• Si V̇ 6 0, ∀(x, y) ∈ D − {(x∗, y∗)} alors le point d’équilibre est stable.

• Si V̇ > 0, ∀(x, y) ∈ D − {(x∗, y∗)} alors le point d’équilibre est instable.

La théorie de Lyapunov joue un rôle important dans l’étude théorique de la stabilité des

systèmes non linéaires.



CHAPITRE 2

Modèles de base en dynamique de

population
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Notons par x(t) la population d’une espèce donnée à l’instant t, la loi d’évolution de cette

population peut se mettre sous la forme de l’équation différentielle suivante :

dx
dt

= naissance − décès + migration.

Pour plus de détails le lecteur peut consulter [8, 9, 13, 18].

2.1 Modèle de dynamique d’une seule population

La forme générale de la loi de croissance de la population est la suivante :

dx
dt

= f (x).

avec la condition initiale x(0) = x0.
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2.1.1 Modèle de Malthus

En 1798, le mathématicien britannique Thomas Malthus a proposé le premier modèle

de la dynamique de population, qui repose sur l’idée d’une croissance géométrique de la

population, tandis que les ressources sont illimitées. Il a supposé que dans une zone isolée

(sans migration) une population à l’instant t possède une densité x(t), et que les naissances

et les décès sont proportionnels à la population à l’instant t.

Malthus a proposé le modèle linéaire suivant :

dx
dt

= nx − mx. (2.1)

avec la condition initiale x(0) = x0.

où n et m sont des constantes positives représentant respectivement, les taux de natalité et

de mortalité, la solution de cette équation est :

x(t) = x0ert,

où r = n − m : est une constante représentant le taux de croissance intrinsèque.

x(0) = x0 : est l’effectif initial de la population au temps t0 = 0.

Un aperçu du modèle

• Points d’équilibre

Le modèle admet un seul point d’équilibre x∗ = 0.

• Stabilité

On pose

f (x) = rx,

par dérivation on obtient

f ′(x) = r,

au point x∗

f ′(0) = r > 0,

donc le point d’équilibre x∗ = 0 est un point d’équilibre instable.

Par conséquent, ce modèle prévoit trois types de comportement :

– Si r > 0 la population croit exponentiellement vers une densité infinie (explosion de la

population), c’est-à-dire : x(t) −→
t→+∞

+∞.

– Si r < 0 la population décroit exponentiellement vers une densité nulle (extinction de

la population), c’est-à-dire : x(t) −→
t→+∞

0.
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– Si r = 0 la population reste à une densité constante (l’évolution de la population est

stationnaire pour n’importe quelle condition initiale), c’est-à-dire : x(t) = x0,∀t ≥ 0.

La figure suivante résume les résultats ci-dessus :

FIGURE 2.1: Dynamique du modèle malthusien.

• Portrait de phase

Le portrait de phase du modèle de Malthus est le suivant :

– Pour r > 0

0

– Pour r < 0

0

L’hypothèse sur laquelle s’est basé Malthus dans son modèle proposé (rien ne limite la

croissance) peut être valable pendant une courte période, mais elle est irréaliste à long terme,

car le milieu ne peut pas supporter un nombre d’individus supérieur à un certain seuil, afin

d’éviter ce problème et le remédier, Verhulst propose son modèle :

2.1.2 Modèle de Verhulst

En 1838, le mathématicien belge Pierre-François Verhulst a proposé un nouveau modèle

s’inspirant du modèle de Malthus et qui prend en compte les ressources du milieu qui étant

limitées, où le taux de croissance de la population dépendait de la densité et d’une capacité

limite, représentent un frein à la croissance de la population, puisque nous savons de façon



2.1 Modèle de dynamique d’une seule population 18

réaliste que les individus ne peuvent pas se propager indéfiniment dans un espace défini, ce

qui peut se traduire par une baisse de la natalité

n(x) = α − βx, (2.2)

et une augmentation de la mortalité

m(x) = γ + δx, (2.3)

où α, β, γ et δ sont des constantes positives.

En remplaçant (2.2) et (2.3) dans (2.1), on aboutit à l’équation différentielle suivante :

dx
dt

= rx
(
1 −

x
k

)
. (2.4)

avec r = α − γ > 0 c’est à dire que α > γ, est une constante représentant le taux de croissance

intrinsèque de la population.

k =
α−γ

β+δ
: représente la capacité limite du milieu.

Par la méthode de séparation des variables pour l’équation (2.4) on obtient :

x(t) =
rkert

k + x0(ert − 1)
. (2.5)

Un aperçu du modèle

On pose

f (x) = rx
(
1 −

x
k

)
,

• Points d’équilibre

f (x) = 0 =⇒ rx
(
1 −

x
k

)
= 0

=⇒ x = 0 ∨ x = k,

Donc on a deux points d’équilibre :

x∗1 = 0 et x∗2 = k.

• Stabilité

Par dérivation, on trouve :

f ′(x) = r
(
1 −

2x
k

)
,
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au point x∗1 on obtient
f (x∗1) = f (0)

= r > 0,

donc le point x∗1 = 0 est un point instable.

Au point x∗2 on obtient :
f (x∗2) = f (k)

= −r < 0,

donc le point x∗2 = k est un point stable.

Ce modèle prévoit les comportements suivants :

– Si x0 < k : La population croit et s’approche asymptotiquement de k quand t −→ +∞.

– Si x0 = k
2 il existe alors un point d’inflexion au point x = k

2 ce qui signifie que quand

la population est égale à la moitié de sa capacité limite que sa croissance est le plus forte.

– Si x0 > k, la population décroit et elle s’approche asymptotiquement de k quand

t −→ +∞.

– Si x0 = k la population reste constante pour tout t > 0.

La figure suivante résume les résultats ci-dessus :

f (x)

0
x

kk/2

FIGURE 2.2: Représentation graphique du modèle logistique.
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FIGURE 2.3: Représentation de l’approche asymptotique de la population vers le coefficient
k = 5.

• Portrait de phase

Le portrait de phase du modèle de Verhulst est le suivant :

0 k

2.2 Modèle avec deux populations

2.2.1 Modèle de Lotka-Volterra

Le modèle que nous étudions a été proposé par Volterra (et indépendamment par Lotka)

en 1926 dans un ouvrage intitulé " Théorie mathématique de la lutte pour la vie ", qui est

probablement le premier traité d’écologie mathématique.

Juste après la première guerre mondiale (période durant laquelle la pêche avait été net-

tement réduite) ils ont remarqué que le nombre de sardines avait diminué, tandis que le

nombre de requins avait augmenté.

Ils ont proposé indépendamment et à peu près simultanément le premier modèle mathéma-

tique pour tenter de décrire l’interaction entre une population de proies et une population

de prédateurs.

Représentation du modèle proie-prédateur

Ce modèle a été largement étudié car il est d’une part relativement simple et d’autre part

il est considéré comme la base des systèmes d’interaction proie-prédateur.
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Le système de Lotka-Volterra est donné par : ẋ = x(r1 − a12y),

ẏ = y(−r2 + a21x).
(2.6)

où : r1, a12, r2 et a21 sont des constantes strictement positives.

On note :

x : l’effectif de la population de proie et y celui de la population de prédateur.

r1 : le taux de croissance de la proie en l’absence du prédateur.

a12 : le taux de prédation du prédateur sur la proie.

a21 : le taux de croissance du prédateur du fait de sa prédation (ou le taux de conversion à la

biomasse prédateur).

r2 : le taux de mortalité (ou décès) du prédateur en l’absence de proie.

Interprétation globale [13]

Les hypothèses du modèle sont les suivantes :

– La proie en l’absence de prédation grandit de manière Malthusienne, c’est le terme r1x.

– L’effet de prédation consiste à réduire le taux de croissance de la proie par habitant

selon un terme proportionnel à la population de proies et de prédateurs, c’est le terme

−a12xy.

– En l’absence de proie pour assurer la subsistance, le taux de mortalité des prédateurs

entraîne une décroissance exponentielle, c’est le terme −r2y.

– La contribution de la proie au taux de croissance des prédateurs est le terme a21xy, est

proportionnelle à la proie disponible et à la taille de la population de prédateurs.

– Les termes xy peuvent être considérés comme représentant la conversion de l’énergie

d’une source à une autre.

Points d’équilibre

On note  f (x, y) = x(r1 − a12y),

g(x, y) = y(−r2 + a21x).

Soit  f (x, y) = 0

g(x, y) = 0
=⇒

 x(r1 − a12y) = 0,

y(−r2 + a21x) = 0.

Donc on a deux points d’équilibre le premier point trivial (0, 0) et le deuxième point

non-trivial (x∗, y∗) =
(

r2
a21
, r1

a12

)
.
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Étude de la stabilité des points d’équilibre

Stabilité locale des points d’équilibre

Maintenant on va étudier la stabilité locale des points d’équilibre par la méthode de la

matrice Jacobienne qui est basée sur la linéarisation du système (2.6).

Soit la matrice Jacobienne associée à ce système est :

J(x,y) =

r1 − a12y −a12x

a21y −r2 + a21x

 .
– Le premier point d’équilibre (0, 0) :

La matrice Jacobienne au point (0, 0) est donnée par :

J(0,0) =

r1 0

0 −r2

 , (2.7)

La matrice (2.7) étant diagonale, on a deux valeurs propres :

λ1 = r1 > 0 et λ2 = −r2 < 0.

Alors, puisque ces deux valeurs propres sont de signe opposé cela implique que le point

(0, 0) est un point selle.

– Le deuxième point d’équilibre
(

r2
a21
, r1

a12

)
:

La matrice Jacobienne au point
(

r2
a21
, r1

a12

)
est donnée par :

J(
r2

a21
,

r1
a12

) =

0 −r2

r1 0

 , (2.8)

La trace et le déterminant de la matrice (2.8) :
detJ(

r2
a21

,
r1

a12

) = r1r2 > 0,

trJ(
r2

a21
,

r1
a12

) = 0.

Donc on prévoit un centre pour le système linéarisé, mais on peut rien dire pour le

système non linéaire, la linéarisation ne nous permet pas de conclure.

Pour cela nous calculons l’intégrale première :

ẋ
ẏ

=
x(r1 − a12y)

y(−r2 + a21x)
.

par séparation des variables, on trouve :
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(−r2 + a21x)
x

dx =
(r1 − a12y)

y
dy,

Par intégration, on obtient :

−r2 ln x + a21x − r1 ln y + a12y = c =⇒ H(x, y) = c,

H(x, y) est une intégrale première si

∂H(x(t), y(t))
∂t

= 0.

On a :

∂H(x(t), y(t))
∂t

=
∂H
∂x

∂x
∂t

+
∂H
∂y

∂y
∂t

=

(
−r2

x
+ a21

)
(r1x − a12xy) +

(
−r1

y
+ a12

)
(r2y + a21xy)

= −r2r1 + r2a12y + a21r1x − a21a12xy + r1r2 − r1a21x − r2a12y + a12a21xy

= 0,

Donc H(x(t), y(t)) est bien une intégrale première

OH(x(t), y(t)) =

(
∂H
∂x

,
∂H
∂y

)

=

(
−r2

x
+ a21,

−r1

y
+ a12

)
,

Au point (x∗, y∗) on a :

OH(x∗, y∗) = OH
(

r2

a21
,

r1

a12

)

=

(
−r2

r2/a21
+ a21,

−r1

r1/a12
+ a12

)

= (−a21 + a21,−a12 + a12)

= (0, 0),

Soit le développement de Taylor suivant :
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H(x, y) = H(x∗, y∗) + (x − x∗)
∂H
∂x

(x∗, y∗) + (y − y∗)
∂H
∂y

(x∗, y∗) +
(x − x∗)2

2!
∂2H
∂x2 (x∗, y∗)

+
(y − y∗)2

2!
∂2H
∂y2 (x∗, y∗) + (x − x∗)(y − y∗)

∂2H
∂x∂y

(x∗, y∗) + ◦(x∗, y∗),

Calculons les dérivés second 

∂2H
∂x2 (x, y) =

r2

x2 > 0,

∂2H
∂y2 (x, y) =

r1

y2 > 0,

∂2H
∂x∂y

(x, y) = 0.

(2.9)

Donc le développement de Taylor devient :

H(x, y) = H(x∗, y∗) +
(x − x∗)2

2!
∂2H
∂x2 (x∗, y∗) +

(y − y∗)2

2!
∂2H
∂y2 (x∗, y∗).

Puisque

H(x, y) − H(x∗, y∗) > 0. (2.10)

Alors la fonction H admet un minimum au point
(

r2
a21
, r1

a12

)
il en résulte que les trajectoires

sont fermées autour des points d’équilibre et le centre est conservé.

• Stabilité globale

Maintenant on va étudier la stabilité globale du point d’équilibre
(

r2
a21
, r1

a12

)
, ceci est fait

en utilisant le théorème de Lyapunov 1.3.2.

les valeurs propres de la matrice (2.8) :

det (J − λI) = 0 =⇒ λ1,2 = ±i
√

r2r1.

On a deux valeurs propres imaginaires pures et le principe de linéarisation ne s’applique

pas, pour cela on pose la fonction suivante :

V(x, y) = H(x, y) − H
(

r2

a21
,

r1

a12

)
.

est une fonction de Lyaponov, H est l’intégrale première du système (2.6).

Vérifions si V est définie positive :

on a V
(

r2
a21
, r1

a12

)
= 0 et V > 0 d’après (2.10), pour tout (x, y) ∈ D avec (x, y) ,

(
r2
a21
, r1

a12

)
.

On a :
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V̇(x, y) =
∂V
∂x

ẋ +
∂V
∂y

ẏ

=
∂
[
H(x, y) − H

(
r2
a21
, r1

a12

)]
∂x

ẋ +
∂
[
H(x, y) − H

(
r2
a21
, r1

a12

)]
∂y

ẏ

=
∂H(x, y)
∂x

ẋ +
∂H(x, y)
∂y

ẏ

= 0,

Ce qui implique que V̇(x, y) = 0

D’après le théorème de Lyapunov 1.3.2 on conclut que l’équilibre
(

r2
a21
, r1

a12

)
est stable.

FIGURE 2.4: La dynamique du système proie-prédateur de Lotka-Volterra.

• Portrait de phase

– Isocline verticale : ( ẋ = 0 et ẏ , 0 )

ẋ = 0 =⇒ x = 0 ∨ y =
r1

a12
.

– Isocline horizontale : ( ẏ = 0 et ẋ , 0 )

ẏ = 0 =⇒ y = 0 ∨ x =
r2

a21
.
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FIGURE 2.5: Portrait de phase du système proie-prédateur de Lotka-Volterra dont la courbe
entoure le point d’équilibre non trivial.

2.3 Équation différentielle impulsive

Les équations différentielles impulsives apparaissent comme une description naturelle de

nombreux phénomènes d’évolution dans le monde réel.

la dynamique de nombreux processus en évolution est sujette à un brusque changement

comme : chocs, récoltes, catastrophes naturelles.

Souvent ces perturbations à court terme sont traitées comme ayant agi instantanément, ou

sous la forme " d’impulsion "(Pour plus de détails le lecteur peut consulter [3, 6, 21, 23]).

Nous considérons les équations différentielles ordinaires impulsives du premier ordre :

y′(t) = f (t, y(t)) t , tk t ∈ J, avec J = [t0, t0 + T ],T > 0,

et une valeur initiale

y(t0) = y0,

où : f : R+ × R
n −→ Rn est une fonction donnée soumise à une équation aux différences qui

représentent la condition impulsive Ik ∈ C(Rn,Rn), tel que :

∆y(t) = Ik(t, y(t)) t = tk,

∆y(t) = y(t+
k ) − y(t−k ) k = 1, . . . , n,

y(t+
k ) = lim

t→t+k
y(t) et y(t−k ) = lim

t→t−k
y(t),

avec

t0 = 0 < t1 < t2 < . . . < tk.
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Définition 2.3.1. [3]

Soit le problème impulsif du premier ordre suivant :
y′(t) = f (t, y(t)), t ∈ J′ = J\{t1, t2, . . .},

y(t+
k ) = y(t−k ) + Ik(y(tk)), k = 1, . . . , n,

y(t0) = y0, y0 ∈ R.

(2.11)

où : f : R+ × R
n −→ Rn, et Ik : Rn −→ Rn pour tout k = 1, 2, . . . n.

Tel que f , Ik sont des fonctions données.

Définition 2.3.2. [21]

Soit Ω un ouvert de Rn, D = R+ × Ω, une fonction réelle y(t) est appelée une solution du
problème (2.11) sur J si :

i) (t, y(t)) ∈ D pour t ∈ J = [t0, t0 + T ].

ii) y(t) est continument différentiable et satisfait y′(t) = f (t, y(t)) sur J.

iii) y(t+
k ) = y(t−k ) + Ik(y(tk)) pour tk ∈ [t0, t0 + T ] avec y(t−k ) = y(tk).

Lemme 2.3.1. [3]

Une fonction y est une solution du problème (2.11) si et seulement si :

y(t) = y0 +

∫ t

t0
f (s, y(s))ds +

∑
t0<tk<t

Ik(y(tk)),

pour t ∈ J.

Preuve. En effet, supposons que y est une solution de (2.11).
Soit J0 = [t0, t1] = [0, t1], J1 =]t1, t2], . . . Jk =]tk, tk+1].
Pour t ∈ [0, t1] on aura :

y′(t) = f (t, y(t)) =⇒

∫ t

0
y′(s)ds =

∫ t

0
f (s, y(s))ds

=⇒ y(t) = y0 +

∫ t

0
f (s, y(s))ds,

donc

y(t) = y0 +

∫ t

0
f (s, y(s))ds pour t ∈ [0, t1]. (2.12)
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Pour t ∈]t1, t2] on aura :

y′(t) = f (t, y(t)) =⇒

∫ t

t1
y′(s)ds =

∫ t

t1
f (s, y(s))ds

=⇒ y(t) − y(t+
1 ) =

∫ t

t1
f (s, y(s))ds,

D’après (2.11), on a :
y(t+

1 ) − y(t−1 ) = I1(y(t1)),

donc

y(t) = y(t−1 ) + I1(y(t1)) +

∫ t

t1
f (s, y(s))ds.

et puisque y(t1) = y(t−1 ) et si on la remplace dans (2.12) on trouve :

y(t1) = y0 +

∫ t1

0
f (s, y(s))ds.

Donc

y(t) = y0 +

∫ t1

0
f (s, y(s))ds + I1(y(t1)) +

∫ t

t1
f (s, y(s))ds

= y0 + I1(y(t1)) +

∫ t

0
f (s, y(s))ds,

Alors

y(t) = y0 + I1(y(t1)) +

∫ t

0
f (s, y(s))ds pour t ∈]t1, t2]. (2.13)

Pour t ∈]t2, t3] on aura :

y′(t) = f (t, y(t)) =⇒

∫ t

t2
y′(s)ds =

∫ t

t2
f (s, y(s))ds

=⇒ y(t) − y(t+
2 ) =

∫ t

t2
f (s, y(s))ds,

D’après (2.11), on a :
y(t+

2 ) − y(t−2 ) = I2(y(t2)),

donc

y(t) = y(t−2 ) + I2(y(t2)) +

∫ t

t2
f (s, y(s))ds,

et puisque y(t2) = y(t−2 ) et si on la remplace dans (2.13) on trouve :
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y(t2) = y0 + I1(y(t1)) +

∫ t2

0
f (s, y(s))ds.

Donc

y(t) = y0 + I1(y(t1)) +

∫ t2

0
f (s, y(s))ds + I2(y(t−2 )) +

∫ t

t2
f (s, y(s))ds

= y0 + I1(y(t1)) + I2(y(t2)) +

∫ t

0
f (s, y(s))ds

= y0 +

2∑
k=1

Ik(y(tk)) +

∫ t

0
f (s, y(s))ds,

D’où

y(t) = y0 +

2∑
k=1

Ik(y(tk)) +

∫ t

0
f (s, y(s))ds pour t ∈]t2, t3]. (2.14)

Pour t ∈]t3, t4] on aura :

y′(t) = f (t, y(t)) =⇒

∫ t

t3
y′(s)ds =

∫ t

t3
f (s, y(s))ds

=⇒ y(t) − y(t+
3 ) =

∫ t

t3
f (s, y(s))ds,

D’après (2.11), on a :
y(t+

3 ) − y(t−3 ) = I3(y(t3)),

Alors

y(t) = y(t−3 ) + I3(y(t3)) +

∫ t

t3
f (s, y(s))ds,

et puisque y(t3) = y(t−3 ) et si on la remplace dans (2.14) on trouve :

y(t3) = y0 +

2∑
k=1

Ik(y(tk)) +

∫ t3

0
f (s, y(s))ds.

Donc
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y(t) = y0 +

2∑
k=1

Ik(y(tk)) +

∫ t3

0
f (s, y(s))ds + I3(y(t3)) +

∫ t

t3
f (s, y(s))ds

= y0 +

2∑
k=1

Ik(y(tk)) + I3(y(t3)) +

∫ t

0
f (s, y(s))ds

= y0 +

3∑
k=1

Ik(y(tk)) +

∫ t

0
f (s, y(s))ds,

D’où

y(t) = y0 +

3∑
k=1

Ik(y(tk)) +

∫ t

0
f (s, y(s))ds pour t ∈]t3, t4]. (2.15)

Jusqu’à t ∈]ti, ti+1], on aura :

y(t) = y0 +

i∑
k=1

Ik(y(tk)) +

∫ t

0
f (s, y(s))ds.

Donc on peut généraliser la solution par :

y(t) = y0 +

n∑
k=1

Ik(y(tk)) +

∫ t

0
f (s, y(s))ds pour tout t ∈ J.

�

Exemple 2.3.1. Soit le système suivant :
ẋ = 1 + x2, t , kπ

4 k = 1, 2, . . . ,

∆x = −1, t = kπ
4 ,

x(0) = 0.

(2.16)

Par intégration sur l’intervalle
[
0, π4

]
, on aura

dx
dt

= 1 + x2 =⇒

∫ t

0
dx(s) =

∫ t

0
1 + x2(s)ds

=⇒

∫ t

0

dx(s)
1 + x2(s)

=

∫ t

0
ds,

ce qui implique que
arctg(x(t)) = t,

D’où
x(t) = tg(t).
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Donc la solution est :
x(t) = tg(t) pour tout t ∈

[
0,
π

4

]
. (2.17)

Par intégration sur l’intervalle
]
π
4 ,

π
2

]
, on aura

dx
dt

= 1 + x2 =⇒

∫ t

π
4

dx(s)
1 + x2(s)

=

∫ t

π
4

ds,

Ce qui donne

arctg(x(t)) − arctg
(
x
(
π+

4

))
= t −

π

4
,

Alors, on trouve :

x(t) − x
(
π+

4

)
= tg

(
t −

π

4

)
.

D’après (2.16) on a :

x
(
π+

4

)
= x

(
π−

4

)
− 1,

D’où

x(t) = x
(
π−

4

)
− 1 + tg

(
t −

π

4

)
,

De plus x
(
π−

4

)
= x

(
π
4

)
et puisque tg

(
π
4

)
= 1, alors si on les remplace dans (2.17) on aura :

x(t) = 1 − 1 + tg
(
t −

π

4

)
.

Donc la solution est :
x(t) = tg

(
t −

π

4

)
pour tout t ∈

]
π

4
,
π

2

]
. (2.18)

Par intégration sur l’intervalle
]
π
2 ,

3π
4

]
, on aura

dx
dt

= 1 + x2 =⇒

∫ t

π
2

dx(s)
1 + x2(s)

=

∫ t

π
2

ds,

d’où
arctg(x(t)) − arctg

(
x
(
π+

2

))
= t −

π

2
,

en suite
x(t) − x

(
π+

2

)
= tg

(
t −

π

2

)
.

d’après (2.16) on a :

x
(
π+

2

)
= x

(
π−

2

)
− 1,
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alors
x(t) = x

(
π−

2

)
− 1 + tg

(
t −

π

2

)
.

De plus x
(
π−

2

)
= x

(
π
2

)
, alors si on la remplace dans (2.18) on aura :

x(t) = tg
(
π

2
−
π

4

)
− 1 + tg

(
t −

π

2

)
=⇒ x(t) = tg

(
t −

π

2

)
.

Donc la solution est :
x(t) = tg

(
t −

π

2

)
pour tout t ∈

]
π

2
,

3π
4

]
. (2.19)

Par intégration sur l’intervalle
]

3π
4 , π

]
, on aura

dx
dt

= 1 + x2 =⇒

∫ t

3π
4

dx(s)
1 + x2(s)

=

∫ t

3π
4

ds,

ce qui implique que

arctg(x(t)) − arctg
(
x
(
3π
4

))
= t −

3π
4
,

alors
x(t) − x

(
3π
4

)
= tg

(
t −

3π
4

)
.

D’après (2.16) on a :

x
(
3π+

4

)
= x

(
3π−

4

)
− 1,

d’où

x(t) = x
(
3π−

4

)
− 1 + tg

(
t −

3π
4

)
.

De plus x
(

3π−
4

)
= x

(
3π
4

)
, alors si on la remplace dans (2.19) on aura :

x(t) = tg
(
3π
4
−
π

2

)
− 1 + tg

(
t −

3π
4

)
=⇒ x(t) = tg

(
t −

3π
4

)
.

Donc la solution est :
x(t) = tg

(
t −

3π
4

)
pour tout t ∈

]
3π
4
, π

]
.

Donc on peut généraliser la solution par :

x(t) = tg
(
t −

kπ
4

)
pour t ∈

]
kπ
4
,

(k + 1)π
4

]
et k = 1, 2, . . .
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Nous avons vu dans le chapitre 2 une présentation du modèle proie-prédateur ainsi qu’une

analyse complète de la stabilité des points d’équilibre.

Dans ce chapitre, on étudie un modèle qui prend en compte la présence d’une récolte

constante de la proie en des instants fixes.

On considère le modèle proie-prédateur du système autonome de Lotka-Volterra suivant :ẋ = x(r1 − a11x − a12y),

ẏ = y(−r2 + a21x − a22y).
(3.1)

où tous les paramètres sont positifs.

L’interaction des écosystèmes 1 est toujours influencée par les activités humaines, qui

apportent des changements au comportement dynamique des populations.

Par conséquent, la question qui se pose est : quel est le comportement dynamique de la

population représentée par le système (3.1), lorsque la proie est capturée ou stockée par un

taux constant ?

1. Un écosystème est un ensemble formé par une communauté d’êtres vivants en interrelation avec son
environnement.
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Nous allons nous concentrer sur le système proie-prédateur (3.1) avec récolte constante

est donné par le système des équations différentielles impulsives suivant :
ẋ = x(r1 − a11x − a12y)

ẏ = y(−r2 + a21x − a22y)

 t , nτ,

∆x = −h, t = nτ.

(3.2)

où : x(t) désigne l’effectif de la population de proie et y(t) celui de la population de prédateur

au temps t, respectivement les paramètres (ri(i = 1, 2), ai j(i, j = 1, 2))

τ représente la période de la récolte impulsive, et h représente la quantité récoltée des proies

au temps t = nτ.

avec

∆x(nτ) = x(nτ+) − x(nτ), (3.3)

et

x(nτ+) = lim
h→0+

x(nτ + h).

Interprétation du modèle

Le système (3.1) est équivalent au système suivant :ẋ = r1x
(
1 − x

K

)
− a12xy avec K = r1

a11
,

ẏ = y(−r2 + a21x − a22y).
(3.4)

où :

x : l’effectif de la population de proie.

y : l’effectif de la population de prédateur.

r1x
(
1 − x

K

)
: la population de proie suit une loi logistique.

r1 : le taux de croissance de la proie en l’absence du prédateur.

K : la capacité limite du milieu pour la population de proie.

a12xy : interaction entre les deux populations proie et prédateur.

a12 : le taux de conversion de la biomasse de la proie à prédateur .

r2 : le taux de mortalité (ou décès) du prédateur en l’absence de proie.

a22yy : interaction entre les prédateurs.

a22 : le taux de conversion de la biomasse du prédateur à un autre prédateur .

a21xy : interaction entre les deux populations proie et prédateur.

a21 : le taux de conversion de la biomasse du prédateur à la proie .

3.1 Étude qualitative du système

• Points d’équilibre

Pour déterminer les points d’équilibre du système (3.1), on considère le système :
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 x(r1 − a11x − a12y) = 0,

y(−r2 + a21x − a22y) = 0.

ce qui donne :  x = 0 ∨ r1 − a11x − a12y = 0,

y = 0 ∨ −r2 + a21x − a22y = 0.

et on obtient :  x = 0 ∨ y = r1−a11 x
a12

,

y = 0 ∨ x =
r2+a22y

a21
.

Donc ce système possède quatre points équilibre (0, 0) et
(

r1
a11
, 0

)
,
(
0, −r2

a22

)
qui est réfusé et

le point (x∗, y∗) =
(

r2a12+a22r1
a11a22+a21a12

, r1a21−a11r2
a11a22+a21a12

)
avec la condition

r1a21 > a11r2 ⇔
r1

a11
>

r2

a21
.

• Étude de la stabilité des points d’équilibre

Maintenant on va étudier la stabilité locale des points d’équilibre par la méthode de la

matrice Jacobienne qui est basée sur la linéarisation du système (3.1).

La matrice Jacobienne associée à ce système est donnée par :

J(x,y) =

r1 − 2a11x − a12y −a12x

a21y −r2 + a21x − 2a22y

 .
– Le premier point d’équilibre (0, 0) : ( trivial ).

J(0,0) =

r1 0

0 −r2

 ,
La matrice étant diagonale, on a deux valeurs propres :

λ1 = r1 > 0 et λ2 = −r2 < 0.

Alors, puisque ces deux valeurs propres sont de signe opposé, cela implique que le point

(0, 0) est un point selle.

– Le deuxième point d’équilibre
(

r1
a11
, 0

)
:

J(
r1

a11
,0
) =

−r1 −
a12r1
a11

0 −r2 + a21r1
a11

 ,
On a deux valeurs propres :

λ1 = −r1 < 0 et λ2 = −r2 +
a21r1

a11
.
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Si −r2 + a21r1
a11

> 0 ⇔ r1
a11

> r2
a21
⇒ λ1 < 0 et λ2 > 0 donc le point d’équilibre

(
r1
a11
, 0

)
est un

point selle.

Si −r2 + a21r1
a11

< 0 ⇔ r1
a11

< r2
a21
⇒ λ1 < 0 et λ2 < 0 donc le point d’équilibre

(
r1
a11
, 0

)
est un

nœud stable.

– Le troisième point d’équilibre (x∗, y∗) =
(

r2a12+a22r1
a11a22+a21a12

, r1a21−a11r2
a11a22+a21a12

)
:

J(x∗,y∗) =

r1 − 2a11x∗ − a12y∗ −a12x∗

a21y∗ −r2 + a21x∗ − 2a22y∗

 ,
(x∗, y∗) réalise le système suivant : r1 − a11x∗ − a12y∗ = 0,

−r2 + a21x∗ − a22y∗ = 0.

La matrice Jacobienne au point (x∗, y∗) devient :

J(x∗,y∗) =

−a11x∗ −a12x∗

a21y∗ −a22y∗

 . (3.5)

La trace et le déterminant de la matrice (3.5) sont données par : trJ(x∗,y∗) = −(a11x∗ + a22y∗) < 0,

detJ(x∗,y∗) = a11x∗a22y∗ + a12x∗a21y∗ > 0.

Donc le point d’équilibre (x∗, y∗) =
(

r2a12+a22r1
a11a22+a21a12

, r1a21−a11r2
a11a22+a21a12

)
est un point stable.

3.2 Système proie-prédateur avec une récolte impulsive

Premièrement, nous considérons le système d’une espèce avec une récolte impulsive

suivant : ẋ = x(r1 − a11x) t , nτ,

∆x = −h t = nτ.
(3.6)

Lemme 3.2.1. [11]

Si h < r1
a11
.
√

er1τ−1
√

er1τ+1
= h∗, alors

1. Le système (3.6) a deux solutions positives τ-périodiques x∗i (t)(i = 1, 2)

x∗i (t) =
r1x∗i er1(t−nτ)

r1 − a11x∗i + a11x∗i er1(t−nτ) pour t ∈ (nτ, (n + 1)τ],

et

x∗1 =
(r1 − ha11) +

√
(r1 − ha11)2 − 4r1ha11/(er1τ − 1)

2a11
,

x∗2 =
(r1 − ha11) −

√
(r1 − ha11)2 − 4r1ha11/(er1τ − 1)

2a11
.



3.2 Système proie-prédateur avec une récolte impulsive 37

2. Si la condition initiale x(0) = x0 ∈ {x0 | x0 > x∗2}, alors

x(t) −→ x∗1(t) quand t −→ ∞.

Si la condition initiale x(0) = x0 ∈ {x0 | 0 < x0 < x∗2}, alors il existe N0 ∈ N tel que :

x(N0τ
+) = x(N0τ) − h < 0.

3. x∗i ≤ x∗i (t) ≤ x∗i + h (i = 1, 2) pour t ∈ (0,+∞).

Preuve. 1. Soit x(t) = x(t, x0) la solution du système (3.6) avec la condition initiale x(0) = x0

alors on a :
dx
dt

= x(r1 − a11x),

Par la méthode de séparation des variables, on trouve :

α

x
+

β

(r1 − a11x)
=
αr1 + x(β − αa11)

x(r1 − a11x)
,

Par conséquent : αr1 = 1

β − αa11 = 0
=⇒

 α = 1
r1

β = a11
r1

ce qui implique que :
1

x(r1 − a11x)
=

1/r1

x
+

a11/r1

(r1 − a11x)
.

Par suite, on intègre et on obtient :∫ t

nτ

1/r1

x(s)
dx(s) +

∫ t

nτ

a11/r1

(r1 − a11x(s))
dx(s) =

∫ t

nτ
ds,

donc
1
r1

[ln x(s)]t
nτ −

1
r1

[ln(r1 − a11x(s))]t
nτ = t − nτ,

ce qui implique

ln
x(t)

x(nτ+)
− ln

(r1 − a11x(t))
(r1 − a11x(nτ+))

= r1(t − nτ),

Après un calcule simple, on obtient :

x(t)
(r1 − a11x(t))

.
(r1 − a11x(nτ+))

x(nτ+)
= er1(t−nτ),

et donc on trouve
x(t) =

r1er1(t−nτ)x(nτ+)
r1 + a11(er1(t−nτ) − 1)x(nτ+)

. (3.7)

D’après (3.3) on obtient :
−h + x(nτ) = x(nτ+).
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On note xn = x(nτ+), xn+1 = x((n + 1)τ+) et x((n + 1)τ+) = x((n + 1)τ) − h

d’où
x((n + 1)τ) =

r1er1τxn

r1 + a11(er1τ − 1)xn
,

et
x((n + 1)τ+) = xn+1 =

r1er1τxn

r1 + a11(er1τ − 1)xn
− h, (3.8)

Soit xn+1 = xn = x, alors on trouve :

x =
r1er1τx

r1 + a11(er1τ − 1)x
− h = f (x), (3.9)

Cherchons les solution de (3.9) :

x =
r1er1τx

r1 + a11(er1τ − 1)x
− h =⇒ (x + h)(r1 + a11(er1τ − 1)x) = r1er1τx

=⇒ a11x2 − (r1 − a11h)x +
hr1

(er1τ − 1)
= 0

Calculons le discriminant :

∆ = (r1 − a11h)2 − 4a11
hr1

(er1τ − 1)
.

Si ∆ > 0 alors il existe deux racines positives données par :

x∗1,2 =
−(a11h − r1) ±

√
(r1 − ha11)2 − 4r1ha11/(er1τ − 1)

2a11
,

donc

x∗1,2 =
(r1 − ha11) ±

√
(r1 − ha11)2 − 4r1ha11/(er1τ − 1)

2a11
.

Pour ∆ > 0 on a (a11h − r1)2 > 4a11
hr1

(er1τ−1) donc on a

(r2
1 + a2

11h2 − 2r1a11h)(er1τ − 1) > 4a11hr1,

ce qui donne
r2

1(er1τ − 1) + a2
11h2(er1τ − 1) − 2r1a11h(er1τ − 1) > 4a11hr1,

ce qui implique
h2a2

11(er1τ − 1) − 2hr1a11(er1τ + 1) + r2
1(er1τ − 1) > 0.

Calculons le discriminant :
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∆ = 4r2
1a2

11(er1τ + 1)2 − 4a2
11r2

1(er1τ − 1)2

= 4r2
1a2

11

[
(er1τ + 1)2 − (er1τ − 1)2

]
= 4r2

1a2
11 [(er1τ + 1 + er1τ − 1)(er1τ + 1 − er1τ + 1)]

= 4r2
1a2

11 [(2er1τ)(2)]

= 4r2
1a2

114er1τ > 0,

Alors il existe deux racines :

h1,2 =
2r1a11(er1τ + 1) ±

√
4r2

1a2
114er1τ

2a2
11(er1τ − 1)

=
2r1a11(er1τ + 1) ± 2r1a112

√
er1τ

2a2
11(er1τ − 1)

=
r1a11

[
(er1τ + 1) ± 2

√
er1τ

]
a2

11(er1τ − 1)

=
r1

a11

(er1τ + 1) ± 2
√

er1τ

(er1τ − 1)

=
r1

a11

(
√

er1τ ± 1)2

(
√

er1τ + 1)(
√

er1τ − 1)
,

alors :

h1 =
r1

a11
.

√
er1τ + 1
√

er1τ − 1
,

et

h2 =
r1

a11
.

√
er1τ − 1
√

er1τ + 1
.

Par hypothèse :

h∗ =
r1

a11
.

√
er1τ − 1
√

er1τ + 1
.

Dans ce cas en peut noter ∆ = h∗ − h, d’où l’équation (3.9) possède :
– Si h < h∗ =⇒ ∆ > 0 =⇒ il existe deux solutions positives x∗1 et x∗2.
– Si h > h∗ =⇒ ∆ < 0 =⇒ il n’existe pas de solutions réelles.
– Si h = h∗ =⇒ ∆ = 0 =⇒ il existe deux solutions égales x∗1,2 = r1−ha11

2a11
.
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2. Si h < h∗, nous considérons la fonction :

f (x) =
r1er1τx

r1 + a11(er1τ) − 1)x
− h.

On a x > 0 et x − f (x) = (x − x∗1)(x − x∗2), donc :
Si

x > f (x) =⇒ x − f (x) > 0

=⇒ (x − x∗1)(x − x∗2) > 0,

Donc 0 < x < x∗2 et x > x∗1.

Si
x < f (x) =⇒ x − f (x) < 0

=⇒ (x − x∗1)(x − x∗2) < 0,

Alors x∗2 < x < x∗1.

Donc
1er Cas :

Si la condition initiale x0 ∈ {x0 | x∗1 > x0 > x∗2} alors :

x1 = f (x0) > x0 et x1 < x∗1.

Nous avons
x0 < x1 < x2 < · · · < x∗1 et lim

n→∞
xn = A.

puisque A est une racine de l’équation (3.8) et A = x∗1, alors :

lim
n→∞

xn = x∗1 pour x0 > x∗2.

par conséquent, nous avons

x(t) −→ x∗1(t) quand t −→ ∞ pour x0 ∈ {x0 | x0 > x∗2}.

2me Cas :

Si la condition initiale x0 satisfait 0 < x0 < x∗2, nous avons

· · · < x2 < x1 < x0 < x∗2.

c’est-à-dire que la suite {xn} est décroissante monotone, mais n’est pas minorée.
Si elle est minorée

lim
n→∞

xn = A < x∗2.
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avec, A est une racine de l’équation (3.9), mais il n’y a pas d’autre racine réelle pour (3.9)

sauf x∗i (i = 1, 2).
Cette contradiction indique que {xn} n’est pas minorée, cela montre qu’il existe N0 ∈ N tel
que x(N0τ

+) < 0.

3. On a

x∗i (t) =
r1x∗i er1(t−nτ)

r1 − a11x∗i + a11x∗i er1(t−nτ) pour t ∈ (nτ, (n + 1)τ],

par dérivation, on trouve :

(x∗i )′(t) =
r2

1 x∗i (r1 − a11x∗i )er1(t−nτ)

(r1 − a11x∗i + a11x∗i er1(t−nτ))2 pour t ∈ (nτ, (n + 1)τ],

donc x∗i (t) est croissante monotone pour t ∈ (nτ, (n + 1)τ] si x∗i <
r1
a11

(i = 1, 2),
ce qui montre que

x∗i (nτ+) ≤ x∗i (t) ≤ x∗i ((n + 1)τ),

Alors
x∗i ≤ x∗i (t) ≤ x∗i + h pour t ∈ (nτ, (n + 1)τ], n ∈ N.

�

Lemme 3.2.2. [11]

Si h > h∗ alors il existe N1 ∈ N tel que :

x(N1τ
+) = x(N1τ) − h < 0.

En effet, si h > h∗ l’équation (3.9) n’admet pas de solution réelle, alors il n’existe pas de point
d’équilibre pour (3.8), similaire à la preuve (2) du lemme 3.2.1 pour x0 < x∗2 .

Les lemmes ci-dessus montrent que :

h = h∗ est le niveau critique de la récolte pour le système (3.6).

Si h > h∗, on obtient l’extinction de la population car il y a un effort assez grand dans la

récolte.

Si h < h∗, le comportement asymptotique dépend de la condition initiale (ou bien état initial)

de la population. Donc si le niveau initial de la population est assez grand, alors le système

garde sa stabilité, par contre si le niveau initial de la population est très petit, alors on

obtient l’extinction de la population.

Soit R =] −∞,+∞[,R+ = [0,+∞[.

Soit V : R+ × R
2 −→ R+, V appartient à la classe V0 si et seulement si :

1. V est continue sur (nτ, (n + 1)τ] × R2 et pour tout X = (x, y) ∈ R2,

lim
(t,Y)→(nτ+,X)

V(t,Y) = V(nτ+, X) < ∞.
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2. V est localement lipchizienne par rapport à X.

Lemme 3.2.3. [11]

On suppose que V ∈ V0 etD+V(t, X) ≤ g(t,V(t, X)), t , nτ,

V(nτ, X(nτ+)) ≤ ψn(V(nτ, X(nτ))).
(3.10)

où :
D+V(t, X) = lim

h→0+
sup

1
h

(V(t + h, X + h f (t, X)) − V(t, X)),

et
f (t, X) = (x(r1 − a11x − a12y), y(−r2 + a21x − a22y)).

g : R+ × R+ −→ R est continu sur (nτ, (n + 1)τ] × R+ pour u ∈ R+, on a :

lim
(t,y)→(nτ+,u)

g(t, y) = g(nτ+, u) < ∞.

et ψn : R+ −→ R+ n’est pas décroissante.
soit r(t) la solution maximale de l’équation différentielle impulsive suivante :

u̇(t) = g(t, u(t)), t , nτ,

u(nτ+) = ψn(u(nτ)),

u(0+) = u0.

(3.11)

existe sur [0,+∞). V(0+, X0) ≤ u0 implique que

V(t, X(t)) ≤ r(t) pour t ≥ 0.

où X(t) est la solution de (3.2) avec la condition X(0) = X0.

3.3 Comportement asymptotique des solutions

Dans cette section, on parlera des solutions qui tendent vers zéro et des zones d’extinc-

tion, en suite, on s’intéresse par l’étude des régions où on n’a pas d’extinction et leurs limites

positives (supérieurs et inférieurs).

On note par (x(t), y(t)) la solution de (3.2) avec la condition initiale (x0, y0) ∈ R2
+.

Théorème 3.3.1. [11]

Si h > h∗ et la condition initiale (x0, y0) ∈ R2
+ , ou h < h∗ et la condition initiale

(x0, y0) ∈ D1 = {(x0, y0) | 0 < x0 < x∗2, y0 > 0}.
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Alors nous avons
lim
t→∞

y(t) = 0.

Preuve. Si h > h∗ et la condition initiale (x0, y0) ∈ R2
+, alors d’après le lemme 3.2.2, on a :

x(t) ≤ 0 pour t assez grand.

ce qui conduit à
ẏ ≤ −r2y car ẏ = y(−r2 + a21x − a22y),

et puisque les constantes sont positives alors

dy
dt
≤ −r2y,

en intégrant cette équation, on trouve :

ln | y(t) |≤ −r2t + c,

enfin on obtient
y(t) ≤ ke−r2t,

d’où
lim
t→∞

y(t) = 0.

De la même manière, si h < h∗ et 0 < x0 < x∗2 par le lemme 3.2.1, on a :

x(t) ≤ 0 pour t assez grand.

�

Donc on conclut que R2
+ c’est une région d’extinction des prédateurs si h > h∗ et D1 une

région d’extinction des prédateurs si h < h∗.

Maintenant, nous sommes en mesure d’étudier le comportement asymptotique de la solu-

tion avec la condition initiale :

(x0, y0) ∈ D2 = {(x0, y0) | x0 > x∗2, y0 > 0} pour h < h∗.

Théorème 3.3.2. [11]

Si h < h∗ et a11
a21

r2τ > ln r1−a11 x∗1+a11 x∗1er1τ

r1
, alors :

lim
t→∞

y(t) = 0.

où (x(t), y(t)) est la solution avec la valeur initiale (x0, y0) ∈ D2 et x∗1 est définie dans le
lemme 3.2.1.
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Preuve. Supposons que (x(t), y(t)) est la solution avec la condition initiale (x0, y0) ∈ D2, puis
ẋ(t) ≤ x(r1 − a11x), t , nτ,

∆x = −h, t = nτ,

x(0+) = x0.

(3.12)

D’après le lemme 3.2.3, nous avons

x(t) ≤ x1(t) pour tout t > 0.

où x1(t) est une solution avec la condition initiale x1(0+) = x(0+) = x0 du système suivant :ẋ1(t) = x1(r1 − a11x1), t , nτ,

∆x1 = −h, t = nτ.
(3.13)

A partir du lemme 3.2.1, nous avons

x1(t) −→ x∗1(t) quand t −→ ∞.

où x∗1(t) est une solution positive stable périodique de (3.13) et x∗1(t) et x∗1 sont données dans le
lemme 3.2.1.
par conséquent, pour tout ε > 0 il existe N2 > 0 tel que x1(t) < x∗1(t) + ε si t ≥ N2τ ce qui donne

ẏ(t) ≤ y(−r2 + a21(x∗1(t) + ε)),

Par intégration on trouve :∫ t

N2τ

dy(s)
y(s)

dt ≤
∫ t

N2τ

(−r2 + a21(x∗1(t) + ε))ds =⇒
[
ln y(s)

]t
N2τ
≤

∫ t

N2τ

(−r2 + a21(x∗1(t) + ε))ds,

ce qui implique que
y(t) ≤ y(N2τ

+)e
∫ t

N2τ
(−r2+a21(x∗1(t)+ε))dt

.

Alors si t ∈ (nτ, (n + 1)τ] et n > N2 et d’après la propriété 3 du lemme 3.2.1, nous avons :

y(t) 6 y(N2τ
+)e

∫ (n+1)τ
nτ (a21(x∗1(t)+ε))dte

∫ nτ
N2τ

(−r2+a21(x∗1(t)+ε))dt

6 y(N2τ
+)e[a21(x∗1+h+ε)]τe(n−N2)τ[(−r2+a21ε)+a21 x∗1(t)]

6 Me
(n−N2)

[
(−r2+a21ε)τ+

a21τr1 x∗1er1(t−nτ)

r1−a11 x∗1+a11 x∗1er1(t−nτ)

]

6 Me
(n−N2)

[
(−r2+a21ε)τ+ln

r1−a11 x∗1+a11 x∗1er1τ

r1

a21
a11

]
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par l’hypothèse, nous pouvons choisir ε > 0 suffisamment petit pour que :

a11

a21
(r2τ − a21ετ) > ln

r1 − a11x∗1 + a11x∗1er1τ

r1
,

ce qui conduit lim
t→∞

y(t) = 0,

où
M = y(N2τ

+)e[a21(x∗1+h+ε)]τ.

�

Par les deux théorèmes on a :

Si h < h∗ et h > r1
a11

(
1 − e−

a11
a21

r2τ
)

er1τ−e
a11
a21

r2τ

er1τ−1 = hc, d’où R2
+ est une région d’extinction pour le

prédateur.

Lemme 3.3.1. [11]

Si h < h∗ et a21(x∗1 + h) > r2, alors x(t) ≤ x∗1 + h + ε1 et

y(t) ≤
−r2 + a21(x∗1 + h)

a22
+ ε2 pour t assez grand ,

Avec εi > 0 (i = 1, 2) assez petits et (x(0), y(0)) = (x0, y0) ∈ D2.

Preuve. Pour ε1 > 0 il existe N3 > 0 tel que :

x(t) ≤ x∗1(t) + ε1 pour t > N3τ,

Par le lemme 3.2.1, on a :

x(t) ≤ x∗1 + h + ε1 = M1 pour t > N3τ.

On a

ẏ(t) = y(−r2 + a21x − a22y),

donc

ẏ(t) ≤ y(−r2 + a21(x∗1 + h + ε1) − a22y),

ce qui donne
dy
dt
≤ y(−r2 + a21(x∗1 + h + ε1) − a22y),

Par la méthode de séparation des variables, on trouve :
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α

y
+

β

−r2 + a21(x∗1 + h + ε1) − a22y
=
−r2α + αa21(x∗1 + h + ε1) − αa22y + βy

y(−r2 + a21(x∗1 + h + ε1) − a22y)

=
−r2α + αa21(x∗1 + h + ε1) + y(β − αa22)

y(−r2 + a21(x∗1 + h + ε1) − a22y)

Par conséquent :

 β − αa22 = 0

α(a21(x∗1 + h + ε1) − r2) = 1
=⇒

 β = a22
a21(x∗1+h+ε1)−r2

α = 1
a21(x∗1+h+ε1)−r2

ce qui implique :

1
y(−r2 + a21(x∗1 + h + ε1) − a22y)

≤
1/(a21(x∗1 + h + ε1) − r2)

y
+

a22/(a21(x∗1 + h + ε1) − r2)
−r2 + a21(x∗1 + h + ε1) − a22y

.

Par la suite, on intègre et on obtient :

1
a21(x∗1 + h + ε1) − r2

[∫
dy
y

+ a22

∫
dy

−r2 + a21(x∗1 + h + ε1) − a22y

]
≤

∫
dt,

Alors
y ≤

(
−r2 + a21(x∗1 + h + ε1)

a22
− y

)
a22e(a21(x∗1+h+ε1)−r2)tK,

Après un calcul simple, on trouve :

y ≤
[−r2 + a21(x∗1 + h + ε1)]K

a22K + 1/[e(a21(x∗1+h+ε1)−r2)t]
,

puisqu’on a a21(x∗1 + h) > r2 et t assez grand, alors

y(t) ≤
−r2 + a21(x∗1 + h + ε1)

a22
,

donc pour chaque η1 > 0, il existe T1(> N3τ) tel que :

y(t) ≤
−r2 + a21(x∗1 + h + ε1)

a22
+ η1 t > T1.

D’où

y(t) ≤
−r2 + a21(x∗1 + h)

a22
+ ε2 = M2 avec ε2 =

a21ε1

a22
+ η1.

Donc les solutions qui appartiennent à D2 sont asymptotiquement positives et majorées si h < h∗

avec a21(x∗1 + h) > r2 tel que

lim
t→∞

y(t) = 0 si h < h∗ et a21(x∗1 + h) < r2.
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Soit le système : 
∼
x(t) =

∼
x(r1 − a12M2 − a11

∼
x), t , nτ,

∆
∼
x = −h, t = nτ.

(3.14)

Si r1 − a12M2 > 0 et

h <
r1 − a12M2

a11
.

√
e(r1−a12 M2)τ − 1
√

e(r1−a12 M2)τ + 1
= h◦,

De plus
∼
x1(t) −→

∼∗
x 1(t) quand t −→ ∞ si

∼
x(0) >

∼∗
x 2.

∼∗
x i(t) ≥

∼∗
x i (i = 1, 2) pour t > 0.

En effet, soit
∼
x(t) solution du système (3.14) avec une condition initiale

∼
xi(0) =

∼
x0(i = 1, 2)

Alors on a :
d
∼
x

dt
=
∼
x(r1 − a12M2 − a11

∼
x),

Par la méthode de séparation des variables, on trouve :

1
∼
x(r1 − a12M2 − a11

∼
x)

=
1/r1 − a12M2

∼
x

+
a11/r1 − a12M2

(r1 − a12M2 − a11
∼
x)
,

Par la suite, on intègre et on obtient∫ t

nτ

1/r1 − a12M2
∼
x(s)

d
∼
x(s) +

∫ t

nτ

a11/r1 − a12M2

(r1 − a12M2 − a11
∼
x(s))

d
∼
x(s) =

∫ t

nτ
ds,

donc
1

r1 − a12M2

[
ln
∼
x(s)

]t

nτ
−

1
r1 − a12M2

[
ln(r1 − a12M2 − a11

∼
x(s))

]t

nτ
= t − nτ,

ce qui implique

ln
∼
x(t)
∼
x(nτ+)

− ln
(r1 − a12M2 − a11

∼
x(t))

(r1 − a12M2 − a11
∼
x(nτ+))

= (r1 − a12M2)(t − nτ),

D’où
∼
x(t)

(r1 − a12M2 − a11
∼
x(t))

.
(r1 − a12M2 − a11

∼
x(nτ+))

∼
x(nτ+)

= e(r1−a12 M2)(t−nτ),

et donc on trouve

∼
x(t) =

(r1 − a12M2)er1−a12 M2(t−nτ)∼x(nτ+)

r1 − a12M2 + a11(e(r1−a12 M2)(t−nτ) − 1)
∼
x(nτ+)

. (3.15)

D’après (3.3) on obtient :

−h +
∼
x(nτ) =

∼
x(nτ+).
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On note
∼
xn =

∼
x(nτ+),

∼
xn+1 =

∼
x((n + 1)τ+) et

∼
x((n + 1)τ+) =

∼
x((n + 1)τ) − h

D’où

∼
x((n + 1)τ) =

(r1 − a12M2)er1τ
∼
xn

r1 − a12M2 + a11(er1τ − 1)
∼
xn

,

et

∼
x((n + 1)τ+) =

∼
xn+1 =

r1e(r1−a12 M2)τ∼xn

r1 − a12M2 + a11(e(r1−a12 M2)τ − 1)
∼
xn

− h. (3.16)

Posons
∼
xn+1 =

∼
xn =

∼
x, alors on a :

∼
x =

(r1 − a12M2)e(r1−a12 M2)τ∼x

r1 − a12M2 + a11(e(r1−a12 M2)τ − 1)
∼
x
− h. (3.17)

A partir de l’équation précédente, on obtient

a11
∼2
x − (r1 − a12M2 − a11h)

∼
x +

h(r1 − a12M2)
(e(r1−a12 M2)τ − 1)

= 0,

le discriminant de ce polynôme est donné par la formule suivante :

∆ = (r1 − a12M2 − a11h)2 − 4a11
h(r1 − a12M2)

(e(r1−a12 M2)τ − 1)
.

Si ∆ > 0 alors il existe deux solutions :

∼∗
x 1,2 =

1
2a11

((r1 − a12M2 − ha11)

±

√
(r1 − a12M2 − ha11)2(e(r1−a12 M2)τ − 1) − 4a11h(r1 − a12M2)

√
e(r1−a12 M2)τ − 1

 .
Alors ∆ > 0, ceci implique (a11h − (r1 − a12M2))2 > 4a11

h(r1−a12 M2)
(e(r1−a12 M2)τ−1) donc on a

((r1 − a12M2)2 + a2
11h2 − 2(r1 − a12M2)a11h)(e(r1−a12 M2)τ − 1) > 4a11h(r1 − a12M2),

d’où on obtient l’équation :

(r1−a12M2)2(e(r1−a12 M2)τ−1)+a2
11h2(e(r1−a12 M2)τ−1)−2(r1−a12M2)a11h(e(r1−a12 M2)τ−1) > 4a11h(r1−a12M2),

ce qui implique

h2a2
11(e(r1−a12 M2)τ − 1) − 2h(r1 − a12M2)a11(e(r1−a12 M2)τ + 1) + (r1 − a12M2)2(e(r1−a12 M2)τ − 1) > 0,

On a :

∆ = 4(r1 − a12M2)2a2
114e(r1−a12 M2)τ > 0.
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Alors il existe deux racines :

h1 =
r1 − a12M2

a11
.

√
e(r1−a12 M2)τ + 1
√

e(r1−a12 M2)τ − 1
,

et

h2 =
r1 − a12M2

a11
.

√
e(r1−a12 M2)τ − 1
√

e(r1−a12 M2)τ + 1
,

D’où

h◦ = h2 =
r1 − a12M2

a11
.

√
e(r1−a12 M2)τ − 1
√

e(r1−a12 M2)τ + 1
> h.

Théorème 3.3.3. [11]

Si h < h◦,−r2 + a21
∼∗
x1 > 0 et r1 − a12M2 > 0, alors

x(t) ≥
∼∗
x1 − δ1 et y(t) ≥

−r2 + a21
∼∗
x1

a22
− δ2 pour t assez grand,

où (x(t), y(t)) est la solution de (3.2) avec la condition initiale

(x0, y0) ∈ D3 = {(x0, y0) | M1 > x0 > max{x∗2,
∼∗
x2},M2 > y0 > 0},

et δ1, δ2 > 0 assez petits tels que

∼∗
x1 − δ1 > 0 et

−r2 + a21
∼∗
x1

a22
− δ2 > 0.

Preuve. Si h < h◦, alors h < h∗ et x∗1 >
∼∗
x 1, et on a (x0, y0) ∈ D3 ⊆ D2, alors toutes les conditions

du lemme 3.3.1 sont satisfaites.
Par conséquent, on a y(t) 6 M2 pour tout t > 0, ce qui conduit à :ẋ(t) ≥ x(r1 − a12M2 − a11x), t , nτ,

∆x = −h, t = nτ.
(3.18)

Avec x(t) ≥
∼
x1(t) pour t > 0 ou

∼
x1(t) est une solution du système (3.14) avec une condition initiale

∼
x1(0) = x0.

Par l’hypothèse x0 >
∼∗
x 2, on sait que

∼
x1(t) −→

∼∗
x 1(t) si t −→ ∞.

Donc pour tout δ2 > 0, il existe T2 > 0 tel que :

∼
x1(t) ≥

∼∗
x1(t) − δ1 ≥

∼∗
x1 − δ1 > 0 pour t ≥ T2,

Ainsi, on obtient
ẏ(t) ≥ y(−r2 + a21(

∼∗
x1 − δ1) − a22y),
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Alors, on a
dy
dt
≥ y(−r2 + a21(

∼∗
x1 − δ1) − a22y),

Par la méthode de séparation des variables, on trouve :

1

y(−r2 + a21(
∼∗
x1 − δ1) − a22y)

≥
1/(a21(

∼∗
x1 − δ1) − r2)

y
+

a22/(a21(
∼∗
x1 − δ1) − r2)

−r2 + a21(
∼∗
x1 − δ1) − a22y

,

Par suite, on intègre et on obtient :

y ≥

−r2 + a21(
∼∗
x1 − δ1) − a22y
a22

 a22e(a21(
∼∗
x1−δ1)−r2)tK,

D’où

y ≥
[−r2 + a21(

∼∗
x1 − δ1)]K

a22K + 1/[e(a21(
∼∗
x1−δ1)−r2)t]

,

Puisqu’on a −r2 + a21
∼∗
x1 > 0 et t assez grand, on obtient

y(t) ≥
−r2 + a21(

∼∗
x1 − δ1)

a22
,

en raison de −r2 + a21
∼∗
x1 > 0, on peut choisir δ1 > 0 assez petit pour que −r2 + a21(

∼∗
x1 − δ1) > 0.

Donc

y(t) ≥
−r2 + a21(

∼∗
x1 − δ1)

a22
− η2 > 0 quand t −→ ∞.

�

3.4 Application

Dans cette partie on va donner quelques exemples pour illustrer nos résultats.

Exemple 3.4.1. On considère le système suivant :
ẋ = x(2 − x − y)

ẏ = y(−1 + 2x − y)

 t , n,

∆x = −1 t = n.

(3.19)

∀t ∈ R+, on a h = 1, r1 = 2, a11 = 1 et τ = 1

Premièrement on calcule le h∗ :

h∗ =
r1

a11

√
er1τ − 1
√

er1τ + 1
.
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d’où

h∗ =
2
1

√
e2 − 1
√

e2 + 1

= 2

√
7.389 − 1
√

7.389 + 1

= 0.9242,

Donc h∗ = 0.9242 < 1 qui implique que h∗ < h.
Si on choisit la condition initiale (x0, y0) = (1000, 200),
D’après le théorème 3.3.1, pour tout condition initiale (x0, y0) ∈ R2

+, on a :

y(t) −→ 0 quand t −→ ∞.

Exemple 3.4.2. Soit le système suivant :
ẋ = x(2 − x − y)

ẏ = y(−1 + 2x − y)

 t , n,

∆x = −0.8 t = n.

(3.20)

∀t ∈ R+, calculons le h∗ :

h∗ =
r1

a11

√
er1τ − 1
√

er1τ + 1
.

d’où

h∗ =
2
1

√
e2 − 1
√

e2 + 1

= 2

√
7.389 − 1
√

7.389 + 1

= 0.9242,

Calculons le hc :

hc =
r1

a11

(
1 − e−

a11
a21

r2τ
) er1τ − e

a11
a21

r2τ

er1τ − 1
.
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d’où

hc = 2
(
1 − e−

1
2
) e2 − e

1
2

e2 − 1

= 2(1 − 0.6065)
7.389 − 1.6487

7.389 − 1

= 0.7070,

Puisque h = 0.8 ce qui implique h < h∗ et h > hc,
Pour une condition initiale positive (x0, y0) = (20, 20) ∈ R2

+ et d’après le théorème 3.3.1 et le
théorème 3.3.2 on obtient :

y(t) −→ 0 quand t −→ ∞.



Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire on a étudié un système de Lotka-Volterra de type proie-prédateur.

On a commencé par l’étude de la stabilité des points d’équilibre, puis on a considéré le cas

d’impulsion dans une espèce, représentant une récolte instantanée (i.e impulsive) dans la

proie.

Dans le futur, on prévoit d’étudier des modèles plus généraux avec impulsions non constantes.
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Résumé

L’objectif principal de cette étude consiste à examiner un système proie-prédateur

de type interaction de Lotka-Volterra, on s’intéresse à étudier l’effet de la récolte

sur la dynamique globale des deux espèces, nous présentons des régions diffé-

rentes d’extinction et d’autres sans extinction.

Mots-clés: Modèles de dynamique de population, équation différentielle impulsive,

stabilité, récolte, Point d’équilibre.

Abstract

The principal objective of this study is to examine a Lotka-Volterra interaction-

type prey-predator system, we are interested in studying the effect of the harvest

on the global dynamics of the two species, we present different regions of extinct

and non-extinct.

Keywords: Population Dynamic Models, Impulsive Differential Equation,

Stability, Harvesting, Equilibrium Point.
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