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Notations et Symboles

Ensembles
- R Ensemble des nombres réels.
- N Ensemble des entiers naturels.
- N∗ Ensemble des entiers naturels non nuls.
- C(]0, +∞[) Ensemble des fonctions continues sur ]0, +∞[ à valeurs réelles.
- C([a, b],R) Ensemble des fonctions réelles continues sur [a, b] de R.

Fonctions
- Γ(z) Fonction Gamma.
- B(z, z′) Fonction Bêta.
- Eα,β(z) Fonction de Mittag-Leffler.
- Iα

a f Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α de la fonc-
tion f .

- Dα
a f Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α de la fonction

f .
- cDα

a f Dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α de la fonction f .
- Dnf = dnf(t)

dtn Dérivée ordinaire d’ordre n par rapport à t de la fonction
f .

- L
[
f(t)

]
Transformée de Laplace de la fonction f .

- L−1
[
F (p)

]
Transformée de Laplace inverse de la fonction F .

- L
[

0
Ds

t f(t)
]

Transformée de Laplace de l’opérateur de dérivation de
Riemann-Liouville.

- L[c0Ds
t f(t)] Transformée de Laplace de l’opérateur de dérivation de Ca-

puto.
Abréviations

- EDO Equations différentielles ordinaires.
- EDF Equations différentielles fractionnaires.
- R-L Riemann-Liouville.



Introduction

Le calcul fractionnaire est une extension des notions classiques de pri-
mitive et dérivation d’ordre entier non nul à tout ordre réel. Malgré que la
dérivation fractionnaire a été définie par plusieurs approches aux noms de
Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo, cette notion a été intro-
duite en XV IIIe siècle lorsque Gottfried Leibniz a défini le symbole de la
dérivation d’ordre entier positif, Guillaume l’Hôspital l’a interrogé sur la pos-
sibilité d’avoir une dérivée d’ordre 1

2 . Cette question a attiré l’attention des
mathématiciens dont Euler ou Lagrange au XV IIIe siècle suivi par Liouville
en 1837, Riemann en 1847 ainsi que Grünwald 1867 et Letnikov en 1868. Pour
plus de détail historique, on peut consulter [19].

La transformation de Laplace est l’une des plus importantes transforma-
tions intégrales. Elle intervient dans des nombreux problèmes de physique ma-
thématique, de calcul de probabilités, d’automatique..., et elle joue aussi un
grand rôle en analyse classique. Elle porte très légitiment le nom de Pierre-
Simon Laplace (1749-1827). En effet, Laplace a souligné l’interêt de présenter
la plupart des fonctions, des suites, des sommes partielles et des restes des
séries usuelles sous forme intégrale, afin d’en obtenir des développements. Plus
tard, l’ingénieur britannique Oliver Heaviside (1850-1925) a inventé le calcul
symbolique afin de résoudre des équations différentielles et intégrales.

L’objectif de ce mémoire est d’utiliser la transformée de Laplace pour ré-
soudre plusieurs types des équations différentielles linéaires et même de ré-
soudre des équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Ce mémoire comporte trois chapitres :
Le premier chapitre est précisément consacré à quelques éléments du calcul

fractionnaire tout en rappelant les fonctions spéciales mises en jeu, à savoir
la fonction Gamma d’Euler, la fonction Bêta et la fonction de Mittag-Leffler.
Ensuite, on présente les opérateurs de base du calcul fractionnaire ainsi que
leurs propriétés et qui sont : l’intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville ensuite au sens de Caputo.

Le deuxième chapitre est destiné aux définitions et propriétés de la transfor-
mation de Laplace et la transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles,
en donnant des exemples simples de résolutions de quelques fonctions par la
transformée de Laplace et son inverse. Puis, on représente les définitions de la
transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et
de Caputo qu’on aura besoin dans la suite du travail.
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Dans le troisième chapitre on s’intéresse à la résolution de quelques équa-
tions différentielles ordinaires d’ordre 1 très simple, d’ordre 2, d’ordre 2 à coef-
ficient algébrique, d’ordre 3 et enfin le cas général d’ordre n. Ensuite, la réso-
lution des équations différentielles fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
et de Caputo, la résolution des équations différentielles sera faite par la trans-
formée de Laplace.



Chapitre 1

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions et les résultats fondamen-
taux du calcul fractionnaire. Nous présentons d’abord trois fonctions impor-
tantes dans la théorie du calcul fractionnaire (la fonction Gamma, la fonction
Bêta et la fonction de Mittag-Leffler), on donne ensuite les définitions néces-
saires sur l’intégration et la dérivation au sens de Riemann-Liouville et au sens
de Caputo avec leurs propriétés, pour plus de détails voir ([17, 14, 15, 1, 16,
12, 3, 18, 11, 2, 4, 8, 6]).

1.1 Fonctions spéciales
Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma, Bêta et la fonc-

tion de Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un rôle important dans la théorie
du calcul fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma
L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonc-

tion Gamma d’Euler. Cette fonction généralise le factoriel n!, et permet à n!
de prendre des valeurs réelles ou complexes.

Définition 1.1.1 La fonction Gamma est une fonction complexe qui prolonge
naturellement la factorielle aux nombres réels, et même aux nombres com-
plexes. Elle est définie pour tout z ∈ C par l’intégrale suivante :

Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−tdt, Re(z) > 0. (1.1)

Exemple 1.1.1 Prenons l’exemple de z = 1
2 et montrons que : Γ

(
1
2

)
=

√
π.

D’après la définition 1.1.1, nous avons

Γ
(

1
2

)
=

∫ +∞

0
t− 1

2 e−tdt.
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En effet, on pose le changement de variable suivant

x =
√

t ⇒ t = x2 ⇒ dt = 2xdx,

et on obtient

Γ
(

1
2

)
= 2

∫ +∞

0
e−x2

dx

=
√

π.

sachant que :
∫ +∞

0
e−x2

dx = 1
2

∫ +∞

−∞
e−x2

dx =
√

π

2 (Intégrale de Gauss).

L’une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma est qu’elle satisfait
à l’équation fonctionnelle suivante
Proposition 1.1.1

Γ(z + 1) = zΓ(z), Re(z) > 0. (1.2)

En particulier :
Γ(n + 1) = n!, ∀n ∈ N∗.

Preuve. On démontre cette proposition par une intégration par partie :
Soit z ∈ C avec Re(z) > 0, alors

Γ(z + 1) =
∫ +∞

0
t(z+1)−1e−tdt

=
∫ +∞

0
tze−tdt

=
[

− tze−t

]+∞

0
+ z

∫ +∞

0
tz−1e−tdt︸ ︷︷ ︸
Γ(z)

.

Donc
Γ(z + 1) = zΓ(z).

En particulier, on a
Γ(1) =

∫ +∞

0
e−tt1−1dt = 1,

et en utilisant (1.2), on obtient pour z ∈ N∗

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1.1 = 1!
Γ(3) = 2.Γ(2) = 2.1! = 2!
Γ(4) = 3.Γ(3) = 3.2! = 3!

...
Γ(n + 1) = n.Γ(n) = n(n − 1)! = n!

Par conséquent
Γ(n) = (n − 1)!
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Proposition 1.1.2 Pour tout n ∈ N∗, on a

Γ
(

n + 1
2

)
= (2n)!

√
π

4nn! , (1.3)

avec

Γ
(

1
2

)
=

√
π.

Preuve. On a

Γ
(

1
2

)
=

√
π.

Calculons maintenant (1.3) pour tout n ∈ N∗,

Γ
(

n + 1
2

)
= Γ

(
n − 1

2 + 1
)

=
(

n − 1
2

)
Γ
(

n − 1
2

)

=
(

n − 1
2

)
Γ
(

n − 3
2 + 1

)

=
(

n − 1
2

)(
n − 3

2

)
Γ
(

n − 3
2

)

=
(

n − 1
2

)(
n − 3

2

)
....

1
2Γ
(

1
2

)

=
(

2n − 1
2

)(
2n − 3

2

)
....

√
π

2

= 1
2n

(2n − 1)(2n − 3)....3 × 1 ×
√

π.

En multipliant et divisant par (2n − 2)(2n − 4)...2, on a

Γ
(

n + 1
2

)
= (2n − 1)(2n − 2)...3 × 2 × 1

2n(2n − 2)(2n − 4)...2 .
√

π

= (2n − 1)!
√

π

2n2n−1(n − 1)!

= (2n − 1)!
√

π

22n−1(n − 1)! .

En multipliant et divisant par 2n, on obtient

Γ
(

n + 1
2

)
= 2n(2n − 1)!

√
π

22n−1 × 2n(n − 1)!

= (2n)!
√

π

4nn! .

Par conséquent (1.3) est prouvée.
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Théorème 1.1.1 La fonction Gamma est définie et de classe C∞ sur ]0, +∞[,
ses dérivées successives sont données par la formule

Γ(k)(z) =
∫ +∞

0
e−ttz−1(ln t)kdt.

1.1.2 Fonction Bêta
Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire la fonction Bêta. Cette

fonction joue un rôle important spécialement dans certaine combinaison avec
la fonction Gamma.

Définition 1.1.2 La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour
tous nombres complexes z et w strictement positifs, notée B(z, w). Elle est
définie par l’intégrale suivante

B(z, w) =
∫ 1

0
tz−1(1 − t)w−1dt. (1.4)

pour tout (z, w) ∈ C2 tels que Re(z) > 0 et Re(w) > 0.

Proposition 1.1.3 La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la re-
lation suivante

B(z, w) = Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w) , Re(z) > 0 et Re(w) > 0. (1.5)

Preuve. Pour tout (z, w) ∈ C2 tel que : Re(z) > 0 et Re(w) > 0. En utilisant
le théorème de Fubini, on obtient

Γ(z)Γ(w) =
∫ +∞

0

∫ +∞

0
tz−1e−txw−1e−xdtdx.

On effectue le changement de variable : r = t + x et t = rs donc 0 ≤ r ≤ +∞
et 0 ≤ s ≤ 1. Ainsi dr = dt + dx, dt = sdr + rds, dx = (1 − s)dr − rds alors
dtdx = rdsdr.
Il s’en suit

Γ(z)Γ(w) =
∫ +∞

0

∫ 1

0
e−rr(1 − s)w−1rw−1sz−1rz−1dsdr

=
∫ +∞

0
e−rrz+w−1dr

∫ 1

0
(1 − s)w−1sz−1ds

=
∫ +∞

0
e−rrz+w−1drB(z, w)

= Γ(z + w)B(z, w).

D’où
B(z, w) = Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
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Exemple 1.1.2 Calculons B
(

1
2 , 1

2

)

B

1
2 ,

1
2

 =
Γ
(

1
2

)
Γ
(

1
2

)
Γ(1) = π.

Proposition 1.1.4 Pour tout p,q ∈ C ; Re(p) > 0 et Re(q) > 0 on a les
propriétés suivantes

1. B(p, q) = B(q, p),

2. B(p, q) = B(p + 1, q) + B(p, q + 1),

3. B(p, q + 1) = q

p
B(p + 1, q).

Preuve.
1. On a pour tout p, q ∈ C,

B(p, q) =
∫ 1

0
tp−1(1 − t)q−1dt.

Par le changement de variable u = 1 − t alors,

B(p, q) = −
∫ 0

1
(1 − u)p−1uq−1du

=
∫ 1

0
(1 − u)p−1uq−1du

= B(q, p).

2. ∀ p, q ∈ C,

B(p, q + 1) = Γ(p)Γ(q + 1)
Γ(p + q + 1)

= Γ(p)qΓ(q)
Γ(p + q + 1)

= qΓ(p)Γ(q)
(p + q)Γ(p + q)

= q

p + q

Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

= q

p + q
B(p, q),

on obtient
(p + q)B(p, q + 1) = qB(p, q),
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et ceci implique

B(p, q) = p

q
B(p, q + 1) + B(p, q + 1)

= pΓ(p)Γ(q + 1)
qΓ(p + q + 1) + B(p, q + 1)

= pΓ(p)qΓ(q)
qΓ(p + q + 1) + B(p, q + 1)

= Γ(p + 1)Γ(p)
Γ(p + q + 1) + B(p, q + 1).

D’où,
B(p, q) = B(p + 1, q) + B(p, q + 1).

3. ∀ p, q ∈ C,

B(p, q + 1) = Γ(p)Γ(q + 1)
Γ(p + q + 1)

= qΓ(p)Γ(q)
Γ(p + q + 1)

= q

p

pΓ(p)Γ(q)
Γ(p + q + 1)

= q

p

Γ(p + 1)Γ(q)
pΓ(p + q + 1)

= q

p
B(p + 1, q).

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffler
Définition 1.1.3 On appelle fonction de Mittag-Leffler la fonction définie par

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β) , z ∈ C, α, β > 0. (1.6)

Pour β = 1

Eα,1(z) = Eα(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1) , z ∈ C, α > 0.

Et pour β = 1, α = 1 on a

E1,1(z) = ez.

Cette dernière joue un rôle très important dans la théorie des équations diffé-
rentielles d’ordre entier.
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Propriétés 1.1.1 A partir de la relation (1.6), on peut trouver les relations
suivantes

1. E1,1(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1) =
+∞∑
k=0

zk

k! = ez.

2. E1,2(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2) =
+∞∑
k=0

zk

(k + 1)! = 1
z

+∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)! = ez − 1
z

.

3. E1,3(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(k + 3) =
+∞∑
k=0

zk

(k + 2)! = 1
z2

+∞∑
k=0

zk+2

(k + 2)! = ez − 1 − z

z2 .

4. E2,1(z2) =
+∞∑
k=0

z2k

(2k)! = cosh(z).

5. E2,2(z2) =
+∞∑
k=0

z2k

(2k + 2) = 1
z

+∞∑
k=0

z2k+1

Γ(2k + 1)! = sinh(z)
z

.

1.2 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire
Dans cette section on va présenter les notions de la dérivée et l’intégrale

fractionnaire. Il existe beaucoup d’approches différentes qui ont été utilisées
pour généraliser la notion de dérivation d’ordre non entiers, par exemple on
a : la dérivée de Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville et de Caputo, on s’in-
téresse seulement sur la dérivée de Riemann-Liouville et de Caputo.

1.2.1 Intégrale et dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
Dans ce qui suit, on se restreindra à des valeurs réelles strictement positives

pour l’argument z de la fonction Gamma pour lesquelles, on introduira la
notion d’intégrale fractionnaire d’un ordre réel positif non nul d’une fonction
réelle continue sur un intervalle borné.

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre α ∈ C, (Re(α) > 0) au sens de
R-L généralise la célèbre formule attribuée à Cauchy d’intégrale itéré n-fois,

In
a f(x) =

∫ x

a
dt1

∫ t1

a
dt2...

∫ tn−1

a
f(tn)dtn

= 1
(n − 1)!

∫ x

a
(x − t)n−1f(t)dt, ∀n ∈ N.

Cette formule donne l’intégrale d’ordre entier n, sur l’intervalle [a, x]. L’ordre
non entier la généralise.
Définition 1.2.1 (Intégrale de Riemann-Liouville) Soit f : [a, b] → R
une fonction continue et de classe C0 tel que , on appelle intégrale fractionnaire
d’ordre α ∈ C (Re(α) > 0) au sens de R-L de f notée Iα

a , l’intégrale définie
par la formule suivante

Iα
a f(t) = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s)ds, t > a. (1.7)
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Où Γ est la fonction Gamma et on note Iα
0 par Iα.

Remarques. On peut définir l’intégrale fractionnaire sur un intervalle non
borné de la forme [a, +∞[, tout en gardant les mêmes propriétés que dans le
cas borné.

Exemple 1.2.1 Soit la fonction f définie par

f(t) = (t − a)β, t ∈ [a, b] où β > −1.

Par définition on a

Iα
a (t − a)β = 1

Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1(s − a)βds. (1.8)

En effectuant le changement de variable suivant

s = a + (t − a)τ avec 0 ≤ τ ≤ 1, donc ds = (t − a)dτ. (1.9)

Donc, (1.8) devient

Iα
a f(t) = 1

Γ(α)

∫ 1

0
(t − a − (t − a)τ)α−1(a + (t − a)τ − a)β(t − a)dτ

= 1
Γ(α)

∫ 1

0
[(t − a)(1 − τ)]α−1[(t − a)τ ]β(t − a)dτ.

= 1
Γ(α)

∫ 1

0
(t − a)α−1(1 − τ)α−1(t − a)βτβ(t − a)dτ

= 1
Γ(α)

∫ 1

0
τβ(1 − τ)α−1(t − a)α+βdτ

= (t − a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0
τβ(1 − τ)α−1dτ.

En tenant compte de (1.4) puis de la relation (1.5), on aura

Iα
a f(t) = (t − a)α+β

Γ(α) B(β + 1, α)

= (t − a)α+β

Γ(α)
Γ(β + 1)Γ(α)
Γ(β + α + 1) .

Alors, on obtient l’intégrale fractionnaire d’ordre α de la fonction f, telle que

Iα
a f(t) = Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)(t − a)α+β. (1.10)

Cas particulier :
Si β = 0, on a

Iα
a 1 = Iα

a (t − a)0 = (t − a)α

Γ(α + 1) ,
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d’où pour une constance C, on aura

Iα
a C = C × (t − a)α

Γ(α + 1) .

Si α = 1, on aura

I1
a(t − a)β = Γ(β + 1)

Γ(β + 2)(t − a)β+1

= Γ(β + 1)
(β + 1)Γ(β + 1)(t − a)β+1

= (t − a)β+1

β + 1 .

Proposition 1.2.1 Soient α et β des nombres complexes où Re(α) > et
Re(β) > 0, et f ∈ C([a, b]), alors

Iα
a [Iβ

a f ] = Iα+β
a f

Preuve. Soit f ∈ C([a, b]), on a par définition

Iα
a [Iβ

a f(t)] = 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1[Iβ

a f ](t)(s)dt

= 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1

 1
Γ(β)

∫ s

a
(s − r)β−1f(r)dr

ds

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(r)

∫ t

r
(t − s)α−1(s − r)β−1ds︸ ︷︷ ︸

I

dr.

En faisant le changement de variable suivant

s = r + τ(t − r) ⇒ ds = (t − r)dτ , avec (0 ≤ τ ≤ 1)

on obtient

I =
∫ 1

0
(t − r − (t − r)τ)α−1(r + (t − r)τ − r)β−1(t − r)dτ

=
∫ 1

0
[(t − r)(1 − τ)]α−1[(t − r)τ ]β−1(t − r)dτ

=
∫ 1

0
(t − r)α−1(1 − τ)α−1(t − r)β−1τβ−1(t − r)dτ

= (t − r)α+β−1
∫ 1

0
(1 − τ)α−1τβ−1dτ.

En tenant compte de (1.4) puis de la relation (1.5), on aura

I = (t − r)α+β−1B(α, β)

= (t − r)α+β−1 Γ(α)Γ(β)
Γ(α + β) .
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Finalement, on obtient

Iα
a [Iβ

a f(t)] = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(r)

(t − r)α+β−1 Γ(α)Γ(β)
Γ(α + β)

dr

= Γ(α)Γ(β)
Γ(α)Γ(β)Γ(α + β)

∫ t

a
(t − r)α+β−1f(r)dr

= 1
Γ(α + β)

∫ t

a
(t − r)α+β−1f(r)dr

= Iα+β
a f(t).

D’où le résultat.

Proposition 1.2.2 Soient α avec Re(α) > 0 et f ∈ C([a, b],R).

d

dt
(Iα

a f) = Iα−1
a f , où α > 0.

Preuve. En utilisant les théorèmes classiques de dérivation d’une intégrale
dépendant d’un paramètre ainsi que la relation Γ(α) = (α − 1)Γ(α − 1), on
constatera que

d

dt
(Iα

a f)(t) = d

dt

1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−1f(s)ds

= 1
Γ(α)

∫ t

a

d

dt
(t − s)α−1f(s)ds

= 1
Γ(α)

∫ t

a
(α − 1)(t − s)α−2f(s)ds

= α − 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − s)α−2f(s)ds

= 1
Γ(α − 1)

∫ t

a
(t − s)α−2f(s)ds

= Iα−1
a f(t).

Définition 1.2.2 (Dérivée de Riemann-Liouville) Soient
Re(α) ∈]n−1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ C([a, b]). On appelle "dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville" d’ordre α d’une fonction f ∈ C([a, b]), la fonction
définie par

Dα
a f(t) =

 dn

dtn

 ◦ (In−α
a f)(t)

= 1
Γ(n − α)

dn

dtn

∫ t

a
(t − s)n−α−1f(s)ds,

avec α > 0, n = [α] + 1 et t > a. En particulier, pour α ∈ N la dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide avec la dérivée classique.



1.2 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire 13

Notation 1.2.1 Pour n ∈ N, le symbole Dn
a désignera l’opérateur de dériva-

tion d’ordre entier n, c’est à dire

Dn
a =

 d

dt

n

= dn

dtn
,

avec la convention
D0

af(t) = f(t).

Exemple 1.2.2 Soit la fonction f définie par

f(t) = (t − a)β, ∀t ∈ [a, b] où β ∈ R.

Soit n ∈ N∗ et α ≥ 0 tel que α ∈]n − 1, n[, nous avons

Dα
a (t − a)β = Dn[In−α

a (t − a)β].

D’après (1.10), on obtient

Dα
a (t − a)β = Dn

 Γ(β + 1)
Γ(β + 1 + n − α)(t − a)n−α+β


= Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n − α)

 d

dt

n

(t − a)n−α+β

. (1.11)

On sait que d

dt

n

(t − a)n−α+β = (n − α + β)(n − α + β − 1)...(n − α + β − n + 1)(t − a)n−α+β−n

= (n − α + β)(n − α + β − 1)...(β − α + 1)(t − a)β−α

= Γ(β + 1 + n − α)
Γ(β − α + 1) (t − a)β−α. (1.12)

Par substitution de (1.12) dans (1.11), on aura

Dα
a (t − a)β = Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n − α)

Γ(β + 1 + n − α)
Γ(β − α + 1) (t − a)β−α

.

Alors, on obtient la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α de
la fonction f , telle que

Dα
a (t − a)β = Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)(t − a)β−α.
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Cas particulier :
Si α = 1, on aura

D1
a(t − a)β = Γ(β + 1)

Γ(β) (t − a)β−1

= B(t − a)β−1

= d

dt
(t − a)β.

Si β = 0, on aura

Dα
a (1) = (t − a)−α

Γ(1 − α) .

Ainsi, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une constante
C n’est pas nulle, mais :

D1
a(C) = C

Γ(1 − α)(t − a)−α.

Lemme 1.2.1 Si Re(α) ∈]n−1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ C([a, b]), alors on a l’égalité

(Dα
a Iα

a f)(t) = f(t).

Preuve. En se basant sur la propriété classique :

(DnIn
a f)(t) = f(t).

Et en utilisant la définition 1.2.2 et la proposition 1.2.1, on déduit

(Dα
a Iα

a f)(t) = Dn[In−α
a (Iα

a f(t))]
= Dn[In

a f(t)]
= f(t).

D’où le résultat.

Lemme 1.2.2 Soient α ∈ R+ et n ∈ N tel que n−1 ≤ α < n et f : [a, b] −→ R
une fonction donnée. Supposons que

(Dα
a f)(t) = 0, ∀t ∈ [a, b].

Alors

f(t) =
n−1∑
j=0

Aj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α − n)(t − a)j+α−n, (n = [α] + 1).

Où les Aj, j=0,1,...,n-1, sont des constantes réelles.



1.2 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire 15

Preuve. Comme (Dα
a f)(t) = 0, alors

(DnIn−α
a f)(t) = 0 ⇒ (In−α

a f)(t) =
n−1∑
j=0

Aj(t − a)j

par composition avec l’opérateur Iα
a on obtient

In
a f(t) =

n−1∑
j=0

AjI
α
a (t − a)j =

n−1∑
j=0

Aj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α)(t − a)j+α,

par composition avec Dn
a , on obtient

Dn
a In

a f(t) = f(t) =
n−1∑
j=0

Aj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α)

(
d

dt

)n

(t − a)j+α,

or,  d

dt

n

(t − a)j+α = Γ(j + 1)
Γ(j + 1 + α − n)(t − a)j+α−n,

donc,

f(t) =
n−1∑
j=0

Aj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α − n)(t − a)j+α−n.

Proposition 1.2.3 Si n > Re(α) > Re(β) > n − 1 > 0, alors pour f(t) ∈
C([a, b]), on a la relation

(Dβ
a Iα

a f)(t) = Iα−βf(t).

Preuve. En utilisant la définition 1.2.2 et la proposition 1.2.1, on obtient

(Dβ
a Iα

a f)(t) = Dn[In−β
a (Iα

a f(t))]
= Dn[In+α−β

a f(t)]
= Dn[In

a (Iα−β
a f(t))]

= Iα−β
a f(t).

Car Dn(In
a ) = I (opérateur identité).

D’où le résultat.

Proposition 1.2.4 (Linéarité) Soient f et g deux fonctions définies sur [a, b]
dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre α ∈ C existent
avec
n − 1 < Re(α) < n. Alors pour λ, λ′ ∈ C, on a

Dα
a (λf + λ′g)(t) = λDα

a f(t) + λ′Dα
a g(t), ∀t ∈ [a, b].
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Preuve.

Dα
a (λf + λ′g)(t) = Dn

(
In−α

a (λf + λ′g)(t)
)

= Dn(λIn−α
a f(t) + λ′In−α

a g(t))
= λDn(In−α

a f(t)) + λ′Dn(In−α
a g(t))

= λDα
a f(t) + λ′Dα

a g(t).

Proposition 1.2.5 Soit f : [a, b] −→ R une fonction admettant une intégrale
fractionnaire d’ordre α. Alors

(Dα
a ◦ Iα

a )f(t) = f(t).
Cependant, on remarque que ces opérateurs ne commutent pas entre eux

Iα
a Dα

a f(t) ̸= Dα
a Iα

a f(t).
En effet,

(Iα
a ◦ Dα

a )f(t) = f(t) −
n∑

j=1

(In−α
a f)(a)(t − a)α−j

Γ(α − j + 1) , ∀t ∈ [a, b].

avec α > 0 et n = [α] + 1.

Remarque 1.2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est
non-commutative, i.e

Dα
a ◦ Dβ

a = Dα+β
a ̸= Dβ

a ◦ Dα
a .

Exemple 1.2.3 On considère la fonction f définie par

f : [a, b] −→ R
t −→ f(t) = 1

On calcule D
1
2
0 f ,D

1
2
0 D

1
2
0 f ,D

1
2 + 1

2
0 f .

On a D
1
2
0 1 = 1√

π
t− 1

2 ceci nous donne

D
1
2
0 D

1
2
0 1 = 1

Γ(1
2)

d

dt

1√
π

∫ t

0

x− 1
2

(t − x) 1
2
dx

= 1
π

d

dt

∫ t

0
x− 1

2 (t − x)
−1
2 dx,

on sait que ∫ t

0
x− 1

2 (t − x)− 1
2 dx =

∫ 1

0
r− 1

2 (1 − r)− 1
2 dr

=
∫ 1

0
r

1
2 −1(1 − r) 1

2 −1dr

= B(1
2 ,

1
2).

Donc D
1
2
0 D

1
2
0 1 = 0 = D

1
2 + 1

2
0 1.
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Exemple 1.2.4 Soit la fonction f définie par

f : [a, b] −→ R
t −→ f(t) = t− 1

2

On calcule D
1
2
0 f , D

1
2
0 D

1
2
0 f et D

1
2 + 1

2
0 f .

De la même manière que l’exemple précédent, on trouve que
(D

1
2
0 f)(t) = 0, de plus on a

(D
1
2 + 1

2
0 f)(t) = (D1f)(t) = d

dt
t− 1

2 = −1
2t− 3

2

D’où (D
1
2
0 D

1
2
0 f)(t) = 0 ̸= −1

2t− 3
2

Exemple 1.2.5 soient α1 = 1
2 et α2 = 3

2 , la fonction f définie par :

f : [a, b] −→ R
t −→ f(t) = t

1
2

On calcule D
1
2
0 f , D

3
2
0 f , D

1
2
0 D

3
2
0 f , D

3
2
0 D

1
2
0 f et D

1
2 + 3

2
0 f .

On a
D

1
2
0 (t 1

2 ) = 1
Γ(1

2)
d

dt

∫ t

0
x

1
2 (t − x)− 1

2 dx,

et alors ∫ t

0
x

1
2 (t − x)− 1

2 dx =
∫ 1

0
r

1
2 (1 − r)− 1

2 t
1
2 t− 1

2 dr

= t
∫ 1

0
r

1
2 (1 − r)− 1

2 dr

= t
∫ 1

0
r

3
2 −1(1 − r) 1

2 −1dr

= tB

3
2 ,

1
2

.

Alors

D
1
2
0 (t 1

2 ) =
B(3

2 , 1
2)

Γ(1
2) =

Γ(3
2)Γ(1

2)
Γ(2)Γ(1

2) = Γ
(

3
2

)
=

√
π

2

D
3
2
0

(
t

1
2
)

= 1
Γ(1

2)
d2

dt2

tB

(
3
2 ,

1
2

) = 0.

D’où

(D
1
2
0 D

3
2
0 f)(t) = 0. (1.13)
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(D
3
2
0 D

1
2
0 f)(t) = D

3
2
0

[√
π

2

]
= t− 3

2

4 . (1.14)

(D
1
2 + 3

2
0 f)(t) = (D2f)(t) = −t− 3

2

4 . (1.15)

Alors d’après (1.13), (1.14), (1.15) on a

Dα1
0 Dα2

0 f ̸= Dα2
0 Dα1

0 f ̸= Dα1+α2
0 f.

1.2.2 Dérivée fractionnaire de Caputo
La notion de dérivation fractionnaire au sens de R-L a joué un rôle impor-

tant dans le développement de la théorie du calcul fractionnaire. Cependant,
les demandes de la technologie moderne exigent une certaine révision de l’ap-
proche mathématique pure bien établie, car les problèmes appliqués nécessitent
l’utilisation des conditions initiales y(a), y′(a), etc. Ces besoins ont bientôt
conduit à la naissance d’une définition alternative des dérivées fractionnaires
qui a été introduit par M. Caputo à la fin des années soixante.

Définition 1.2.3 Soient Re(α) ∈]n − 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]). On
appelle dérivée fractionnaire d’ordre α ∈ C au sens de Caputo de f notée cDα

a ,
la fonction définie par
cDα

a f(t) = In−α
a [Dnf(t)]

= 1
Γ(n − α)

∫ t

a
(t − s)n−α−1f (n)(s)ds, (n = [Re(α)] + 1, t > a).

On note cDα
0 par cDα.

Exemple 1.2.6 On considère la fonction f définie par

f(t) = (t − a)β, t ∈ [a, b] où β ≥ 0.

Soient n ∈ N∗ et α ≥ 0 tel que α ∈ [n − 1, n[, nous avons
cDα

a (t − a)β = In−α
a [Dn(t − a)β]

= 1
Γ(n − α)

∫ t

a
(t − s)n−α−1[(s − a)β](n)ds.

On sait que

[(s − a)β](n) = Γ(β + 1)
Γ(β − n + 1)(s − a)β−n,

et donc

cDα
a (t − a)β = Γ(β + 1)

Γ(n − α)Γ(β − n + 1)

∫ t

a
(t − s)n−α−1(s − a)β−nds.︸ ︷︷ ︸

I

(1.16)

En effectuant le changement de variable suivant



1.2 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire 19

s = a + (t − a)τ avec 0 ≤ τ ≤ 1, donc ds = (t − a)dτ ,

dans l’intégrale I, on obtient

I =
∫ 1

0
(t − a − (t − a)τ)n−α−1(a + (t − a)τ − a)β−n(t − a)dτ

=
∫ 1

0
[(t − a) − (1 − τ)]n−α−1[(t − a)τ ]β−n(t − a)dτ

= (t − a)β−α
∫ 1

0
τ (β−n+1)−1(1 − τ)n−α−1dτ.

En tenant compte de (1.4) puis de la relation (1.5), on aura

I = (t − a)β−αB(β − n + 1, n − α)

= (t − a)β−α Γ(β − n + 1)Γ(n − α)
Γ(β − α + 1) .

En retournant à la formule (1.16), on obtient alors

cDα
a (t − a)β = Γ(β + 1)

Γ(n − α)Γ(β − n + 1)

Γ(β − n + 1)Γ(n − α)
Γ(β − α + 1) (t − a)β−α

.

Ainsi, on obtient la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α de la fonction
f , telle que

cDα
a (t − a)β = Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)(t − a)β−α.

Remarque 1.2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction
constante f(t) = C est nulle, autrement dit : cDα

a C = 0.

Proposition 1.2.6 (Linéarité) Soit Re(α) ∈]n−1, n[, n ∈ N∗ et soient deux
fonctions f et g pour lesquelles les dérivées fractionnaires d’ordre α ∈ C de
Caputo existent. Alors, pour λ, µ ∈ C, on a

cDα
a (λf + g)(t) = λcDα

a f(t) +c Dα
a g(t).

1.2.3 Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée
de Riemann-Liouville

Proposition 1.2.7 Si Re(α) ∈]n − 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]), la relation
entre la dérivée de R-L et celle de Caputo est donnée par

cDα
a f(t) = Dα

a

f(t) −
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k + 1)(t − a)k


= Dα

a f(t) −
n−1∑
k=0

f (k)(a)
Γ(k − α + 1)(t − a)k−α. (1.17)
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avec n = [Re(α)] + 1, t > a.
En particulier, lorsque Re(α) ∈]0, 1[, on a

cDα
a f(t) = Dα

a f(t) − f(a)
Γ(1 − α)(t − a)−α.

A partir de (1.17), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre α de f au
sens de Riemann-Liouville coïncide avec celle de Caputo, si f est plate jusqu’à
l’ordre n en a.
Plus précisément, on a

f (k)(a) = 0, (k = 0, 1, ..., n − 1). Alors, cDα
a f(t) = Dα

a f(t).

Lemme 1.2.3 Soient Re(α) ∈]n − 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]), alors

(cDα
a Iα

a f)(t) = f(t).

Preuve. Soient Re(α) ∈]n − 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]), la relation (1.17)
permet d’obtenir le résultat suivant

(cDα
a Iα

a f)(t) = (Dα
a Iα

a f)(t) −
n−1∑
k=0

(Iα
a f)(k)(a)

Γ(k − α + 1)(t − a)k−α.

Puis, d’après le lemme 1.2.1, on a

(cDα
a Iα

a f)(t) = f(t) −
n−1∑
k=0

(Iα
a f)(k)(a)

Γ(k − α + 1)(t − a)k−α.

Et comme k ≤ n − 1 < Re(α), pour k = 0, 1, ..., −1, alors les dérivées

(Iα
a f)(k)(a) = 0.

Ce qui donne
(cDα

a Iα
a f)(t) = f(t).

Lemme 1.2.4 Pour α > 0, l’équation différentielle :

cDα
a f(t) = 0 t ∈ [a, b],

admet la solution générale :

f(t) = A0 + A1(t − a) + A2(t − a)2 + ... + An(t − a)n−1 =
n−1∑
k=0

Ak(t − a)k, (n = [α] + 1).

Avec Ak ∈ R, (k = 0, 1, 2, ..., n − 1) des constantes réelles.
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Preuve. Soit Re(α) > 0, on a l’équation différentielle d’ordre fractionnaire,

cDα
a f(t) = 0.

D’après la définition 1.2.3, on a

In−α[Dnf(t)] = 0.

On applique l’opérateur cDn−α
a à cette formule, on aura

cDn−α
a In−α

a [Dnf(t)] = 0.

D’après le lemme 1.2.3, il résulte que

cDn−α
a In−α

a [Dnf(t)] = Dnf(t) = 0.

Alors, il suffit de remarquer que d

dt

n n−1∑
k=0

Ak(t − a)k

 = 0.

Ce qui montre

f(t) =
n−1∑
k=0

Ak(t − a)k.



Chapitre 2

Transformée de Laplace

Dans ce chapitre nous représentons la définition de la transformée de La-
place et ses propriétés en indiquant la transformée de Laplace de quelques
fonctions usuelles. Ensuite, on parle sur la transformée de Laplace de la déri-
vée fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo, pour plus de détails voir
([17, 12, 5, 7, 9, 10, 13]).

2.1 Définitions et propriétés
Dans cette section, nous donnons les définitions et les propriétés de la

transformée de Laplace avec quelques exemples.

Définition 2.1.1 (Transformée de Laplace) La transformée de Laplace
d’une fonction réelle f localement intégrable sur [0, +∞[ notée F (p) = L

[
f(t)

]
(p),

est donnée par

F (p) = L
[
f(t)

]
(p) =

∫ +∞

0
f(t)e−ptdt, p ∈ C. (2.1)

Où p, appelé variable de Laplace (Re(p) ≥ 0) et f(t) est appelée l’originale de
F (p).

On peut définir une transformation inverse de Laplace, notée L−1, telle que

F (p) = L
[
f(t)

]
(p) ⇔ f(t) = L−1

[
F (p)

]
.

Cette transformation inverse est définie comme suit.

Définition 2.1.2 (Transformée inverse de Laplace) La transformée in-
verse de Laplace de la fonction F (p), notée f(t) = L−1

[
F (p)

]
est donnée par

f(t) = L−1
[
F (p)

]
= 1

2iπ

∫ +∞

−∞
F (p)eptdp. (2.2)

est tel que l’intégrale existe (Re(p) ≥ 0).
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Définition 2.1.3 (L’intégrale de convolution) La convolution de deux
fonctions f(t) et g(t) est définie comme

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(t − τ)g(τ)dτ =

∫ t

0
f(τ)g(t − τ)dτ. (2.3)

Exemple 2.1.1 Soient les deux fonctions suivantes : f(t) = sin(t) et g(t) =
cos(t).
Calculons la convolution de f et g,

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0
sin(t − τ) cos(τ)dτ,

on a
sin(t − τ) = sin(t)cos(τ) − sin(τ)cos(t),

donc

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0

(
sin(t) cos(τ) − sin(τ)cos(t)

)
cos(τ)dτ

=
∫ t

0

(
sin(t) cos2(τ) − sin(τ) cos(τ) cos(t)

)
dτ

=
∫ t

0
sin(t) cos2(τ)dτ −

∫ t

0
cos(t) sin(τ) cos(τ)dτ

= sin(t)
∫ t

0
cos2(τ)dτ − cos(t)

∫ t

0
sin(τ) cos(τ)dτ.

En faisant le changement de variable suivant : u = sin(τ) ⇒ du = cos(τ)dτ et
on sait que cos2(τ) = 1

2

(
1 + cos(2τ)

)
alors

(f ∗ g)(t) = 1
2 sin(t)

∫ t

0

(
1 + cos(2τ)

)
dτ − cos(t)

∫ t

0
udu

= 1
2 sin(t)

[
τ + 1

2 sin(2τ)
]t

0
− cos(t)

[
1
2 sin2(τ)

]t

0

= 1
2t sin(t) + 1

4 sin(t) sin(2t) − cos(t)
(

1
2 sin2(t)

)

= 1
2t sin(t) + 1

4 sin(t) sin(2t) − 1
2 cos(t) sin2(t).

On sait que
sin(2t) = 2 sin(t) cos(t),

alors

(f ∗ g)(t) = 1
2t sin(t) + 1

4
(
2 sin2(t) cos(t)

)
− 1

2 cos(t) sin2(t)

= 1
2t sin(t) + 1

2 sin2(t) cos(t) − 1
2 sin2(t) cos(t)

= 1
2t sin(t).
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Si f(t) = 0 et g(t) = 0 pour t < 0 et F (p) et G(p) existent, alors on donne le
théorème suivant

Théorème 2.1.1 La transformée de Laplace de la convolution de deux fonc-
tions f(t) et g(t) est donnée par

L
[
f(t) ∗ g(t)

]
(p) = F (p)G(p). (2.4)

2.2 Propriétés
Une fois établie la définition de la transformée de Laplace, on étudiera les

propriétés fondamentales qui permettent de relier les opérations de dérivation
par rapport au temps t, à la multiplication par la variable p.

2.2.1 Linéarité
De par la linéarité de l’intégration, la transformée de Laplace est linéaire,

autrement dit, pour tout couple de fonctions telles que leurs transformées de
Laplace convergent, et pour tout couple de constantes α et β, on vérifie

L
[
αf1(t) + βf2(t)

]
(p) = αL

[
f1(t)

]
(p) + βL

[
f2(t)

]
(p).

Il en est évidemment de même pour la transformée inverse. Pour tout couple
de constantes α et β, on a

L−1[αF1(p) + βF2(p)] = αL[F1(p)] + βL[F2(p)].

2.2.2 Translation dans l’espace de départ
La transformée de Laplace de la fonction f(t) avec retard de τ est donnée

par
L[f(t − τ)] = e−pτ L[f(t)] = e−pτ F (p).

En particulier :
L−1

[
e−τpF (p)

]
= f(t − τ).

Preuve. Cette égalité se prouve en posant le changement de variable u = t−τ ,
du = dt, dans le calcul de la transformée de Laplace

L[f(t − τ)] =
∫ +∞

0
f(t − τ)e−ptdt

=
∫ +∞

0
f(u)e−p(u+τ)du

= e−pτ
∫ +∞

0
f(u)e−pudu

= e−pτ F (p).
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2.2.3 Transformée de Laplace pour homothétie
Pour un réel positif k, on a

L
[
f(kt)

]
(p) = 1

k
F
(

p

k

)
.

Preuve. Cette égalité se prouve en posant le changement de variable
u = kt ⇒ du = kdt, alors

L
[
f(kt)

]
(p) =

∫ +∞

0
e−ptf(kt)dt

= 1
k

∫ +∞

0
e− p

k
uf(u)du

= 1
k

F
(p

k

)
.

2.2.4 Transformée de Laplace d’une fonction modulée
La transformée de Laplace de la fonction f(t), modulée par e−at est donnée

par
L
[
e−atf(t)

]
(p) = F (p + a).

Le terme de modulation étant constant par rapport à la variable d’intégration,
on peut le déplacer dans l’intégrale et faire apparaître la transformée de Laplace
en (p + a) au lieu de p.

2.2.5 Transformée de Laplace de la dérivée d’une fonc-
tion

Si on note f(0) la valeur initiale de la fonction f(t), la transformée de
Laplace de la dérivée df(t)

dt
est donnée par la relation :

L
[
df(t)

dt

]
(p) = pF (p) − f(0).

Preuve. Cette relation se prouve en intégrant par parties la transformée de
Laplace de la dérivée de f(t) et en se souvenant que Re(p) > 0.

L
[
df(t)

dt

]
=

∫ +∞

0

(
df(t)

dt

)
e−ptdt

=
[
f(t)e−pt

]+∞

0
+ p

∫ +∞

0
f(t)e−ptdt

= pF (p) − f(0).

Ainsi, la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n est donnée par

L
[

dnf(t)
dtn

]
(p) = pnF (p) − pn−1f(0) − pn−2 df(0)

dt
− ...

dn−1f(0)
dtn−1 .
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2.2.6 Transformée de Laplace de la primitive d’une fonc-
tion

La transformée de Laplace de l’intégrale d’une fonction f(t) est donnée par

L
[ ∫ t

0
f(u)du

]
(p) = 1

p
F (p).

Preuve. Pour prouver cette relation, notons
∼
f(t), la primitive de f(t) nulle en

l’origine (i.e. d
∼
f (t)
dt

= f(t), et
∼
f(0) = 0), en intégrant par parties il s’ensuit

L
[ ∫ t

0
f(u)du

]
(p) =

∫ +∞

0

∼
f(t)e−ptdt

=
[

−
∼
f(t)e−pt

p

]+∞

0
+ 1

p

∫ +∞

0
f(t)e−ptdt

= 1
p

F (p).

2.2.7 Dérivation de la transformée de Laplace
En dérivant la transformée de Laplace dans l’intégrale, on obtient

dL[f(t)]
dp

= L[−tf(t)].

Plus généralement, en dérivant n fois, on a
dnL[f(t)]

dpn
= L[(−t)nf(t)].

2.2.8 Théorème de la valeur initiale
La valeur initiale d’une fonction f(t) peut être obtenue à partir de la trans-

formée de Laplace de la fonction en utilisant la relation connue sous l’appella-
tion de théorème de la valeur initiale.
Théorème 2.2.1 (Théorème de la valeur initiale) La valeur en t = 0
de f(t) est donnée par

lim
t→0

f(t) = lim
p→+∞

pF (p).

Preuve. Pour prouver cette relation on fait tendre p → +∞ dans l’expression
de la transformée de Laplace de la dérivée de f(t). On a

lim
p→+∞

L
[
df(t)

dt

]
= lim

p→+∞

(
pF (p) − f(0)

)
,

et
lim

p→+∞
L
[
df(t)

dt

]
= lim

p→+∞

∫ +∞

0

df(t)
dt

e−ptdt = 0,

d’où

lim
p→+∞

(
pF (p) − f(0)

)
= 0 ⇒ lim

p→+∞
pF (p) = f(0) = lim

t→0
f(t).
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2.2.9 Théorème de la valeur finale
La valeur finale d’une fonction f(t) peut être obtenue à partir de la transfor-

mée de Laplace de la fonction en utilisant la relation connue sous l’appellation
de théorème de la valeur finale.
Théorème 2.2.2 (Théorème de la valeur finale)La limite pour t → +∞
de la fonction f(t) est donnée par

lim
t→+∞

f(t) = lim
p→0

pF (p).

Preuve. Pour prouver cette relation on fait tendre p → 0 dans l’expression de
la transformée de Laplace de la dérivée de f(t).

lim
p→0

L
[
df(t)

dt

]
= lim

p→0

∫ +∞

0

df(t)
dt

e−ptdt

=
∫ +∞

0

df(t)
dt

dt

=
[
f(t)

]+∞

0
= lim

t→+∞
f(t) − f(0).

et on trouve

lim
p→0

L
[
df(t)

dt

]
= lim

p→0

(
pF (p) − f(0)

)
= lim

p→0
pF (p) − f(0)

= lim
t→+∞

f(t) − f(0),

d’où
lim

t→+∞
f(t) = lim

p→0
pF (p).

Exemple 2.2.1 En utilisant les théorèmes des valeurs initiales et finales, cal-
culer s(t → 0+) et s(t → ∞) pour les fonctions suivantes :

1. S(p) = p2 + 2p + 4
p3 + 3p2 + 2p

2. S(p) = p3 + 2p2 + 6p + 8
p3 + 4p

1. S(p) = p2 + 2p + 4
p3 + 3p2 + 2p

• Calcul de s(t → 0+) :

lim
t→0+

s(t) = lim
p→+∞

pS(p) = lim
p→+∞

p
p2 + 2p + 4

p3 + 3p2 + 2p
= 1.

• Calcul de s(t → +∞) :

lim
t→+∞

s(t) = lim
p→0+

pS(p) = lim
p→0

p
p2 + 2p + 4

p3 + 3p2 + 2p
= 2.



28 Transformée de Laplace

2. S(p) = p3 + 2p2 + 6p + 8
p3 + 4p

• Calcul de s(t → 0+) :

lim
t→0+

s(t) = lim
p→+∞

pS(p) = lim
p→+∞

p
p3 + 2p2 + 6p + 8

p3 + 4p
= +∞.

• Calcul de s(t → +∞) :

lim
t→+∞

s(t) = lim
p→0

pS(p)

= lim
p→0

p
p3 + 2p2 + 6p + 8

p3 + 4p
= 2.

2.3 Transformée de Laplace de quelques fonc-
tions usuelles

2.3.1 Transformée de Laplace d’une constante
La transformée de Laplace de la fonction f(t) = c avec c est une constante,

se calcule directement par

L
[
c
]
(p) =

∫ +∞

0
ce−ptdt = c

e−pt

−p

+∞

0

= c

p
.

2.3.2 Transformée de Laplace de l’échelon unitaire
La fonction échelon unitaire, aussi connue sous le nom de fonction de Hea-

viside et notée Γ(t), est définie par

Γ(t) =


0, si t < 0,

1, si t > 0.

La transformée de Laplace de l’échelon unitaire est donc donnée par

L
[
Γ(t)

]
(p) =

∫ +∞

0
Γ(t)e−ptdt

=
∫ +∞

0
e−ptdt

=
e−pt

−p

+∞

0

.

La partie réelle de p étant positive, la limite en t → +∞ de e−pt est nulle.
Finalement ;

L
[
Γ(t)

]
(p) = 1

p
, ∀p > 0.
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2.3.3 Transformée de Laplace de la fonction sinus

La fonction sinus peut s’écrire sous la forme d’une somme d’exponentielles
complexes :

sin(ωt) = eiωt − e−iωt

2i
.

Donc la transformée de Laplace du sinus se calcule comme suit :

L
[

sin(ωt)
]
(p) = 1

2i

∫ +∞

0
(eiωt−pt − e−iωt−pt)dt

= 1
2i

 eiωt−pt

iω − p
+ e−iωt−pt

iω + p

+∞

0

.

La partie réelle de p étant positive, la limite en t → +∞ de e−pt est nulle. Il
vient donc :

L
[

sin(ωt)
]
(p) = −1

2i

 1
iω − p

+ 1
iω + p


= ω

ω2 + p2 .

2.3.4 Transformée de Laplace de la fonction cosinus

Comme pour la fonction sinus, la fonction cosinus peut s’écrire sous la
forme d’une somme d’exponentielles complexes :

cos(ωt) = eiωt + e−iωt

2 .

Donc la transformée de Laplace du cosinus se calcule comme suit :

L
[

cos(ωt)
]
(p) = L

[
eiwt + e−iwt

2

]
(p) = 1

2

∫ +∞

0
e−ωt−pt + e−iωt−ptdt

= 1
2

 eiωt−pt

iω − p
− e−iωt−pt

iω + p

+∞

0

.

La partie réelle de p étant positive, la limite en t → +∞ de e−pt est nulle. On
obtient donc,

L
[

cos(ωt)
]
(p) = 1

2

− 1
iω − p

+ 1
iω + p

 = p

w2 + p2 .

On peut également obtenir ce résultat en remarquant que la dérivation de la
fonction sinus donne :

d sin(ωt)
dt

= ω cos(ωt).
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En utilisant la linéarité et la propriété de la transformée de Laplace d’une
fonction dérivée, il s’ensuit alors,

L
[

cos(ωt)
]
(p) = 1

ω

(
pL[sin(ωt)] − sin(0)

)
= p

ω

ω

ω2 + p2 = p

ω2 + p2 .

On retrouve donc bien le résultat établi plus haut.

2.3.5 Transformée de Laplace de l’exponentielle
La transformée de Laplace de la fonction f(t) = e−at se calcule directement

par :

L
[
e−at

]
(p) =

∫ +∞

0
e−ate−ptdt

=
− e−(a+p)t

a + p

+∞

0

= 1
p + a

, ∀p > Re(a).

2.3.6 Transformée de Laplace de sinus hyperbolique

la fonction sinus hyperbolique peut s’écrire sous la forme suivante :

sinh(at) = eat − e−at

2 .

Donc la transformée de Laplace du sinus hyperbolique se calcule comme suit :

L
[

sinh(at)
]
(p) =

∫ +∞

0

eat − e−at

2 e−ptdt

= 1
2

∫ +∞

0
eate−ptdt − 1

2

∫ +∞

0
e−ate−ptdt

= 1
2L[eat] − 1

2L[e−at]

= 1
2

1
p − a

− 1
2

1
p + a

= 1
2

[
p + a − (p − a)

p2 − a2

]
= 1

2
2a

p2 − a2 = a

p2 − a2 .

2.3.7 Transformée de Laplace de cosinus hyperbolique

Comme pour la fonction sinus hyperbolique, la fonction cosinus hyperbolique
peut s’écrire sous la forme suivante :

cosh(at) = eat + e−at

2 .
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Donc la transformée de Laplace du cosinus hyperbolique se calcule comme
suit :

L
[

cosh(at)
]
(p) =

∫ +∞

0

eat + e−at

2 e−ptdt

= 1
2

∫ +∞

0
eate−ptdt + 1

2

∫ +∞

0
e−ate−ptdt

= 1
2L[eat] + 1

2L[e−at]

= 1
2

1
p − a

+ 1
2

1
p + a

= 1
2

[
p + a + p − a

p2 − a2

]
= 1

2
2p

p2 − a2 = p

p2 − a2 .

Exemple 2.3.1 Calculer les transformées de Laplace des fonctions tempo-
relles suivantes :

1. f1(t) = tn, n > 1,
2. f2(t) = e2tt3,
3. f3(t) = 4 − e−4t + 6 sin(t).

1. pour n > 1, on applique la transformée de Laplace

L
[
f1
]
(p) = L

[
tn
]

=
∫ +∞

0
tne−ptdt

= 1
p

tne−pt

+∞

0

+ n

p

∫ +∞

0
tn−1e−ptdt

= n

p
L[tn−1]

= n

p

(n − 1)
p

L[tn−2]

= n(n − 1)(n − 2)
p3 L[tn−3]

...
= n!

pn
L[1] = n!

pn+1 , ∀p > 0.

2. En appliquant la transformée de Laplace, on obtient

L
[
f2(t)

]
(p) = L[e2tt3].

On sait que
L[t3] = 3!

p4 ,
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donc, L[f2(t)] est la translation de la fonction L[t3], c’est-à-dire

L[f2(t)] = 3!
(p − 2)4 = 6

(p − 2)4 .

3. En appliquant la transformée de Laplace sur cette fonction, on obtient

L
[
f3
]
(p)(t) = L

[
4 − e−4t + 6 sin(t)

]
(p)

= L[4] − L[e−4t] + 6L[sin(t)]

= 4
p

− 1
p + 4 + 6 1

p2 + 1

= 4
p

− 1
p + 4 + 6

p2 + 1 .

Exemple 2.3.2 Trouver la transformée de Laplace inverse des fonctions sui-
vantes :

1. F (p) = 2p + 1
p2 + 5p + 6 ,

2. F (p) = e−3p

p2(p − 1) .

1. Par fraction simple on a

F (p) = 2p + 1
(p + 3)(p + 2)

= A

p + 3 + B

p + 2

= 5
p + 3 − 3

p + 2 ,

alors

f(t) = L−1
[

5
p + 3

]
− L−1

[
3

p + 2

]
= 5e−3t − 3e−2t.

2. On décompose la fonction F en éléments simples

F (p) = e−3p

p2(p − 1) = e−3p

Ap + B

p2 + C

p − 1


= e−3p

−p − 1
p2 + 1

p − 1


= e−3p

 1
p − 1 − 1

p
− 1

p2

,
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alors

f(t) = L−1

 e−3p

p2(p − 1)

 = u(t − 3)[et−3 − 1 − (t − 3)]

= u(t − 3)[et−3 − t + 2].

Dans les sections qui suivent sur les transformée de Laplace des dérivées frac-
tionnaires, nous supposerons que la borne inférieure a = 0.

2.4 Transformée de Laplace de la dérivée frac-
tionnaire de Riemann-Liouville

Nous commencerons par la transformée de Laplace de l’intégrale fraction-
naire d’ordre s > 0 de R-L définie par :

aD−s
t f(t) = 1

Γ(s)

∫ t

a
(t − τ)s−1f(τ)dτ, (2.5)

laquelle peut s’écrire comme une convolution de deux fonctions g(t) = ts−1 et
f(t) comme suit :

0D
−s
t f(t) = 1

Γ(s)

∫ t

0
(t − τ)s−1f(τ)dτ = ts−1 ⋆ f(t). (2.6)

La transformée de Laplace de la fonction ts−1 est

G(p) = L
[
ts−1

]
(p) = Γ(s)p−s. (2.7)

Et donc, en utilisant la transformée de Laplace de la convolution (2.4), nous
obtenons la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de R-L :

L
[

0
D−s

t f(t)
]
(p) = p−sF (p). (2.8)

Nous nous intéressons maintenant au calcul de la transformée de Laplace de
la dérivée fractionnaire de R-L, qui pour cela nous l’écrivons sous la forme

0D
s
t f(t) = g(n)(t),

avec

g(t) =0 D
−(n−s)
t f(t) = 1

Γ(n − s)

∫ t

0
(t − τ)n−s−1f(τ)dτ. (2.9)

L’utilisation de la formule de la transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre
entier donne :

L
[

0
Ds

t f(t)
]
(p) = pnG(p) −

n−1∑
k=0

pkg(n−k−1)(0). (2.10)
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La transformée de Laplace de la fonction g(t) est déterminée par (2.8) :

G(p) = p−(n−s)F (p). (2.11)

En résumé, de la définition de la dérivée fractionnaire de R-L, il vient :

g(n−k−1)(t) = dn−k−1

dtn−k−1 0
D

−(n−s)
t f(t) =0 Ds−k−1

t f(t). (2.12)

En substituant (2.11) et (2.12) dans (2.10), nous obtenons l’expression finale
suivante pour la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de R-L
d’ordre s > 0 :

L
[

0
Ds

t f(t)
]
(p) = psF (p) −

n−1∑
k=0

pk[0Ds−k−1
t f(t)]t=0. (2.13)

2.5 La transformée de Laplace de la dérivée
de Caputo

Afin d’établir la formule de la transformée de Laplace de la dérivée frac-
tionnaire de Caputo, écrivons la dérivée de Caputo sous la forme :

cDs
t f(t) =0 D

−(n−s)
t g(t), (n − 1 < s ≤ n), (2.14)

avec

g(t) = f (n)(t). (2.15)

En utilisant la formule (2.8) de la transformée de Laplace de l’intégrale frac-
tionnaire de R-L, on aura

L
[c

0
Ds

t f(t)
]
(p) = p−(n−s)G(p), (2.16)

où, grâce à la formule de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier
n,

G(p) = pnF (p) −
n−1∑
k=0

pn−k−1f (k)(0) = pnF (p) −
n−1∑
k=0

pkf (n−k−1)(0). (2.17)

En introduisant (2.17) dans (2.16), on arrive à la formule de la transformée de
Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo :

L[c0Ds
t f(t)](p) = psF (p) −

n−1∑
k=0

ps−k−1f (k)(0) (n − 1 < s ≤ n). (2.18)

Tableau de transformation de Laplace des dérivées fractionnaires
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F (p) f(t) = L−1[F (p)]
1

pα
tα−1

Γ(α)
1

(p+a)α
tα−1

Γ(α) e
at

1
pα−a

tα−1Eα,α(atα)
pα

p(pα+a) Eα(−atα)
a

p(pα+a) 1 − Eα(−atα)
1

pα(p−a) tαE1,α+1(at)
pα−β

pα−a
tβ−1Eα,β(atα)

1
(p−a)(p−b)

1
a−b

(eat − ebt)

Dans le tableau a et b sont des constantes réelles distinctes.



Chapitre 3

Résolution des équations
différentielles par la transformée
de Laplace

Dans ce chapitre, nous commençons par la résolution des équations diffé-
rentielles ordinaires par la transformée de Laplace. Puis, l’étude des équations
différentielles fractionnaires du type Riemann-Liouville et Caputo, pour plus
de détails voir ([13, 10]).

3.1 Résolution d’EDO linéaires
Les EDO linéaires du 1er et 2ème ordre à coefficients constants se résolvent

facilement à l’aide d’une méthodologie claire et systématique. Par contre ces
techniques ne s’appliquent pas aux EDO d’ordre plus élevée. Nous présentons
dans ce paragraphe tout l’interêt de la transformée de Laplace : résoudre une
EDO linéaire d’ordre n.

3.1.1 Résolution des EDO linéaire d’ordre 1 très simple
Exemple 3.1.1 Considérons l’EDO linéaire d’ordre 1 non homogène i.e. le
cas le plus simple qui soit.
On cherche la solution y(t) de l’équation différentielle :

y′(t) + y(t) = 1

avec la condition initiale suivante :

y(0) = 0.

Prenons la transformée de Laplace de chaque membre de l’égalité. Le terme de
droite est une constante, dont la transformée de Laplace est :

L
[
1
]
(p) =

∫ +∞

0
1e−ptdt = 1

[
e−pt

−p

]
= 1

p
.
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Notons Y (p) la transformée de Laplace de la fonction y(t). Par linéarité la
transformée de Laplace du premier membre est :

L
[
y′(t) + y(t)

]
(p) = L

[
y′(t)

]
+ L

[
y(t)

]
= pL

[
y(t)

]
− y(0) + L

[
y(t)

]
= pY (p) − y(0) + Y (p)
= (p + 1)Y (p) + 0 = (p + 1)Y (p).

Donc l’expression de Y (p) en fonction de p est donnée par :

(p + 1)Y (p) = 1
p

⇔ Y (p) = 1
p(p + 1) ,

une décomposition en éléments simples de fraction rationnelle en p donne :

Y (p) = 1
p

− 1
p + 1 ,

reste à déterminer la transformée inverse de cette expression, par linéarité on
sait que :

y(t) = L−1

1
p

− L−1

 1
p + 1

,

on a déjà établi que la transformée de Laplace de 1 est 1
p

et de e−at est 1
p+a

, la
solution est finalement donnée par,

y(t) = 1 − e−t.

Exemple 3.1.2 Maintenant, on cherche la solution y(t) de l’équation diffé-
rentielle :

y′(t) − y(t) = 3 sin(t)
avec la condition initiale suivante :

y(0) = 0.

La transformée de Laplace du 2ème membre est :

L
[
3 sin(t)

]
(p) = 3L

[
sin(t)

]
= 3 × 1

1 + p2 = 3
1 + p2 .

Par linéarité, la transformée de Laplace du premier membre est :

L
[
y′(t) − y(t)

]
(p) = L

[
y′(t)

]
− L

[
y(t)

]
= pL

[
y(t)

]
− y(0) + L

[
y(t)

]
= pY (p) − y(0) − Y (p)
= (p − 1)Y (p).
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Donc

(p − 1)Y (p) = 3
1 + p2 ⇔ Y (p) = 3

(1 + p2)(p − 1) ,

après décomposition en éléments simples de fraction rationnelle en p, on ob-
tient :

Y (p) =
3
2

p − 1 −
3
2p + 3

2
p2 + 1

Y (p) = 3
2

1
p − 1 − 3

2
p

p2 + 1 − 3
2

1
p2 + 1 .

On cherche la transformée inverse de cette expression :

y(t) = 3
2L−1

 1
p − 1

− 3
2L−1

 p

p2 + 1

− 3
2L−1

 1
p2 + 1

.

On a déjà établi que la transformée de Laplace de et est 1
p − 1 et de cos(t) est

p

p2 + 1 et de sin(t) est 1
p − 1 , alors la solution est donnée par :

y(t) = 3
2et − 3

2 cos(t) − 3
2 sin(t).

3.1.2 Résolution des EDO linéaire d’ordre 2
Exemple 3.1.3 On cherche la solution y(t) de l’équation différentielle

y′′(t) + 5y′(t) + 6y(t) = 0

avec les conditions initiales suivantes :

y(0) = 2, y′(0) = 3.

On note L[y] = Y (p), par linéarité la transformée de Laplace de l’équation
différentielle est :

L
[
y′′(t)

]
+ 5L

[
y′(t)

]
+ 6L

[
y(t)

]
= 0,

alors,

⇒ pL
[
y′(t)

]
− y′(0) + 5L

[
y′(t)

]
+ 6L

[
y(t)

]
= 0

⇒ p(pL
[
y(t)

]
− y(0)) − y′(0) + 5(pL

[
y(t)

]
− y(0)) + 6L

[
y(t)

]
= 0

⇒ p2Y (p) − 2p − 3 + 5pY (p) − 10 + 6Y (p) = 0
⇒ Y (p)(p2 + 5p + 6) = 2p + 13

⇒ Y (p) = 2p + 13
p2 + 5p + 6 .
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On passe à la décomposition en éléments simples de fraction rationnelle en p
de 2p + 13

p2 + 5p + 6 , on obtient :

Y (p) = 9
p + 2 − 7

p + 3

= 9
 1

p + 2

− 7
 1

p + 3

.

En appliquant la transformée inverse, on obtient :

y(t) = 9L−1

 1
p + 2

− 7
( 1

p + 3

)
y(t) = 9e−2t − 7e−3t.

Exemple 3.1.4 On cherche maintenant la solution y(t) de l’équation diffé-
rentielle suivante avec les conditions initiales :

y′′(t) − 6y′(t) + 10y(t) = 2et

y(0) = 0 ; y′(0) = 1

La transformée de Laplace du terme à droite est donnée par :

L
[
2et
]
(p) = 2L

[
et
]

= 2
p − 1 .

Et par linéarité, la transformée de Laplace du premier membre est :

L
[
y′′(t) − 6y′(t) + 10y(t)

]
(p) = L

[
y′′(t)

]
− 6L

[
y′(t)

]
+ 10L

[
y(t)

]
= p2Y (p) − py(0) − y′(0) − 6pY (p) − 6y(0) + 10Y (p)
= p2Y (p) − 1 − 6pY (p) + 10Y (p)
= Y (p)(p2 − 6p + 10).

Donc l’expression de Y (p) en fonction de p est donnée par :

Y (p)(p2 − 6p + 10) = 1 + 2
p − 1

⇒ Y (p) = p + 1
(p − 1)(p2 − 6p + 10) .

Après une décomposition en éléments simples, on trouve :

Y (p) = 2
5

1
p − 1 − 2

5
p − 3

(p − 3)2 + 1 + 9
5

1
(p − 3)2 + 1 .

En appliquant la transformée inverse, on trouve finalement la solution y(t) :

y(t) = 2
5et − 2

5e3t cos(t) + 9
5e3t sin(t).
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Exemple 3.1.5 Cherchons la solution y(t) de l’équation différentielle suivante

y′′(t) + y(t) = sin(2t)

avec les conditions initiales :

y(0) = 2 ; y′(0) = 1.

La transformée de Laplace de sin(2t) est donnée par

L
[

sin(2t)
]
(p) = 2

p2 + 4 .

En appliquant la transformée de Laplace sur l’équation différentielle, on ob-
tient :

L
[
y′′(t)

]
+ L

[
y(t)

]
= 2

p2 + 4 ,

alors,

⇒ pL
[
y′(t)

]
− y′(0) + L

[
y(t)

]
= 2

p2 + 4

⇒ p2L
[
y(t)

]
− py(0) − y′(0) + L

[
y(t)

]
= 2

p2 + 4

⇒ p2Y (p) − 2p − 1 + Y (p) = 2
p2 + 4

⇒ Y (p)(p2 + 1) = 2p + 1 + 2
p2 + 4

⇒ Y (p) = 2p

p2 + 1 + 1
p2 + 1 + 2

(p2 + 4)(p2 + 1) .

Après la décomposition de cette expression, on obtient :

Y (p) = 2p

p2 + 1 + 1
p2 + 1 + 2

3
1

p2 + 1 − 1
3

2
p2 + 4 .

Et on applique la transformée inverse sur cette expression pour obtenir la so-
lution y(t), nous donne :

y(t) = 2L−1

 p

p2 + 1

+ L−1

 1
p2 + 1

+ 2
3L−1

 1
p2 + 1

− 1
3

 2
p2 + 4


y(t) = 2 cos(t) + sin(t) + 2

3 sin(t) − 1
3 sin(2t)

y(t) = 2 cos(t) + 5
3 sin(t) − 1

3 sin(2t).
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3.1.3 Résolution des EDO linéaire d’ordre 2 à coefficient
algébrique

Exemple 3.1.6 On cherche la solution y(t) de l’EDO à coefficient algébrique
suivante : 

3ty′′(t) + 6y′(t) + ty(t) = 0

y(0) = 1

Appliquant la transformée de Laplace sur les membres de l’égalité, et par linéa-
rité on obtient :

L
[
3ty′′(t) + 6y′(t) + ty(t)

]
(p) = 0 ⇒ 3L

[
ty′′(t)

]
+ 6L

[
y′(t)

]
+ L

[
ty(t)

]
= 0.

On a la propriété suivante :

L
[
tnf(t)

]
= (−1)n dn

dpn
F (p),

alors,

L
[
ty(t)

]
= − d

dp
Y (p) = −Y ′(p),

et,

L
[
y′(t)

]
= pY (p) − y(0),

et,

L
[
ty′′(t)

]
= − d

dp
[p2Y (p) − py(0) − y′(0)]

= −2pY (p) − p2Y ′(p) + y(0).

Donc,

⇒ −6pY (p) − 3p2Y ′(p) + 3y(0) + 6pY (p) − 6y(0) − Y ′(p) = 0
⇒ −Y ′(p)(3p2 + 1) = 3

⇒ −Y ′(p) = 3
3p2 + 1

⇒ −Y ′(p) = 1
p2 + 1

3
= 1

p2 +
(

1√
3

)2

⇒ −Y ′(p) =
√

3 1√
3

p2 +
(

1√
3

)2 .
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On applique maintenant la transformée inverse sur cette expression,

L−1
[

− Y ′(p)
]

=
√

3L−1

 1√
3

p2 +
(

1√
3

)2

.

Et on sait que

−Y ′(p) = L
[
ty(t)

]
,

alors

L−1
[

− Y ′(p)
]

= ty(t).

Donc la solution est donnée comme suit,

ty(t) =
√

3 sin
(√

3
3 t

)

⇒ y(t) =
√

3
sin

(√
3

3 t
)

t
.

3.1.4 Résolution d’EDO linéaire d’ordre 3
Exemple 3.1.7 On considère l’équation différentielle suivante :

y′′′(t) + 5y′′(t) + 6y′(t) = 0,

avec les conditions initiales suivantes :

y(0) = 3, y′(0) = −2, y′′(0) = 7.

Et on cherche la solution y(t) de cette EDO, notons Y (p) la transformée de
Laplace de la fonction y(t).

L
[
y′′′(t) + 5y′′(t) + 6y′(t)

]
(p) = 0.

Par linéarité de la transformée de Laplace, on obtient :

⇒ L
[
y′′′(t)

]
+ 5L

[
y′′(t)

]
+ 6L

[
y′(t)

]
= 0

⇒ p3Y (p) − p2y(0) − py′(0) − y′′(0) + 5p2Y (p) − 5py(0) − 5y′(0) + 6pY (p) − 6y(0) = 0
⇒ p3Y (p) + 5p2Y (p) + 6pY (p) − 3p2 + 2p − 7 − 15p − 8 = 0
⇒ Y (p)(p3 + 5p2 + 6p) = 3p2 + 13p + 15

⇒ Y (p) = 3p2 + 13p + 15
p3 + 5p2 + 6p

= 3p2 + 13p + 15
p(p + 2)(p + 3) .
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Après la décomposition de cette expression on obtient :

Y (p) = 5
2

1
p

− 1
2

1
p + 2 + 1

p + 3 ,

Finalement, on applique la transformée de Laplace inverse sur cette expression
et on obtient la solution y(t) comme suit :

y(t) = 5
2L−1

1
p

− 1
2L−1

 1
p + 2

+ L−1

 1
p + 3


y(t) = 5

2 − 1
2e−2t + e−3t.

3.1.5 Cas général : EDO linéaire d’ordre n

Considérons l’EDO linéaire d’ordre n non homogène suivante Avec les
conditions initiales données :

y(n)(t) + an−1y
(n−1)(t) + ... + a0y(t) = f(t),

y(n−1)(0), ..., y(0) données.

Rappelons que l’on a :

L
[
y(k)(t)

]
(p) = pL

[
y(k−1)(t)

]
− y(k−1)(0) = ... = pkL

[
y(t)

]
−

k−1∑
i=0

piy(k−1−i)(0).

On note : Y (p) = L
[
y(t)

]
(p) et F (p) = L

[
f(t)

]
(p)

On suppose pour des raisons de simplicité et clarté de calculs que :

y(n−1)(0) = ... = y(0) = 0.

Etape 1 : On considère la transformée de l’équationdifférentielle ; soit :

L
[
y(n)(t) + an−1y

(n−1)(t) + ... + a0y(t) − f(t)
]
(p) = 0 ∀p.

Par linéarité de l’opérateur L(.), on obtient :

(pn + an−1p
n−1 + ... + a0)Y (p) = F (p).

Soit :
Y (p) = F (p)

(pn + an−1pn−1 + ... + a0)
.

La transformée Y (p) de la solution recherchée y(t) est donc obtenue sous la
forme d’une fraction rationnelle.
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Etape 2 : On décompose cette fraction rationnelle en éléments simples de
la forme : 1

(p − z)m
, m ≥ 1, et (ap + b)

(p2 + c1p + c0)
Etape 3 : On identifie chaque élément simple comme étant l’image d’une

fonction connue. Pour cela on utilise une table d’images usuelles par transfor-
mée de Laplace.
On obtient finalement la solution de l’EDO par inversion de chacun des élé-
ments simples :

y(t) =
∑

L−1

 1
(p − z)m

(t) +
∑

L−1

 (ap + b)
(p2 − c1p + c0)

(t).

3.2 Résolution des équations différentielles frac-
tionnaires

3.2.1 Résolution des EDF au sens de Riemann-Liouville
Dans cette sous-section, nous allons explorer quelques exemples d’équations

différentielles fractionnaires simples de Riemann-Liouville.

Exemple 3.2.1 Nous voudrions résoudre l’équation différentielle fractionnaire
donnée par :

D
1
3
t y(t) = c1y(t).

où c1 est une constante. Puisque 0 ≤ p = 1
3 ≤ 1 nous allons utiliser la trans-

formée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville pour n = 1
et prendre la transformée de Laplace des deux côtés de la dernière équation. Si
nous utilisons également la linéarité de la transformée de Laplace, cela donne

L
[
D

1
3
t y(t)

]
= L

[
c1y(t)

]
= c1L

[
y(t)

]
,

p
1
3 Y (p) − D

1
3 −1
t y(0) = c1Y (p),

p
1
3 Y (p) − D

− 2
3

t y(0) = c1Y (p).

On voit que D
− 2

3
t y(0) est la valeur de D

− 2
3

t y(t) évaluée à t = 0. Si nous sup-
posons que cette valeur existe, nous pouvons définir D

− 2
3

t y(0) égal à c2 pour
obtenir

p
1
3 Y (p) − c2 = c1Y (p). (3.1)

Si nous résolvons ceci pour Y (p) nous obtenons

Y (p)(p 1
3 − c1) = c2
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alors

Y (p) = c2

p
1
3 − c1

En utilisant le tableau de transformation de Laplace des dérivés fractionnaires
avec α = β = 1

3 et a = c1, et concluons que

y(t) = L−1

 c2

p
1
3 − c1

 = c2t
1
3 −1E 1

3 , 1
3
(c1t

1
3 ) = c2t

− 2
3 E 1

3 , 1
3
(c1t

1
3 )

Exemple 3.2.2 Maintenant, nous voudrions résoudre l’équation différentielle
fractionnaire donnée par

D
19
12
t y(t) = 0. (3.2)

Puisque 1 ≤ p = 19
12 ≤ 2, nous allons utiliser la transformée de Laplace

de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville pour n = 2 et prendre la
transformée de Laplace des deux côtés. Cela donne

L
[
D

19
12
t y(t)

]
= 0

p
19
12 Y (p) − D

19
12 −1
t y(0) − pD

19
12 −2
t y(0) = 0

p
19
12 Y (p) − D

7
12
t y(0) − pD

− 5
12

t y(0) = 0.

En suivant les mêmes étapes que dans l’exemple précédent, nous supposons que
les valeurs de D

7
12 y(0) et D− 5

12 y(0) existent et nous pouvons les prendre égal
à c3, c4 respectivement pour obtenir

p
19
12 Y (p) − c3 − pc4 = 0

Maintenant nous résolvons ceci pour Y (p) nous obtenons

Y (p) = c3 + pc4

p
19
12

= c3

p
19
12

+ c4

p
7

12

alors en utilisant le tableau, on obtient la solution suivante

= L−1

 c3

p
19
12

+ L−1

 c4

p
7

12


= c3t

7
12

Γ
(

19
12

) + c4t
−5
12

Γ
(

7
12

) .
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Exemple 3.2.3 Soit l’équation différentielle fractionnaire

D
2
3
t y(t) = ay(t), (3.3)

où a est une constante réelle. On a : 0 < α = 2
3 ≤ 1, nous pouvons utiliser donc

la formule (2.13).En prenant la transformée de Laplace des deux membres de
cette équation, on obtient

L
[

0
D

2
3
t y(t)

]
= aL

[
y(t)

]
, (3.4)

ce qui nous donne

p
2
3 Y (p) − D

2
3 −1
t y(0) = aY (p). (3.5)

ceci implique

p
2
3 Y (p) − D

− 1
3

t y(0) = aY (p). (3.6)

La constante D
− 1

3
t y(0) est la valeur de D

− 1
3

t y(t) en t = 0.
Si nous supposons que cette valeur existe, et nous l’appelons c5 ; alors l’équation
(3.6) devient

p
2
3 Y (p) − c5 = aY (p). (3.7)

En résolvant cette équation pour Y (p), on arrive à

Y (p) = c5

p
2
3 − a

. (3.8)

Finalement, grâce au tableau, on trouve l’inverse de la transformée de Laplace
de Y (p), puis on conclut que

y(t) = L−1

 c5

p
2
3 − a

 = c5t
− 1

3 E 2
3 , 2

3

(
at

2
3
)
. (3.9)

On peut se demander si l’existence de D
− 1

3
t y(0) implique que sa valeur est en

fait c5 comme supposé. Nous montrerons que c’est le cas.
Encore une autre fois, en utilisant la transformée de Laplace de la dérivée
fractionnaire on remarque que

L
[
D

− 1
3

t y(t)
]

= p− 1
3 Y (p). (3.10)

Comme
Y (p) = c5

p
2
3 − a

,
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alors

L
[
D

− 1
3

t y(t)
]

= c5p
− 1

3

p
2
3 − a

.

Par conséquent

D
− 1

3
t y(t) = L−1

[
c5p

− 1
3

p
2
3 − a

]
= c5E 2

3 ,1

(
at

2
3
)
.

En t = 0, on obtient

D
− 1

3
t y(0) = c5E 2

3 ,1(0) = c5.

Exemple 3.2.4 Considérons maintenant l’équation suivante :

0D
4
3
t y(t) = 0.

Maintenant, on a : 1 < α = 4
3 ≤ 2, nous pouvons donc utiliser la formule

(2.7). En prenant la transformée de Laplace des deux côtés de cette équation,
on trouve :

L
[

0
D

4
3
t y(t)

]
= 0,

ce qui nous donne :

p
4
3 Y (p) − p0D

−(2− 4
3 )

t y(0) −0 D
−(1− 4

3 )
t y(0) = 0,

nous supposons que les constantes 0D
−(2− 4

3 )
t y(0) et 0D

−(1− 4
3 )

t y(0) existent et
appelées C1 et C2 respectivement, alors ça devient :

p
4
3 Y (p) − C1p − C2 = 0.

En résolvant par rapport à Y (p), nous obtenons

Y (p) = C1p

p
4
3

+ C2

p
4
3

= 0.

nous utilisons encore une fois le tableau, on trouve la transformée de Laplace
inverse de Y (p) et nous concluons que

y(t) = L−1
[

C1p

p
4
3

]
+ L−1

[
C2

p
4
3

]

= C1

Γ
(

4
3

)t− 2
3 + C2

Γ
(

4
3

)t
1
3 .
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Laplace

Exemple 3.2.5 Considérons le problème de Riemann-Liouville suivant :


D2y(t) + D
3
2 y(t) = 1 + t,

y(0) = y′(0) = 1.

En appliquant la transformée de Laplace on obtient :

⇒ p2Y (p) − py(0) − y′(0) + p2Y (p) − py(0) − y′(0)
p

1
2

+ Y (p) = 1
p

+ 1
p2

⇒ p2Y (p) − p − 1 + p2Y (p) − p − 1
p

1
2

+ Y (p) = 1
p

+ 1
p2

⇒ p2Y (p) − y′(0) − py(0) + p
3
2 Y (p) − p

1
2 y(0) − p− 1

2 y(0) + Y (p) = 1
p

+ 1
p2

⇒ p2Y (p) − 1 − p + p
3
2 Y (p) − p

1
2 − p− 1

2 + Y (p) = 1
p

+ 1
p2

⇒ Y (p)((p2 + p
3
2 + 1)) = 1

p
+ 1

p2 + 1 + p + p
1
2 + p− 1

2

⇒ Y (p)(p2 + p
3
2 + 1) =

1
p

+ 1
p2

(p2 + p
3
2 + 1)

⇒ Y (p) = 1
p

+ 1
p2 ,

en utilisant la transformée inverse des deux côtés, on obtient la solution

y(t) = L−1
[
Y (p)

]
= L−1

[
1
p

]
+ L−1

[
1
p2

]
⇒ y(t) = L−1

[
Y (p)

]
(t) = 1 + t.

3.2.2 Résolution des EDF au sens de Caputo

Dans cette sous-section, nous allons explorer deux exemples d’équations
différentielles fractionnaires de Caputo.

Exemple 3.2.6 Soit l’équation différentielle fractionnaire suivante :

cD
2
3
0 y(t) = cy(t)

c étant une constante réelle.
En appliquant la transformée de Laplace, on aura :

L
[
D

2
3
0 y(t)

]
= L

[
cy(t)

]
,
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on obtient,

⇒ p
2
3 Y (p) − p

2
3 −0−1y(0)(0) = cY (p)

⇒ p
2
3 Y (p) − p− 1

3 y(0) = cY (p)
⇒ Y (p)(p 2

3 − c) = p− 1
3 y(0)

⇒ Y (p) = y(0) p− 1
3

p
2
3 − c

En appliquant la transformée inverse pour trouver la solution finale

y(t) = L−1
[
y(0) p− 1

3

p
2
3 − c

]

avec (α = 2
3 , α − β = −1

3 ⇔ β = 1), d’après le tableau on obtient

y(t) = y(0)E 2
3 ,1

(
ct

2
3
)
.

Exemple 3.2.7 On considère l’équation différentielle fractionnaire suivante :

cD
4
3
0 y(t) = 0,

avec les conditions initiales suivantes :

y(0) = y′(0) = 1.

En appliquant la transformée de Laplace, on obtient

L
[c

D
4
3
0 y(t)

]
= 0,

alors,

⇒ p
4
3 Y (p) − p

4
3 −0−1y(0)(0) − p

4
3 −1−1y(1)(0) = 0

⇒ p
4
3 Y (p) − p

1
3 y(0) − p− 2

3 y′(0) = 0

⇒ Y (p) = p
1
3

p
4
3

+ p− 2
3

p
4
3

⇒ Y (p) = 1
p

+ 1
p2 .

En appliquant la transformée inverse, on aura

y(t) = L−1
[
Y (p)

]
= 1

Γ(1) + t

Γ(2) = 1 + t.



Conclusion

Dans ce mémoire, on a introduit le calcul différentiel et l’intégral d’ordre
non entier. On a étudié l’intégration au sens de Riemann-Liouville ainsi que la
dérivation au sens de Riemann-Liouville et de Caputo.
On a appliqué la transformée de Laplace à la résolution de certaines équations
différentielles ordinaire avec différent ordre.
On a utilisé la technique de la transformée de Laplace pour l’intégrale et la
dérivée fractionnaire pour résoudre des équations différentielles d’ordre frac-
tionnaire.
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Résumé 

    Ce mémoire est dédié à la résolution de quelques équations différentielles ordinaires d'ordres 

différents et des équations différentielles d'ordre fractionnaire. Nous allons donner quelques notions 

fondamentales utilisées dans la dérivation fractionnaire telles que la fonction Gamma d'Euler, la 

fonction Bêta et la fonction de Mittag-Leffler avec des exemples et quelques propriétés. Aussi nous 

allons donner les définitions des intégrales et des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville 

et de Caputo et le lien entre ces dérivées avec quelques exemples et quelques propriétés. Aussi nous 

présentons la définition de la transformée de Laplace avec ses propriétés et la transformée de Laplace 

des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. La solution des équations 

différentielles ordinaires et fractionnaires se trouve par la transformée de Laplace en utilisant ses 

propriétés. 

Mots-clés: Calcul fractionnaire, dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, dérivée 

fractionnaire au sens de Caputo, équations différentielles fractionnaires, transformée de Laplace.  

Abstract 

    This work is dedicated to the resolution of some differential equations of fractional order. We will 

give some basic notions used in fractional derivative such as Gamma function, Beta function and 

Mittag-Leffler function with examples and some properties. Also, we will present the definitions of 

fractional derivatives for Riemann-Liouville type and for Caputo type and the links between these 

derivatives with examples and some properties. Also, we will present the definition of Laplace 

transform and its properties and the Laplace transform of fractional derivatives for Riemann-Liouville 

type and Caputo type. The solution of differential equations and fractional equations is found by 

Laplace transform using its properties.  

Keywords: Fractional calculus, fractional derivative for Riemann-Liouville type, fractional 

derivative for Caputo type, differential fractional, Laplace transform.   

 ملخص

المذكرة مخصصة للحل لبعض المعادلات التفاضلية برتبة كسرية. نقدم بعض المفاهيم الاساسية المستخدمة في التكاملات  هذه    

ية لنوع لفلر. ايضا نقدم تعريف التكاملات والمشتقات ذات رتب كسر-ودالة ميتاج ،الدالة بيتا ،والمشتقات الكسرية مثل الدالة جاما

العلاقة بينهم. سنقدم ايضا تعريف محولة لابلاس وخصائصها ومحولة لابلاس للمشتقات ذات رتب  لوفيل ونوع كابيتو وكذا-ريمان

 لوفيل ونوع كابيتو. نجد حل المعادلات باستعمال محولة لابلاس وخصائصها.-لنوع ريمان كسرية

المعادلات التفاضلية لوفيل، مشتق كسري لنوع كابيتو، -الحساب الكسري، مشتق كسري لنوع ريمان الكلمات المفتاحية:

  الكسرية، محولة لابلاس.


