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Notations générales

Espaces de Banach sur le corps des nombres complexes C,
Espaces de Hilbert

Ensemble des opérateurs linéaires bornées définie de X dans X,
Espace dual de X,

Produit scalaire dans la dualité X', X,

Espaces de Sobolev,

Domaine de I'opérateur A,

Ensemble résolvant de 'opérateur A,

Spectre de I'opérateur A,

Résolvante de 'opérateur A,

Rayon spectrale de T'(t),

Gradient de u,

laplacien de w.



Introduction

La théorie des semi-groupes fortement continus des opérateurs linéaires bornés sur les
espaces de Banach est devenue un outil indispensable dans un grand nombres des études de
I’analyse mathématique.

En général, les semi-groupes peuvent étre utilisés pour résoudre un grand nombre de problemes
appelés équations d’évolution. L’utilisation de cet outil a connu une langue histoire en com-
mencant par les travaux de Feller, Hille et Yosida.

Un semi-groupe a un parametre d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach X est une
famille d’opérateurs linéaires bornés T : [0, oo) — B(X) vérifiant T'(t+s) = T(t)T'(s),Vt,s > 0
et T(0) = 1.

Cette nomination est d’origine algébrique. En effet, en algebre abstraite, un semi-groupe est
un ensemble muni d’une loi de composition interne associative, ce qui est bien le cas avec la
famille {T'(t) };>0 muni de la composition.

Toutes les fonctions complexes continues non nulles vérifiant : f(t 4+ s) = f(¢)f(s), Vt,s >0
sont de la forme f(t) = e™ et le fait que f est complétement déterminée par le nombre a = f’(0)
motive I'association d’un opérateur linéaire A : D(A) — X au semi-groupe {7'(¢) };>0 défini

par :
T(t)r —x

t—0t t

Az = Vz € D(A)

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe {7T'(¢)}:>0

Dans cette esprit le mémoire est divisé en trois chapitres :

e Le premier chapitre est consacré a la théorie des semi-groupes des opérateurs linéaires en
particulier les Cy-semi-groupes, tel que : théoreme de Hille-Yosida et Lumer-Phillips. Cette
partie rassemble aussi les définitions et les propriétés que nous utilisons dans ce mémoire.

e Dans le deuxieme chapitre nous présentons le probleme de Cauchy abstrait homogene et

non homogene, et quelque application
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e Dans le troisieme chapitre nous présentons quelques définitions et théoremes du stabilité
exponentielle d'un semi-groupe fortement continu, et une application sur la stabilité d’un

Cp-semi-groupe.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons exposer I’ensemble de toute les notions de base utilisées dans

notre travaille,a savoir les définitions importantes et les théoréeme fondamentaux.

1.1 Les espaces

Définition 1.1.1. (Espace de Banach) On dit qu’un espace normé (X,||.||) est de Banach
si pour toute suite de Cauchy dans X est converge, cela veut dire que X est complet comme un

espace métrique de la distance associée comme norme.
Remarque 1.1.1. Les espaces (R, |.|), (C, |.]) et (C ([a, b], R), ||.||s) sont de Banach.

Définition 1.1.2. (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni

d’un produit scalaire (u,v) et qui est complet pour la norme (u,u>2.

Définition 1.1.3. (Espace Dual) Soit X un espace vectoriel sur un corps K. On appelle

espace dual de X, et on le note X*, l’ensemble des formes linéaires sur X.
Définition 1.1.4. (Espace de Sobolev H'(Q))) L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par

HY(Q) = {u € L*(Q) tel que Vi € [1,n], gs € LQ(Q)}.

Théoréme 1.1.1. H'(Q) est un espace vectoriel muni de produit scalaire

(u,v) g1y = /

[ u(@)o(e)ds + /Q Vu(z).Vo(z)de,

et de la norme
1
2

sy = ( [ (fu(e) + [Vu()P)dz) "
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'espace de Sobolev H(SY) est un espace de Hilbert.

Définition 1.1.5. (Espace de Sobolev H}())) On défini HL(QY) comme la fermeture de
D(Q) dans HY(QY). Autrement dit,

HY(Q) = {u € H(Q); 3¢, € D(Q) telque ¢, — u dans H'(Q)}.

Proposition 1.1.1. (Inégalité de Poincaré) Soit 2 un ouvert borné de R™. Alors il existe

une constante Cq telle que
Vu € Hy(Q), [[ull 2 < CallVul| 2.

Définition 1.1.6. (Formule de Green) Siu,v € H*(Q)), on a la Formule de Green :

/QU(:I:)Au(x) :/ auv(x)d;v—/QVu(m).Vv(x)da:.

aQ On
ou
on(x)

n(zx) est le vecteur unitaire normal a 0 au point x.

= Vu(z).n(x),

1.2 Les opérateurs

Soient F et F' deux espaces de Banach.

Définition 1.2.1. (Opérateur linéaire) Un opérateur linéaire de E dans F est une appli-
cation linéaire A définie d’un sous espace vectoriel D(A) C E et a valeurs dans F, pour tout
x,y € D(A) et pour tout A € C on a :

e Alx +y) = Az + Ay

o A(A\z) = Nz
Définition 1.2.2. On dit que l'opérateur linéaire A est borné s’il existe M < 0,pour tout x
dans Uespace E qui vérifié :

| Az[[p < M||2||5
Définition 1.2.3. (Opérateur fermé) Un opérateur linéaire A : D(A) C E — F est dit

fermé si et si seulement si pour tout suite (x,), d’éléments de D(A) telle que :

T, T x € D(A)
—

Ax, —vy Ar =y
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Définition 1.2.4. (Densité) On dit que A est a domaine dense (ou densément défini) si
D(A)=E.
i.e  sipour tout x € E | il existe une suite (x,)n>0 d’éléments de D(A) telle que :

r= lim x,.
n——+o00

Théoréme 1.2.1. (Banach -Steinhaus) Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit (T;);er
une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires continus de E dans F. On
suppose que :

sup ||Tiz|| < o0, Vx € E.
iel

Alors

sup ||T|| < oo.
el

1.3 Quelques propriétés spectrales

Définition 1.3.1. Soit A un opérateur, l’ensemble résolvant p(A) est l’ensemble des \ € C tel

que NI — A est inversible.

Définition 1.3.2. Soit A un opérateur, le spectre o(A) est le complément de l’ensemble

résolvant, i.e.

g(A) ={X € C,\ — A est non inversible} .

Définition 1.3.3. On appelle résolvante de A application
R\ A) = (M — AL

Proposition 1.3.1. Pour un opérateur borné A sur un espace de Banach X le spectre o(A)

est toujours compact et non vide, d’ott son rayon spectral
r(A) :==sup{|A|: A € 0(A)},

est finie et satisfait r(A) < ||A]|.
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Définition 1.3.4. Soit A: D(A) C X — X un opérateur fermé. Alors
S(A) :=sup{Rel: A€ d(A)}

est appelée la borne spectrale de A. La borne spectrale S(A) est toujours dominé par la borne

de croissance
wo = inf {w € R il eviste M, > 1 tel que | T(t)|| > M,e*" Vt > 0}.

Définition 1.3.5. Pour la borne spectrale S(A)de générateur A et pour la borne de croissance

wo du semi-groupe {T'(t) }+>0, on a

1
—00 < 5(4) < wp = inf -~ log [ T(1)]

Pour chaque ty > 0. En particulier, le rayon spectrale de 'opérateur de semi-groupe {T'(t)}+>0

est donné par

r(T(t)) = e*" vt > 0.



Chapitre 2

Semi-groupe de classe (|

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques définitions, des propositions concernant les
Cy-semi-groupes et théoremes fondamentales, le théoreme de Hille-Yosida, le théoreme de

Lumer-Phillips et le théoreme de Lax-milgram que nous utilisons dans les chapitres suivants.

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.1.1. On appelle Cy-semi-groupe (ou semi- groupe fortement continu)
d’opérateurs linéaires bornés sur X une famille {T(t)}1=0 C B(X) vérifiant les propriétés

sutvantes :
1. T(0) = I(ou I est l'opérateur identité de X );
2.Tt+s)=T@)T(s) Vt,s 20;

3. VreX, R 5t T(t)z € X est continue au point 0.

Remarque 2.1.1. Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés {7(t) };>o est dit
uniformément continu si :

lim ||T(t) — I|| = 0.
Jim [[7(8) = 1] =0

Définition 2.1.2. L’opérateur linéaire A définit par :

D(A) = {:c € X: tlin8+ T(t)r = existe dans X} (2.1)
et
_ +
Ap = lim LT TGz pa (2.2)
t—0F t dt 0
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est appelé le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i=0 et D(A) est appelé le

domaine de A.

Remarque 2.1.2. Si {T'(t) };>¢ est un semi-groupe uniformément continu, alors :
lim [ 7(s) — ()] = 0.
Exemple 2.1.1. Soit :
C={f:(0,00)) — R | f est uniformément continue et bornée}.

avec la norme || f|lc = sup,ejo o) |.f ()], V'espace C devient un espace de Banach.
Définissons :

(T f))=ft+a), VYt>0 et ac|0,00)

o {T'(t)}+>0 est un Cy-semi-groupe sur X appelé Cy-semi-groupe de translations a droite.

Son générateur infinitésimal est donné par :

DA)c{fecC | feC}

et
Af=f', VfeD(A).

o Le Cy-semi-groupe {T'(t)}+>0 n’est pas uniformément continu sur X puisque A est non

borné.

Théoreme 2.1.1. Soit {T(t) }1>0 un Cy-semi-groupe sur X, alors il existe deux constantes
w=>0et M >1 tels que :
IT@)] < Me*, vt >0.

Preuve. La démonstration se fait en deux étapes :

. Etape 01 :
Montrons d’abord :

Ja>0, IM>1 telsque ||T| = sup |T(t)|| <M, Vte]|0,al

t€[0,a]
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En effet :

On raisonne par absurde, supposons :
Ja>0,3M>1, 3t€]0,a] tel que [|T(t)]| > M.
En particulier pour :

1 1
a=— et M =n(neN), ilexiste t, €[0,—] tel que [|[T(¢,)] > n.
n n

Donc la suite (7'(t,)),,cn+ €St non bornée pour n assez grand, il vient alors du théoreme

de Banach-Steinhaus, qu'il existe xp € X tel que (T'(t,)o), oy~ s0it non bornée, donc

(T'(tn)0),,cn+ ne converge plus, ce qui contredit le fait que : lirrol+ Ttx=z, VrelX.
t—

Ainsi || T(t)]] < M, Vte[0,a]. Comme T'(0) = I alors, M > 1.

o Etape 02 :
Soit M >1 telsque [|[T(#)|| <M, V 0<t<a.
log M
On pose w = =l
a

Soit Vit>0 et soient ¢ € N* et r telsque t=qa—+r, avec 0 <r < a.

Par la propriété des semi-groupes on a :

1T = 1T (ga + )l

— |77 (ay
< 7T a)
< MM?

T

< MMi %

Définition 2.1.3. Soit {T'(t)}i>0 un Cy-semi-groupe sur X.

1. On dira qu’il est uniformément bornée sur X s’il existe M > 1 telle que :

IT(t)] <M, vt=0.
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2. On dira qu’il est un Cy-semi-groupe de contraction si :

1Tt <1, Vt>o0.

Proposition 2.1.1. Soit {7(t)}+>o un Cy-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.

Siz € D(A), alors T'(t)x € D(A) et on a I'égalité :

T(t)Ax = AT (t)z, Vt > 0.

Preuve. Soit € D(A). Alors pour tout ¢t > 0, on a :

T —
T(t)Ax =T(t) lim (h)z =z
h—07F h
o Tz = T(t)a
h—0t h

Donc T'(t)x € D(A) et on a T'(t)Ax = AT (t)z, YVt > 0.

Théoréme 2.1.2. Soit {T(t)}i>0 un Co-semi-groupe. Alors pour tout x € X, l'application

[0,400) 5t +—— T(t)x € X est continue sur [0, +00).

Preuve. Pour montrer que 7T'(.)z est continue sur [0,00), il suffit de montrer que T'(.)z est

continue au point tg, Vtg > 0 c-a-d :

lim T'(t)x = T(to)z.

t—to

En effet :
Cas 01 : Pour t > tg

|T(t)x — T(to)x| = [|T(t — to + to)x — T(to)x||
= ||T(t — to)T (to)r — T(to)z|
< [T T(t — to)x — x|

< Me“™ | T(t — to)a — z]| — 0
t—td
Donc :

lim T'(t)x = T(to)z.

+
t—t]
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Cas 02 : Pour t <tgona:

IT(#)z = T(to)x|| = [T(t)x = T(to —t + )z
= 1Tz = T(to — )T (t)x||
= 1T@)(x = T(to - t)z)]

<[ TOI Nz = T(to — t)x|

< Me“ ||lw—T(ty —t)z| — 0

t—ty

Donc : lim T'(t)x = T(to)x
t—ty
D’ou : lim T(t)z = lim T(t)z =T (to)x
t—td t—ty
Alors :

lim T'(t)x = T(to)z.

t—to

Lemme 2.1.1. Soit {T'(¢) }4>0 un Cp-semi-groupe sur X. Alors, on a :

t+h
limh/ (s)r ds =T (t)x, Ve e X, t>0.

h—0

Preuve. Montrer que

1 tt+h
lim — T(s)x ds =T(t)x.
t

h—0

Revient a montrer que

t+h
limh/ (s)z ds —T(t)xr = 0.

h—0

En effet,
Soit x € X et h > 0,

H;L / () ds — (1)

(T'(s)xr —T(t)x) ds

H 1 rtth

1 ytt+h
< E/ IT(s)x —T(t)x| ds
¢

1 t+h
< 3 s (s~ 70el ([ as)
h s€[t,t+h] t
1
< —h sup |[T(s)x —T(t)z||
h s€[t,t+h]

= sup ||T(s)x—T(t)x|| — 0
S ITG)e =Tl

Par la continuité de 'application [0, +00) 3t — T'(t)x € X.
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Théoréme 2.1.3. Soit {T(t)}i>0 un Cy-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.

Alors :

i. Pour tout x € D(A),T(t)x € D(A) on a :
d
%T(t)x = AT (t)x =T(t)Ax (2.3)
ii. Pour tout t >0 et tout v € X, [ T(s)x ds € D(A) et on a :
¢
A/ T(s)x ds =T(t)xr —x (2.4)
0
ii. On ax € D(A) et Ax =y si et seulement s,
¢
Tt)x —x = / T(s)yds, t>0 (2.5)
0
w. Pour tout x € D(A) on a :

Tt)r —T(s)x = /St T(1)Az dr = /St AT(7)x dr (2.6)

Preuve. i Soient 2 € D(A), t > 0et h > 0. Alors :

Tt+hz-Tt)z T(t) Az|| = T)Th)r —Tt)x T(t) Az
h h
T(h)x —x
< | " - e
< yet| TRz =2 N
h
Par conséquent :
lim T(t+h)x—T(t)x _ T(t)Ar,
h—0t h
D’ou :
d+
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Sit—h >0, alors on a :

T(t—h)z—T T(t—h)z—T(t—

H (t h)_xh (t)x () Ax| = H (t—h)z _h(t h+ h)z (= b+ h)As
:HT@—Mx—Z?—MHMx_Ta_mTwmm
< -l |2 rpaa
SAhWhJTmf_I—Tmmx
< Meot=h) Tg%f_x—n&v+Ax—7XMAx
< Aﬂf@40<”T“Ef_$-Ax +HAx——TUQAﬂO.

Par suite :
lim T(t—h)x—T(t)x () A,
h—0~ —h
ie. :
-

ET@)'% =T(t)Azx, Yt > 0.

Alors 'application considérée dans I’énoncé est dérivable sur [0, +00),Vz € D(A).

De plus, on a I'égalité :

ZT(t)x =T(t)Ax = AT (t)x, ¥Vt >0.

ii. Soient x € X et h > 0. Alors :

(ﬂg_ﬁAHup@:2é%mﬁ@x$—iﬂT@x%

1t 1t
— [ T(h+s)z ds——/T(s)x ds
h Jo h Jo

On pose u = h + s alors du = ds. Il s’ensuit que :

u=~nh sis=20
u=t+h sis=t
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iii.

Donc on a :
T(h) -1\ [t t+h 1 gt
( - )/OT()xds h/ )xdu—E/OT(s)mds
t+h p 1 rh p g
h/ w)x du — E/o u)x u——/ u)x du
t+h ; 1 hT ;
h/ w)r du — E/o (w)z du

Par passage a limite pour h — 0 et d’apres le lemme [2.1.1] on obtient :
A/ s)xds=T(t)x —z, Yt >0

et :
/ "T(s)e ds € D(A)

—)sixz € D(A) et Az =y, alors on a :

Par intégration sur [0,1] :

= T(s)aly
=Tt)r —T(0)x
=T(t)x—=z

<) Soient z,y € X tel que :
x—x—/ s)y ds, Yt > 0.

Alors pour t > 0, on a :

T(t)r — 1t
Tz -z = 7/ T(s)y ds, Yt >0.
t t Jo
d’ou : - -
lim Tz -z =lim - [ T(s)y ds, Vt>D0.
h—0 t h=0t Jo

et d’apres le lemme [2.1.1jon a :
Az =T(0)y =y, Yt >0.

Finalement on voit que = € D(A) et Az = y.
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iv. Soit z € D(A)

/tT(T)Ax dr = /t AT(7)z dr
td

=)ot

=T(t)xr —T(s)z

(T)x dr

Théoreme 2.1.4. Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

uniformément continu sur X si, et seulement si A est un opérateur linéaire borné sur X.

Preuve. <) Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Posons pour tout ¢ > 0,

+oo tnAn
Tt) == :
= nl

Cette série, ainsi définie, converge en norme et définit un opérateur linéaire borné 7'(t) pour
tout t > 0.
Montrons que T'(t) est un semi-groupe :

Il est claire que T'(0) = I, et par un calcul simple, on a pour tout t,s > 0,
T(t+5) = A = eAeds — T(H)T(s).

Montrer que T'(t) est uniformément continu sur X ; par ailleurs, pour tout ¢ > 0 on a :

+o00 tnAn
IT(t) — 1l = | 3 =~ - IH
n=0 :
+o00 tnAn
B 7;1 n!
= n!
=l —1 — 0
t—0t

D’ou :
Jim [|T°(¢) — 1] =0,
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D’autre part, pour tout £ > 0 on a :

At _

t
et — T —tA
—
+00 A"

P>
1R |A||

<= Zt”

= 1 (etllAll tHAH)

e

o

I
=

1

n!

t0+

Donc :
T(t) —1
lim ®)

t—0+ t

= A.

Ainsi, {T'(t) }+>0 est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés sur X
de générateur infinitésimal A.
=) Soit {T'(t) }+>0 un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés sur X
de générateur infinitésimal A.
L’application :
T(): R — B(X)
t — T(t)

t
est continue, donc / T(s)ds € B(X), Vt>D0.
0

D’apres le lemme [2.1.1] on a :

lim — / T(0)=1.
t—0t ¢t

Il existe alors p > 0 tel que :
1 rr
H/ T(s)ds—1I| <1,

pJo

1 fp p
ce qui implique que — / T'(s) ds est inversible, et donc / T(s) ds est aussi inversible.
pJo 0

(T(h;—l> (/OPT(S) ds> :;l/pT(h)T 3_7/

h/ h—l—s)ds—}lL/O T(s) ds
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On pose u = h + s alors du = ds. 1l s’ensuit que :

u=nh sis=0
u=h+p sis=p

Donc on a :

o
Donc, puisque / T(s) ds est inversible on a :
0

T(hz—[ _ (;/pp%:ﬁ(s) ds—}ll/ohT(s) ds> (/OpT(S) ds)l.

Compte tenu du lemme [2.1.1] on obtient :

lim L =L - ( /0 "T(s) ds)l .

h—0t h

Ainsi, le générateur infinitésimal du semi-groupe {7'(t)};+>¢ est I'opérateur linéaire borné

o -1
A=(T(p) =T ( ['76s) ds) .

0
Corollaire 2.1.1. Soit {T'(t) }4>0 un Cy-semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Alors :
i. D(A) =X,

7. A est un opérateur fermé.

Preuve. i. Soient x € X et t, > 0, n € N, tel que nhjgl() t, = 0, alors pour :
t/ s)x ds € D(A), Yn €N
on a :
1 [tn

lim z, = lim — [ T(s)x ds

n—00 n—00 tn 0
=T(0)x
=uz.

Par conséquent : D(A) = X.
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ii. Soit (2n),en C D(A) tel que nh_}r{)lo T, =1z et nh_)rrolo Az, = y. Alors par ([2.6) du théoreme
213 ona:

t
Tt)x, —T(s)x, = / T(1)Az, dr, VneN, Vit .s>0.
Pour s=0 ona:
t
T(t)2n — T(0)z = T({)2n — 0 = / T(r)Az, dr, ¥n € N.
0

D’ou :
t

lim T(t)x, — x, = lim [ T(r)Az, dr, Vn € N.

n—o0 n—oo 0

Alors on a :
Pourt >0on a:

Finalement, on voit que :

] T(t):z:—xi' 1 rt B B
lﬁ%f—lﬁ%; ; T(T)y dr = Az =T(0)y = v.

D'ou: z € D(A) et Az =y, par suite il résulte que A est un opérateur fermé.

Théoréme 2.1.5. (l'unicité de l’engendrement)[]] Soient deuz Cy-semi-groupes {T'(t)}t>0

et {S(t)}i>0 ayant pour générateur infinitésimal le méme opérateur A. Alors :

Preuve. Soient ¢t > 0 et z € D(A) .

On définit 'application :

0,t] 2 s+— U(s) =T(t — s)S(s)xr € D(A)
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D’apres ([2.3) du théoréme [2.1.3 U est dérivable. Alors :

iU(s)az: = —CZT(t —s5)S(s)x+T(t — s);iS(s)a:

= —AT(t — 5)S(s)x + T(t — s)AS(s)z
= —T(t — s)AS(s)x + T(t — s)AS(s)x
=)

Par intégration sur [0,¢] on a :

/Ot jSU(s)a; ds =0 = U(t)z — U(0)z =0

= U(t)r =U(0)x, Vz € D(A)

D’ou :

Alors :
T(t)x=S(t)xr, x € D(A)ett>0.

puisque D(A) = X, on obtient que :

T(t)=S(t), Vee X et t>0.

2.2 Transformé de Laplace d’un Cj-semi-groupe

Dans la suite, pour w > 0 nous désignerons par :
A, ={X € C/ReX > w}.
Soit A € A, et {T'(t)}+>0 € SG(M,w). Nous avons :

|7 < Me, vt > 0.

et on voit que :

leT(®)z]) < e T @le]l < Me A z], Vo e X
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Définissons 'application :

Par :
R\ = / T e NT () dt.

0
Il est clair que R(\) est un opérateur linéaire. De plus, on a :
IR(\)al| < / le T (t)a|dt

<7 X
<l , Vrex,

D’ou il résulte que R(\) est un opérateur linéaire borné.
Définition 2.2.1. L’opérateur :
RO\ = / eNT(H)z di
0

s’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T(t)}1>0 € SG(M,w).

Théoréme 2.2.1. Soit T : [0,00) — B(X) une application fortement continue pour

la-quelle il existe M > 1 et w > 0 tel que :
IT(t)|| < Me**, ¥Vt >0.

Alors Uapplication :
R: A, — B(X)
R\ — / T e Nz dt
0

est une pseudo-résolvante si et seulement si on a :

T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s>0.
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Preuve. Soit A\, € A,, tel que A # u. Alors on a :

—_

1
)\R(A) - ﬁR(ﬂ)

ow—

/ —(n— ”\)TR )dT—/OOo e_(“_’\)TR(u)dT

| e [Terrydrar — [T e [T e rirar

/ /OOO ~=NT AT (g drdr—/ / ~W=NT =P () drdr

| e e ydrdr - [ [T etV e T drdr
/ /ooe (=T g=Arp (g drdr—/ / ~ =N e AT () drr
/ /Ooo —(n=N7 e T (r deT—/ / ~=Nv e~ AT (r)dr

/ </0 e (= ATCZT—F/ =T /T (“_’\)Td7> Q_MT(T)CZT
/ / =N g N (r)dr

/ /0 e~ BTN (1) drdr

/0 /ooe (u=2)7 e T (r)drdr
/OOO —(p= ’\)T/ _’\TT( YdrdT
/OOO / A= (r)drdr
= /0 e_‘”/o e MT(t + 7)dtdT
= /OOO /OOO e Me ST (t + s)dtds.

R(A) = R(p) _
= A

Il
8

o

I | I
o o
8 g 8

o
o

Il I I I
o o o
8 8 8 8
o

=)
8

D’autre part, il est clair que

ROVR(p) = / °° / T MBS (DT () dtds,
o Jo
et par conséquent :

R(A,iif() / / e [T(t + 5) — T()T(s)]dtds.

D’ou on déduit facilement les affirmations de ’énoncé.

Théoréme 2.2.2. Soit A: D(A) C X — X est le générateur infinitésimal d’une famille

fortement continue {T(t)}i>0 C B(X) pour laquelle il existe M > 1 et w > 0 tel que :

IT(t)|| < Me“*, ¥t > 0.
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Alors pour tout N € A, C p(A) etVz € X on a :
RNz = R(\; A)x.
Preuve. Pour montrer que
R(\) = R\ A) = (M — A)7!
On doit montrer que
R(A)(M — A) = Idpay et (M —A)R(X\) = Idx.

Montrons que R(A)x € D(A).
Soit x € X et h > 0,

T(h)R(A)Z — RNz _ ]11 ( /OOO NI (t)z di — /0°° e MT (1) dt)

_ ]11 (/OOO eNT(h+ 1) dt— [ N (t)a dt>

0
1 oo 1 foo
= 7/ e MT(h+t)x dt — f/ e MT(t)x dt
h Jo h Jo

On pose s = h +t alors ds = dt. Il s’ensuit que :
s=h sit=0
§=00 sit=o00

T(h)R(A)l'— / (s— h)T SE ds — 7/ )\tT .ﬂC dt
h h

Donc :

1
— —As - )\t
= h /h e T(s)x ds h/o e MT(t)x dt

Ah

) h 1 oo
. (/ e MT(s)x ds — / e MT(s)x ds) — —/ e MT(t)x dt
h \Jo 0 h Jo
A1 oo DY
= ¢ / e MT(t)x dt — e—/ e MT(t)z dt.
h 0 hJo

Par passage a limite, on obtient :

L TRz = RNz
h—0t h

= AR(\)z — x.
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Il résulte que R(N\)z € D(A) et :
ARN)x = AR(N)x —x = (M — A)R(\) = Idx. (2.7)
Soit x € D(A),

—+o00
RO\ Az = / e (8) Aadt
0

+oo
= e MAT(t)xdt
0

—+00
= A e M (t)wdt
0

= AR(\)z.

En utilisant (2.7), on a :

RMNAz = AR(AN)x — 2 = AR(\)x — R\ Az ==
= RN —A)x ==z
— R()\)()\I — A) = IdD(A) (28)

Alors il s’ensuit de (2.7]) et de (2.8) que R(A\) = R(\; A)

Remarque 2.2.1. Soit {T'(t)};+>o un Cy-semi-groupe. et A son générateur infinitésimal.
Alors nous avons :

{Ae C\ ReX >w} C p(A).

Théoréme 2.2.3. Soit {T(t)}i>0 un Co-semi-groupe et A son générateur infinitésimal.

Pour tout A € Ay, on a :

M
RMNA)" < v V N*.

Preuve. Soit {T'(t)},5, un Cp-semi-groupe. Alors :

|7 < Me, ¥t >0,

Compte tenu du théoreme , siA €A, onavons \ € p(A), et :
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R(\, A)zr = RO\)z = / T e NT()e dt, V€ X,
0

De plus :

Il est clair que :

iR(/\,A)x = —/Oo te Tz dt , YreX.
dA 0

Et par récurrence on peut montrer que :

d" o
T RO A = (—1)”/ e Mz dt , Ve X etne N
n 0

D’autre part, on a :

dXmR@,A) = (—1)"nIR(\, A", Ve N* et A € p(A).

Par suite, on a :
(—1)"lR(A, A)*Ha = (—1)" / T e NT(t)e di, Vi € X, Vn € N,
0

D’ou il résulte que :

1

ROVAs = 5,

/ t" e MT(t)x dt, Vx € X, Vn € N*.
0



2.3 Théoréme de Hille-Yosida 23

De plus :
n 1 n—1 —)\t
1RO\, A)z|| < i/ ¢ T(t)a| dt
(n—1)
M
S 7/ tn_le_(REA_w)tHLEH dt
(n—1)!Jo
M(n—1) 2,-
< tn (RGA o.) dt
~ (n—1)N(ReX —w) / Nl
M

— tn72 —(ReA—w)t dt
(n —2)/(ReX —w) /0 ‘ Il

M oo
—(ReA—w)t
= 0!(ReX —w)n! /0 ¢ Il dt
M 1

< .
- (Re)\ w)" 1 (ReA — w) =l

7(R€A oy 1l

Par conséquent :

M
AMNAY L "
IROVAY| € s WneN

2.3 Théoréme de Hille-Yosida

Dans ce paragraphe, nous présentons 1'un des résultats les plus importants concernant les
Co-semi-groupes. Il s’agit du théoreme de Hille-Yosida qui permet de caractériser les opérateurs

qui sont générateurs de Cyp-semi-groupes.

Théoréme 2.3.1. (Hille-Yosida)[1] Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur

infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction {T'(t)}1>0 sur X si et seulement si :
1. D(A) = X et A un opérateur fermé,

2. L’ensemble de A résolvante, p(A) contient R} et pour chaque A >0 on a :

IR, A <

> =

2.3.1 Preuve du théoréme (Condition nécessaire)

1. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe et d’apres le corollaire [2.1.1}

A est fermé et D(A) = X par conséquent (1) est prouvée.
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+o0
2. Maintenant, pour A > 0, définie R(\) = / e MT(t)dt.
0
L’intégrale est bien définie puisque ||T(t)]| <1

IR =1 [ e
</ e MT ()| dt
< [ e i) ae

—)\t +o00o
A 0
1
A

alors [|[R(N)]| < Il s’ensuit que R(\) € B(X, X).

> =

Pour prouver que les conditions (1) et (2) du théoréme sont suffisantes pour que A soit un
générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe de contraction, nous aurons besoins de certains

lemmes.

Lemme 2.3.1. Soit A satisfaisant (1) et (2) du théoréme et RO\A) = (M — A)7!
alors :

lim AR\, A)z =z, Vo € X.

A——+o00

Preuve. Soit € D(A) alors pour tout A > 0 :

RN AN —A)x =2 = AR(\,A)z — R(\,A)Az =z
— AR\, A)z —z = R(\, A)Ax

Puis :

AR, A)z — || = | R(X, A)Ax||
< [[R(A, A) [} Az|

1
< X||Ax|| — 0 quand N\ — +00

Mais D(A) est dense dans X et |[AR(A; A)z|| < 1. Donc AR(\; A)x — = quand A — 400

pour chaque x € X.
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Définition 2.3.1. On définit pour A > 0, [approzimation de Yosida de A par :
Ay = MR\ A) = NR(\ A) — M (2.9)

Lemme 2.3.2. Soit A satisfaisant auz conditions (1) et (2) du théoréme si Ay est

lapproximation de Yosida de A alors :

lim Ayz = Az, Vo € D(A).

A—+00

Preuve. Soit z € D(A), alors :
Az = MAR(X\; A)x = AR(\; A) Az

puisque la résolvante et I'opérateur A commutent.
Quand A\ — +oo le coté droit de ’égalité précédente converge vers Ax par le lemme [2.3.1]

Ceci complete la preuve.

Lemme 2.3.3. Soit A satisfaisant auzx conditions (1) et (2) du théoréme st Ay est
lapproximation de Yosida de A, alors A, générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de

contraction €. De plus, Vx € X, \,;u >0 ona :
e a — eMrz|| < t|Aye — Auz|, VE > 0.

Preuve. D’apres I'équation (2.3, il est claire que Ay est un opérateur linéaire borné, il est
donc le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe e/ d’opérateurs linéaires bornés.
On affirme que :

e <1, vt > 0.

En effet :

etA* _ eAQR(A,A)t—AtIdX

2 _
— PNPR(NA) —Atldx

En prenant la norme, on a :

||etA)‘|| _ e—)\t||6)\2tR(>\,A)” < e—At€A2t||R(>\,A)|| <1
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Et donc e est un Cy-semi-groupe de contraction. il est clair & partir de la définition que e*4*, et4x

et Ay, A, commutent entre eux,
1
ety — etAuy — / i [etsA,\et(l—s)Au} x ds.
0o ds
D’autre part :

el etsAA 6t(l—s)AH} _ tA)\etSA)‘et(l_s)A” . tA'uet(l_S)A“etSA)‘

ds

— t(A)\ o Au>6tSA)‘€t(1_S)A“.
Il s’ensuit que :

1
et — el < [ [(Ave — )t et |
1
< tlAva = Ayal] [ [le e as
1
gtHAA:v—Aua:H/O ds

<t||Ayx — A x|

2.3.2 Preuve du théoréme (Condition suffisante)

Soit € D(A) alors :

HetAAx — Mg

‘ <tlAyr — Auz|| <t||Axx — Az|| + t||Ax — A,z T 0 (2.10)
HH— 00
On affirme que pour tout z € X, on a :

lim ez = T(t)x, Vt>0 (2.11)

A——+00

En effet :
: s : tA -
Soit x € D(A), d’apres ([2.10)), et le lemme [2.3.2[ on obtient que (e A$>A>o est une suite de

Cauchy pour tout z € D(A).

Comme on a D(A) = X, on peut alors écrire :

Vo e X, Ve >0, Jx, € D(A) tel que ||z, — z|| <e.



2.3 Théoréme de Hille-Yosida 27

On a:

H oAy _ ptAu g Ay, T, + otAn T, — ot Au g

’ _ HetAAx . etAAa:n + etA*a:n _ et

< HetAAa: — etA*a:nH + HetA*mn — etA”an + HetA”xn — ety

< HemA |lzn — || + HetAAxn — etA“a:nH + Hem” |x, — x|
< 2|z, — x| + HetAA:L'n — etA“:an — 0
A, 4—00
C’est a dire, soit z € X
Ve >0, 36 >0, VA, u > 0, tel que HetA*a: — etA“a:‘ <e.

Alors, (etA*x)bO est une suite de Cauchy, Vo € X. D’autre part [e!|| <1, Vt > 0. Donc,

lim e =T(t)r, Vo e X.

A——+00

Alors par le théoreme de Banach-Steinhaus on a {T'(¢) };>0 € B(X).

Maintenant, on va vérifier que la limite T'(¢t) est un Cp-semi-groupe de contraction.

1. T(0)z = lim e’r =z = T(0) = I et puisque [|T(t)z| < |T®)||||z]|, alors |T(t)]| < 1.

A—+400
2. T(t+s)x = lim 9Ny = lim ey = T(H)T(s)z.
A——+00 A——+o00

3. t — T(t)z est continue pour tout ¢ > 0, car il représente une limite des fonctions

continues t —» ey,

Ainsi {T'(t) }+>0 est un Cy-semi-groupe de contraction de X.

Pour conclure la preuve, on montre que A est un générateur infinitésimal de T'(¢).

Soit € D(A), puis a l'aide de (2.11]) et (2.6 du théoreme on a:

_ Ay,
Tt)r—z = /\1_15{100 (e A x)
t

= lim M Ay x ds
A—4o00 Jo

Alors :
T(t)r —z = /OtT(s)Ax ds. (2.12)

Maintenant, soit B le générateur infinitésimal de {T'(¢) };>0 et soit z € D(A). On affirme que,

A=B.
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En effet,

o sixz € D(A), divisons (2.12)) par t > 0 et par passage limite on voit que :
T(t)x — 1t
Az = lim Tz -z =lim—- | T(s)Ax ds = Bx

t—07t t =01 Jo
Donc x € D(B). et par conséquent D(A) C D(B) et B, ,, = A.
e siz €D(B)et A€ p(A)Np(B). On a donc : (M — B)z € X et (A — A) est bijective
c-a-d : 3l 2’ € D(A) tel que (A — A)z’ = (A — B) x puisque : By, ) = A il vient que :
(M — B)x' = (M — B)x = 2/ = x. Donc x € D(A) et alors : D(B) C D(A)
Finalement on voit que D(A) = D(B) et A = B. Nous avons montré donc que A est le
générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0 et d’apres le théoreme de 'unicité de

I'engendrement [2.7] il résulte que A est unique.

2.4 Théoréeme de Lumer-Phillips

Dans ce paragraphe, nous présentons une autre caractérisation concernant les Cy-semi-

groupes de contractions. Il s’agit du théoreme de Lumer-Phillips.

Définition 2.4.1. Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.||, et soit X lespace dual
du X*, posons :

F(z) ={2" € X" {z,2") = |lo]|* = ||l2"|"}.

Définition 2.4.2. Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout x € D(A) C X, il existe
z* € F(x) tel que :
Re(Ax,x*) <0.

Théoréme 2.4.1. Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dissipatif si et seulement

st pour tout A >0 on a :
|(M = A)z|| > M|z||, Vz e D(A). (2.13)

Proposition 2.4.1. Soit A: D(A) C X — X un opérateur dissipatif. Alors :

1. Ml — A est injectif pour tout A > 0, et on a :

1
1A = A) 7yl < Syl ¥y € Im(AL = A). (2.14)
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2. Il existe A\g > 0 tel que \gI — A soit surjectif si et seulement si, A\l — A est surjectif pour

tout A > 0. Dans ce cas ]0, +00[C p(A).

3. A est fermé si et seulement Im(Ng/ — A) est fermé pour un certain Ay > 0, et donc

Im(A — A) est fermé pour tout A > 0.

Définition 2.4.3. On appelle opérateur m-dissipatif un opérateur linéaire A : D(A) C X — X

vérifiant les propriétés suivantes :
1. A est un opérateur dissipatif,

2. 3 Ao >0 tel que Im(Nl — A) = X.

Théoreme 2.4.2. (Lumer-Phillips)[1] Soit A un opérateur linéaire a domaine D(A) dense
dans X.

1. Si A est dissipatif et s’il existe Ao > 0 tel que Im(Ngl — A) = X, alors A est le générateur

infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions sur X.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction sur X, alors
(M —A) = X pour tout X > 0 et A est un opérateur dissipatif. De plus pour tout x € D(A)
et tout z* € F(z) on a Re(Ax,z*) <0.

Preuve. Soit A un opérateur linéaire & domaine D(A) dense dans X.

1. Supposons que A est dissipatif et il existe Ay > 0 tel que Im(Agl — A) = X.
Alors d’apres D'assertion (2) de la proposition 2.4.1] Im(A — A) = X, pour
A € ]0,+00[C p(A) et ||R(NA)| < i pour tout A > 0. D’apres Iassertion (3) de la
proposition 2.4.1] il vient que A est fermé. Donc par le théoréme de Hille-Yosida, il vient

que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction sur X.

2. Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupes de contractions sur
{T(t)}+>0 sur X. Alors d’apres le théoreme de Hille-Yosida on a, |0, +oo[C p(A) et donc
Im(A — A) = X pour tout A > 0. De plus pour tout x € D(A) et tout * € F(z) on a :

(2", T()a)| < || [I[|T ()]
< [l T @

2
< [l il = 1"

Ce qui entraine alors que Re(x*, T (t)x — z) < Re(z*, T(t)x) — ||at:||2 <0.
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Il s’ensuit alors que :

T(t)x —
Re(x*, Ax) = Re(z", lim M) <0.

t—0t t B

Ceci étant pour tout x € D(A) et tout 2* € F(x).

2.5 Théoreme de Lax-Milgram

Définition 2.5.1. On dit qu’une forme bilinéaire
a(u,v): Hx H— R

est :

1. Continue, s’il existe une constante C' telle que :
la(u,v)| < Clullv| Yu,v € H,
2. Coercive, s’il existe une constante o > 0 telle que :
a(v,v) > alv]® Yo e H.

Théoréme 2.5.1. (Laz-Milgram)[Z] Soit H un espace de Hilbert, af(.,.) une forme bilinéaire,
continue, coercive sur H et L : H — R une forme linéaire, continue.

Alors, il existe w € H unique solution du probleme
a(u,v) = L(v), Yv € H,

de plus si a est symétrique u définie par :

1 et
ia(u, v) — L(u) = mln{i(v,v) — L(v)}.

veEH



Chapitre 3

Probleme abstrait de Cauchy

Dans ce chapitre, nous étudions le probleme abstrait de Cauchy homogene et non homogene
et quelques application. Premierement on va donner quelques définitions qui nous avons utilisé

dans la suite :

3.1 Les différentes types de solutions

Soit le probleme de Cauchy suivant :
(3.1)

Définition 3.1.1. Une fonction z : [a,b] — X est dite solution classique ou C' solution du
probléme (3.1)), si x est continue sur [a,b], continiment différentiable sur (a,b] et
z(t) € D(A), Vt € (a,b] et satisfait I'équation ' (t) = Ax(t) + f(t), Vt € [a,b] et x(0) = .

Définition 3.1.2. Une fonction x : [a,b] — X est dite solution forte ou solution absolument
continue du probléme (3.1]), si x est absolument continue sur [a,b], ¥’ € L'([a,b], X),

z(t) € D(A) p.p tout t € (a,b) et satisfait "équation x'(t) = Ax(t) + f(t), p.p tout t € (a,b)

et (0) = x.

Définition 3.1.3. Une fonction x : [a,b] — X est dite "mild" solution ou C°-solution si x

est continue sur [a,b], x(0) = z et satisfait [’équation intégrale :

o) = T(0) + [ Tt — ) f(s)ds.
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3.2 Probleme homogene a valeur initiale

Soit X un espace de Banach et A un opérateur linéaire de D(A) C X dans X.
Etant donné z € X le probleme de Cauchy pour A avec données initiales x consiste & la

détermination d’une solution z(¢) au probleme & valeur initiale
(3.2)

Ou par solution on veut dire une fonction x(t) & valeur dans X tel que x(t) est continue pour
t > 0 continument différentiable et z(t) € D(A) pour ¢t > 0 et (3.2) est satisfaite.
Notez que quand z(t) € D(A) pour t > 0 et = est continu a t = 0 (3.2]) ne peut pas avoir une

solution pour z € D(A).

Théoréme 3.2.1. Soit A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t) }1>0 sur

X. Alors pour tout x € D(A), la fonction :
x:t — x(t) :=T(t)z,

est 'unique solution classique du probleme (3.2]) a valeur initiale x.

Preuve. Soit z € D(A), alors il vient de 'équation (2.3) du théoreme 2.1.3| que z(t) = T'(t)x
est une solution classique du probleme ({3.2]).

Unicité : Soit v une autre solution dans C*([0, 00); X) N C([0,00); D(A)). Fixons ¢ > 0

et posons lapplication z € C([0,00); X) N C([0,00); D(A)), tel que :

z(s) =T(t — s)v(s), s€0,t].

D’apres I"équation (2.3)) du théoréeme et les propriétés de v, on a pour tous s € [0,¢] :

% (5) = ~AT(t ~ 5)ols) + Tt — )/ (5)

= —T(t — s)Av(s) + T(t — s) Av(s)
= 0.

Par suite 2 € C*([0,t]; X) et 2(¢t) = 2(0) pour tout s € [0,¢]. Ceci implique que :
v(t) = 2(t) = T(t)v(0) = T'(t)v pour tout t > 0.
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Définition 3.2.1. Si A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe ce qui n’est pas
différentiable, alors en général si xo & D(A), alors le probléme de valeur initiale n'a pas
de solution. La fonction t — T (t)xo est alors appelée "mild solution” du probléeme d valeur
initiale .

Définition 3.2.2. Soit {T'(t)}i>0 un Co-semi-groupe sur un espace de Banach X .

Le semi-groupe T'(t) est dit différentiables pour t > to si pour tout v € X, t — T(t)x est
différentiables pour t > to, T(t) est différentiables s’il est différentiables pour t > 0.

Notez que nous avons vu dans le théoréme assertion (i) que si T'(t) est un Cy-semi-groupe
avec un générateur infinitésimal A et x € D(A) alors T — T(t)x est différentiable pourt > 0.
Si T(t) est de plus différentiable alors pour tout x € X, t — T(t)x est différentiables pour
t>0.

3.3 Probléme non homogéne a valeur initiale

Dans cette section nous étudions le probleme non homogene a valeur initiale suivant :

o' (t) = Ax(t) + f(t), t>0
z(0) = xg

(3.3)

ou f :[0,T[— X est continue. Nous supposerons dans cette section que A est le générateur
infinitésimal d'un Cy-semi-groupe {7'(¢) };>¢ de sorte que I’équation homogene correspondante,

i.e avec f =0, a une solution unique pour chaque valeur initiale xy € D(A).
Définition 3.3.1. Une fonction x : [0; T[— X est une solution (classique) de sur [0; ']
st et seulement si :

1. x(t) est continu dans [0;T;

2. x(t) est continiment différentiables sur]0;T;

3. z(t) € D(A), pourt >0 et est satisfaite sur [0;T7.

Proposition 3.3.1. Si f € L'([0,T[; X), alors pour tout x € X le probléme & valeur initiale
(13.3)) admet au plus une solution.

Dans le cas ou la solution existe, elle est donnée par :

ﬂa:T@x+AHu—@ﬂ@@ (3.4)
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Preuve. Soit T'(t) un Cy-semi-groupe de générateur infinitésimal A et soit = une solution de

(13.3). Alors la fonction g(s) = T'(t — s)x(s) est différentiables pour 0 < s <t et :

Y(s) = —AT(t ~ s)a(s) + T(t — $)2'(5)

= —AT(t — s)x(s) + T(t — s)(Ax(s) + f(s))
= —AT(t — s)a(s) + T(t — s)Ax(s) + T(t — s) f(s)

Alors :
dg

() =T(t = )15 (35)

Si f e LI([0;T]; X) alors T'(t — s) f(s) est intégrable et en intégrant (3.5 de 0 & ¢ on a :

o(t) = g(0) + [ T(t = ) (s)ds
Donc,
ao:T@%+Aqm—gﬂ@@ (3.6)

En particulier si A € B(X, X), alors V 2y € X, I"équation (3.3) a une solution unique x sur
R* donnée par :

¢
z(t) = ey +/ e =) f(5)ds.
0

Définition 3.3.2. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0-
Soit v € X et f € L'([0;T); X). La fonction x € C([0;T]; X) donnée par :

MﬂzTﬁﬂvﬁETu—@ﬂ@@,ogtgm

est la solution "mild" du probléme a valeur initiale (3.3|) sur [0;T].

Remarque 3.3.1. La continuité de f, en général, ne suffit pas a assurer I'existence de solution

du probleme (3.3)) pour xy € D(A).

Exemple 3.3.1. Soit A le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe {7T'(t) }+>0, et soit y € X
telle que T'(t)y ¢ D(A) pour tout t > 0, soit f(s) = T'(s)y.

Alors f est continue pour s > 0. Considérons le probleme de valeur initiale :

(3.7)
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Proposition 3.3.2. (3.7) n’a pas de solution, méme si 2(0) = 0 € D(A). La solution "mild" de

est:

¢
t)0 +/ (t —s)T(s)yds = / T(t)yds = tT(t)y
0

mais t7T'(t)y est non dérivable pour ¢ > 0 puisque y & D(A),et par conséquent ne peut pas étre
la solution de ((3.7)).

Théoréeme 3.3.1. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}+>o.
Soit 7y € D(A) et f: RT — X est fonction de classe C* alors la solution "mild" devient une

solution classique de ’équation (|3.3)).

Preuve. La solution "mild solution" est :
¢
Mﬂ:TWnyﬁAT@—sﬁ@ﬂs:Tunm+ww
Soit v € C*(R*, X); alors

V'(t) = Av(t) + f(t), Yt>0 et v(0)=0.

En effet,
Soit h > 0,
T(h;_"v(t) = (})l/o T(t — 5)f(s)ds
/t (t+h—s)f ds_f/ (t—s)f
/ Tt+h—s)f ds——/ (t—s)f ds—/Hh (t+h—s)f(s)ds
Alors,
T(h)—1 Co(t+h)—o() 1 pHh
o = h =) T+h=s)f(s)ds (3.8)

De la continuité de f il est clair que le deuxiéme terme sur le coté droit de (3.8)) a la limite f(¢)
comme h — 0.

Mais nous avons aussi :
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Alors,
t h — flt+h— t—
Dtu(t) = Eitis o) _ ki 5}1 I S)ds comme h — 0F
= "(t — s)ds
= / (t—s)f'(s)ds
Comme f’ est continue alors : / (t — s)f'(s) est continue dans R*.
Finalement,

Av(t) = DM o(t) — f(t), t>0.

Lemme 3.3.1. Soit u : [a,b] — X.

Supposons que Dt u(t) existe on [a,b] et t — D% u(t) est continue sur [a,b] alors u est de

classe C'! sur [a, b].

En utilisant ce lemme alors v est de classe C! et :

{ V(t) = Av(t) + £(1),

La solution "mild" de I’équation ([3.3)) est :
z(t) = v(t) + T(t)xo.

Nous devons montrer que = € C.
Soit zg € D(A), alors :

aT(t)LEO = AT(t)l‘o,

Il s’ensuit que :

Z'(t) = (t) + AT (t)xo

= Av(t) + f(t) + AT (t)zo

= Afo(t) + T (t)zo] + f(1)

Alors,
o' (t) = Ax(t) + f(t), t>0;

Le coté droit de ([3.9)) est continu puisque x et f sont continus. Donc z € C.

(3.9)



3.4 Equation d’évolution non linéaire 37

3.4 Equation d’évolution non linéaire

Dans cette section nous étudions le probleme d’évolution suivant :

o' (t) = Ax(t) + f(t,z(t)), t>0
z(0) = xo.

(3.10)

Ou A le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe {7'(t)};+>¢ sur un espace de Banach X,

et f:RT x X — X est continue.

Définition 3.4.1. On dit que x est une solution (solution classique) de [’équation (3.10)

st et seulement si :
1. x € C(R*, X),z(t) € D(A),t > 0;
2. x satisfait a ’équation (3.10)).

Théoréme 3.4.1. Si x est une solution de l’équation (3.10)), alors :
t
aﬁzfunwg/T@—@ﬂ&aQM&tzo (3.11)
0
Preuve. Si x est une solution de I’équation ((3.10)), alors z est solution de I’équation suivante :

y'(t) = Ay(t) + g(t), t=>0
?J(O) =Y

mais g(t) = f(¢t,x(t)), alors :

Mo:mwzjwmwggTu—@ﬂ&ﬂQM&tza

Remarque 3.4.1. Si z satisfait (3.11]) alors = n’est pas nécessairement une solution de (3.10]).
Probléme 3.4.1. Est-ce-qu’une solution "mild" de 1’équation ([3.10]) existe ?

Exemple 3.4.1. A =0, I"équation (3.10) devient :

2'(t) = f(t,=(t), =0
z(0) =z

La continuité de f ne suffit pas pour obtenir 'existence de solution "mild".
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Théoréme 3.4.2. Supposons que f: Rt x X — X est Lipschitz par rapport a la seconde
variable alors pour tout xy € X, U'équation (3.10) a une solution "mild" unique sur RY.

Preuve. Soit z(t) = T'(t)xo + /t T(t—s)f(s,z(s))ds = (Hz)(t), t > 0.

Nous devons montrer que x es(’; une solution "mild" de I’équation si et seulement si
Hx =x.

On définit C, := C([0,a], X) tel que H : C, — C,.

Soient x,x € C, :
(Hn)(t) = (Haa) (1) = [ Tt = 5)(7(s.1(5)) = Fs,2()))ds.
Soit M, = supyero. [T(E)]| < Me“s < 400, w > 0.
[(H0)(2) = (Ha)(O)] < MoKt —

K étant la constante de Lipschitz pour f.
On a H?> = Ho H, alors :

120200 = H2a(0)] < MoK [ [ (Hra(s) = (Haals) | ds

t
< MK / (MK s)||z1 — @»||ds, Vt € [0,d]
0

M,K)?
= (2')t2|]1’1 — 29|, Vte€|0,qa]
n n (MGK)n n
|H"x1(t) — H"xo(t)]] < ¢ |1 — 2], Vte€0,a]
S (Mo K)"
Il s’ensuit que ||H"x(t) — H"xo(t)]| < Ta”“:vl — x|, V1,290 € C.

(Mo K)" (M,K)?
n! p!
Il en résulte que H? = H o --- o H est une contraction puis 3! xz € C, tel que HPx = x.

Puisque a”™ — 0 quand n — 400, donc 34 p € N tel que aP < 1.

Proposition 3.4.1. On a Hx = .

En effet,

H?(z) = z = HP''(z) = Hz, on peut écrire H?(H(x)) = H(xz) il s’ensuit que H(x) est un
point fixe de H? et puisque le point fixe est unique nous obtenons point fixe H(z) = z.

Nous conclurons que H(z) = x est une solution "mild" de I’équation sur [0;a], cela est
vrai pour tous a > 0. D’ou I’équation a une solution "mild" unique sur R*.
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3.5 Quelques applications

Dans ce paragraphe nous donnons quelques applications de la théorie des semi-groupes et
I’étude du probleme abstrait de Cauchy dans la résolution de quelques équations aux dérivées

partielles classiques en physique.

Exemple 3.5.1. (L’équation d’advection)

Considérons I’équation d’advection qui décrit les phénomeénes du transport :

ov Jv
— — = > R.
)] (x,t) + o (x,t)=0, t>0,z ¢

v(z,0) = f(x)

On cherche les solutions dans 'espace de Banach X = L*(R).

Ecrivons le probleme (EA) sous la forme abstrait en posant u(t) = v(.,t) :

Ou A= —j avec le domaine D(A) = HY(R) = {u € L*(R) \ v’ € L*(R)}.

x
Comme A est le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe défini sur X par

(T )(x) = flx 1), r € R,t >0,
alors il vient du théoréme que pour tout f € D(A), la fonction définie par

u(z,t) = (T@)f)(z) = flz—1),

est 'unique solution de (FA).

Exemple 3.5.2. (L’équation des ondes)
Considérons 1’équation des ondes qui décrit les phénomenes de propagation :
92
a—ts — Av =0, sur Q x [0,7T],
(EO)q v =0, sur 99 x[0,T),

v(x,0) =vy et —U(x,O) = vy, sur 2,

ot

Ou Q est un sous-ensemble régulier de R™ et vy € H*(Q2) N Hy(Q),v1 € HL(Q).
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Posons u = ) , 'équation (EO) s’écrit sous la forme abstraite :
v
ot

— = Au,
dt (3.12)
u(0) = o,
ol
U u v
Au=A| | =" et upg=| "
U9 Au1 U1

Soit X = H}(Q) x L*(Q). Le domaine de A est D(A) = (H*(2) N H} () x H ().

Montrons que A est m-dissipatif sur X lorsqu’il est muni du produit scalaire :
(u,v)x = /QVul.Vvldx + /Quﬂ)gdx, ou u = (uy,us) et v = (vy,vs).
D’abord A est dissipatif car
(Au,u)x = /QVuQ.Vuld:E—I—/QAu1u2dx =0,
Soient (f,g) € Hy () x L*(Q), I'équation u — Au = (f, g) est équivalente au systéme :

Ul_u2:f"'(1>
ug — Auy =g---(2)

Pour (1) 4 (2), on obtient I’équation :
Uy — AU1 = f +9,

qui admet une solution unique u; € H*(Q2) N H(Q) d’apres le théoreme de Lax-Milgram.

Par conséquent uy € H} () est unique. Donc Im(I — A) = X et A est m-dissipatif.

Par le théoréeme de Lumer-Phillips il vient que A est le générateur infinitésimal d’un
Co-semi-groupe de contraction {T'(t)};>0 et par suite admet une solution unique donnée
par :

u(t,z) = (T(t)ug)(x).



Chapitre

Stabilité Exponentielle

Dans ce chapitre on a définit les différents type de stabilité : uniforme, exponentielle,
uniformément exponentielle, nous avons encore cité deux théorémes équivalents et démontrer

leurs équivalence et un parmi eux .

4.1 Stabilité pour les semi-groupes

Définition 4.1.1. Le semi-groupe T(t) = e est dit étre exponentiellement stable s’il existe

deux constantes o > 0 et M > 1 telle que :
IT(t)|| < Me™* Vvt >0.

Définition 4.1.2. Un semi-groupe fortement continu {T(t)}:>o est dit :

1. uniformément exponentiellement stable s’il existe € > 0 telle que :

lim || T(t)| = 0.

t—o0

2. uniformément stable si :
Jim [7(0)] = .
3. fortement stable si :

lim ||T(t)z]| =0 Ve X.
t—>00

4. faiblement stable si :

lim (T(t)x, 2"y =0 Ve e X et o' € X"

t— 00
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Proposition 4.1.1. Pour un semi-groupe fortement continu {7°(¢) };>¢ les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. {T(t)}+>0 est uniformément exponentiellement stable.
2. {T'(t)}+>0 est uniformément stable.

3. Il existe € > 0 telle que tli_r}n Ttz =0 VoeX.

Preuve. Il est clair que, (1) implique (2) et (3).
(2) = (1) D’apres la définition

et =r(T(t) < IT(B)l, vt=0,
car wy = infy>g 1 log | T(¢)]]. Alors

1
wo > glog T ()]; Vt>0,

donc

et <T@ vt =0,
donc(2) entraine que wy < 0
e 3 : —wt _
wy = inf {w €R. lim ¢ |[T(1)] = o} ,
donc Jw tel que wy < w < 0, tel que tlimo e “Y|T(t)|| = 0. On choisit e = —w alors :
—

lim | T(t)]| = 0.

t—0

On obtient alors (1).
(3) = (1) Si (3) est vérifiée, alors e**(T(t));>o est fortement donc uniformément, bornée, alors

38 > 0 tel que :

[T < B = | TH)] < B

= 3| T(t)] < Be 3!

qui implique tgn e2!|T(t)|| = 0. Donc (1).
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Proposition 4.1.2. Pour un semi-groupe fortement continu {7'(¢) }+>0, les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. wy <0, ie, {T(t)} est uniformément exponentiellement stable.

2. lim | T(t)| = 0.

t—0

3. [|[T'(to)|| < 1 pour certain ¢y > 0.

4. (T (t1)) < 1 pour certain t; > 0.

4.2 Stabilité exponentielle

dans cette section on va démontrer ’équivalence entre les deux théoremes suivants, mais

avant on va lancer un théoréme qui nous utilisons dans cette démonstration.

Théoréeme 4.2.1. Soit X un espace de Banach. SiT € B(X) est un opérateur tel que ||T|| < 1

alors I — T est inversible et l'inverse est donnée par
(I-T)"'= Z ".
n=0

Théoréme 4.2.2. Soit T(t) = et un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert. Alors T(t) est

exponentiellement stable si et seulement si :

sup{Re(\); A € p(A)} <0, (4.1)
et
sup ||(M — A7 < oo. (4.2)
Re(N\)>0

Théoréme 4.2.3. Soit T(t) = e un Cy-semi-groupe de contraction sur un espace de Hilbert.

Alors T(t) est exponentiellement stable si et seulement si :

p(A) D {iB , B € R} =R, (4.3)
et
WHE 16T — A)7H| < o0 (4.4)

Dans la suite, on donne la preuve de [’équivalence de ces deux théoréemes a condition que

T(t) = et est un Cy-semi-groupe de contraction sur un espace de Hilbert.
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Preuve. D’abord, nous provons que (4.1))-(4.2)) implique (4.3)) et (4.4]).
Supposons que sup{ReX: X € 0(A)} <0, alors VA€ C,si ReA>0 ona \¢o(A) par

suite iR C p(A), donc (4.1)) entraine (4.3)).

Si sup |[((AM — A)7Y| < oo, alors :
ReA>0

[(GkT — A)7H < sup (ML = A)7H| < oo, VEk >3]
ReA>0

donc :

sup [|(ikI — A)7H| < sup II(M A)H < o0
k>8] ReX

ce qui implique que

in <sup (kT - A)~ IH)

18] \k>|8|
on a :

Tm (i8] — A7 < oo
|8l =00

alors ([4.2]) entraine (4.4)).

Ensuite, nous prouvons que 1.4) implique (L.1]) et (£.2) & condition que ||T'(¢)]| < 1.
On a I'ensemble résolvante p(A) contient le demi-plan ouvert droit, i.e {\: ReA > 0} C p(A),

1
t | — A7 < —
et [|(AT = A)7 < =

Ceci implique que pour tout dy < 0 donné, quand Re\ > |dy|, nous avons :

1 1

M — A7
IO = A7 < 5o < o

alors :

1
sup [[(AT — A)7 <

4.5
Re>\2|(50| |6O| ( )

Deuxiémement, nous montrons qu’il existe oy < 0 avec |og| étant suffisamment petite telle que :
o(A) C{\, ReX <oy}
En effet soit A = u + iv,
M — A=ul +ivl — A= [u(ivl — A~ + I(iv] — A).

D’apres (4.3]) ivl — A est inversible et pour |u| est suffisamment petit, par le théoréme m
u(ivl — A)~' + I est inversible.
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Ainsi ((4.3]) implique o(A) C{A, ReA < 0y < 0} avec |oy| suffisamment petit, par conséquent :

09(A) = sup{ReX, X € o(A) <oy <0},
et pour ReX < |6 < |ool, [[(M — A)7Y| < 2M car d’aprés ([(4.4) :

sup ||(ivl — A)7H| < M,
veER
. 1
et on choisit |u| < —— d’abord, on a :
2M

1A = A)7H = (|Gl — A)Hu(ivl — A~ +1)7
< [l = A [[[futiv] — A~ + 1)

alors,
N = A)71 < MlfuGol — A)~* + 117

1

1
t < lors :
et Jul < 537 = SGer — Ay e

1
il — A7 < vl — A7 < —M < 1.
[Ju(iv )< Jul]] (v )”_ZM <

Donc par le théoréme u(ivl — A)~! + I est inversible et I'inverse est donnée par :

o0

[u(ivl — A)~ = [u(ivl — A)~']"

n=0
Donc :

o0

I[u(ivl — A)~t + 1] 1||—

szA]

<§:H2M A7

<Z|| (ivl — A"

B I e &
— oo 1 — |lu(ivl — A)7Y|

comme ||u(ivl — A)~1)|| < 1, alors :

o L llu(iol — A7 1
-1 - ; -1
n=oo 1 — lu(ivl — A)" N[ 1= [lu(iv] — A)]

(4.6)
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donc :
1

el = A7+ 070 < T =y

1
vl — A< M et |lul < —
comme ||(iv Y < et |ul oY

on a :

u(ivl — AP+ 17 <2 (4.7)
d’apres I'équation (4.6)) et (4.7]), on obtient :

|(A— A)7Y| < 2M.

En combinant ceci avec (4.5]) on obtient ({4.2)).

4.3 Application

Dans cette section nous allons étudié le systeme de Petrovsky-Petrovsky suivant :

t
U + o) <A2u - / p(t — s)Azu(s)dz”) +av=0 dans R" x RT,

v + d(x) A%+ au =0 dans R" x RT,
(ug,v9) € D*3(R™), (u1,vy) € Lg(R"),
Ou D**(R") et L2(R"™) deux espaces défini par :
D22(R") = {f € L*/=D(R") : A, f € L*(R")} et L2(R") est un espace de Hilbert séparable
tel que : (f,h)rz@n) = /Rn gfhdzx.
Ou ¢(x) >0, Vo € R", a # 0, (¢(z)) ' = g(x) tel que la fonction g : R* — R%,
g(x) € C*'(R™) avec v € (0,1) et g € L"?(R") N L®(R").
Nous utilisons le théoreme pour prouver n’est pas exponentiellement stable, c¢’est-a-dire

qu’il existe une suite de valeurs pu,, telle que :
(IGpmd = A) Ml e@) — o0

cela équivalent a prouver qu’il existe une suite de données F,, € H et une suite de nombres

réels p, € R avec || F,|lx <1 tels que :

(gt — A) ™' Finl3e) — o0
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Le probleme de valeur propre :
o(x)A*u = pu, x € R,
Possede un systeme complet de solutions propres {w;, ui; } satisfaisant les propriétés suivantes :

H(2)A’w; = pywy, j=1,--- w; € D**(R"),

O<pr <pp <o, pj — 400 quand j — +00.

Théoréme 4.3.1. Supposons que le terme de mémoire est de la forme g(s) = e #5 s € RT,

avec p > 1. Le semi-groupe T'(t) sur H n’est pas exponentiellement stable.

Preuve. Nous allons trouver une suite de fonction liées Fy,, = (fi.m, foms fams fam, fom) € H
pour laquelle les solutions correspondantes des équations de résolution ne sont pas liées, cela
prouvera que l'opérateur de résolution n’est pas lié de maniere uniforme.

Considérons 1’équation :

iU, — AU,y = Fy,.

L’équation se lit :

ipu— ¢ = fi,
it + oo (@)% + v + [ g(s) A%z, 5)ds = fo
i — ¢ = fs, (48)

iph + ¢(x) A% + au = fy,
i — @ +ns = fs

Considérons que fim = fym = fsm =0 et fom = fym = w,, pour obtenir ¢ = 1uu et ¥ = tuwv.

Alors, le systeme (4.8) devient :

—12u + pod(r)A%u + av + /Ooo 9(s)A%n(z, s)ds = wpy,
— 120 + ¢(2) A% + qu = wyy,, (4.9)
i) = ipu 415 =0

On cherche des solutions de la forme :
U = AWy, v = bwyy,, O = CWy,, Y = dw,y,, n(x,s) = v(s)wm

avec a,b,c,d € C et y(s) dépend p et sera déterminé explicitement dans ce qui suit.
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A partir de (4.9)) on obtient a et b satisfont :

—Ma+mwm+abum4 g(s)y(s)ds = 1,
— 12+ fib + aa =1, (4.10)
¥s +ipy — tpa = 0.
En résolvant ({4.10]) nous obtenons :
v(s) = a — ae” ™. (4.11)
Ensuite, a partir de (4.11]) nous avons :
/ g(s)y(s)ds = a(l — pg) — a/ g(s)e ™"5ds. (4.12)
0 0

Maintenant, en choisissant y = /[, en utilisant les deux premiers équations de (4.10) on

obtient :
1
a=—,
«
(1 = po)  fim /°° 1
b= — ds + —
) ) (s)s + =
c= 2.7%’
!
fm (1 = po) mn/%
d= m — ds + —
i ( Lt b [ ey (s)ds + -
Comme
P = CWy, = 1~ ,um,
o
on obtient
L
||90||%g T o
Par conséquent nous obtenons :
lim [|Unl2, > lim [lo)2. = lim 2" = 400
m—r00 miH = 5 ¥ L£21 m—oo  (y ’

qui complete la preuve.



Conclusion

Ce travail est une étude des outils mathématiques intervenant dans la théorie des semi-
groupes et ses applications dans le cadre des équations différentielles ordinaires et aux dérivées
partielles et sa stabilité exponentielle.

Ce qui a consiste d’abord, a étudier les notions fondamentales de la théorie, et d’obtenir ainsi
des résultats généraux tres utile dans différents domaines. Comme application, on traite en
détails le probleme abstrait de Cauchy et quelques équations d’évolution qui sont au fond de
I'un des domaines les plus fertiles de la recherche mathématique actuelle, en donnant quelques
applications illustratives a quelques équations aux dérivées partielles classiques en suite en

présentant la stabilité exponentielle des Cp-semi-groupes.
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Résumé

Dans ce mémoire on s’est intéressé a la théorie bien connue de Cy-semi-groupes et son
application aux équations différentielles abstraites, et on a présenté une nouvelle méthode pour
prouver la stabilité exponentielle d'un Cy-semi-groupes de contraction.

Mots clés : Cy-semi-groupe, générateur infinitésimal, théoreme de Hille-Yosida, théoreme de

Lumer-Phillips, stabilité exponentielle.

This paper concerned with Cy-semigroups theory and its application to abstract differential
equation, and we are present a new method to prove the stability
exponential of a Cy-semigroups of contractions.
Key word : Cy-semigroups, infinitesimal generator, Hille-Yosida, Lumer-Phillips, stability

exponential.
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