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3.1 Théorie des semi-groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.2 Problème de Cauchy homogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.3 Problème de Cauchy non homogène . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Notations

R Ensemble des nombres réels.
R+ L’intervalle [0,+∞[ .
C Ensemble des nombres complexes.
N Ensemble des nombres entiers naturels.
N∗ Ensemble des nombres naturels strictement positives.
∅ L’ensemble vide.
[a, b] Intervalle fermé sur R.
|·| Norme sur Rn.
α = (α1, ..., αn), αi ∈ N Multi-indice.
|β| = β1 + ...+ βn La longueur de β.
∂f
∂x La dérivée partielle de f par rapport à x.
∂α La dérivée d’ordre α, où α est un multi-indice.
∇f Le gradient de la fonction f .
∂Ω La frontière de l’ensemble Ω.
Ω L’adhérence de l’ensemble Ω.



Introduction
Les espaces de Hölder sont des espaces intermédiaires définis entre les
deux espaces Ck et Ck+1, nous avons introduit ces espaces car dans la
plupart des cas nous constatons que les propriétés des espaces Ck sont
insuffisantes.
Ces espaces sont très importants dans plusieurs domaines surtout dans
la théorie des équations différentielles aux dérivées partielles. De plus, les
espaces de Hölder ont des propriétés de compacité très élémentaires et
favorables et tous les fonctions de ces espaces sont uniformément conti-
nues.
Le travail accompli dans ce mémoire a pour objectif d’étudier certains
théorèmes et propositions sur ces espaces, on va étudier leur topolo-
gie, à savoir l’inclusion, l’injection, la compacité,...etc. Puis à l’aide des
exemples et d’applications, on montre à quoi ils peuvent servir.
Ce mémoire se divise en trois chapitres, le premier chapitre est consacré
aux définitions et théorèmes dont nous avons besoin pour prouver cer-
taines propriétés des espaces de Hölder. Parmi ces définitions se trouve
les définitions et les propriétés des espaces vectoriels normés, le notion de
continuité et de compacité, etc. Pour le deuxième chapitre on va définir les
espaces de Hölder et leurs propriétés principales, et finalement le dernier
chapitre donne une présentation simple de la théorie des semi-groupes et
une étude détaillée du problème de Cauchy abstrait dans le cadre de cet
espace.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Tout au long de ce travail, on désigne par (K,+, ·) un corps commutatif
où K est R ou C.

1.1 Espaces vectoriels normés

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1. [3]Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur
l’espace E est l’application définie par

∥·∥ : E → R+

x 7→ ∥x∥

qui possède les propriétés suivantes :

1. Pour tout x ∈ E, ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0.

2. Pour tout x ∈ E et λ ∈ K, ∥λx∥ = |λ| ∥x∥ .
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Préliminaires 1.1 Espaces vectoriels normés

3. Pour tous x, y ∈ E, ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+∥y∥. Cette inégalité est appelée
inégalité triangulaire.

Définition 1.1.2. Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel E
muni d’une norme ∥·∥ et de la topologie associée à cette norme. Il est
noté (E, ∥·∥).

Proposition 1.1.3. Si ∥·∥ est une norme sur E, alors on a pour tous
x, y ∈ E.

|∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥ (1.1)

Définition 1.1.4. [7]Soit (E, ∥·∥) un espace vectoriel normé

1. Une partie A de E est bornée, s’il existe M > 0, tel que

∥x∥ ≤ M, pour tout x ∈ A.

2. Si r > 0 et x0 ∈ E.

(i) On appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon r le sous-
ensemble de E défini par

BE(x0, r) = {x ∈ E, ∥x− x0∥ < r} ,

(ii) On appelle boule fermée le sous-ensemble de E défini par

BE(x0, r) = {x ∈ E, ∥x− x0∥ ≤ r} .

(iii) On appelle sphère de centre x0 et de rayon r le sous-ensemble
défini par

SE(x0, r) = {x ∈ E, ∥x− x0∥ = r} ,

On note par B(0, 1) = BRn(0, 1) la boule unité ouverte de Rn de centre
0 et de rayon 1.
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Préliminaires Préliminaires

Définition 1.1.5. [7]Soit (E, ∥·∥) un espace vectoriel normé. Deux normes
∥·∥1 et ∥·∥2 sur E sont dites équivalentes s’il existe α, β > 0 tels que pour
tout x ∈ E, on ait

α ∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ β ∥x∥1 .

Définition 1.1.6. Si (E, ∥·∥) est un espace vectoriel normé et (ui)i∈N
une suite d’éléments de E.

1. On dit que (ui)i∈N est convergente s’il existe u ∈ E tel que

lim
i→∞

∥ui − u∥ = 0.

Autrement dit

∀ε > 0, ∃N ∈ N, n ≥ N ⇒ ∥xi − x∥ ≤ ε.

2. On dit que (ui)i∈N est une suite de Cauchy si

∀ε > 0, ∃Nε > 0, ∀p, q ≥ Nε ⇒ ∥up − uq∥ ≤ ε.

Définition 1.1.7. [7]Un espace vectoriel normé (E, ∥·∥) est un espace
complet si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E. Un tel
espace est appelé espace de Banach.
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Préliminaires 1.1 Espaces vectoriels normés

1.1.2 Continuité et convergence

Définition 1.1.8. Soient (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ) deux espaces vectoriels
normés et f une application de (E, ∥·∥E) dans (F, ∥·∥F ). Soit x0 ∈ E, on
dit que f a pour limite l quand x tend vers x0, si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∥x− x0∥E ≤ δ ⇒ ∥f(x) − l∥F ≤ ε.

Définition 1.1.9. Soient (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ) deux espaces vectoriels
normés et f une application de (E, ∥·∥E) dans (F, ∥·∥F ).

1. f est continue en x0 ∈ E si et seulement si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∥x− x0∥E ≤ δ ⇒ ∥f(x) − f(x0)∥F ≤ ε.

2. f est continue sur A ⊂ E si et seulement si f est continue en tout
point de A.

Définition 1.1.10. Soient (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ) deux espaces vectoriels
normés et f une application définie sur une partie A non vide de E. On
dit que f est uniformément continue sur A si et seulement si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ A, ∥x− y∥E ≤ δ ⇒ ∥f(x) − f(y)∥F ≤ ε.

1.1.3 Compacité

Définition 1.1.11. Soit (E, ∥·∥) un espace vectoriel normé et K un sous-
ensemble de E.

1. On dit que K est compact si et seulement si de toute suite de K, on
peut extraire une sous-suite convergente dans K.

2. On dit que K est relativement compact si et seulement si de toute
suite de K, on peut extraire une sous-suite convergente dans E.
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Définition 1.1.12. Soient E,F des espaces de Banach et T : E → F une
application linéaire continue. On dit que T est compact si, et seulement
si, T (B(0, 1)) est une partie compacte de F . Cela revient à dire que,
pour toute suite (xk)k≥1 bornée dans E, il existe φ : N∗ → N∗ strictement
croissante telle que la suite (T (xφ(k)))k≥1 converge dans F .

Définition 1.1.13. Soient (E, ∥·∥E) et (F, ∥·∥F ) deux espaces vectoriels
normés.

1. On dit que E s’injecte continûment dans F et on note E ↪→ F, s’il
existe C > 0 telle que pour tout x ∈ E

∥x∥F ≤ C ∥x∥E .

2. On dit que l’injection E ↪→ F est compacte si toute suite (ui)i∈N
bornée de E admet une sous-suite (uik)i∈N convergente dans F .

3. On dit que E et F sont équivalents, et on note E ∼ F si E = F et
s’il existe C1, C2 > 0 tel que pour tout x ∈ E

C1 ∥x∥E ≤ ∥x∥F ≤ C2 ∥x∥E .

1.2 Espaces fonctionels

Si Ω est un compact de Rn, on note par C (Ω) l’espace vectoriel des
fonctions f : Ω −→ K, continues. On sait que toute fonction f continue
sur Ω est bornée et atteint ses bornes, ce qui permet de définir la norme
uniforme de la fonction f en posant

∥f∥∞ = sup
x∈Ω

|f (x)| .

Muni de cette norme, C (Ω) est un espace de Banach.
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Préliminaires 1.2 Espaces fonctionels

Définition 1.2.1. Une partie H de C (Ω) est dite équicontinue en un
point x0 de Ω si elle satisfait la condition suivante :

∀ε > 0, ∃ηx0 > 0, ∀x ∈ Ω, ∥x− x0∥ ≤ η ⇒ ∀h ∈ H, |h (x) − h (x0)| ≤ ε.

Théorème 1.2.2 (Théorème d’Ascoli). Soit Ω un compact de Rn. Une
partie H de C (Ω) est relativement compacte dans C (Ω) si et seulement
si elle est bornée et équicontinue.

Définition 1.2.3. Soit Df le domaine de définition de la fonction f et
a un point d’accumulation de Df qui n’appartient pas à Df . Si f admet
une limite finie en a, alors on appelle le prolongement par continuité de
f la fonction f̃ définie par :

f̃(x) =
 f(x) si x ∈ Df

limx→a f(x) si x = a
.

A présent considérons Ω un ouvert de Rn non nécessairement borné et k
un entier. Rappelons que si une fonction f : Ω −→ K est différentiable,
on note df (x) sa différentiable au point x et on a le résultat suivant.

Proposition 1.2.4. [1][7] Une application f : Ω −→ K est continûment
différentiable si et seulement si ses n dérivées partielles existent et sont
continues sur Ω.

On voit que pour tout h ∈ Rn,

df (x) · h =
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(x) ,

où ∂f

∂xi
, i = 1, · · · , n est la dérivée partielle de f .
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Si α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn est un multi-indice, l’entier |α| =
n∑
i=1

αi est
appelé hauteur de α et on note par

∂αf = ∂|α|f

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂xαn

n

.

en supposant évidemment que f est |α|-différentiable et que les dérivées
partielles commutent. Si γ, α ∈ Nn, alors γ ≤ α signifie γi ≤ αi, pour
tout i = 1, · · · , n.

Pour k ∈ N, on note par Ck(Ω) l’espace vectoriel des fonctions k fois
différentiables dans Ω dont toutes les dérivées jusqu’à l’ordre k sont
continues dans Ω. L’espace C0(Ω) est l’espace des fonctions continues.
On peut définir cet espace par récurrence sur k pour k ≥ 1

f ∈ Ck(Ω) ⇔ f ∈ Ck−1(Ω) et ∂f

∂xi
∈ Ck−1(Ω), i = 1, · · · , n. (1.2)

On note par Ck
b (Ω) l’espace vectoriel des éléments de Ck(Ω) dont toutes

les dérivées jusqu’à l’ordre k sont bornées sur Ω. Cet espace muni de la
norme

∥f∥Ck
b (Ω) =

∑
|α|≤k

sup
x∈Ω

|∂αf(x)| .

est un espace de Banach.

Définition 1.2.5. [7]Soient f et g deux fonctions Ck(Ω), la fonction fg

est dans Ck(Ω) et on a la formule de Leibniz

∂α(fg) =
∑
γ≤α

α
γ

∂γf ∂α−γg

où
(
α
γ

)
= α!

γ!(α−γ)!.

Si f ∈ C1(Ω), on note ∇f le gradient de la fonction f défini par le vecteur

∇f =
(
∂f

∂xi

)
1≤i≤n

.
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Préliminaires 1.2 Espaces fonctionels

Rappelons maintenant l’inégalité des accroissements finis, pour plus de
détails voir [3].

Définition 1.2.6 (Inégalité des accroissements finis). Soient Ω un
ouvert convexe de Rn et f une fonction de C1 (Ω). On a alors pour tous
x, y ∈ Ω

|f(x) − f(y)| ≤ |∇f((1 − c)x+ cy)| |x− y| ,
tel que c ∈ ]0, 1[.

Théorème 1.2.7. [3] Soient Ω un ouvert convexe de Rn et (fi)i∈N une
suite de fonctions différentiables qui vérifie les hypothèses suivantes :

1. Il existe un point a ∈ Ω tel que la suite (fi(a))i converge dans K.

2. La suite (dfi)i de la différentielle de fi est uniformément convergente
sur Ω.

Alors la suite (fi)i∈N converge uniformément vers une fonction différentiable
f sur chaque partie bornée de Ω, et pour tout vecteur h ∈ Rn, on a

df (x) · h =
(

lim
i→∞

dfi (x)
)

· h = lim
i→∞

(dfi (x) · h)

1.2.1 Les espaces de Lebesgue Lp

Soit Ω un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue et p, p′ deux réels
de [1,∞]. On dit que p et p′ sont conjugués si 1

p + 1
p′ = 1. Par extension,

1 et +∞ sont conjugués. Voir [2] pour plus de détails.
On désigne par L1(Ω) l’espace des fonctions mesurables intégrables sur
Ω à valeurs dans K. On pose

∥f∥L1 =
∫
Ω

|f(x)| dx.

Pour p ∈ R, on définit l’espace

Lp(Ω) =
{
f : Ω → K, mesurable : |f |p ∈ L1(Ω)

}
.
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On le muni de la norme

∥f∥Lp =
[∫

Ω
|f(x)|p dx

] 1
p
.

On pose

L∞(Ω) = {f : Ω → K, f mesurable : ∃C > 0, |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω} .

On le muni de la norme

∥f∥L∞ = inf {C, |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω} .

Rappelons l’inégalité de Hölder

Théorème 1.2.8. [2]Soient f ∈ Lp et g ∈ Lp
′ avec 1 ≤ p ≤ +∞ et

1 ≤ p′ ≤ +∞. Alors fg ∈ L1 et∫
Ω

|fg| dx ≤ ∥f∥Lp ∥g∥Lp′ .

Théorème 1.2.9. [2] L’espace Lp muni de la norme ∥·∥Lp est un espace
de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.
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Préliminaires 1.2 Espaces fonctionels

1.2.2 Intégrale de Bochner

L’intégrale de Bochner généralise la notion d’intégrale usuelle de Le-
besgue pour les fonctions à valeurs dans un espace de Banach. On va
donner une petite présentation de cette intégrale.
Soit (E, ∥·∥) un espace de Banach et considérons les fonctions f définies
sur un ouvert Ω de Rn à valeurs dans E. Notons la mesure de Lebesgue
d’un ensemble Lebesgue-mesurable B par µ(B). La fonction f définie
par

f =
k∑
i=1

αiχBi

est une fonction simple, où pour tout i = 1, · · · , k, αi ∈ E et Bi sont
disjoints tels que µ(Bi) < ∞ et χBi

est l’indicatrice de Bi. On peut définir
l’intégrale de f au sens de Bochner sur Ω par

∫
Ω
f (x) dx =

k∑
i=1

αiµ(Bi).

Définition 1.2.10. [8]La fonction f est dite Bochner intégrable, s’il
existe une suite de fonctions simples (fi)i∈N qui converge vers f p.p.
sur Ω et

lim
i→∞

∫
Ω

∥f(x) − fi(x)∥ dx = 0.

Proposition 1.2.11. [8] Une fonction f : Ω → K est Bochner-intégrable
si et seulement si f est mesurable et∫

Ω
∥f(x)∥E dx < ∞.

De nombreuses propriétés usuelles de l’intégrale de Lebesgue restent
vraies pour l’intégrale de Bochner on cite par exemple le théorème de
convergence dominée de Lebesgue.
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CHAPITRE 2

LES ESPACES DE HÖLDER

2.1 Les espaces C0,α(Ω)

Définition 2.1.1. Soient α ∈]0, 1] et Ω un ouvert de Rn, une fonction
à valeur complexe de L∞(Ω) est dite fonction de Hölder d’exposant α ou
α-höldérienne, si la condition suivante

sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|f(x) − f(y)|
|x− y|α < ∞ (2.1)

est vérifiée.

La condition (2.1) est équivalente à dire qu’il existe C > 0 tel que

∀x, y ∈ Ω, |f(x) − f(y)| ≤ C |x− y|α . (2.2)

Si f est α-höldérienne, alors on note par

[f ]α (Ω) = sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|f(x) − f(y)|
|x− y|α .

18



Les espaces de Hölder 2.1 Les espaces C0,α(Ω)

Et s’il n’y a pas d’ambigüıté sur l’ensemble Ω, on note tout simplement
[f ]α. Dans ce cas, on peut écrire

∀x, y ∈ Ω, |f(x) − f(y)| ≤ [f ]α |x− y|α .

Notation 2.1.2. Pour α ∈]0, 1] et Ω un ouvert de Rn, on note par
C0,α(Ω) l’espace des fonctions α-höldériennes sur Ω.

Exemple 2.1.3. 1. Pour α ∈]0, 1], on considère la fonction f définie
par

f : [0,+∞[ → R
x 7→ xα

.

Elle est α-höldérienne et [f ]α = 1. En effet, si x, y ∈ [0,∞[ et
α− 1 ≤ 0, alors en supposant que 0 ≤ y < x, on aura

|f(x) − f(y)| = |xα − yα| =
∣∣∣∣∣
∫ x
y
αtα−1dt

∣∣∣∣∣ ≤ α
∫ x
y

∣∣∣(t− y)α−1∣∣∣ dt = |x− y|α .

Et par conséquent, [f ]α ≤ 1. D’autre part, si on prend x = 1 et
y = 0 dans |f(x) − f(y)| ≤ [f ]α |x− y| , on obtient [f ]α ≥ 1, donc
on conclut que

[f ]α = 1.

De plus, on va montrer que si α ̸= 1, alors f ne peut être µ-
höldérienne pour tout µ > α. Pour cela, supposons que f est µ-
höldérienne où µ > α, et prenons y = 0 dans

|f(x) − f(y)| ≤ [f ]µ |x− y|µ ,

on obtient alors
xα−µ ≤ [f ]µ , ∀x ≥ 0,

ce qui est absurde.
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2. La fonction f définie sur B(0, 1) par

f(x) = |x|γ , γ ∈]0, 1]

est une fonction de Hölder d’exposant γ. En effet,

• Pour γ = 1, c’est évident, on aura C = 1 et α = 1.

• Pour 0 < γ < 1, on considère la fonction définie sur [0, 1[ par

ϕ(s) = 1 − sγ

(1 − s)γ , s ∈ [0, 1[.

On a ϕ′(s) = γ 1−sγ−1

(1−s)γ+1 , ainsi il est clair que ϕ′(s) < 0, elle est donc
décroissante et on aura lims→1 ϕ(s) < ϕ(s) ≤ ϕ(0), c’est-à-dire

0 < ϕ(s) ≤ 1.

Dans ce cas,
1 − sγ ≤ (1 − s)γ. (2.3)

A présent, pour x, y ∈ B(0, 1), sans perdre de généralité, on peut
supposer que |x| > |y| et on applique l’inégalité (2.3) à s = |y|

|x|, on
obtient alors

|x|γ − |y|γ ≤ (|x| − |y|)γ

Mais ||x| − |y|| ≤ |x− y| par (1.1), ainsi

|x|γ − |y|γ ≤ |x− y|γ ,

et par conséquent C = 1 et α = γ.
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Remarque 2.1.4. Dans l’inégalité (2.2), on peut toujours supposer que
|x− y| ≤ δ, pour δ petit, car même si |x− y| ≥ δ, on aura toujours (2.2).

En effet, si x, y ∈ Ω et |x−y|
δ ≥ 1, alors

|f(x) − f(y)| ≤ |f(x)| + |f(y)| ≤ sup
x∈Ω

|f(x)| + sup
x∈Ω

|f(y)|

≤ 2 ∥f∥∞

≤ 2 ∥f∥∞
|x− y|α
δα

.

C’est-à-dire
|f(x) − f(y)| ≤ C |x− y|α ,

où C = 2
δα ∥f∥∞. D’où l’inégalité (2.2).

Proposition 2.1.5. [4] Soient Ω un ouvert de Rn et α, λ ∈]0, 1]. Si
f, g ∈ Ck,α(Ω), alors on a les propriétés suivantes :

1. f + g est α-höldérienne et

[f + g]α ≤ [f ]α + [g]α . (2.4)

2. fg est α-höldérienne et

[fg]α ≤ [f ]α ∥g∥∞ + [g]α ∥f∥∞ . (2.5)

3. Si infx∈Ω |g(x)| > 0, alors 1
g est α-höldérienne et

[1
g

]
α

≤ [g]α
(infx∈Ω |g(x)|)2 . (2.6)

4. Si infx∈Ω |g(x)| > 0, alors f
g est α-höldérienne et

[
f

g

]
α

≤ [f ]α ∥g∥∞ + [g]α ∥f∥∞
(infx∈Ω |g(x)|)2 . (2.7)
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5. Si f est α-höldérienne sur Im(g) et g est λ-höldérienne sur Ω, alors
la composé f ◦ g est αλ-höldérienne sur Ω et on a

[f ◦ g]αλ ≤ [f ]α ([g]λ)α. (2.8)

Preuve. Soient Ω un ouvert de Rn et α ∈]0, 1]

1. Si f ∈ L∞(Ω) et g ∈ L∞(Ω), alors f + g ∈ L∞(Ω) et pour tous
x, y ∈ Ω, on a

|(f + g)(x) − (f + g)(y)| ≤ |f(x) − f(y)| + |g(x) − g(y)|
≤ [f ]α |x− y|α + [g]α |x− y|α

≤ ([f ]α + [g]α) |x− y|α .

Donc (f + g) est α-höldérienne. De plus,

|(f + g)(x) − (f + g)(y)|
|x− y|α ≤ [f ]α + [g]α, ∀x, y ∈ Ω,

c’est-à-dire
[f + g]α ≤ [f ]α + [g]α.

2. Si f, g ∈ L∞(Ω), alors fg ∈ L∞(Ω) et pour tous x, y ∈ Ω

|(fg)(x) − (fg)(y)| = |f(x)g(x) − f(y)g(x) + f(y)g(x) − f(y)g(y)|
≤ |g(x)| |f(x) − f(y)| + |f(y)| |g(x) − g(y)|
≤ ∥g∥∞ [f ]α |x− y|α + ∥f∥∞ [g]α |x− y|α

≤ ([f ]α ∥g∥∞ + [g]α ∥f∥∞) |x− y|α .

Donc (fg) est α-höldérienne. De plus

|(fg)(x) − (fg)(y)|
|x− y|α ≤ ([f ]α ∥g∥∞ + [g]α ∥f∥∞), ∀x, y ∈ Ω,

c’est-à-dire
[fg]α ≤ [f ]α ∥g∥∞ + [g]α ∥f∥∞ .
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3. Si g est α-höldérienne et inf
x∈Ω

|g(x)| > 0, alors

1
|g(x)| ≤ 1

infx∈Ω |g(x)| , ∀x ∈ Ω,

c’est-à-dire g ∈ L∞(Ω). Pour tous x, y ∈ Ω, on a∣∣∣∣∣∣ 1
g(x) − 1

g(y)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣g(y) − g(x)
g(x)g(y)

∣∣∣∣∣∣
≤ [g]α

(infx∈Ω |g(x)|)2 |x− y|α .

Donc 1
g est α-höldérienne. De plus

∣∣∣∣ 1
g(x) − 1

g(y)

∣∣∣∣
|x− y|α ≤ [g]α

(infx∈Ω |g(x)|)2 , ∀x, y ∈ Ω,

c’est-à-dire
[1
g

]α ≤ [g]α
(infx∈Ω |g(x)|)2 .

4. Si on applique 2. et 3. aux fonctions f et 1
g , on obtient

[
f

g

]
α

=
[
f

1
g

]
α

≤ [f ]α
∥∥∥∥∥1g
∥∥∥∥∥
∞

+ [1
g

]α ∥f∥∞

≤ [f ]α
1

infx∈Ω |g(x)| + [g]α
(infx∈Ω |g(x)|)2 ∥f∥∞

≤ [f ]α infx∈Ω |g(x)| + ∥f∥∞ [g]α
(infx∈Ω |g(x)|)2

≤ [f ]α ∥g∥∞ + ∥f∥∞ [g]α
(infx∈Ω |g(x)|)2 .

Donc f
g est α-höldérienne et (2.7) est vérifiée.
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5. Pour tous x, y ∈ Ω, g (x) , g (y) ∈ Im(g), donc

|f(g(x)) − f(g(y))| ≤ [f ]α |g(x) − g(y)|α

≤ [f ]α([g]λ |x− y|λ)α

≤ [f ]α([g]λ)α |x− y|λα

Ainsi f ◦ g est αλ-höldérienne et [f ◦ g]αλ ≤ [f ]α([g]λ)α.

Corollaire 2.1.6. Soient Ω un ouvert de Rn et α ∈]0, 1], l’espace C0,α(Ω)
est un espace vectoriel sur K.

Lemme 2.1.7. L’application définie sur C0,α(Ω) par

∥f∥α = ∥f∥∞ + [f ]α, ∀f ∈ C0,α(Ω) (2.9)

est une norme sur C0,α(Ω).

Preuve. On vérifie les critères de la norme.

1. Si f ∈ C0,α(Ω), alors

∥f∥α = 0 ⇔ sup
x∈Ω

|f(x)| + sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|f(x) − f(y)|
|x− y|α = 0

⇔


supx∈Ω |f(x)| = 0

et
supx,y∈Ω

x ̸=y

|f(x)−f(y)|
|x−y|α = 0

⇔ f(x) = 0,∀x ∈ Ω.
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2. Si f ∈ C0,α(Ω), et a ∈ K

∥af∥α = sup
x∈Ω

|af(x)| + sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|af(x) − af(y)|
|x− y|α

= |a| sup
x∈Ω

|f(x)| + |a| sup
x,y∈Ω
x̸=y

|f(x) − f(y)|
|x− y|α

= |a| ∥f∥α .

3. Si f, g ∈ C0,α(Ω), alors par (2.4) et le fait que ∥·∥∞ est une norme,
on obtient

∥f + g∥α ≤ ∥f∥α + ∥g∥α

Proposition 2.1.8. Soient Ω un ouvert de Rn et α ∈]0, 1], l’espace
C0,α(Ω) muni de la norme ∥·∥α est un espace de Banach.

Preuve. Soit (fi)i∈N une suite de Cauchy dans C0,α(Ω), c’est-à-dire

∀ ε > 0, ∃N ∈ N , i, j ≥ N ⇒ ∥fi − fj∥α ≤ ε (2.10)

Par (2.2), on a ∣∣∣∥fi∥α − ∥fj∥α
∣∣∣ ≤ ∥fi − fj∥α ,

on en déduit de (2.10) que la suite (∥fi∥α)i∈N est de Cauchy dans R, et
puisque l’espace (R, |·|) est complet, alors la suite (∥fi∥α)i∈N est conver-
gente donc bornée, puisque toute suite convergente dans R est bornée,
c’est-à-dire

∃M > 0, ∥fi∥α ≤ M , ∀i ∈ N. (2.11)

En particulier
|fi(x)| ≤ M, ∀i ∈ N, ∀x ∈ Ω (2.12)
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D’autre part, pour i, j ≥ N , on a

∥fi − fj∥α = sup
x∈Ω

|fi(x) − fj(x)| + [fi − fj]α ≤ ε

c’est-à-dire,
∀i, j ≥ N , |fi(x) − fj(x)| ≤ ε, ∀x ∈ Ω.

Ce qui implique que pour tout x ∈ Ω, la suite (fi(x))i∈N est de Cauchy
dans (C, |·|) qui est complet. Nous en déduisons alors qu’il existe une
limite notée f(x) de la suite (fi(x))i∈N. Cette fonction f est mesurable
sur Ω, il reste à montrer qu’elle appartient à C0,α(Ω) et qu’elle est bien
la limite de (fi)i∈N dans C0,α(Ω). Pour cela, on a d’aprés (2.12),

|fi(x)| ≤ M, ∀x ∈ Ω,

et en passant à la limite on en déduit que f ∈ L∞(Ω).
D’autre part on a [fi − fj]α ≤ ∥fi∥α donc ∀x, y ∈ Ω

|fi(x) − fi(y)| ≤ ∥fi∥α |x− y|α

≤ M |x− y|α .

En faisant tendre i vers +∞, on voit que f ∈ C0,α(Ω). Ensuite, on observe
que le ”N” dans (2.10) ne dépend pas de x et y. En conséquence, on fixe
x et y et j ≥ N , et on fait tendre i → ∞ pour obtenir la convergence de
(fi)i∈N vers f dans C0,α(Ω).

Proposition 2.1.9. Soient Ω un ouvert de Rn et α ∈]0, 1], on a les
inclusions suivantes

C1
b (Ω) ⊂ C0,α(Ω) ⊂ C0

b (Ω). (2.13)

De plus, toute fonction α-höldérienne est uniformément continue.
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Preuve. Commençons par la première inclusion, si f ∈ C1
b (Ω), alors f

ainsi que toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou égale à 1 sont continues
et bornées sur Ω. Par l’inégalité des accroissements finis, il résulte qu’il
existe c ∈ ]x, y[ tel que

|f(x) − f(y)| ≤ |x− y| |∇f(c)| , ∀x, y ∈ Ω (2.14)

Et par la remarque 2.1.4, on peut supposer que |x− y| ≤ 1, ainsi

|x− y| ≤ |x− y|α ,

et on aura finalement

|f(x) − f(y)| ≤ M |x− y|α .

C’est-à-dire f ∈ C0,α(Ω).

Passons à deuxième inclusion, si f ∈ C0,α(Ω), alors f ∈ L∞(Ω) et il existe
C > 0, tel que

∀x, y ∈ Ω, |f(x) − f(y)| ≤ C |x− y|α .

Ainsi si pour tout ε > 0, on pose

δ = ( ε
C

) 1
α , (2.15)

on aura pour tous x, y ∈ Ω, tel que

|x− y| < δ, |f(x) − f(y)| ≤ ε.

Ce qui prouve la continuité de f , autrement dit f ∈ C0
b (Ω).

On remarque au fait que le δ choisi dans (2.15) ne dépend pas de x et y,
ce qui prouve que f est uniformément continue.

Une fonction continue n’est pas nécessairement dans C0,α(Ω), α > 0.
On va voir cela dans l’exemple suivant.
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Remarque 2.1.10. Considérons la fonction f : R → R définie par

f(x) =


1
ln|x| si x ̸= 0
0 si x = 0

Elle est continue sur R mais n’appartient à aucun espace C0,α(Ω) pour
α ∈]0, 1]. En effet, supposons l’inverse, c’est-à-dire qu’il existe C > 0,
telle que

|f(x) − f(y)| ≤ C |x− y|α , ∀x, y ∈ R

et prenons, dans cette inégalité y = 0 et x ̸= 0, on obtient alors∣∣∣∣∣∣ 1
ln(|x|)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C |x|α ,

c’est-à-dire
1 ≤ C |x|α |ln |x|| pour x ̸= 0

et en passant à la limite quand x → 0, on aboutit à une contradiction car
limx→0 |x|α ln |x| = 0 pour tout α > 0.

Il faut noter que toute fonction continue et bornée de Ω à valeurs com-
plexes ne se prolonge pas nécessairement en une fonction continue sur Ω,
par exemple, la fonction f(x) = sin 1

x définie sur Ω =]0, 1], est bornée et
continue sur Ω, mais elle n’admet même pas une limite au point 0 donc
elle ne se prolonge pas.

Par contre on a la proposition suivante pour les fonctions höldériennes.

Proposition 2.1.11. Soient Ω un ouvert de Rn et α ∈]0, 1].
Si f ∈ C0,α(Ω), alors il existe une fonction f̃ , bornée sur Ω et vérifie
l’inégalité (2.2) pour tous x, y dans Ω, qui prolonge f.

page 28
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Preuve. Si ∂Ω = ∅, alors il y a rien à démontrer, supposons alors que
∂Ω ̸= ∅ c’est-à-dire qu’il existe x0 ∈ ∂Ω. Puisque Ω est un ouvert, alors
tout point de ∂Ω est un point d’accumulation pour Ω, c’est-à-dire qu’il
existe une suite (xi)i∈N ⊂ Ω qui converge vers x0 dans Rn. En appliquant
l’inégalité (2.2) aux points xi et xm, on obtient

|f(xi) − f(xm)| ≤ C |xi − xm|α

et puisque (xi)i est de Cauchy dans Rn, alors la suite (f(xi))i est aussi
une suite de Cauchy dans (C, |·|) qui est complet, ainsi la suite (f(xi))i
converge vers l ∈ C.
Montrons ensuite que l’élément l est au fait indépendant de la suite
(xi)i. Pour cela, considérons une autre telle suite (yi)i et par le même
raisonnement, on obtient (f(yi))i → l′. Appliquons l’inégalité (2.2) à xi
et yi, on obtient

|f(xi) − f(yi)| ≤ C |xi − yi|α .
D’autre part on a

|xi − yi| ≤ |xi − x0| + |yi − x0|
Donc

|f(xi) − f(yi)| ≤ C(|xi − x0| + |yi − x0|)α

et en faisant tendre i → ∞, on trouve l′ = l.

Définissons la fonction f̃ par

f̃(x) =
 f (x) x ∈ Ω

l x ∈ ∂Ω

où x = lim
i→∞

xi et lim
i→∞

f(xi) = l. La fonction f̃ est évidemment bornée sur
Ω, il reste à montrer alors qu’elle vérifie (2.2). Pour se faire, on distinguera
trois cas :

1. Si x, y ∈ Ω, alors (2.2) est vérifiée par hypothèse.
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2. Si x ∈ ∂Ω et y ∈ Ω, alors il existe (xi)i∈N ⊂ Ω tel que x = lim
i→∞

xi
donc

|f(xi) − f(y)| ≤ C |xi − y|α ,
Ensuite, par continuité de f et par passage à la limite quand i → ∞,
on obtient |l − f(y)| ≤ C |x− y|α . Autrement dit,

∣∣∣f̃(x) − f̃(y)
∣∣∣ ≤ C |x− y|α .

3. Si x, y ∈ ∂Ω, alors il existe (xi)i∈N ⊂ Ω et (yi)i∈N ⊂ Ω tels que
x = lim

i→∞
xi et y = lim

i→∞
yi. Il s’en suit, alors que

|f(xi) − f(yi)| ≤ C |xi − yi|α ,

et en passant à la limite quand i → ∞, on aura le résultat.

Remarque 2.1.12. On pourra grâce à la proposition 2.1.11 affirmer que
C0,α(Ω) = C0,α(Ω) et avoir [f ]α (Ω) = [f ]α (Ω)

A présent, on va voir la relation entre C0,α(Ω) et C0,α′(Ω) pour cela, on
aura besoin des lemmes suivants

Lemme 2.1.13. Soient Ω un ouvert de Rn et α, α′ ∈]0, 1] tels que α ≥ α′.
Si f ∈ C0,α(Ω), alors pour tout ε > 0 , on a l’inégalité suivante

∥f∥α′ ≤ ( 2
εα′ + 1) ∥f∥∞ + εα−α′ ∥f∥α . (2.16)
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Preuve. Soient α, α′ ∈]0, 1], f ∈ C0,α(Ω) et ε > 0, commençons par
supposer que |x− y| ≥ ε , x, y ∈ Ω, dans ce cas, on aura

|f(x) − f(y)|
|x− y|α′ ≤ 1

εα′ (|f(x)| + |f(y)|)

≤ 2
εα′ ∥f∥∞

Ainsi,
sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|f(x) − f(y)|
|x− y|α′ ≤ 2

εα′ ∥f∥∞ ,

et

∥f∥α′ ≤ (1 + 2
εα′ ) ∥f∥∞ ≤ ( 2

εα′ + 1) ∥f∥∞ + εα−α′ ∥f∥α . (2.17)

Ensuite supposons que |x− y| ≤ ε et puisque α− α′ ≥ 0, en écrivant

|f(x) − f(y)|
|x− y|α′ = |f(x) − f(y)|

|x− y|α |x− y|α−α′
,

on obtient
|f(x) − f(y)|

|x− y|α′ ≤ |f(x) − f(y)|
|x− y|α εα−α′ ≤ ∥f∥α εα−α′

Ainsi

∥f∥α′ ≤ εα−α′ ∥f∥α + ∥f∥∞ (2.18)

≤ ( 2
εα′ + 1) ∥f∥∞ + εα−α′ ∥f∥α . (2.19)

D’aprés (2.17) et (2.18), on a pour tout ε > 0

∥f∥α′ ≤ ( 2
εα′ + 1) ∥f∥∞ + εα−α′ ∥f∥α .
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Les espaces de Hölder Les espaces de Hölder

Si on ajoute une condition sur l’ouvert Ω, l’injection (2.13) devient com-
pacte, comme cela est démontré dans le lemme suivant

Lemme 2.1.14. Si Ω est un ouvert borné de Rn et α ∈]0, 1], alors l’in-
jection

C0,α(Ω) ↪→ C0(Ω) (2.20)

est compacte.

Preuve. On a déjà vu dans la proposition 2.1.11 que C0,α(Ω) ⊂ C0,α(Ω),
et par la Proposition 2.1.9, C0,α(Ω) ⊂ C0(Ω) donc C0,α(Ω) ⊂ C0(Ω), de
plus

sup
x∈Ω

|f (x)| ≤ ∥f∥α ,

pour tout f ∈ C0,α (Ω) , d’où l’injection

C0,α(Ω) ↪→ C0(Ω).

Montrons ensuite que cette injection est compacte, c’est-à-dire qu’on doit
montrer que si (fi)i∈N est une suite bornée dans C0,α(Ω), alors (fi)i∈N est
relativement compact dans C0(Ω).

Pour se faire, on utilise le théorème d’Ascoli Arzéla car Ω qui est un com-
pact. Autrement dit, on montre que {fi : i ∈ N} est borné et équicontinu.
En effet, puisque (fi)i∈N est bornée dans C0,α(Ω), alors ∃M > 0, ∀i ∈ N,

sup
x∈Ω

|f (x)| + sup
x,y∈Ω
x ̸=y

|fi(x) − fi(y)|
|x− y|α ≤ M

En particulier
|fi(x)| ≤ M, ∀i ∈ N,∀x ∈ Ω,

autrement dit (fi)i∈N est bornée dans C0(Ω). D’autre part pour tous
ε > 0, i ∈ N et x, y ∈ Ω, on a

|fi(x) − fi(y)| ≤ M |x− y|α
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donc si on choisit δ = ε
M tel que |x− y| ≤ δ, on obtient

|fi(x) − fi(y)| ≤ ε,

d’où l’équicontinuité de (fi)i∈N.

Proposition 2.1.15. Soient Ω un ouvert de Rnet α, α′ ∈]0, 1] tels que
α ≥ α′, alors l’injection

C0,α(Ω) ↪→ C0,α′(Ω) est continue.

Si de plus, Ω est borné et α ̸= α′, alors l’injection devient compacte.

Preuve. Soient Ω est un ouvert de Rn, α, α′ ∈]0, 1] tels que α ≥ α′

1. Si f ∈ C0,α(Ω), alors par (2.16) , on a

∥f∥α′ ≤ ( 2
εα′ + 1) ∥f∥∞ + εα−α′ ∥f∥α ≤ C ∥f∥α

d’où la continuité de l’injection C0,α(Ω) ↪→ C0,α′(Ω).

2. Supposons de plus, que Ω est borné et α ̸= α′ et prenons (fi)i∈N une
suite bornée dans C0,α(Ω), c’est-à-dire

∃M > 0, ∀i ∈ N, ∥fi∥α ≤ M.

Montrons que l’ensemble (fi)i∈N est relativement compact dans C0,α′(Ω),
c’est-à-dire qu’on peut extraire une sous-suite (fik)k∈N qui converge
dans C0,α′(Ω). Par le lemme 2.1.14, il existe une sous-suite (fik)k∈N
qui converge vers une certaine fonction f dans C0(Ω), c’est-à-dire

∀ε′ > 0, ∃k0 ∈ N, ∀k ≥ k0 ⇒ ∥fik − f∥∞ ≤ ε′.

D’autre part, on a ∀x, y ∈ Ω, ∀k ∈ N

|fik(x) − fik(y)| ≤ ∥fik∥α |x− y|α ≤ M |x− y|α ,
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en passant à la limite quand k → ∞, on obtient

|f(x) − f(y)| ≤ M |x− y|α , ∀x, y ∈ Ω.

Autrement dit, f ∈ C0,α(Ω), ainsi fik −f ∈ C0,α(Ω), et en appliquant
le lemme 2.1.13 à cette fonction, on obtient que pour tout ε > 0,

∥fik − f∥α′ ≤ εα−α′ ∥fik − f∥α + (1 + 2
εα′ ) ∥fik − f∥∞

Par conséquent pour k ≥ k0 et ε′ = ε, on a

∥fik − f∥α′ ≤ εα−α′ ∥fik − f∥α + (1 + 2
εα′ ) ∥fik − f∥∞

≤ εα−α′(∥fik∥α + ∥f∥α) + (1 + 2
εα′ )ε

≤ εα−α′2M + (1 + 2
εα′ )ε.

Ce qui montre que (fik)i converge vers f dans C0,α′(Ω) puisque 1 − α′ ≥
α− α′ > 0.

A présent on va voir qu’il n’y a aucune relation entre une fonction abso-
lument continue et α−höldérienne, dans le sens où il existe des fonctions
α-höldérienne qui ne sont pas absolument continues, et il existe des fonc-
tions absolument continues qui ne sont pas α-höldérienne.

On va illustrer ces propos avec les exemples ci-dessous, mais avant cela
rappelons la définition sur R d’une fonction absolument continue.

Définition 2.1.16. Soit I un intervalle de R. On dit qu’une fonction
f : I → R est absolument continue si, pour tout réel ε > 0, il existe un
δ > 0 tel que, pour toute suite finie ([an, bn])n∈N de sous-intervalles de I
d’intérieurs disjoints, on a

∑
n≥0

(bn − an) < δ ⇒ ∑
n≥0

|f(an) − f(bn)| < ε. (2.21)
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Examples 2.1.17. [4]

1. La fonction f introduite dans la remarque 2.1.10 est absolument
continue sur l’intervalle I =]0, 1

2 ]. Mais elle n’appartient à aucun
espace C0,α(I) où α ∈]0, 1].

2. Considérons la fonction définie sur
[
0, 1

π

]
par

f(x) =
 x sin 1

x si x ∈]0, 1
π ]

0 si x = 0

(i) Soient x, y ∈]0, 1
π ], sans perdre de généralité, on peut supposer

que y < x, on aura alors

|x− y| 1
2 ≤ 1√

π
et

∣∣∣∣∣sin 1
x

− sin 1
y

∣∣∣∣∣
1
2

≤
√

2

D’autre part on peut écrire

x sin 1
x

− y sin 1
y

= (x− y) sin 1
x

+ y(sin 1
x

− sin 1
y

)

Donc

|f(x) − f(y)| ≤ 1√
π

|x− y| 1
2 + y

√
2
∣∣∣∣∣sin 1

x
− sin 1

y

∣∣∣∣∣
1
2
.

Et en appliquant l’inégalité des accroissements finis, on obtient
∣∣∣∣∣sin 1

x
− sin 1

y

∣∣∣∣∣
1
2

≤
∣∣∣∣∣1x − 1

y

∣∣∣∣∣
1
2

= |x− y| 1
2

√
x
√
y
.

Finalement, on aura

|f(x) − f(y)| ≤ 1√
π

|x− y| 1
2 +

√
2
√
y

x
|x− y| 1

2 ≤ ( 1√
π

+
√

2) |x− y| 1
2 ,
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Ce qui veut dire que f est une fonction de Hölder d’exposant 1
2.

(ii) Montrons ensuite que f n’est pas absolument continue. Considérons
pour chaque h ∈ N, la partition de l’intervalle [0, 1

π ] donnée par
les 2h+ 1 points

xi = 2
(i+ 1)π pour i = 1, · · · , 2h et x2h+1 = 0,

Le fait que f(x2j) > 0 et f(x2j−1) = 0 pour j = 1, · · · , h, im-
plique que
2h∑
i=1

|f(xi+1) − f(xi)| >
h∑
j=1

|f(x2j)| =
h∑
j=1

2
(2j + 1)π

∣∣∣∣∣sin(2j + 1)π2

∣∣∣∣∣
=

h∑
j=1

2
(2j + 1)π

>
h∑
j=1

2
(2j + 2)π = 1

π

h∑
j=1

1
j + 1

Donc limh→∞
∑2h
i=1 |f(xi+1) − f(xi)| = +∞, de sorte que f n’est

pas absolument continue.

Remarque 2.1.18. [4] L’inverse d’une fonction α-höldérienne, s’il existe
n’est pas forcément une fonction α-höldérienne.

En effet, considérons la fonction définie sur I = [0, 1] par f(x) = x3 et
appliquons l’inégalité des accroissements finis

∣∣∣x3 − y3∣∣∣ ≤ 3 |x− y| .

c’est-à-dire f ∈ C0,1(I). D’autre part, sa fonction inverse est définie sur
[0, 1] par

f−1(y) = y
1
3

est 1
3-höldérienne et ne pourra pas être 1-höldérienne d’après l’exemple

1.
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2.2 Les espaces Ck,α(Ω)

Soit k un entier positif.

Définition 2.2.1. Soient Ω un ouvert de Rn et α ∈]0, 1], pour k ∈ N, on
note par Ck,α(Ω) l’espace des fonctions de Ck

b (Ω) qui sont α-höldériennes
et dont la dérivée jusqu’à l’ordre k est une fonction α-höldérienne aussi.

Autrement dit,

f ∈ Ck,α(Ω) ⇔ f ∈ Ck
b (Ω) et ∂βf ∈ C0,α(Ω), pour tout |β| ≤ k (2.22)

et qui s’écrit de manière équivalente aussi comme suit

f ∈ Ck,α(Ω) ⇔ f et ∂f

∂xi
∈ Ck−1,α(Ω), pour tout i = 1, · · · , n (2.23)

La preuve de la proposition suivante est facile, on l’a omis.

Proposition 2.2.2. Soient Ω un ouvert de Rn, α ∈]0, 1] et k ∈ N, les
ensembles Ck,α(Ω) sont des sous-espaces vectoriels des espaces Ck(Ω).

Lemme 2.2.3. L’application définie par

∥f∥k,α =
∑

|β|≤k

∥∥∥∂βf∥∥∥
α

(2.24)

est une norme sur Ck,α(Ω).

Preuve. On utilise le fait que ∥·∥α est une norme sur C0,α(Ω)

1. Si f ∈ Ck,α(Ω), alors
∥f∥k,α = 0 ⇔ ∑

|β|≤k
∥∥∥∂βf∥∥∥

α
= 0 ⇔ ∥f∥α = 0 ⇔ f = 0.

2. Si f ∈ Ck,α(Ω) et a ∈ K, alors

∥af∥k,α = ∑
|β|≤k

∥∥∥∂β(af)
∥∥∥
α

= |a| ∥f∥k,α .
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3. Si f, g ∈ Ck,α(Ω), alors par l’inégalité triangulaire, on a

∥f + g∥k,α =
∑

|β|≤k

∥∥∥∂βf + ∂βg
∥∥∥
α

≤ ∑
|β|≤k

∥∥∥∂βf∥∥∥
α

+
∑

|β|≤k

∥∥∥∂βg∥∥∥
α

Proposition 2.2.4. Pour k ∈ N et α ∈]0, 1], l’application définie par

∥f∥′
k,α =

∑
|β|≤k

∥∥∥∂βf∥∥∥∞ +
∑

|β|=k
sup
x,y∈Ω
x̸=y

∣∣∣∂βf(x) − ∂βf(y)
∣∣∣

|x− y|α ,∀f ∈ Ck,α(Ω)

(2.25)
est une norme sur Ck,α(Ω) équivalente à ∥·∥k,α.

Preuve. On peut facilement vérifier que ∥·∥′
k,α est une norme sur Ck,α(Ω),

montrons l’équivalence, soit f ∈ Ck,α(Ω)

∥f∥k,α =
∑

|β|≤k

∥∥∥∂βf∥∥∥∞ +
∑

|β|≤k
sup
x,y∈Ω
x̸=y

∣∣∣∂βf(x) − ∂βf(y)
∣∣∣

|x− y|α

=
∑

|β|≤k

∥∥∥∂βf∥∥∥∞ +
∑

|β|=k
sup
x,y∈Ω
x ̸=y

∣∣∣∂βf(x) − ∂βf(y)
∣∣∣

|x− y|α +
∑

|β|<k
sup
x,y∈Ω
x ̸=y

∣∣∣∂βf(x) − ∂βf(y)
∣∣∣

|x− y|α

= ∥f∥′
k,α +

∑
|β|<k

sup
x ̸=y

∣∣∣∂βf(x) − ∂βf(y)
∣∣∣

|x− y|α

Donc
∥f∥′

k,α ≤ ∥f∥k,α
D’autre part pour |β| ≤ k − 1, on a

∥∥∥∂βf∥∥∥
α

=
∥∥∥∂βf∥∥∥∞ + sup

x,y∈Ω
x ̸=y

∣∣∣∂βf(x) − ∂βf(y)
∣∣∣

|x− y|α
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En prenant |x− y| ≤ 1 et en appliquant l’inégalité des accroissements
finis à la fonction ∂βf , on obtient

∣∣∣∂βf(x) − ∂βf(y)
∣∣∣ ≤ |x− y| ∑

|γ|<k
sup
x∈Ω

|∂γf(x)|

Par conséquent, on aura
∥∥∥∂βf∥∥∥

α
≤ C

∥∥∥∂βf∥∥∥∞ +
∑

|γ|≤k
∥∂γf∥∞ ≤ C1

∑
|γ|≤k

∥∂γf∥∞ ,

donc ∑
|β|≤k−1

∥∥∥∂βf∥∥∥
α

≤ C2
∑

|γ|≤k
∥∂γf∥∞

Ainsi

∥f∥k,α ≤ C2
∑

|β|≤k

∥∥∥∂βf∥∥∥∞ +
∑

|β|=k

∥∥∥∂βf∥∥∥
α

= C2
∑

|β|≤k

∥∥∥∂βf∥∥∥∞ +
∑

|β|=k

∥∥∥∂βf∥∥∥∞ +
∑

|β|=k
sup
x,y∈Ω
x ̸=y

∣∣∣∂βf(x) − ∂βf(y)
∣∣∣

|x− y|α

≤ C3 ∥f∥′
k,α

Finalement, ∃C3 > 0 tel que

∥f∥′
k,α ≤ ∥f∥k,α ≤ C3 ∥f∥′

k,α , ∀f ∈ Ck,α(Ω)

Proposition 2.2.5. Pour k ∈ N et α ∈]0, 1], l’application définie par

∥f∥∗ = ∥f∥k−1,α +
n∑
i=1

∥∥∥∥∥ ∂f∂xi
∥∥∥∥∥
k−1,α

, ∀f ∈ Ck,α(Ω) (2.26)

est une norme sur Ck,α(Ω), équivalente à ∥·∥k,α.
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Preuve. C’est évident que c’est une norme sur Ck,α(Ω) et par de simple
calculs sur les dérivées, on arrive à montrer qu’il existe C1 > 0 tel que

∥f∥∗ ≤ C1 ∥f∥k,α , ∀f ∈ Ck,α(Ω) (2.27)

En effet, ∂βf peut être écrite sous la forme ∂α( ∂f∂xi
) avec |α| < |β|, donc

en particulier |α| ≤ k − 1, Ensuite, on utilise le fait que

∥f∥k−1,α ≤ ∥f∥k,α

pour avoir C2 > 0 tel que

∥f∥ ≤ C2 ∥f∥∗ .

Puisqu’on a démontré que les trois normes ∥·∥∗ , ∥·∥k,α et ∥·∥′
k,α sont

des normes équivalentes, alors dans la suite, on utilise la même notation
∥·∥k,α.

Proposition 2.2.6. Soient Ω un ouvert de Rn, α ∈]0, 1] et k ∈ N, l’es-
pace Ck,α(Ω) muni de la norme ∥·∥k,α est un espace de Banach.

Preuve. On utilise le raisonnement par récurrence sur k, en utilisant la
définition (2.23) .

• Si k = 1, alors par la proposition (2.1.8) , C0,α(Ω) est l’espace de
Hölder complet.

• Supposons, à présent que Ck−1,α(Ω) est un espace de complet et
montrons que c’est le cas pour Ck,α(Ω). Soit (fi)i∈N une suite de
Cauchy dans Ck,α(Ω), c’est-à-dire que pour tout i ∈ N

fi ∈ Ck−1,α(Ω), ∂fi
∂xj

∈ Ck−1,α(Ω), ∀j = 1, · · · , n

page 40
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et pour ε > 0, ∃N > 0 tels que pour i, p > N , on a

∥fi − fp∥k−1,α +
n∑
j=1

∥∥∥∥∥∥ ∂fi∂xj
− ∂fp
∂xj

∥∥∥∥∥∥
k−1,α

≤ ε. (2.28)

Donc (fi)i∈N et pour tout j = 1, · · · , n, ( ∂fi

∂xj
)i∈N sont des suites

de Cauchy dans l’espace Ck−1,α(Ω) qui est complet par hypothèse,
donc elles sont convergentes. Autrement dit, il existe f ∈ Ck−1,α(Ω)
et gj ∈ Ck−1,α(Ω) telles que

fi → f et ∂fi
∂xj

→ gj dans Ck−1,α(Ω).

Par le lemme 2.1.14, ∂fi

∂xj
→ gj dans C0(Ω), c’est-à-dire, ∂fi

∂xj
converge

uniformément vers gi et par le théorème 1.2.7, gj = ∂f
∂xj

∈ Ck−1,α(Ω).

Finalement f ∈ Ck,α(Ω) et en passant à la limite quand p → ∞
pour i fixé dans (2.28), on aura

∀ε > 0, ∃N > 0, i > N ⇒ ∥fi − f∥k,α ≤ ε.

Proposition 2.2.7. Soient Ω un ouvert de Rn, α ∈]0, 1] et k ∈ N. Si
f, g ∈ Ck,α(Ω), alors fg ∈ Ck,α(Ω) et

∥fg∥k,α ≤ C ∥f∥k,α ∥g∥k,α (2.29)

Preuve. Soient f, g ∈ Ck,α, alors par définition ∂βf ∈ C0,α et ∂βg ∈ C0,α

pour tout |β| ≤ k. Appliquons la formule de Leibniz à (fg),

∂α(f g) =
∑
γ≤α

α
γ

∂γf ∂α−γg
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Par la proposition 2.1.5, C0,α(Ω) est stable par multiplication et par
addition, ainsi ∂β(f g) ∈ C0,α(Ω), pour tout |β| ≤ k, c’est-à-dire
fg ∈ Ck,α(Ω). Enfin

∥fg∥k,α =
∑

|β|≤k

∥∥∥∂β(fg)
∥∥∥
α

≤ ∑
|β|≤k

∑
γ≤β

α
γ

 ∥∥∥∂γf ∂β−γg
∥∥∥
α

par conséquent

∥fg∥k,α ≤ ∑
|β|≤k

∑
γ≤β

α
γ

 [∥∂γf∥∞
∥∥∥∂β−γg

∥∥∥
α

+ ∥∂γf∥α
∥∥∥∂β−γg

∥∥∥∞
]

qui peut être écrit comme ∥fg∥k,α ≤ C ∥f∥k,α ∥g∥k,α où C est une constante
qui dépend de

(
α
β

)
.

Proposition 2.2.8. Soient Ω un ouvert de Rn, α ∈]0, 1] et k ∈ N. Si
f ∈ Ck,α(Ω), alors toutes ses dérivées d’ordre inférieure ou égale k se
prolongent par continuité en des fonctions de Hölder d’exposant α sur Ω.

Preuve. Si f ∈ Ck,α(Ω), alors pour tout |β| ≤ k, ∂βf ∈ C0,α(Ω) et par
la proposition 2.1.11, ∂βf se prolonge en une fonction continue sur Ω.

Si α, α′ ∈]0, 1] et k, k′ ∈ N, alors la condition k+α ≥ k′+α′ est équivalente
à

k > k′ et α ≥ α′ ou k = k′ et α ≥ α′.

En effet, si k < k′ et α ≥ α′, alors puisque k et k′ sont des entiers, on
aura

k + α ≤ k + 1 ≤ k′ < k′ + α

d’où la contradiction.
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Proposition 2.2.9. Soient Ω un ouvert de Rn, α, α′ ∈]0, 1] et k, k′ ∈ N
tels que k + α ≥ k′ + α′. L’injection

Ck,α(Ω) ↪→ Ck′,α′(Ω) est continue. (2.30)

Si de plus, Ω est borné et k+α ̸= k′ +α′, alors l’injection (2.30) devient
compacte.

Preuve. • Commençons par le cas k = k′ et α ≥ α′ :

Si f ∈ Ck,α(Ω), alors ∂βf ∈ C0,α(Ω), pour tout |β| ≤ k et par la
proposition 2.1.15, ∂βf ∈ C0,α′(Ω) et il existe C > 0 tel que

∥∥∥∂βf∥∥∥
α′ ≤ C

∥∥∥∂βf∥∥∥
α
,

c’est-à-dire
∥f∥k,α′ ≤ C ∥f∥k,α .

D’où la continuité de l’injection (2.30).

• A présent le cas k > k′ et α ≥ α′ :

Si f ∈ Ck,α(Ω), alors ∂βf ∈ C0,α(Ω), pour tout |β| ≤ k, en particu-
lier ∂βf ∈ C0,α(Ω), pour tout |β| ≤ k′, c’est-à-dire f ∈ Ck′,α(Ω) et
on revient au premier cas.

À présent, si Ω est un ouvert borné et k + α ̸= k′ + α′, prenons (fi)i∈N
une suite bornée dans Ck,α(Ω), alors par définition (∂βfi)i∈N est une suite
bornée dans C0,α(Ω) pour tout |β| ≤ k et puisque C0,α(Ω) ↪→ C0,α′(Ω)
est compacte, alors :

• Pour β = 0, de la suite (fi)i on peut extraire une sous-suite (fφ0(i))i
qui converge dans C0,α′(Ω) vers une certaine fonction f0.

De la suite bornée (∂fϕ0(i)
∂x1

)i de C0,α(Ω), on peut extraire aussi une
sous-suite qu’on note (∂fϕ1(i)

∂x1
)i qui converge dans C0,α′(Ω) vers une
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certaine fonction f1. Or (fϕ1(i))i∈N est une sous-suite de (fϕ0(i))i. Donc

lim
i→∞

fϕ1(i) = lim
n→∞ fϕ0(i) = f0 dans C0,α′(Ω)

et vu que la convergence dans C0,α′(Ω) n’est autre que la convergence
uniforme sur Ω. Alors par le théorème 2.3, on aura

∂f0

∂x1
= f1

et dans ce cas (fϕ1(i))i converge vers f0 dans Cβ1,α
′(Ω) pour β1 =

(1, 0, · · · , 0) .

• En utilisant le procédé d’extraction de Cantor, on trouvera une sous-
suite (fϕi(i))i∈N de la suite (fi)i∈N telle que

lim
i→∞

∂βfϕi(i) = fβ, pour |β| ≤ k et fβ = ∂βf0.

Notons cette sous suite (fip)p∈N. On dira alors que (fip)p∈N converge
vers f0 dans Ck,α′(Ω), en particulier dans Ck′,α′(Ω).

Proposition 2.2.10. Soient Ω un ouvert borné de Rn, α, α′ ∈]0, 1] et
k, k′ ∈ N tels que k+α ̸= k′ +α′, alors pour tout ε > 0 il existe C(ε) > 0
telle que

∥f∥k′,α′ ≤ ε ∥f∥k,α + C(ε) ∥f∥∞ , ∀f ∈ Ck,α(Ω).

Preuve. Pour montrer cette inégalité, on utilise le raisonnement par
absurde pour cela supposons que

∃ε0 > 0,∀C > 0, ∃f ∈ Ck,α(Ω) tel que ∥f∥k′,α′ > ε0 ∥f∥k,α + C ∥f∥∞ .

Choisissons C = i, i ∈ N, on trouveras alors une suite (fi)i ⊂ Ck,α(Ω)
telle que

∥fi∥k′,α′ > ε0 ∥fi∥k,α + n ∥fi∥∞ , ∀i ∈ N. (2.31)
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De cette inégalité, on aura ∥fi∥k′,α′ > 0 , c’est-à-dire

fi ̸= 0, ∀i ∈ N,

de cette manière, on peut poser

gi = fi
∥fi∥k,α

,

donc ∥gi∥k,α = 1, c’est-à-dire (gi)i est bornée dans Ck,α(Ω) et puisque
l’injection Ck,α(Ω) ↪→ Ck′,α′(Ω) est compacte, alors on peut extraire une
sous-suite (gip)p∈N qui converge vers une certaine fonction g ∈ Ck′,α′(Ω).
D’autre part, Ck′,α′(Ω) ⊂ C0

b (Ω), ainsi (gip)p∈N converge uniformément
sur Ω vers g aussi. De (2.31), on obtient

1
ip

∥∥∥gip∥∥∥k′,α′ >
ε0

ip
+
∥∥∥gip∥∥∥∞ . (2.32)

En passant à la limite quand p → ∞ on aura 0 > ∥g∥∞ , c’est-à-dire
g = 0, ce qui est absurde car ∥g∥k,α = 1.

Proposition 2.2.11. Soient Ω un ouvert borné de Rn, k ≥ 1 et α ≥ α′.
Si (fi)i∈N est une suite bornée de Ck,α(Ω), alors il existe une sous-suite
(fip)p∈N qui converge dans Ck,α′(Ω) vers une fonction de l’espace Ck,α(Ω).

Preuve. On a déjà montré dans la proposition 2.2.9 que si (fi)i∈N est
une suite bornée dans Ck,α(Ω), alors il existe une sous-suite (fip)p∈N qui
converge vers f dans Ck,α′(Ω), autrement dit pour tout |β| ≤ k, (∂βfip)p∈N
converge uniformément vers f sur Ω. Il reste seulement à montrer que
f ∈ Ck,α(Ω).

Puisque (fip)p∈N est bornée dans Ck,α(Ω), alors

∃M > 0,∀p ∈ N tel que
∥∥∥fip∥∥∥k,α ≤ M,
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c’est-à-dire ∑
|β|≤k

∥∥∥∂βfip∥∥∥α ≤ M, (2.33)

de cette façon,

∀p ∈ N, ∀ |β| ≤ k, ∀x, y ∈ Ω,
∣∣∣∂βfip(x) − ∂βfip(y)

∣∣∣ ≤ M |x− y|α ,

et en passant à la limite quand p → ∞, on obtient
∣∣∣∂βf(x) − ∂βf(y)

∣∣∣ ≤ M |x− y|α , ∀ |β| ≤ k. (2.34)

Autrement dit f ∈ Ck,α(Ω).

2.3 Les espaces de Hölder généralisés

Dans la section suivante, on va définir une généralisation des espaces
de Hölder dans le cadre particulier de R. Cet espace est établi à l’aide
d’une ≪ norme höldérienne ≫ employant une fonction à valeurs réelles que
nous noterons φ.

Tout au long de cette section, on considère Ω l’intervalle [0, 1] de R.

Définition 2.3.1. [5] Soit H l’espace des fonctions φ qui vérifient les
conditions suivantes

1. φ : Ω → [0,+∞[ et croissante sur Ω.

2. limt→0+ φ(t) = 0,

3. limt→0+
φ(t)
t = ∞.

Pour φ ∈ H et f une fonction définie sur Ω , on pose

|f |φ = sup
x,y∈Ω
x̸=y

|f(x) − f(y)|
φ(|x− y|) (2.35)
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Définition 2.3.2. [5] On note par Cφ(Ω) l’espace de toutes les fonctions
f définies sur Ω qui vérifie |f |φ < ∞.

On l’appelle l’espace des fonctions φ-höldériennes

Proposition 2.3.3. [5] Pour φ ∈ H, l’espace Cφ(Ω) muni de la norme

∥·∥φ = ∥·∥∞ + |·|φ (2.36)

est un espace de Banach.

Preuve. Il est évident de voir que Cφ(Ω) est un espace vectoriel et que
∥·∥φ est une norme, il reste alors à prouver qu’il est complet. Soit la suite
de Cauchy (fi)i∈N de l’espace Cφ(Ω), en utilisant les mêmes arguments
considérés dans la preuve de la proposition 2.1.8, on montre que (fi)i∈N
converge dans Cφ(Ω).

Théorème 2.3.4. Pour φ, ψ ∈ H, on pose

C1 = lim
t→0+

inf ψ(t)
φ(t) et C2 = lim

t→0+
sup ψ(t)

φ(t) .

On a alors les injections suivantes :

1. Si C1 > 0, alors Cφ(Ω) ↪→ Cψ(Ω).

2. Si C2 < ∞, alors Cψ(Ω) ↪→ Cφ(Ω).

3. Si 0 < C1 ≤ C2 < ∞, alors Cφ(Ω) ∼ Cψ(Ω).

Preuve. Soient φ, ψ ∈ H,

1. Puisque C1 = lim
t→0+

inf ψ(t)
φ(t) , alors par définition de la limite inférieure,

on peut trouver δ > 0 tel que

C1 ≤ ψ(x)
φ(x) , ∀x ∈ [0, δ] (2.37)
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Si f ∈ Cφ(Ω), alors |f(x)−f(y)|
φ(|x−y|) ≤ |f |φ pour tous x, y ∈ Ω.

• Supposons que δ ≤ |x− y| < 1, puisque φ et ψ sont croissantes,
alors

φ(δ) < φ(|x− y|) < φ(1) et ψ(δ) < ψ(|x− y|) < ψ(1)

Ainsi en écrivant
|f(x) − f(y)|
ψ(|x− y|) = |f(x) − f(y)|

φ(|x− y|)
φ(|x− y|)
ψ(|x− y|) (2.38)

on obtient
|f(x) − f(y)|
ψ(|x− y|) ≤ |f(x) − f(y)|

φ(|x− y|)
φ(1)
ψ(δ)

et par suite

sup
x,y∈Ω

|x−y|≥δ

|f(x) − f(y)|
ψ(|x− y|) ≤ sup

x,y∈Ω
|x−y|≥δ

|f(x) − f(y)|
φ(|x− y|)

φ(1)
ψ(δ) .

• Supposons maintenant que |x− y| ≤ δ, alors par (2.37) on a

φ (|x− y|)
ψ(|x− y|) ≤ 1

C1

Ainsi (2.38) devient

sup
x,y∈Ω

|x−y|≤δ

|f(x) − f(y)|
ψ(|x− y|) ≤ sup

x,y∈Ω
|x−y|≤δ

|f(x) − f(y)|
φ(|x− y|)

1
C1

Posons M = max
(

1
C1
, φ(1)
ψ(δ)

)
. Finalement, |f |ψ ≤ M |f |φ.

2. Soit C2 = lim
t→0+

sup ψ(t)
φ(t) tel que C2 < ∞, on sait que

0 < 1
C2

= lim
t→0+

inf ψ(t)
φ(t) ,
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et vu que φ et ψ sont positives, on applique alors 1. en changement
les rôles de φ et ψ et on obtient alors

Cψ(Ω) ↪→ Cφ(Ω).

3. Si 0 ≤ C1 ≤ C2 < ∞, alors on aura les deux injections

Cψ(Ω) ↪→ Cφ(Ω) et Cφ(Ω) ↪→ Cψ(Ω)

et les deux inégalités

|f |ψ ≤ M1 |f |φ et |f |φ ≤ M2 |f |ψ

c’est-à-dire Cψ(Ω) ∼ Cφ(Ω).

On remarque que dans tout ce qu’on vient de faire jusqu’à ici, on n’a pas
utilisé la condition 3. de la définition 2.3.1 ainsi dire si on la supprime on
peut obtenir une certaine classe de fonctions mais qui ne généralise pro-
prement dit pas l’espace de Hölder. Ceci va être pointé dans le corollaire
suivant.

Corollaire 2.3.5. Soit φ une fonction qui vérifie les conditions 1. et 2.
de la définition 2.3.1 et la condition lim

t→0+

φ(t)
t

= C > 0, alors

Cφ(Ω) ∼ C0,1(Ω).

Preuve. On applique le théorème 2.3.4 à la fonction φ donnée par hy-
pothèse et ψ la fonction définie par t 7→ ψ(t) = t. D’aprés ce qu’on
vient de dire au-dessus, ces deux fonctions n’ont pas besoin de vérifier la
condition 3.
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Puisque lim
t→0+

φ(t)
t

existe, alors

lim
t→0+

sup φ(t)
t

= lim
t→0+

inf φ(t)
t

= C > 0

ainsi 0 < C < ∞, et on applique la troisième assertion du théorème 2.3.4
pour obtenir Cφ(Ω) ∼ C0,1(Ω).

Dans le théorème suivant, on montre que les implications dans le théorème
2.3.4 peuvent être en faite des équivalences, on y ajoutant d’autres condi-
tions.

Théorème 2.3.6. Pour φ, ψ ∈ H, on a

1. Si φ ∈ Cφ(Ω), alors Cφ(Ω) ↪→ Cψ(Ω) si et seulement si C1 > 0,

2. Si ψ ∈ Cψ(Ω), alors Cψ(Ω) ↪→ Cφ(Ω) si et seulement si C2 < ∞,

3. Si φ ∈ Cφ(Ω) et ψ ∈ C0,ψ(Ω), alors Cφ(Ω) ∼ Cψ(Ω) si et seulement
si 0 < C1 ≤ C2 < ∞

Preuve. Les conditions suffisantes de ce théorème ont été établies dans
le théorème 2.3.4. On va montrer à présent, les conditions suffisantes.

• Montrons que si

φ ∈ Cφ(Ω) et Cφ(Ω) ↪→ Cψ(Ω), alors C1 > 0.

On va faire celà par contraposé, c’est-à-dire, on suppose que C1 = 0
et on montre qu’il existe une fonction f ∈ Cφ(Ω) tel que f /∈ Cψ(Ω).

Le bon candidat pour f n’est autre que la fonction φ elle-même car
φ ∈ Cφ(Ω). Ensuite si on pose

C1 = lim
t→0+

inf ψ(t)
φ(t) = 0,
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alors par définition de la limite inférieure, il existe une suite
(xi)i∈N ⊂]0, 1[ tel que

lim
i→∞

xi = 0 et lim
i→∞

ψ(xi)
φ(xi)

= 0.

Ainsi
|φ(xi) − φ(0)|
ψ(|xi − 0|) = |φ(xi)|

ψ(|xi|)
(2.39)

car φ(0) = 0, par conséquent

[φ]ψ = sup
x,y∈Ω

|φ(x) − φ(y)|
ψ(|x− y|) ≥ |φ(xi)|

ψ(|xi|)

et en passant à la limite, on trouve que [φ]ψ converge vers ∞, c’est-
à-dire φ /∈ Cψ(Ω).

• Les assertions 2. et 3. se déduisent de 1. comme on l’a déjà établi
dans le théorème 2.3.4.

Dans la proposition suivante, on va montrer que la condition φ ∈ Cφ(Ω)
ajoutée dans le théorème précédent, peut avoir en effet lieu.

Proposition 2.3.7. Si φ ∈ H est fonction concave sur Ω, alors φ ∈
Cφ(Ω).

Preuve. Puisque φ est croissante, concave et φ(0) = 0, alors

|φ(x) − φ(y)| ≤ φ(|x− y|) − φ(0) = φ(|x− y|),

Ainsi |φ|φ < ∞.
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS

Tout au long de ce chapitre E sera un espace de Banach muni de la norme
∥·∥. On note par B(E) l’ensemble des opérateurs bornés de E dans E.

3.1 Théorie des semi-groupes

Définition 3.1.1. [6]Une famille (S(t))t≥0 d’opérateurs linéaires bornés
de E dans E est dite un semi-groupe sur E si

1. S(0) = I,

2. S(t+ s) = S(t)S(s), ∀t, s ≥ 0.

Définition 3.1.2. [6] Soit (S(t))t≥0 un semi-groupe sur E. L’opérateur
linéaire A définie par

D(A) =
x ∈ E : lim

t→0

S(t)x− x

t
existe
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et
Ax = lim

t→0

S(t)x− x

t
= dS(t)x

dt

∣∣∣∣∣∣
t=0

, ∀x ∈ D(A)

est le générateur infinitésimal du semi groupe (S(t))t≥0 où D(A) est le
domaine de A.

Définition 3.1.3. [6] Soit (S(t))t≥0 un semi-groupe sur E. On dit que
le semi-groupe (S(t))t≥0 est

1. Uniformément continu si

lim
t→0

∥S(t) − I∥ = 0

2. Fortement continu ou C0-semi-groupe si

lim
t→0

S(t)x = x, ∀x ∈ E

Théorème 3.1.4. [6]Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe, alors ils existent
deux constantes ω ≥ 0 et M ≥ 1 telles que

∥S(t)∥ ≤ Meωt, pour tout t ≥ 0

Corollaire 3.1.5. Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe, alors pour tout x ∈
E, l’application t 7→ S(t)x est une fonction continue de R+ dans E.

Théorème 3.1.6. [6] Soit A le générateur infinitésimal d’un C0-semi-
groupe (S(t))t≥0. Alors on a les propriétés suivantes

1. Pour tout x ∈ E,

lim
h→0

1
h

∫ t+h
t

S(s)xds = S(t)x. (3.1)

2. Pour tous x ∈ E et t ≥ 0, ∫ t0 S(s)xds ∈ D(A) et

A

(∫ t
0
S(s)xds

)
= S(t)x− x. (3.2)
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3. Si x ∈ D(A), alors S(t)x ∈ D(A) pour tout t ≥ 0, et

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax. (3.3)

4. Pour tous x ∈ D(A) et t > s ≥ 0

S(t)x− S(s)x =
∫ t
s
S(τ)Axdτ =

∫ t
s
AS(τ)xdτ. (3.4)

Définition 3.1.7. [6] Un opérateur A est fermé, si et seulement si pour
toute suite (xn)n∈N d’éléments de D(A) telle que

lim
n→∞xn = x ∈ E,

et
lim
n→∞Axn = y ∈ E.

On a
x ∈ D(A) et Ax = y

Corollaire 3.1.8. [6] Si A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-
groupe (S(t))t≥0, alors

1. Le domaine D(A) est dense dans E.

2. A est un opérateur linéaire fermé.

Définition 3.1.9. [6] Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe défini sur E. On
dit que (S(t))t≥0 est différentiable pour t > t0 si pour tout x ∈ E l’appli-
cation t 7→ S(t)x est différentiable pour t > t0.

Proposition 3.1.10. [6] Soit A le générateur infinitésimal d’un C0-semi-
groupe différentiable (S(t))t≥0, alors

S(n)(t) =
(
AS

(
t

n

))n
=
(
S ′
(
t

n

))n
, n ≥ 1 (3.5)
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Définition 3.1.11. [6]Soient δ1, δ2 ∈]0, π[, on note ∆δ le secteur

∆δ = {z ∈ C∗ : Re(z) > 0 et δ1 < arg(z) < δ2} .

On dit que le C0-semi-groupe {S(z)}z∈∆δ
est un semi-groupe analytique

si

1. S(0) = I et limz→0 S(z)x = x, ∀x ∈ E,

2. S(z1 + z2) = S(z1)S(z2), ∀z1, z2 ∈ ∆δ,

3. L’application z ∈ ∆δ 7→ S(z) est analytique dans ∆δ.

Rappelons que si A est un opérateur linéaire, l’ensemble résolvant ρ(A)
est l’ensemble des nombres complexes λ pour lesquels (λI−A) est inver-
sible. On note la résolvante de A par

R(λ,A) = (λI − A)−1.

Théorème 3.1.12. [6] Soit (S(t))t≥0 un C0-semi-groupe uniformément
borné et A son générateur infinitésimal. Supposons que 0 ∈ ρ(A), alors
les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. ∃δ > 0 tel que (S(t))t≥0 est un semi-groupe analytique dans le secteur
∆δ et (S(z)) z ∈ ∆δ est uniformément borné dans tout secteur fermé
∆δ′, de ∆δ où δ′ < δ.

2. ∃C > 0 tel que pour tout σ > 0, τ ̸= 0

∥R(σ + iτ, A)∥ ≤ C

|τ | . (3.6)

3. L’application t ∈]0,∞[ 7→ S(t) ∈ B(E) est différentiable et ∃C > 0
tel que

∥AS(t)∥ ≤ C

t
, ∀t > 0 (3.7)
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3.2 Problème de Cauchy homogène

Dans un premier temps, on considère le problème abstrait de Cauchy
homogène de la forme suivante

 u′(t) = Au(t), t > 0
u(0) = x

(3.8)

Où u est une fonction à valeur dans l’espace vectoriel E,
A : D(A) ⊂ E → E est un opérateur linéaire et x ∈ E est la condition
initiale.
Commençons par définir ce que c’est une solution du problème (3.8).

Définition 3.2.1. La fonction u est dite une solution classique du problème
(3.8) si elle est continue pour tout t ≥ 0, , continûment différentiable et
u(t) ∈ D(A) pour t > 0, et elle satisfait (3.8).

Si u est solution du problème (3.8), alors u(t) ∈ D(A), pour tout t > 0
et u est continue pour t = 0. Par conséquent, le problème n’admet pas
de solution si x /∈ D(A).

Théorème 3.2.2. Soit A un opérateur linéaire à domaine dense. Si
R(λ,A) existe pour tout réel λ ≥ λ0 et

lim
λ→∞

supλ−1 log ∥R(λ,A)∥ ≤ 0, (3.9)

alors le problème (3.8) admet au plus une solution pour tout x ∈ E.

Théorème 3.2.3. Soit A un opérateur linéaire à domaine dense dont
l’ensemble résolvant ρ(A) est non vide. Le problème (3.8) admet une
unique solution u qui est continûment différentiable pour tout t ≥ 0, et
pour tout x ∈ D(A) si et seulement si A est le générateur infinitésimal
d’un C0-semi-groupe (S(t))t≥0.
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Si la condition initiale x ∈ E, on a le résultat suivant

Théorème 3.2.4. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
différentiable (S(t))t≥0, alors pour tout x ∈ E le problème (3.8) admet
une unique solution.

Preuve. Si x ∈ D(A), alors l’existence et l’unicité de la solution provient
des théorèmes 3.2.2 et 3.2.3. Si x ∈ E, alors le fait que (S(t))t≥0 est
différentiable pour t > 0, implique que

S ′(t)x = AS(t)x, ∀t > 0, ∀x ∈ E

donc si on pose u(t) = S(t)x, alors par les propriétés du semi-groupe
différentiable u′ est continue pour tout t > 0 et u est la solution du
problème (3.8). L’unicité est aussi une conséquence du théorème 3.2.2.

Corollaire 3.2.5. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique (S(z))z∈∆δ

, alors pour tout x ∈ E le problème (3.8) admet une
unique solution.

Preuve. Puisque tout semi-groupe analytique est différentiable, on ap-
plique alors le théorème 3.2.4.

3.3 Problème de Cauchy non homogène

On considère à présent le problème abstrait de Cauchy non homogène
suivant  u′(t) = Au(t) + f(t), t > 0

u(0) = x
(3.10)

Où f : [0, T [→ E et A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe
(S(t))t≥0.
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Définition 3.3.1. Une fonction u : [0, T [→ E est dite une solution clas-
sique du problème (3.10) sur [0, T [ si u est continue sur [0, T [, continûment
différentiable sur ]0, T [, et u(t) ∈ D(A) pour tout 0 < t < T . De plus, u
satisfait le problème (3.10) sur [0, T [.

Proposition 3.3.2. Si f ∈ L1(]0, T [, E), alors pour tout x ∈ E le
problème (3.10) admet au moins une solution. Cette solution si elle
existe, ne peut être que sur la forme

u(t) = S(t)x+
∫ t
0
S(t− s)f(s)ds (3.11)

Preuve. Soit u une solution de (3.10) et posons

v(s) = S(t− s)u(s), 0 < s < t.

Puisque u(s) ∈ D(A), alors par le théorème 3.1.6, on a

dv

ds
= −AS(t− s)u(s) + S(t− s)u′(s)

= −AS(t− s)u(s) + S(t− s)Au(s) + S(t− s)f(s)
= S(t− s)f(s) (3.12)

La condition f ∈ L1(]0, T [, E) implique que v(s) est intégrable et par
intégration de (3.12) sur ]0, t[ on obtient

u(t) = S(t)x+
∫ t
0
S(t− s)f(s)ds

Par continuité du semi-groupe (S(t))t≥0 sur [0,+∞[ on déduit que u ∈
C([0, T ], E).
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Définition 3.3.3. Soient A le générateur infinitésimal d’un C0-semi-
groupe (S(t))t≥0, x ∈ D(A) et f ∈ L1(]0, T [, E). La fonction u ∈ C([0, T ], E)
donnée par

u(t) = S(t)x+
∫ t
0
S(t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T

est appelée mild solution du problème (3.10) sur [0, T ].

Cherchons à présent des conditions sur f pour que la mild solution de-
vient une solution classique.

Théorème 3.3.4. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
(S(t))t≥0, f ∈ L1(]0, T [, E) une fonction continue sur ]0, T ] et

v(t) =
∫ t
0
S(t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T. (3.13)

Le problème (3.10) admet une solution u sur [0, T [ pour tout x ∈ D(A)
si l’une des conditions suivantes est satisfaite

(i) v est continûment différentiable sur ]0, T [.

(ii) v(t) ∈ D(A) pour 0 < t < T et Av est continue sur ]0, T [.

Si pour x ∈ D(A) le problème (3.10) admet une solution u sur ]0, T [,
alors v satisfait les deux conditions (i) et (ii).

Preuve. Supposons que le problème (3.10) admet une solution u pour
x ∈ D(A), alors la solution est donnée par

u(t) = S(t)x+
∫ t
0
S(t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T

Ainsi, v(t) = u(t) − S(t)x, t ∈ [0, T ], et puisque u est différentiable, on
déduit du théorème 3.1.6 que v est différentiable aussi pour t > 0 et

v′(t) = u′(t) − d

dt
S(t)x

= u′(t) − S(t)Ax
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qui est continue sur ]0, T [ car u est continue sur ]0, T [, d’où (i).
D’autre part, par le théorème 3.1.6 si x ∈ D(A), alors S(t)x ∈ D(A)
pour t ≥ 0 et par suite pour tout t > 0

v(t) = u(t) − S(t)x ∈ D(A),

car u(t) ∈ D(A). Ainsi par le théorème 3.1.6,

Av(t) = Au(t) − AS(t)x
= u′(t) − f(t) − S(t)Ax

donc elle est continue sur ]0, T [, d’où (ii).
Inversement, pour h > 0, on a

S(h) − I

h
v(t) = 1

h
(S(h)v(t) − v(t))

= 1
h

[∫ t
0
S(h+ t− s)f(s)ds− v(t)

]

= 1
h

[∫ t+h
0

S(h+ t− s)f(s)ds−
∫ t+h
t

S(h+ t− s)f(s)ds− v(t)
]

= 1
h

[v(t+ h) − v(t)] − 1
h

∫ t+h
t

S(t+ h− s)f(s)ds (3.14)

Notons
I (h) =

∫ t+h
t

S(t+ h− s)f(s)ds.

Puisque f est continue, alors

∥I (h)∥ ≤ C1
1
h

∫ t+h
t

∥f(s) − f(t)∥ ds+ 1
h

∫ t+1

t
∥S(t+ h− s)f(t) − f(t)∥ .

S’il existe δ > 0 tel que |h| < δ, alors pour tout t < s < t+ h, on aura

s− t < h < δ et t+ h− d < h < δ

et par continuité de f et (S(t))t≥0, on aura

∥I∥ ≤ C1ε1 + ε2
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c’est à dire limh→0 I (h) = f(t).

(i) Commençons par supposer que v est continûment différentiable sur
]0, T [, (3.14) devient alors

v′(t) = Av(t) + f(t)

où v(t) ∈ D(A), 0 < t < T et v(0) = 0. En posant

u(t) = S(t)x+ v(t),

on obtient une solution de (3.10) pour x ∈ D(A).

(ii) Ensuite, si on suppose que v(t) ∈ D(A), alors par (3.14), on déduit
que v est différentiable à droite de t, si on note D+v cette dérivée,
on aura

D+v(t) = Av(t) + f(t),

et par suiteD+v sera continue, donc v sera continûment différentiable
et v′(t) = Av + f , puisque v(0) = 0, alors la fonction

u(t) = S(t)x+ v(t)

est une solution de (3.10) pour x ∈ D(A).

Corollaire 3.3.5. Soit A le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe
(S(t))t≥0. Si f est continûment différentiable sur [0, T ] alors le problème
(3.10) admet une solution u sur [0, T [ pour tout x ∈ D(A).

Preuve. On va utiliser le théorème 3.3.4, en montrant que l’assertion
(i) est vérifiée. En effet, par un changement de variable dans l’équation
(3.13), on obtient

v(t) =
∫ t
0
S(t− s)f(s)ds =

∫ t
0
S(s)f(t− s)ds (3.15)
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et puisque f est différentiable, alors v est différentiable pour t > 0 et
dans ce cas, on aura en appliquant le règle de dérivation sous le signe
intégrale

v′(t) = S(t)f(0) +
∫ t
0
S(s)f ′(t− s)ds

= S(t)f(0) +
∫ t
0
T (t− s)f ′(s)ds

Ainsi, v′ est continue sur ]0, T [, d’où (i). Finalement le problème (3.10)
admet une solution.

Corollaire 3.3.6. Soient A le générateur infinitésimal d’un C0-semi-
groupe (S(t))t≥0 et f ∈ L1(]0, T [, E) continue sur ]0, T [. Si f ∈ D(A)
pour 0 < s < T et Af ∈ L1(]0, T [, E), alors pour tout x ∈ D(A) le
problème (3.10) admet une solution sur [0, T [.

Preuve. On va montrer que l’assertion (ii) du théorème 3.3.4 est vérifiée.
Puisque f (s) ∈ D(A) pour 0 < s < T , alors par le théorème 3.1.6,

T (t− s)f(s) ∈ D(A),

et
AS(t− s)f(s) = S(t− s)Af(s)

qui est intégrable, v est la fonction définie par (3.13) et

Av(t) = A
∫ t
0
S(t− s)f(s)ds =

∫ t
0
S(t− s)Af(s)ds

Ainsi, Av est continue, d’où (ii) et le problème (3.10) admet une solution.
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3.4 Régularité de la mild solution

Dans cette section, on va voir que si on impose d’autres condi-
tions sur f , alors la mild solution devient une solution classique suivant
la définition 3.2.1. Mais avant introduisons la définition d’une fonction
höldérienne à valeur dans l’espace de Banach E.

Définition 3.4.1. Soient I un intervalle de R+ et α ∈]0, 1[, la fonction
f : I 7→ E est une fonction höldérienne d’exposant α sur I s’il existe
C > 0 telle que

∥f(t) − f(s)∥ ≤ C |t− s|α , pour tout t, s ∈ I (3.16)

On note par C0,α(I, E) l’espace de ces fonctions et

[f ]α = sup
t,s∈I

∥f(t) − f(s)∥
|t− s|α .

La condition 3.16, peut être écrite sous la forme

∥f(t+ h) − f(t)∥ ≤ C |h|α , pour tout h > 0.

Théorème 3.4.2. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique (S(t))t≥0 et f ∈ Lp([0, T ], E) avec 1 < p < ∞, si u est la
mild solution du problème (3.10), alors u est une fonction Hölderienne
d’exposant p−1

p sur [ε, T ] pour tout ε > 0.
Si de plus x ∈ D(A), alors u est une fonction Hölderienne avec le même
exposant sur [0, T ].

Preuve. Si (S(t))t≥0 est un semi-groupe analytique, alors

∃M > 0 tel que ∥S(t)∥L(E) ≤ M pour t ∈ [0, T ],
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(S(t))t≥0 est différentiable pour t > 0 et il existe C > 0 tel que

∃C > 0, ∥AS(t)∥ ≤ Ct−1 si t > 0 (3.17)

Soit u une mild solution du problème (3.10), alors u est de la forme

u(t) = S(t)x+
∫ t
0
S(t− s)f(s)ds.

Montrons que u est höldérienne d’exposant p−1
p sur [ε, T ] pour tout ε > 0.

Soit h > 0 et t ∈ [ε, T ], on a

u(t+ h) − u(t) = [S(t+ h)x− S(t)x] + [v(t+ h) − v(t)]

Or par les propriétés des semi-groupes et (3.17), pour t, t+h ∈ [ε, T ], on
a

S(t+ h)x− S(t)x =
∫ t+h
t

AS(τ)dτ,

c’est-à dire

∥S(t+ h)x− S(t)x∥ ≤
∫ t+h
t

∥AS(τ)∥ dτ ≤
∫ t+h
t

C

τ
dτ

≤ C ln
∣∣∣∣∣1 + h

t

∣∣∣∣∣
≤ C

h

t

≤ C

ε
h

≤ C

h
p−1

p −1ε
h

p−1
p

≤ C

ε(ε− T )− 1
p

h
p−1

p .

D’autre part, pour h > 0

v(t+ h) − v(t) =
∫ t
0

(S(t+ h− s) − S(t− s)) f(s)ds+
∫ t+h
t

S(t+ h− s)f(s)ds

= I1 + I2
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Commençons par majorer I2 en utilisant l’inégalité de Hölder,

∥I2∥ ≤
∫ t+h
t

∥S(t+ h− s)f(s)∥ ds ≤ M
∫ t+h
t

∥f(s)∥ ds

≤ Mh
p−1

p

(∫ t+h
t

∥f(s)∥p
) 1

p

≤ M ∥f∥Lp h
p−1

p

Passons à présent à I1, pour h > 0, on a

∥I1∥ ≤
∫ t
0

∥(S(t+ h− s) − S(t− s)) f(s)∥ ds

On a déjà montré que pour t− s, t− s+ h ∈]0, T ],

∥S(t− s+ h) − S(t− s)∥ ≤ C
h

t− s

et d’un autre coté, on a

∥S(t− s+ h) − S(t− s)∥ ≤ 2M,

Si on pose C1 = max(C, 2M) et µ(h, t− s) = min
(
1, h

t−s
)
, alors

∥S(t− s+ h) − S(t− s)∥ ≤ C1µ(h, t− s)

et par l’inégalité de Hölder, on obtient

∥I1∥ ≤ C1
∫ t
0
µ(h, t− s) ∥f(s)∥ ds

≤ C1 ∥f∥Lp

(∫ t
0
µ(h, t− s)

p
p−1ds

)p−1
p

.
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Or ∫ t
0
µ(h, t− s)

p
p−1ds =

∫ t
0
µ(h, τ)

p
p−1dτ ≤

∫ ∞
0
µ(h, τ)

p−1
p dτ

=
∫ h
0

1dτ +
∫ ∞
h

(
h

τ

) p
p−1

dτ

= h+ (1 − p)h = ph

Finalement
∥I1∥ ≤ C1 ∥f∥Lp p

p−1
p h

p−1
p ,

donc v est höldérienne d’exposant p−1
p .

Théorème 3.4.3. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique (S(t))t≥0 , f ∈ L1(]0, T [, E) et supposons que pour tout
0 < t < T il existe δt > 0 et une fonction réelle continue
ϕt : [0,∞[→ [0,∞[ telle que

∥f(t) − f(s)∥ ≤ ϕt(|t− s|) (3.18)

et ∫ δt

0

ϕt(τ)
τ

dτ < ∞. (3.19)

Alors pour tout x ∈ E, la mild solution du problème (3.10) est une solu-
tion classique.

Preuve. On va utiliser le théorème 3.3.4 pour montrer que si u est une
mild solution, alors u est une solution classique, pour cela on considère
la fonction v définie par

v(t) =
∫ t
0
S(t− s)f(s)ds
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et on montre que v ∈ D(A) et Av est continue sur ]0, T [. Écrivons

v(t) =
∫ t
0
S(t− s)(f(s) − f(t))ds+

∫ t
0
S(t− s)f(t)ds

= v1(t) + v2(t)

D’après le théorème 3.1.6 on a v2(t) ∈ D(A) et

Av2(t) = (S(t) − I)f(t)

Or par (3.17), on déduit que f est continue, puisque ϕt est continue, donc
Av2 est continue sur ]0, T [.
Montrons que c’est de même pour v1, pour cela on utilise le fait que
l’opérateur A est fermé en considérant la fonction

v1,ε(t) =

∫ t−ε
0 S(t− s)(f(s) − f(t))ds, si t ≥ ε

0 si t < ε

Par le théorème 3.1.6, il est clair que

lim
ε→0

v1,ε(t) = v1(t) et v1,ε(t) ∈ D(A),

de plus on a

Av1,ε(t) =
∫ t−ε
0

AS(t− s)(f(s) − f(t))ds (3.20)
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Par conséquent,∥∥∥∥∥Av1,ε(t) −
∫ t
0
AS(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥∥ ≤
∫ t−ε
t

∥AS(t− s)(f(s) − f(t))∥

≤
∫ t−ε
t

∥AS(t− s)∥ ∥(f(s) − f(t))∥

≤
∫ t−ε
t

C

t− s
ϕ(|t− s|)ds

≤ C
∫ t−ε
t

ϕ(|t− s|)
t− s

ds

≤
∫ ε
0

ϕ(τ)
τ

dτ

≤ C1ε

c’est à dire
lim
ε→0

Av1,ε =
∫ t
0
AS(t− s)f(s)ds.

Finalement,
Av1(t) =

∫ t
0
AS(t− s)f(s)ds.

Pour conclure, il reste la continuité de Av1 sur ]0, T [, soit 0 < δ < t

Av1(t) =
∫ δ
0
AS(t− s)f(s)ds+

∫ t
δ
AS(t− s)f(s)ds

= I3 + I4

∥I3∥ ≤
∫ δ
0

C

t− s
ϕ(t− s) ≤ C1δ

et I4 est continue, donc Av1 est continue, ce qui achève la preuve.

Lemme 3.4.4. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique (S(t))t≥0 et f ∈ C0,α([0, T ], E). Si on pose

v1(t) =
∫ t
0
S(t− s)(f(s) − f(t))ds, (3.21)

alors v1(t) ∈ D(A) pour 0 ≤ t ≤ T et Av1(t) ∈ C0,α([0, T ], E).
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Preuve. On a déjà vu dans la preuve du théorème 3.4.3 que v1(t) ∈ D(A)
pour 0 ≤ t ≤ T . Il reste à montrer que Av1 ∈ C0,α([0, T ], E).
Puisque (S(t))t≥0 est analytique, alors il est uniformément borné, c’est-
à-dire qu’il existe M > 0 telle que pour tout t ∈ [0, T ], ∥S(t)∥ ≤ M et

∥AS(t)∥ ≤ C

t
pour 0 < t < T.

Soit t ≥ 0 et h > 0, alors

Av1(t+ h) − Av1(t) = A
∫ t
0
S(t+ h− s) − t(t− s)(f(s) − f(t))ds

+ A
∫ t
0
S(t+ h− s)(f(t) − f(t+ h))ds

+ A
∫ t+h
t

S(t+ h− s)(f(s) − f(t+ h))ds

= I1 + I2 + I3 (3.22)

Commençons par I1

∥I1∥ ≤
∫ t
0

∥AS(t+ h− s) − AS(t− s)∥ ∥f(s) − f(t)∥ ds

or d’après le théorème (3.1.6),

∥AS(t+ h− s) − AS(t− s)∥ =
∥∥∥∥∥
∫ t
s
A2S(τ)dτ

∥∥∥∥∥
≤
∫ t
s

∥∥∥A2S(τ)
∥∥∥ dτ

≤ 4hC 1
(t− s+ h)(t− s) (3.23)

ainsi
∥I1∥ ≤ 4hC [f ]α

∫ t
0

ds

(t− s+ h)(t− s)1−α ≤ C1h
α (3.24)

Passons à I2, par le théorème (3.1.6), on aura

∥I2∥ = ∥(S(t+ h) − S(h))(f(t) − f(t+ h))∥
≤ ∥S(t+ h) − S(h)∥ ∥f(t) − f(t+ h)∥ ≤ 2M [f ]α hα (3.25)
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Finalement, pour I3, on utilise le théorème 3.1.12,

∥I3∥ ≤
∫ t+h
t

∥AS(t+ h− s)∥ ∥f(s) − f(t+ h)∥ ds

≤ C [f ]α
∫ t+h
t

(t+ h− s)α−1ds ≤ C2h
α (3.26)

En combinant (3.22) avec (3.24),(3.25) et (3.26) on voit que Av1(t) est
une fonction höldérienne d’exposant α sur [0, T ].

Théorème 3.4.5. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique (S(t))t≥0 et f ∈ C0,α([0, T ], E). Si u est une solution du
problème (3.10) sur [0, T ], alors

1. Pour tout δ > 0, Au ∈ C0,α([δ, T ], E) et du
dt ∈ C0,α([δ, T ], E).

2. Si x ∈ D(A) alors Au et du
dt sont continues sur [0, T ].

3. Si x = 0 et f(0) = 0 alors Au, dudt ∈ C0,α([0, T ], E).

Preuve. Si u est une solution de (3.10), alors elle est de la forme

u(t) = S(t)x+
∫ t
0
S(t− s)f(s)ds = S(t)x+ v(t).

1. Par l’inégalité (3.23) , on a

∥AS(t+ h− s) − AS(t− s)∥ ≤ h4C 1
(t− s+ h)(t− s) (3.27)

Il reste à montrer que Av(t) ∈ C0,α([δ, T ], E). En effet,

v(t) = v1(t) + v2(t)

=
∫ t
0
S(t− s)(f(s) − f(t))ds+

∫ t
0
S(t− s)f(t)ds.

et par le lemme 3.4.4, Av1(t) ∈ C0,α([0, T ], E). Passons à Av2, soit
δ > 0 et δ ≤ t ≤ T , on a

Av2(t) = (S(t) − I)f(t)
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et puisque f ∈ C0,α([0, T ], E), on va seulement montrer que

S(t)f(t) ∈ C0,α([0, T ], E).

Soit h > 0, on a

∥S(t+ h)f(t+ h) − S(t)f(t)∥ ≤ ∥S(t+ h)∥ ∥f(t+ h) − f(t)∥ +
∥S(t+ h) − S(t)∥ ∥f(t)∥

≤ M [f ]α hα + C ln(1 + 1
t
) ∥f∥∞

≤ M [f ]α hα + C
h

δ
≤ C1h

α

2. Si x ∈ D(A), alors AS(t)x ∈ C([0, T ], E) et d’après le lemme 3.4.4,
Av1(t) ∈ C0,α([0, T ], E). Prouvons que S(t)f(t) est continue sur
[0, T ], en effet, on a

∥S(t)f(t) − f(0)∥ ≤ ∥S(t)f(0) − f(0)∥ +M ∥f(t) − f(0)∥

Par conséquent (S(t)f)t≥0 est continue pour t = 0, donc continue
sur [0, T ]. Ce qui achève la preuve.

3. Montrons que S(t)f(t) ∈ C0,α([0, T ], E), en effet

∥S(t+ h)f(t+ h) − S(t)f(t)∥ ≤ ∥S(t+ h)∥ ∥f(t+ h) − f(t)∥
+ ∥(S(t+ h) − S(t))f(t)∥

≤ M [f ]α hα +
∥∥∥∥∥
∫ t+h
t

AS(τ)f(t)dτ
∥∥∥∥∥

≤ M [f ]α hα +
∫ t+h
t

∥AS(τ)(f(t) − f(0))∥ dτ

≤ M [f ]α hα + CK [f ]α
∫ t+h
t

τ−1tαdτ

≤ M [f ]α hα + C [f ]α
∫ t+h
t

τα−1dτ ≤ Chα

d’où le résultat.
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Conclusion

Dans ce travail on a abordé les espaces de Hölder où on a étudié les pro-
priétés principales. On a remarqué que ces espaces sont assez riches, vis-
à-vis des injections qu’ils possèdent avec l’espace des fonctions continues.
D’autre part, on a introduit la théorie des semi-groupes pour résoudre
le problème de Cauchy abstrait et on a pu trouver des conditions sur le
second membre de l’équation de telles en sorte à obtenir des fonctions
solutions höldérienne.
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Résumé
Le but de ce mémoire est d’introduire les espaces de Hölder, d’étudier

les propriétés principales et de chercher les solutions du problème de

Cauchy abstrait appartenant à cet espace de Hölder.

Mots-clé : Hölder, condition de Hölder, Problème de Cauchy.

Abstract
The purpose of this work is to introduce Holder spaces, to study its

main properties and to solve the abstract Cauchy problem in the

context of this Hölder spaces.

Keywords: Hölder spaces, Hölder condition, Cauchy problem.
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