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Résumé

Ce mémoire est consacré à l’étude d’un nouveau type d’inégalité qui est "l’in-

égalité de Hardy sur les échelles de temps".

Tout d’abord, on tient à définir les troix types d’inégalités de Hardy et leurs

démonstrations, ensuite on s’intéresse à une application d’un type de cette inégalité

sur un problème aux limites en se basant sur le théorème de Lax-Miligrame.

Mots clés :

Échelles de temps, Inégalité de Hardy, Inégalité de Hardy Sobolev, Inégalité de

Hardy-Sobolev-Maz’ya, Problème aux limites linéaire.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of a new type of inequality which is "inequality

of Hardy on time scales".

First, we define the three typicals Hardy inequalities and their proofs, then we

are interested in an application of a type of this inequality on a boundary problem

based on the Lax-Miligrame theorem.

Key words :

Time scales, Hardy inequality, Hardy Sobolev inequality, Hardy-Sobolev-Maz’ya in-

equality, Linear boundary problem.
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Introduction générale

La théorie des échelles de temps est un sujet très intéressant qui couvre plusieurs

domaines de notre vie, il a été développé en 1988 par STEFAN HILGER. Dans les

dernières années le calcul sur les échelles de temps est devenu important et utilisable

dans plusieurs domaines tels que l’économie, biologie et surtout en informatique.

Dans ce dernier, il existe plusieurs inégalités comme, inégalité de Hölder, Poin-

caré...etc.

Dans ce travail on s’intéresse à une nouvelle notion qui s’appelle inégalité de

Hardy sur les échelles de temps ainsi leur application sur les problèmes aux

limites.

Le cadre classique de l’inégalité de Hardy est énoncé pour f > 0, intégrable sur

l’ouvert ]0, x[ telle que fp est intégrable sur ]0,∞[ avec p > 1 et

∫ ∞
0

(1
x

∫ x

0
f(t)dt

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
0

f(x)pdx, (1)

la constante
(

p
p−1

)p
est le meilleur choix pour cette inégalité.

Cette inégalité a été prouvée par Hardy en 1925, et c’est la version continue.

La version discrète de l’inégalité (1) est donnée par :

n=∞∑
n=0

{
1
n

k=n∑
k=0

ak

}p
≤ 1
p− 1

n=∞∑
n=0

apn.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres.

Dans le premier chapitre : on va présenter quelques définitions et notions de base

concernant la théorie des échelles de temps, ainsi que quelques espaces fonctionnels

sur les échelles de temps.

Dans le deuxième chapitre : on va étudier les trois types d’inégalités de Hardy

sur les échelles de temps.
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Tout d’abord on va commencer par prouver l’inégalité de Hardy qui va nous

aider dans la démonstration de la continuité de l’opérateur de Hardy H tel que

H : Lp∆ ([a,∞[T,R+) −→ Lp∆ ([a,∞[T,R+) est donné par

(Hf)(t) = 1
(σ(t)− a)

∫ σ(t)

a
f(s)∆s, pour tout t ∈ [a,∞[T.

Après, on va étudier l’inégalité de Hardy dans les espaces Sobolev W 1,p
∆,0(T,R).

∫ b

a
|u∆(t)|p∆ ≥ Cp

∫ b

a

|uσ(t)|p
|σ(t)− a|p∆t, pour tout u ∈ W 1,p

∆,0(T,R).

Où Cp est une constante positive et p ∈]1,+∞[.

Dernièrement, on démontre l’inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya sur les échelles de

temps qui s’écrit sous la forme suivante

∫ b

a
|f∆(t)|2∆t ≥ 1

4

∫ b

a

|f(t)|2
(b− t)2 ∆t+Cq

(∫ b

a
|f(t)|q∆t

) 2
q

, pour tout f ∈ W 1,p
∆,0(T,R).

Avec Cq une constante positive et p ∈]2,+∞[.

Dans le dernier chapitre : on considère un problème aux limites qui est défini

par :

 (ru∆)∆(t) + h(t)u(t) = −f(t), t ∈ [a, ρ2(b)]T
u(a) = u(b) = 0.

Avec f, r et h sont des fonctions définies sur ]a, b[∩T.

Où on va étudier l’existence et l’unicité de la solution, en utilisant l’inégalité de

Hardy-Sobolev-Maz’ya et le Théorème de Lax-Miligrame.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion du calcul sur les échelles de

temps, ainsi que des définitions et des propriétés sur la différentiabilité et l’intégra-

tion et un rappel de quelques espaces fonctionnels sur les échelles de temps.

1.1 Calcul sur les échelles de temps

Définition 1.1.1. [11, 12] On appelle échelle de temps toute partie fermée non vide

de l’ensemble des nombres réels R, on la note T.

Exemple 1.1.1. T=N est une échelle de temps.

Car :

{RN =]−∞, 0[∪]0, 1[∪]1, 2[∪ · · · ∪]n, n+ 1[

=]−∞, 0[∪
(
∪
n∈N

]n, n+ 1[
)
,

c’est une union infinie d’ouverts, donc c’est un ouvert.

D’ou N est fermé, alors c’est une échelle de temps.

Définition 1.1.2. [11, 12] Soit T une échelle de temps, on définit :

1. L’opérateur de saut avant σ : T −→ T par :

σ(t) = inf{s ∈ T : s > t}.

2. L’opérateur de saut arrière ρ : T −→ T par :

ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t}.

9
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Définition 1.1.3. [11, 12] Soit T une échelle de temps, la fonction de granulation

en avant µ : T −→ [0,+∞[ est définie par :

µ(t) = σ(t)− t.

Exemple 1.1.2. T = R une échelle de temps.

Calculons σ(t), ρ(t), µ(t).

∀t ∈ R, on a :

σ(t) = inf{s ∈ R : s > t}

= inf ]t,+∞[

= t,

ρ(t) = sup{s ∈ R : s < t}

= sup ]−∞, t[

= t,

et

µ(t) = σ(t)− t

= t− t

= 0.

Table 1.1 – Exemple d’échelles de temps

T µ(t) σ(t) ρ(t)

R 0 t t

Z 1 t+ 1 t− 1

hZ h t+ h t− h

qN (q − 1)t qt t
q

2N t 2t t
2

Convention 1.1.1. [11, 12]

supφ = inf T (ie : ρ(t) = t, si T admet un minimum t) et inf φ = supT (ie :

σ(t) = t, si T admet un maximum t).
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Définition 1.1.4. [11, 12] Soit T une échelle de temps, t ∈ T

i/ Si t < σ(t), on dit que t est dispersé à droite.

ii/ Si ρ(t) < t, on dit que t est dispersé à gauche.

iii/ Les points qui sont à la fois dispersés à droite et à gauche sont dites isolés.

iv/ Si t < supT et σ(t) = t, on dit que t est dense à droite.

v/ Si t > inf T et ρ(t) = t, on dit que t est dense à gauche.

vi/ Les points qui sont à la fois dense à droite et à gauche sont dites denses.

Exemple 1.1.3. Soit l’échelle de temps T = {2n, n ∈ N} ∪ {0}

trouver σ(t) et ρ(t) puis classer chaque point de t.

• Pour t 6= 0, on a :

σ(t) = inf{s ∈ T : s > t} = 2n+1 = 2n.2 = 2.t,

et

ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t} = 2n−1 = 2n
2 = t

2 .

Donc nous avons t < σ(t), par la suite t est dispersé à droite.

De plus ρ(t) < t alors t est dispersé à gauche.

D’où t est un point isolé.

• Pour t = 0 on a :

σ(0) = inf{s ∈ T : s > 0} = 1.

Donc nous avons 0 < σ(0), d’où 0 est dispersé à droite.

Ainsi

ρ(0) = sup{s ∈ T : s < 0} = 0.

Alors 0 n’est pas dispersé à gauche.

Définition 1.1.5. [11, 12] Soit T une échelle de temps et f : T −→ R une fonction,

on définit la fonction fσ : T −→ R par :

fσ(t) = (f ◦ σ)(t) = f (σ(t)) , pour tout t ∈ T.
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Définition 1.1.6. [11, 12] Soit T une échelle de temps.

i/ Si T admet un maximum M dispersé à gauche, alors on définit l’ensemble

Tk = T− {M}, sinon Tk = T.

ii/ Si T admet un minimum m dispersé à droite, alors on définit l’ensemble

Tk = T− {m}, sinon Tk = T.

Exemple 1.1.4. Soit T =]−∞, 1[∪{2, 3, 4, 5} une échelle de temps.

Déterminons l’ensemble Tk.

On a supT = 5, alors

ρ(supT) = ρ(5) = sup{s ∈ T : s < 5} = 4,

donc ρ(5) < 5.

D’où

Tk = T− {5} =]−∞, 1[∪{2, 3, 4}.

1.2 Différentiabilité sur les échelles de temps

Définition 1.2.1. [11, 12] Soit f : T −→ R une fonction et t ∈ Tk, on dira que f

est ∆_différentiable en t, s’il existe un nombre f∆(t) ∈ R tel que pour tout ε > 0,

il existe un voisinage V de t où :

|fσ(t)− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)|≤ ε|σ(t)− s|, pour tout s ∈ V.

On appelle f∆(t) la ∆_dérivée de f en t, si f est ∆_différentiable en t pour tout

t ∈ Tk, alors f∆ : Tk −→ R est appelée la ∆_dérivée de f sur Tk.

Exemple 1.2.1. Soit f : T −→ R une fonction définie par :

f(t) = 4t2.

Montrons que f∆(t) = 4σ(t) + 4t.
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Soit s ∈ Vt =]t− δ, t+ δ[∩T et t ∈ Tk,

|fσ(t)− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)| = |4σ(t)2 − 4s2 − 4(σ(t) + t)(σ(t)− s)|

= |4(σ(t)− s)(σ(t) + s)− 4(σ(t) + t)(σ(t)− s)|

= |4(σ(t)− s)(s− t)|.

On a |s− t|< δ,

si on prend 4δ = ε on aura 4|s− t|< ε.

Donc

|fσ(t)− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s)| ≤ 4δ(σ(t)− s)

≤ ε|σ(t)− s|.

Théorème 1.2.1. [11, 12] Soit f : T −→ R une fonction et t ∈ Tk.

i/ Si f est ∆_différentiable en t, alors f est continue en t.

ii/ Si f est continue en t et t est dispersé à droite, alors f est ∆_différentiable

en t et

f∆(t) = f(σ(t))− f(t)
µ(t) . (1.1)

iii/ Si t est dense à droite, alors f est ∆_différentiable en t si et seulement si

lim
s−→t

f(t)− f(s)
t− s

,

existe et finie.

Dans ce cas

f∆(t) = lim
s−→t

f(t)− f(s)
t− s

. (1.2)

iv/ Si f est ∆_différentiable en t, alors

fσ(t) = f(t) + µ(t)f∆(t).

Exemple 1.2.2.

1. Si T = R, alors on a Tk = R,

et pour t ∈ Tk, le point t est dense à droite.
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D’où

f∆(t) = lim
s−→t

f(t)− f(s)
t− s

= f ′(t).

2. Si T = Z, on a Tk = Z,

et pour t ∈ Tk, le point t est isolé. On a

f∆(t) = f(σ(t))− f(t)
µ(t) = f(t+ 1)− f(t) = ∆f(t),

où ∆ est l’opérateur de différence avant défini par la dernière équation ci_dessus.

Théorème 1.2.2. [11, 12] Si f, g : T −→ R sont ∆_différentiables en t ∈ Tk, alors

i/ f + g est ∆_différentiable en t et

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t).

ii/ Pour tout α ∈ R, αf est ∆_différentiable en t et

(αf)∆(t) = αf∆(t).

iii/ f.g est ∆_différentiable en t et

(fg)∆(t) = f∆(t)g(t) + fσ(t)g∆(t) = f(t)g∆(t) + f∆(t)gσ(t). (1.3)

iv/ Si g(t)gσ(t) 6= 0, alors f
g
est ∆_différentiable en t

(
f

g

)∆

(t) = f∆(t)g(t)− f(t)g∆(t)
gσ(t)g(t) . (1.4)

Exemple 1.2.3. Soit f : T −→ R une fonction définie par f(t) = t2 pour tout

t ∈ T.

Calculons f∆(t).

Tout d’abord posons une autre fonction g définie par : g(t) = t.
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Alors on a

f∆(t) = (gg)∆(t) = g∆(t)g(t) + g(σ(t))g∆(t)

= 1.t+ σ(t).1

= t+ σ(t).

Définition 1.2.2. [11, 12] Une fonction f : T −→ R est dite rd_continue,

si elle est continue en tout point dense à droite de T et si sa limite à gauche est

finie en tout point dense à gauche de T.

On note l’ensemble des fonctions f : T −→ R rd_continue sur T par :

Crd = Crd(T) = Crd(T,R),

et l’ensemble des fonctions f : T −→ R ∆_ différentiables et ses dérivées rd_continues

sur Tk par :

C1
rd = C1

rd(T) = C1
rd(T,R).

Définition 1.2.3. [11, 12] f : T −→ R est dite régulière, si sa limite à droite existe

en tout point dense à droite de T, et sa limite à gauche existe en tout point dense à

gauche de T.

Théorème 1.2.3. [11, 12] Soient f, g : T −→ R deux fonctions, alors :

i/ Si f est continue, alors f est rd_continue.

ii/ Si f est rd_continue, alors f est régulière.

iii/ L’opérateur de saut avant σ est rd_continue.

iv/ Si f est régulière, alors fσ est régulière.

v/ Si f est rd_continue et g continue, alors g ◦ f est rd_continue.

vi/ Si f est régulière et g continue, alors g ◦ f est régulière.

Notation 1.2.1. [11, 12] On note par :

σn(t) = σ(σn−1(t)), ρn(t) = ρ(ρn−1(t)), et Tkn = (Tkn−1)k, pour tout n ∈ N.

Par convention, on supposera que : σ0(t) = ρ0(t) = t et Tk0 = T.
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Définition 1.2.4. [11, 12] Une fonction f : T −→ R est dite deux fois dérivable

sur Tk2
, si sa dérivée f∆ est différentiable sur Tk2

, et on note la dérivée second de

f par :

f∆2 : Tk2 −→ R

t −→ f∆2(t) = (f∆)∆(t).

Pour tout n ∈ N∗, on définit la dérivée d’ordre n de f sur Tkn par :

f∆n = (f∆n−1)∆.

On notera l’ensemble des fonctions f : T −→ R qui sont n fois différentiables et f∆n

rd_continues sur Tkn par :

Cn
rd = Cn

rd(T) = Cn
rd(T,R).

Exemple 1.2.4. Soit l’échelle de temps T = hZ, avec h > 0 et f : T −→ R une

fonction ∆_différentiable.

Calculons f∆ et f∆2
.

On a :

T = {nh : n ∈ Z}

= {· · · ,−3h,−2h,−h, 0, h, 2h, 3h, · · · }.

On a aussi :

σ(t) = inf{s ∈ T s > t}

= (n+ 1)h

= nh+ h

= t+ h.
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Alors

f∆(t) = lim
s−→t

f(σ(t))− f(s)
σ(t)− s

= lim
s−→t

f(t+ h)− f(s)
t+ h− s

= f(t+ h)− f(t)
h

,

et

f∆2(t) = (f∆)∆(t) = lim
s−→t

f∆(t+ h)− f∆(s)
t+ h− s

= lim
s−→t

f(t+2h)−f(t+h)−f(s+h)+f(s)
h

t+ h− s

= f(t+ 2h)− 2f(t+ h) + f(t)
h2 .

Théorème 1.2.4. [11, 12] Soit f : R −→ R une fonction différentiable et

g : T −→ R une fonction ∆_différentiable, alors f ◦ g est ∆_différentiable et on a :

(f ◦ g)∆(t) =
{∫ 1

0
f ′(g(t) + hµ(t)g∆(t))dh

}
g∆(t).

Exemple 1.2.5. On définit les fonctions g : Z −→ R et f : R −→ R par :

g(t) = t2 et f(x) = exp(x).

On a :

g∆(t) = (t+ 1)2 − t2 = 2t+ 1 et f ′(x) = exp(x).

Déterminons (f ◦ g)∆.

(f ◦ g)∆ (t) =
{∫ 1

0
f ′(g(t) + hµ(t)g∆(t))dh

}
g∆(t)

= (2t+ 1)
∫ 1

0
exp(t2 + h(2t+ 1))dh

= (2t+ 1) exp(t2)
∫ 1

0
exp(h(2t+ 1))dh

= exp(t2) [exp(h(2t+ 1))]10

= exp(t2)(exp(2t+ 1)− 1).
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D’autre part, il est facile de vérifier que nous avons :

∆f(g(t)) = f(g(t+ 1))− f(g(t))

= exp((t+ 1)2)− exp(t2)

= exp(t2 + 2t+ 1)− exp(t2)

= exp(t2)(exp(2t+ 1)− 1).

1.3 Intégration sur les échelles de temps

Définition 1.3.1. [11, 12] Une fonction continue f : T −→ R est pré-différentiable

sur un domaine de différentiabilité D, tel que D ⊂ Tk, avec Tk\D est un en-

semble dénombrable et ne contenant pas de points dispersés à droite de T et f est

∆_différentiable pour tout t ∈ D.

Le théorème suivant garantit l’existence de pré-antidérivée.

Théorème 1.3.1. [11, 12](l’existence de pré-antidérivée). Soit f : T −→ R une

fonction régulière, alors il existe une fonction F pré-différentiable avec un domaine

de différentiabilité D telle que

F∆(t) = f(t), pour tout t ∈ D.

Définition 1.3.2. [11, 12] Soit f : T −→ R une fonction régulière. Alors toute

fonction F donnée par le théorème 1.3.1 s’appelle pré-antidérivée de f .

Nous définissons :

1. L’intégrale indéfinie d’une fonction régulière f par :

∫
f(t)∆t = F (t) + C,

où C est une constante.

2. L’intégrale de Cauchy d’une fonction régulière f par :

∫ s

r
f(t)∆t = F (s)− F (r), pour tout r, s ∈ T.
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Définition 1.3.3. [11, 12] Une fonction F : T −→ R est appelée antidérivée de

f : T −→ R si

F∆(t) = f(t), pour tout t ∈ Tk.

Théorème 1.3.2. [11, 12] Chaque fonction rd_continue a une antidérivée, en par-

ticulier si t0 ∈ T, alors F est une antidérivée de f telle que :

F (t) =
∫ t

t0
f(s)∆s, avec t ∈ T.

Le théorème suivant fournit plusieurs propriétés élémentaires de la delta inte-

grale.

Théorème 1.3.3. [11, 12] Soient a, b, c ∈ T, α ∈ R et f, g ∈ Crd(T,R), alors

1.
∫ b

a
[f(t) + g(t)]∆t =

∫ b

a
f(t)∆t+

∫ b

a
g(t)∆t.

2.
∫ b

a
(αf(t))∆t = α

∫ b

a
f(t)∆t.

3.
∫ b

a
f(t)∆t = −

∫ a

b
f(t)∆t.

4.
∫ b

a
f(t)∆t =

∫ c

a
f(t)∆t+

∫ b

c
f(t)∆t.

5.
∫ a

a
f(t)∆t = 0.

6. Si |f(t)| ≤ |g(t)| sur [a, b[, alors


∫ b

a
f(t)∆t

 ≤
∫ b

a
g(t)∆t.

7. Si f(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [a, b] ∩ T, alors
∫ b

a
f(t)∆t ≥ 0.

Théorème 1.3.4. [11, 12] Soient a, b ∈ T et f, g ∈ C1
rd(T,R), alors

1.
∫ b

a
fσ(t)g∆(t)∆t = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b

a
f∆(t)g(t)∆t.

2.
∫ b

a
f(t)g∆(t)∆t = (fg)(b)− (fg)(a)−

∫ b

a
f∆(t)g(σ(t))∆t.

Définition 1.3.4. [11, 12] Supposons que supT =∞, alors l’intégrale impropre de

f est définie par : ∫ ∞
a

f(t)∆t = lim
b−→∞

∫ b

a
f(t)∆t.
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Théorème 1.3.5. [11, 12] Soient a, b ∈ T et f ∈ Crd(T,R).

i/ Si T = R, alors ∫ b

a
f(t)∆t =

∫ b

a
f(t)dt,

où l’intégrale à droite est l’intégrale usuelle de Riemann.

ii/ Si [a, b] ∩ T ne contient que les points isolés, alors

∫ b

a
f(t)∆t =

∑
t∈[a,b[

µ(t)f(t).

iii/ Soient a, b ∈ Z tel que b > a, et f ∈ Crd(T,R), alors

∫ b

a
f(t)∆t =

t=b−1∑
t=a

f(t).

iv/ Soient a, b ∈ hZ tel que b > a, et f ∈ Crd(T,R), alors

∫ b

a
f(t)∆t =

k= b
h
−1∑

k= a
h

hf(kh).

Exemple 1.3.1. Soit a ∈ T, où T une échelle de temps et f(t) = 1 une fonction.

On suppose que a < t, alors

pour T = R, on a

∫ t

a
f(s)∆s =

∫ t

a
f(s)ds

= [s]ta

= t− a.

Exemple 1.3.2. Evaluons l’intégrale suivant :

∫ ∞
1

1
t2

∆t,

pour l’échelle de temps T = qN0 , où q > 1.

Tout d’abord calculons µ(t).

On a :

T =
{
qk, k ∈ N0

}
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et

σ(t) = inf{s ∈ T, s > t}

= qk+1

= t.q.

Alors

µ(t) = σ(t)− t

= t(q − 1).

Donc

∫ ∞
1

1
t2

∆t = lim
b−→∞

∫ b

1

1
t2

∆t

= lim
b−→∞

∑
t∈[1,b[

µ(t)
t2

= lim
b−→∞

∑
t∈[1,b[

t(q − 1)
t2

= lim
b−→∞

(q − 1)
∑
t∈[1,b[

t−1

= (q − 1) lim
n−→∞

k=n−1∑
k=0

q−k

= (q − 1) lim
n−→∞

1− q1−n

1− 1
q


= lim

n−→∞
q

(
1− 1

qn−2

)

= q.

1.4 les ensembles mesurables sur les échelles de

temps

Lemme 1.4.1. [3] L’ensemble de tous les points dispersés à droite de T est dénom-

brable, c’est-à-dire, il existe I ⊂ N et {ti}i∈I ⊂ T tels que :

R := {t ∈ T : σ(t) > t} = {ti}i∈I .
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Théorème 1.4.1. [3] Pour tout t ∈ T tel que t < maxT. Alors l’ensemble {t} est

∆_mesurable et donné par :

µ∆(t) = σ(t)− t.

Théorème 1.4.2. [3] Soit A ⊂ T, A est ∆_mesurable si et seulement si A est

mesurable pour la mesure de Lebesgue.

Dans ce cas, si b /∈ A, nous avons la propriété suivante :

µ∆(A) =
∑
i∈IE

(σ(ti)− ti) + µ(A).

1.5 Quelques espaces fonctionnels sur les échelles

de temps

1.5.1 Espace des fonctions continues sur les échelles de temps

Soit T une échelle de temps et soient a, b ∈ T tel que a < b, on définit l’intervalle

[a, b]T dans T par :

[a, b]T := {t ∈ T : a ≤ t ≤ b},

par conséquent

[a, b]kT = [a, ρ(b)]T.

L’ensemble des fonctions f : [a, b]T −→ R qui sont rd_continues (respectivement

continues) sur [a, b]T est noté par Crd([a, b]T)(respectivement C([a, b]T)).

Remarque 1.5.1. [2] Les espaces Crd([a, b]T) et C([a, b]T) sont des espaces de Ba-

nach avec la norme

‖f‖∞ = sup
t∈[a,b]T

|f(t)|.

Par la suite, on notera Ck
rd([a, b]T) l’ensemble des fonctions n fois ∆_différentiables

sur [a, b]knT tel que f∆n est rd_ continue sur [a, b]knT . Cet espace est muni de la norme

‖f‖[a,b]knT
= max{‖f‖∞, ‖f∆‖∞, ..., ‖f∆n‖∞}.
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Proposition 1.5.1. [2] L’espace Ck
rd([a, b]T) est un espace de Banach.

On désigne par Cc([a, b]T) l’espace des fonctions continues sur [a, b]T à support com-

pact, c’est-à-dire :

Cc([T,R]T) := {f ∈ Crd([a, b]T) : f(t) = 0, pour tout t ∈ [a, b]T\K où K est un compact}.

Remarque 1.5.2. [2] L’espace Cc([a, b]T) est un espace de Banach pour la norme

‖.‖∞.

1.5.2 Les espaces de lebesgue Lp
∆(T,R)

Définition 1.5.1. [2] Soient p ∈ R avec 1 ≤ p < ∞ et E ⊆ T un ensemble

∆_mesurable, on pose :

Lp∆(E,R) := {f : E −→ R, f est ∆_mesurable et
∫
E
|f |p∆t <∞}.

On définit la norme sur Lp∆(T,R) par :

‖f‖Lp∆(T,R) :=
(∫

E
|f |p∆t

) 1
p

.

Théorème 1.5.1. [2](Inégalité de Minkowski). Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et f, g des fonc-

tions de Lp∆(T,R), alors on a :

‖f + g‖Lp∆(T,R) ≤ ‖f‖Lp∆(T,R) + ‖g‖Lp∆(T,R).

Théorème 1.5.2. [2] (Inégalité de Hölder). Soient 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp∆(T,R) et

g ∈ Lq∆(T,R) tel que q est le conjugué de p, alors f.g ∈ L1
∆(T,R) et on a :

‖f.g‖L1
∆(T,R) ≤‖f‖Lp∆(T,R)‖g‖Lq∆(T,R).

Théorème 1.5.3. [2] Soit p ∈ [1,+∞[, Lp∆(T,R) est un espace de Banach pour la

norme ‖.‖Lp∆(T,R).
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Corollaire 1.5.1. [2] L2
∆(T,R) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

suivant :

(ϕ, ψ) =
∫

[a,b]∩T
ϕ(t)ψ(t)∆t.

Théorème 1.5.4. [2] L∞∆ (T,R) est un espace de Banach pour la norme suivante :

‖f‖L∞∆ (T,R) = inf{C : |f(t)|p ≤ C ∆pp sur T}.

Lemme 1.5.1. [2] Soit t un point dense à droite, alors :

lim
s−→t

σ(s)− t = 0.

Théorème 1.5.5. [2] Soit p ∈ [1,+∞[, alors l’espace Crd(T,R) est dense dans

Lp∆(T,R).

Corollaire 1.5.2. [2] Soit p ∈ [1,+∞[, alors

1. L’espace Lp∆(T,R) est dense dans L1
∆(T,R).

2. L’espace C(T,R) est dense dans Lp∆(T,R).

3. L’espace Cc(T,R) est dense dans Lp∆(T,R).

Proposition 1.5.2. [2] C1
rd(T,R) est dense dans C(T,R).

Corollaire 1.5.3. [2] Soit p ∈ [1,+∞[, alors C1
rd(T,R) est dense dans Lp∆(T,R).

1.5.3 Espace de Sobolev W 1,p
∆ (T,R)

Soit T une échelle de temps compacte, on note T0 := T\{maxT}.

Définition 1.5.2. [15] On dira qu’une fonction u : T −→ R appartient à l’ensemble

W 1,p
∆ (T,R), si est seulement si u ∈ Lp∆(T,R) et il existe une fonction g : Tk −→ R

telle que g ∈ Lp∆(T,R) et

∫
T0
u(s)φ∆(s)∆s = −

∫
T0
g(s)φσ(s)∆s, pour tout φ ∈ C1

0,rd(T,R), (1.5)

où

C1
0,rd(T,R) = {f : T −→ R : f ∈ C1

rd(T,R), f(a) = f(b) = 0}.
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Théorème 1.5.6. [15] L’ensemble W 1,p
∆ (T,R) est un espace de Banach avec la

norme

‖u‖W 1,p
∆ (T,R) =‖u‖Lp∆(T,R)+‖u∆‖Lp∆(Tk,R).

D’ailleurs, l’ensemble H1
∆(T) := W 1,2

∆ (T) est un espace de Hilbert muni du produit

scalaire suivant :

(ϕ, ψ)H1
∆(T) = (ϕ, ψ)L2

∆(T) + (ϕ∆, ψ∆)L2
∆(Tk), pour tout (ϕ, ψ) ∈ H1

∆(T)×H1
∆(T).

Proposition 1.5.3. [15] Soit p ∈ [1,∞[, alors il existe une constante K > 0 dé-

pendante seulement de b− a, tel que :

‖ϕ‖C(T) ≤ K‖ϕ‖W 1,p
∆ (T), pour tout ϕ ∈ W 1,p

∆ (T),

et par conséquent, l’injection W 1,p
∆ (T) ↪→ C(T) est continue.

Proposition 1.5.4. [15] Soit p ∈ [1,∞[, alors pour chaque q ∈ [1,∞[, l’injection

W 1,p
∆ (T) ↪→ Lq∆(T) est compacte.

Corollaire 1.5.4. [15] Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on a les propriétés suivantes :

i/ L’espace W 1,p
∆ (T,R) est dense dans C(T,R).

ii/ L’espace W 1,p
∆ (T,R) est dense dans Crd(T,R).

iii/ L’espace W 1,p
∆ (T,R) est dense dans Lp∆(T,R).



Chapitre 2

Inégalités de Hardy sur les

échelles de temps

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux inégalités de Hardy sur les échelles de temps.

Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la première section nous allons géné-

raliser l’inégalité de Hardy sur les échelles de temps non bornées. Dans la deuxième

section, on étudie un autre type d’inégalité de Hardy dans les espaces de Sobo-

lev W 1,p
∆,0(T,R), et dans la dernière section nous généralisons l’inégalité de Hardy-

Sobolev-Maz’ya.

2.1 Inégalité de Hardy

Soit T une échelle de temps tel que a ∈ T et supT =∞.

Définition 2.1.1. [2] Soit f ∈ Lp∆ ([a,∞[T,R+), tel que 1 < p <∞, l’opérateur de

Hardy H est défini par :

(Hf)(t) := 1
(σ(t)− a)

∫ σ(t)

a
f(s)∆s, pour tout t ∈ [a,∞[T.

Le Théorème suivant prouve que l’opérateur de Hardy H : Lp∆ ([a,∞[T,R+) −→

Lp∆ ([a,∞[T,R+) est continu.

26
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Théorème 2.1.1. [2] Soit 1 < p <∞. Si f ∈ Lp∆ ([a,∞[T,R+), alors

Hf ∈ Lp∆ ([a,∞[T,R+). De plus nous avons l’inégalité suivante :

∫ ∞
a

(
1

(σ(t)− a)

∫ σ(t)

a
f(τ)∆τ

)p
∆t ≤

(
p

p− 1

)p ∫ ∞
a

f(τ)p∆τ,

où

‖Hf‖Lp∆([a,∞[)T,R+) ≤ Cp‖f‖Lp∆([a,∞[T,R+). (2.1)

Avec Cp ≤ p
p−1 .

Démonstration. Soit 1 < p <∞.

Montrons que l’inégalité (2.1) est vérifiée pour toute fonction f ∈ C1
rd ([a,∞[T,R+).

On pose

F σ(t) = (Hf)(t), pour tout t ∈ [a,∞[T.

Puisque F est ∆_differentiable, alors on a

µ(t)F∆(t) = F σ(t)− F (t), pour tout t ∈ [a,∞[T.

D’où d’après le Théorème 1.2.4, on obtient

(F p)∆(t) = pF∆(t)
∫ 1

0
(h(F (t)− F σ(t)) + F σ(t))p−1 dh

≤ pF∆(t)(F σ(t))p−1. (2.2)

En utilisant (1.3) et (2.2), on aura

(F σ)p − p

p− 1(F σ)p−1f = (F σ)p − p

p− 1(F σ)p−1((t− a)F )∆

= (F σ)p − p

p− 1(F σ)p−1[F σ + (t− a)F∆]

= (F σ)p − p

p− 1(F σ)p−1F σ − p

p− 1(F σ)p−1(t− a)F∆

= (F σ)p − p

p− 1(F σ)p − p

p− 1(F σ)p−1(t− a)F∆

= (F σ)p
[
−1
p− 1

]
− p

p− 1(F σ)p−1(t− a)F∆

≤ −1
p− 1(F σ)p − 1

p− 1(F p)∆(t− a)

= −1
p− 1(F p(t− a))∆.
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En intégrant entre a et t, on déduit que

∫ t

a
(F σ)p(s)∆s−

∫ t

a

p

p− 1(F σ)p−1(s)f(s)∆s ≤ −1
p− 1

∫ t

a
(F p(s)(s− a))∆ ∆s

≤ −1
p− 1F

p(t)(t− a)

≤ 0.

Par conséquent, d’après l’inégalité de Hölder (1.5.2), on trouve que

∫ t

a
(F σ)p(s)∆s ≤

∫ t

a

p

p− 1(F σ)p−1(s)f(s)∆s

≤ p

p− 1

(∫ t

a
fp(s)∆s

) 1
p
(∫ t

a
(F σ)p(s)∆s

)1− 1
p

.

Donc

(∫ t

a
(F σ)p(s)∆s

)(∫ t

a
(F σ)p(s)∆s

) 1
p
−1
≤ p

p− 1

(∫ t

a
fp(s)∆s

) 1
p

(∫ t

a
(F σ)p(s)∆s

) 1
p

≤ p

p− 1

(∫ t

a
fp(s)∆s

) 1
p

∫ t

a
(F σ)p(s)∆s ≤

(
p

p− 1

)p ∫ t

a
fp(s)∆s.

D’où

‖F σ‖pLp∆([a,∞[T,R)≤
(

p

p− 1

)p
‖f‖pLp∆([a,∞[T,R). (2.3)

Soit f ∈ Lp∆([a,∞[T,R), puisque on a l’espace C1
rd([a,∞[T,R) est dense dans Lp∆([a,∞[T,R),

alors ∀f ∈ Lp∆([a,∞[T,R),∃ (fn)n∈N ∈ C1
rd([a,∞[T,R) telle que (fn)n∈N converge

vers f dans Lp∆([a,∞[T,R).

On pose F σ
n = Hfn, pour tout n ∈ N.

Alors d’après (2.3) et pour tous n,m ≥ 1 on a :

‖F σ
n+m − F σ

n ‖Lp∆([a,∞[T,R)≤
p

p− 1‖fn+m − fn‖Lp∆([a,∞[T,R),

donc (F σ
n )n∈N est une suite de Cauchy dans Lp∆([a,∞[T,R), d’où la suite (F σ

n )n∈N
converge dans Lp∆([a,∞[T,R) vers une fonction notéeHf ∈ Lp∆([a,∞[T,R)(ie lim

n−→∞
F σ
n =

Hf), car Lp∆([a,∞[T,R) est un espace de Banach.
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D’autre part on a :

‖Hf‖Lp∆([a,∞[T,R) = ‖Hf + F σ
n − F σ

n ‖Lp∆([a,∞[T,R)

≤ ‖Hf − F σ
n ‖Lp∆([a,∞[T,R)+‖F σ

n ‖Lp∆([a,∞[T,R).

Par passage de la limite on a :

‖Hf‖Lp∆([a,∞[T,R) ≤ lim
n−→∞

‖Hf − F σ
n ‖Lp∆([a,∞[T,R) + lim

n−→∞
‖F σ

n ‖Lp∆([a,∞[T,R)

≤ lim
n−→∞

‖F σ
n ‖Lp∆([a,∞[T,R)

≤ lim
n−→∞

p

p− 1‖fn‖L
p
∆([a,∞[T,R)

≤ p

p− 1 lim
n−→∞

‖fn‖Lp∆([a,∞[T,R)

≤ p

p− 1‖f‖L
p
∆([a,∞[T,R).

Maintenant, montrons que F σ
n converge vers Hf .

En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

|F σ
n (t)− F σ(t)| =

∣∣∣∣∣ 1
(σ(t)− a)

∫ σ(t)

a
fn(s)∆s− 1

(σ(t)− a)

∫ σ(t)

a
f(s)∆s

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣ 1
(σ(t)− a)

∫ σ(t)

a
fn(s)− f(s)∆s

∣∣∣∣∣
≤ 1

(σ(t)− a)

∫ σ(t)

a
|fn(s)− f(s)|∆s

≤ 1
(σ(t)− a)

(∫ σ(t)

a
|1|

p
p−1 ∆s

) p−1
p
(∫ σ(t)

a
|fn(s)− f(s)|p∆s

) 1
p

≤ 1
(σ(t)− a) (σ(t)− a)

p−1
p ‖fn − f‖Lp∆([a,∞[T,R)

≤ (σ(t)− a)
−1
p ‖fn − f‖Lp∆([a,∞[T,R).

Comme (fn)n∈N converge vers f dans Lp∆([a,∞[T,R), alors (F σ
n )n∈N converge sim-

plement vers F σ sur [a, ∞[T.

Puisque la limite est unique, alors :

Hf = F σ, ∆− p.p.
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Donc

‖F σ‖Lp∆([a,∞[T,R) ≤
p

p− 1‖f‖L
p
∆([a,∞[T,R), pour f ∈ Lp∆([a,∞[T,R).

D’où (2.1) est vérifiée.

2.2 Inégalité de Hardy-Sobolev

Remarque 2.2.1. [2] Soient 1 < p <∞ et ψ une fonction définie sur [0, 1[ par :

ψ(x) = (1− x)1−p − (p− 1)x− 1.

Par la croissance de la fonction ψ sur [0, 1[, on déduit que

ψ(x) ≥ 0, pour tout x ∈ [0, 1[. (2.4)

Lemme 2.2.1. [2] Soit 1 < p < ∞ et soit ξ une fonction définie sur l’échelle de

temps [a, b]T −→ R par :

ξ(t) = 1
p− 1(t− a)1−p.

Alors la fonction ξ est ∆_differentiable et vérifie

ξ∆(t) ≤ −(σ(t)− a)−p, pour tout t ∈]a, ρ(b)]T. (2.5)

Démonstration.

Soit t ∈]a, ρ(b)]T, si t est dispersé à droite, alors ξ est ∆_différentiable en t

d’après (1.1), et on a :

ξ∆(t) = ξ(σ(t))− ξ(t)
µ(t)

= 1
p− 1

[
(σ(t)− a)1−p − (t− a)1−p

µ(t)

]

= (σ(t)− a)−p
p− 1

[
(σ(t)− a)− (t− a)1−p(σ(t)− a)p

µ(t)

]

= −(σ(t)− a)−p
p− 1

[
(σ(t)− a)p(t− a)1−p − (σ(t)− a)

µ(t)

]

= −(σ(t)− a)−p
p− 1

 (σ(t)−a)(σ(t)−a)p
(σ(t)−a) (t− a)1−p − (σ(t)− a)

µ(t)





31 2.2 Inégalité de Hardy-Sobolev

ξ∆(t) = −(σ(t)− a)−p
p− 1

 (σ(t)−a)(t−a)1−p

(σ(t)−a)(σ(t)−a)−p − (σ(t)− a)
µ(t)


= −(σ(t)− a)−p

p− 1

(σ(t)− a)
(

t−a
σ(t)−a

)1−p
− (σ(t)− a)

µ(t)


= −(σ(t)− a)−p

p− 1

(σ(t)− a)
(
t−a−σ(t)+σ(t)

σ(t)−a

)1−p
− (σ(t)− a)

µ(t)


= −(σ(t)− a)−p

p− 1

(σ(t)− a)
(
σ(t)−a−µ(t)
σ(t)−a

)1−p
− (σ(t)− a)

µ(t)


= −(σ(t)− a)−p

p− 1


(
1− µ(t)

σ(t)−a

)1−p
− 1

µ(t)
(σ(t)−a)


= −(σ(t)− a)−p

p− 1
(1− x(t))1−p − 1

x(t) ,

avec x(t) = µ(t)
σ(t)−a .

Par l’inégalité (2.4), nous avons

(1− x(t))1−p − (p− 1)x(t)− 1 ≥ 0

(1− x(t))1−p − 1 ≥ (p− 1)x(t)
(1− x(t))1−p − 1

x(t) ≥ p− 1

−(σ(t)− a)−p
p− 1

(1− x(t))1−p − 1
x(t) ≤ −(σ(t)− a)−p

p− 1 (p− 1).

Donc

ξ∆(t) ≤ −(σ(t)− a)−p.

Si t est un point dense, d’après (1.2) on a

ξ∆(t) = lim
s−→t

ξ(t)− ξ(s)
t− s

= 1
p− 1 lim

s−→t

(t− a)1−p − (s− a)1−p

t− s

= 1
p− 1 lim

s−→t

(t− s) [(t− a)−p + (t− a)−1−p(s− a) + (t− a)−2−p(s− a)2 + .....+ (s− a)−p]
t− s

= 1
p− 1

[
(t− a)−p + (t− a)−p + (t− a)−p + .....+ (t− a)−p

]
= 1
p− 1(1− p)(t− a)−p

= −(σ(t)− a)−p.
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D’où (2.5) est vérifiée.

Théorème 2.2.1. [2] Soit 1 < p < ∞, alors il existe une constante Cp > 0 qui

dépend seulement de p, tel que l’inégalité suivante :

∫ b

a
|f∆(t)|p∆(t) ≥ Cp

∫ b

a

|fσ(t)|p
|σ(t)− a|p∆t, (2.6)

est vérifiée pour tout f ∈ W 1,p
0,∆([a, b]T).

Démonstration.

Soit f ∈ W 1,p
0,∆([a, b]T).

En utilisant (1.5), on aura

∫ b

a
ξ(t) (|f |p)∆ (t)∆t = −

∫ b

a
ξ∆(t)|fσ(t)|p∆t. (2.7)

D’autre part, on a φp(x) = |x|p est dérivable pour x ∈ R, de plus

|φ′p(x)|≤ p|x|p−1, pour tout x ∈ R.

En appliquant le Théorème 1.2.4, nous avons

(φp ◦ f)∆(t)
 =

f∆(t)
∫ 1

0
φ′p
(
f(t) + hµ(t)f∆(t)

)
dh


=
f∆(t)

∫ 1

0
φ′p

(
f(t) + hµ(t)

[
f(σ(t))− f(t)

µ(t)

])
dh


=
f∆(t)

∫ 1

0
φ′p (f(t) + hfσ(t)− hf(t)) dh


=
f∆(t)

∫ 1

0
φ′p (hfσ(t) + (1− h)f(t)) dh


≤ |f∆(t)|

∫ 1

0
p |hfσ(t) + (1− h)f(t)|p−1 dh

≤ p|f∆(t)||g(t)|p−1, (2.8)

avec

g(t) = max (|f(t)|, |fσ(t)|) , pour tout t ∈ [a, b]T.
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D’après (2.8) et l’inégalité de Hölder, on obtient


∫ b

a
ξ(t)|fp|∆(t)∆t

 ≤
∫ b

a
ξσ(t)

|fp|∆(t)
∆t

≤
∫ b

a
ξσ(t)

(φp ◦ f)∆(t)
∆t

≤
∫ b

a
ξσ(t)p|f∆(t)||g(t)|p−1∆t

≤ p
∫ b

a
ξσ(t)|g(t)|p−1|f∆(t)|∆t

≤ p

(∫ b

a
|f∆(t)|p∆t

) 1
p
(∫ b

a

(
ξ(σ(t))|g(t)|p−1

) p
p−1 ∆t

) p−1
p

≤ p

(∫ b

a
|f∆(t)|p∆t

) 1
p
(∫ b

a
ξ

p
p−1 (σ(t))|g(t)|p∆t

) p−1
p

≤ p

(∫ b

a
|f∆(t)|p∆t

) 1
p
(∫ b

a
ξq(σ(t))|g(t)|p∆t

) 1
q

≤ p

(∫ b

a
|f∆(t)|p∆t

) 1
p
(∫ b

a

(
1

p− 1(σ(t)− a)1−p
)q
|g(t)|p∆t

) 1
q

≤ p

(
1

p− 1

) p
p−1

(∫ b

a
|f∆(t)|p∆t

) 1
p
(∫ b

a
(σ(t)− a)

−p(p−1)
p−1 |g(t)|p∆t

) 1
q

≤ p (p− 1)
p

1−p

(∫ b

a
|f∆(t)|p∆t

) 1
p
(∫ b

a

|g(t)|p
(σ(t)− a)p∆t

) 1
q

.

Où q est l’exposent conjugué de p
(
ie : 1

p
+ 1

q
= 1

)
.

Par conséquent

(∫ b

a
|f∆(t)|p∆t

) 1
p

≥


∫ b

a
ξ(t)|fp|∆(t)∆t


p(p− 1)

p
p−1

(∫ b

a

|g(t)|p
(σ(t)− a)p∆t

) 1
q

∫ b

a
|f∆(t)|p∆t ≥


∫ b

a
ξ(t)|fp|∆(t)∆t


p

(
p(p− 1)

p
p−1
)p (∫ b

a

|g(t)|p
(σ(t)− a)p∆t

)p−1

≥ 1(
p(p− 1)

p
p−1
)p

∫ b

a
ξ(t)|fp|∆(t)∆t


p (∫ b

a

|g(t)|p
(σ(t)− a)p∆t

)1−p

.
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En utilisant (2.5) et (2.7), on a

∫ b

a
|f∆(t)|p∆t ≥ Cp

(
−
∫ b

a
ξ∆(t)|fσ(t)|p∆t

)p (∫ b

a

|g(t)|p
(σ(t)− a)p∆t

)1−p

≥ Cp

(∫ b

a

|fσ(t)|p
(σ(t)− a)p∆t

)p (∫ b

a

|fσ(t)|p
(σ(t)− a)p∆t

)1−p

≥ Cp

∫ b

a

|fσ(t)|p
(σ(t)− a)p∆t.

D’où (2.6) est vérifiée.

2.3 Inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya

Soit δ : [a, b[T−→ R une fonction définie par :

δ(t) = µ(t)
b− σ(t) , pour t ∈ [a, b[T.

Théorème 2.3.1. [7](Inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya)

Soit q ≥ 2. Si la fonction δ est décroissante sur [a, b[T, alors il existe une constante

Cq > 0 qui dépend seulement de q telle que l’inégalité suivante :

∫ b

a
|f∆(t)|2∆t ≥ 1

4

∫ b

a

|f(t)|2
(b− t)2 ∆t+ Cq

(∫ b

a
|f(t)|q∆t

) 2
q

, (2.9)

est vérifiée pour tout f ∈ W 1,q
0,∆ ([a, b]T), avec Cq ≥ 4

(q+2)2 .

Démonstration.

Soit g une fonction définie par :

g(t) = f(t)
η(t) , pour tout t ∈ [a, b]T,

avec

η(t) =
√
b− t, pour tout t ∈ [a, b]T.

Alors η ∈ C1
rd([a, b]T), et on a :

η∆(t) = lim
s−→t

η(σ(t))− η(s)
σ(t)− s

= lim
s−→t

(√
b− σ(t)−

√
b− s

) (√
b− σ(t) +

√
b− s

)
(σ(t)− s)

(√
b− σ(t) +

√
b− s

)
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η∆(t) = lim
s−→t

b− σ(t)− b+ s

(σ(t)− s)
(√

b− σ(t) +
√
b− s

)
= lim

s−→t

−1√
b− σ(t) +

√
b− s

= −1√
b− σ(t) +

√
b− t

= −1
ησ(t) + η(t) , pour tout t ∈ [a, ρ(b)]T. (2.10)

D’autre part, d’après (1.4) on a :

g∆(t) =
(
f(t)
η(t)

)∆

= f∆(t)η(t)− η∆(t)f(t)
η(t)ησ(t) .

Alors

g∆(t)η(t)ησ(t) = f∆(t)η(t)− η∆(t)f(t).

En appliquant (2.10), on obtient

ησ(t)g∆(t) = f∆(t)η(t)− η∆(t)f(t)
η(t)

= f∆(t)η(t)
η(t) − η∆(t)f(t)

η(t)

= f∆(t)−
(
− 1
η(t) + ησ(t)

)(
f(t)
η(t)

)

= f∆(t) + f(t)
η2(t) + η(t)ησ(t) . (2.11)

En utilisant (2.11), on aura

ησ(t) ≤ η(t), pour tout t ∈ [a, ρ(b)]T (2.12)

Et

(
ησ(t)g∆(t)

)2
=
(
f∆(t) + f(t)

η2(t) + η(t)ησ(t)

)2

= (f∆(t))2 +
(

f(t)
η2(t) + η(t)ησ(t)

)2

+ 2f∆(t) f(t)
η2(t) + η(t)ησ(t)

= |f∆(t)|2+ f 2(t)
(η2(t) + η(t)ησ(t))2 + 2f∆(t) f(t)

η2(t) + η(t)ησ(t)
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d’après (2.12), on trouve

(
ησ(t)g∆(t)

)2
= |f∆(t)|2+ f 2(t)

(η2(t) + η(t)ησ(t))2 + f 2(t)
(η2(t) + η(t)ησ(t))2

− f 2(t)
(η2(t) + η(t)ησ(t))2 + 2f∆(t) f(t)

η2(t) + η(t)ησ(t)

= |f∆(t)|2+ 2f 2(t)
(η2(t) + η(t)ησ(t))2 + 2f∆(t) f(t)

η2(t) + η(t)ησ(t) −
f 2(t)

(η2(t) + η(t)ησ(t))2

= |f∆(t)|2+ 2f(t)
η2(t) + η(t)ησ(t)

[
f(t)

η2(t) + η(t)ησ(t) + f∆(t)
]
− f 2(t)

(η2(t) + η(t)ησ(t))2

≤ |f∆(t)|2+ 2f(t)
2η2(t)

[
f(t)

η2(t) + η(t)ησ(t) + f∆(t)
]
− |f(t)|2

(2η2(t))2

≤ |f∆(t)|2+ f(t)
η2(t)η

σ(t)g∆(t)− |f(t)|2
4(b− t)2

≤ |f∆(t)|2+η(t)g(t)
η2(t) ησ(t)g∆(t)− |f(t)|2

4(b− t)2

≤ |f∆(t)|2+g∆(t)g(t) 1
η(t)η

σ(t)− |f(t)|2
4(b− t)2

≤ |f∆(t)|2+g∆(t)g(t)(−2η∆(t)ησ(t))− |f(t)|2
4(b− t)2

≤ |f∆(t)|2+g∆(t)g(t)ξ(t)− |f(t)|2
4(b− t)2 , (2.13)

avec

ξ(t) = −2η∆(t)ησ(t), pour tout t ∈ [a, ρ(b)]T.

Alors ξ est ∆_différentiable pour tout les points dispersés à droite.

Soit t ∈ [a, b]T tel que t est un point dense à droite, donc t est un point d’accumu-

lation.

Par la suite, on distingue deux cas :

(a) Le premier cas : il existe c, d ∈ [a, b]T tel que t ∈ [c, d] ⊂ [a, b]T, alors ξ est

∆_différentiable en t et ξ∆(t) = 0.

(b) Le deuxième cas : il existe une suite (tk)k∈N ∈ R ∩ [a, b]T tel que, pour tout

k ∈ N, tk est un point isolé, de plus tk converge vers t lorsque k tend vers ∞.

Dans ce cas, ξ∆(t) n’existe pas.

Le Théorème 1.4.2, implique que

µ∆

({
t ∈ [a, b]T : σ(t) = t et t = lim

k−→∞
tk, (tk)k∈N

})
= 0.
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Par conséquent, ξ est ∆_differentiable p.p sur [a, b]T.

Soit t, s ∈ [a, ρ(b)]T tel que t > s, alors nous avons

ξ(t)− ξ(s)
ξ(t)ξ(s) = −2η∆(t)ησ(t) + 2η∆(s)ησ(s)

(−2η∆(t)ησ(t))(−2η∆(s)ησ(s))

=
2
(
η∆(s)ησ(s)− η∆(t)ησ(t)

)
4η∆(t)ησ(t)η∆(s)ησ(s)

= 1
2

{
η∆(s)ησ(s)

η∆(t)ησ(t)η∆(s)ησ(s) −
η∆(t)ησ(t)

η∆(t)ησ(t)η∆(s)ησ(s)

}

= 1
2

{
1

η∆(t)ησ(t) −
1

η∆(s)ησ(s)

}

= 1
2

 1
−ησ(t)

η(t)+ησ(t)

− 1
−ησ(s)

η(s)+ησ(s)


= 1

2

{
−η(t) + ησ(t)

ησ(t) + η(s) + ησ(s)
ησ(s)

}

= 1
2

{
η(s)
ησ(s) + 1− η(t)

ησ(t) − 1
}

= 1
2

{
η(s)
ησ(s) −

η(t)
ησ(t)

}
.

Donc

ξ(t)− ξ(s) = 1
2ξ(t)ξ(s)

{
η(s)
ησ(s) −

η(t)
ησ(t)

}

= 1
2ξ(t)ξ(s)

{√
b− s

b− σ(s) −
√

b− t
b− σ(t)

}

= 1
2ξ(t)ξ(s)


√√√√b− s− σ(s) + σ(s)

b− σ(s) −

√√√√b− t− σ(t) + σ(t)
b− σ(t)


= 1

2ξ(t)ξ(s)


√√√√b− σ(s)
b− σ(s) + σ(s)− s

b− σ(s) −

√√√√b− σ(t)
b− σ(t) + σ(t)− t

b− σ(t)


= 1

2ξ(t)ξ(s)


√√√√1 + µ(s)

b− σ(s) −

√√√√1 + µ(t)
b− σ(t)

 .
D’où ξ est une fonction croissante.

D’autre part, d’après le Théorème 1.3.4 on a

∫ b

a
ξ(t)g(t)g∆(t)∆t = −

∫ b

a
[ξg]∆(t)gσ(t)∆t

= −
∫ b

a

[
ξg∆ + ξ∆gσ

]
(t)gσ(t)∆t

= −
∫ b

a
ξ(t)g∆(t)gσ(t)∆t−

∫ b

a
ξ∆(t)|gσ(t)|2∆t
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∫ b

a
ξ(t)g(t)g∆(t)∆t = −

∫ b

a
ξ∆(t)|gσ(t)|2∆t−

∫ b

a
ξ(t)g∆(t)

[
g(t) + µ(t)g∆(t)

]
∆t

= −
∫ b

a
ξ∆(t)|gσ(t)|2∆t−

∫ b

a
ξ(t)g∆(t)g(t)∆t−

∫ b

a
ξ(t)µ(t)|g∆(t)|2∆t

≤ −
∫ b

a
ξ(t)g∆(t)g(t)∆t−

∫ b

a
ξ(t)µ(t)|g∆(t)|2∆t

≤ −
∫ b

a
ξ(t)g∆(t)g(t)∆t.

Ce qui donne que 2
∫ b

a
ξ(t)g∆(t)g(t)∆t ≤ 0.

Ce qui signifie que ∫ b

a
ξ(t)g∆(t)g(t)∆t ≤ 0.

En utilisant l’inégalité si dessus et l’inégalité (2.13), nous avons

∫ b

a
|ησ(t)g∆(t)|2∆t ≤

∫ b

a
|f∆(t)|2∆t+

∫ b

a
ξ(t)g∆(t)g(t)∆t−

∫ b

a

|f(t)|2
4(b− t)2 ∆t

≤
∫ b

a

(
|f∆(t)|2 − |f(t)|2

4(b− t)2

)
∆t. (2.14)

Par le Théorème 1.2.4, on obtient l’inégalité suivante :

(
|g(t)|

q+2
2
)∆

= q + 2
2 |g∆(t)|

∫ 1

0

g(t) + hµ(t)g∆(t)
 q2 dh

= q + 2
2 |g∆(t)|

∫ 1

0

g(t) + hµ(t)
[
gσ(t)− g(t)

µ(t)

]
q
2

dh

= q + 2
2 |g∆(t)|

∫ 1

0
|g(t) + hgσ(t)− hg(t)|

q
2 dh

≤ q + 2
2 |g∆(t)|

∫ 1

0
|hgσ(t) + (1− h)g(t)|

q
2 dh

≤ q + 2
2 |g∆(t)||g1(t)|

q
2 ,

avec

g1(t) = max(|g(t)|, |gσ(t)|), pour tout t ∈ [a, b]T.

Puisque la fonction η est décroissante, on a

|f(t)|
q+2

2 = |η(t)g(t)|
q+2

2

= |η(t)|
q+2

2 |g(t)|
q+2

2

= |η(t)|
q+2

2

∫ t

a

(
|g(s)|

q+2
2
)∆

∆s

≤ q + 2
2

∫ t

a
|η(t)|

q+2
2 |g∆(s)||g1(s)|

q
2 ∆s
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|f(t)|
q+2

2 ≤ q + 2
2

∫ t

a
|η(s)|

q+2
2 |g∆(s)||g1(s)|

q
2 ∆s.

Donc

|f(t)|q+2 ≤
(
q + 2

2

)2 (∫ t

a
|η(s)|

q+2
2 |g∆(s)||g1(s)|

q
2 ∆s

)2
.

En appliquant l’inégalité de Hölder et l’inégalité (2.14), on aura

|f(t)|q+2 ≤ mq

(∫ b

a
|g∆(t)|2η2(t)∆t

)(∫ b

a
|g1(t)|qηq(t)∆t

)

≤ mq

(∫ b

a
|f∆(t)|2− |f(t)|2

4(b− t)2 ∆t
)(∫ b

a
|f1(t)|q∆t

)
,

où mq = 1
4(q + 2)2 et

f1(t) = max(|f(t)|, |fσ(t)|), pour tout t ∈ [a, b]T.

Alors

∫ b

a
|f1(t)|q∆t ≤ (mq)

q
q+2

(∫ b

a
|f∆(t)|2− |f(t)|2

4(b− t)2 ∆t
) q
q+2

(∫ b

a
|f1(t)|q∆t

) q
q+2

implique que

(∫ b

a
|f1(t)|q∆t

)(∫ b

a
|f1(t)|q∆t

) −q
q+2

q+2
q

≤

(mq)
q
q+2

(∫ b

a
|f∆(t)|2− |f(t)|2

4(b− t)2 ∆t
) q
q+2

q+2
q

alors,

1
mq

(∫ b

a
|f1(t)|q∆t

) 2
q

≤
∫ b

a
|f∆(t)|2− |f(t)|2

4(b− t)2 ∆t.

Donc ∫ b

a
|f∆(t)|2≥ 1

4

∫ b

a

|f(t)|2
(b− t)2 ∆t+ 1

mq

(∫ b

a
|f1(t)|q∆t

) 2
q

.

D’où l’inégalité (2.9) est vérifiée.



Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence et l’unicité de solution d’un problème

aux limites linéaire.

3.1 Problème aux limites linéaire

Dans cette section, on s’intéresse à l’existence et l’unicité de la solution du pro-

blème aux limites suivant :
 (ru∆)∆(t) + h(t)u(t) = −f(t), t ∈ [a, ρ2(b)]T,

u(a) = u(b) = 0.
(3.1)

Où f ∈ L2([a, b]T) et r, h sont des fonctions satisfaisant les hypothèses suivantes :

(H1) r ∈ L∞([a, b]T) et il existe une constante α > 0, tel que

r(t) > α, ∆− p.p t ∈ [a, b]T.

(H2) Il existe deux constantes ξ, η > 0, tel que

h(t) ≤ ξ

b− t
+ η, pour tout t ∈ [a, b[T.

(H3) γ := α− 8ξd− ηd > 0, avec d := b− a.

(H4) La fonction δ est décroissante sur [a, b[T.
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L’existence et l’unicité de la solution du problème (3.1) et l’inégalité de Hardy sont

fortement liées.

Définition 3.1.1. [2] Une solution faible de (3.1) est une fonction u ∈ H1
0,∆([a, b]T),

telle que

∫ ρ(b)

a
r(t)u∆(t)v∆(t)∆t−

∫ ρ(b)

a
h(t)u(t)vσ(t)∆t =

∫ ρ(b)

a
f(t)vσ(t)∆t.

Le problème (3.1) est un problème variationnel dans l’espace de Hilbert H1
0,∆([a, b]T).

Ce qui nous amène à utiliser le Théorème de Lax Miligram appliqué à la forme

bilinéaire

a(u, v) :=
∫ ρ(b)

a
r(t)u∆(t)v∆(t)∆t−

∫ ρ(b)

a
h(t)u(t)vσ(t)∆t.

Remarque 3.1.1. [2] Pour tout u ∈ H1
0,∆([a, b]T), on a les inégalités suivantes :

‖uσ‖L2
∆([a,ρ(b)]T) ≤‖u‖L2

∆([a,b]T) + d‖u∆‖L2
∆([a,ρ(b)]T), (3.2)

et
1
2

∫ ρ(b)

a

|uσ(t)|2
(b− t)2 ∆t ≤

∫ ρ(b)

a

|u(t)|2
(b− t)2 ∆t+

∫ ρ(b)

a
|u(t)|2∆t. (3.3)

Théorème 3.1.1. [2] Le problème (3.1) admet une solution unique dans H1
0,∆([a, b]T).

De plus, il existe une constante C0 > 0 indépendante de u et f telle que

‖u‖H1
0,∆([a,b]T)≤ C0‖f‖L2

∆([a,b]T). (3.4)

Démonstration.

Pour montrer l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.1), on appli-

quera le Théorème de Lax Miligram.

• Premièrement, on va montrer que a(u, v) est continue.

Soit u, v ∈ H1
0,∆([a, b]T), alors on a :
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|a(u, v)| ≤
∫ ρ(b)

a
|r(t)||u∆(t)||v∆(t)|∆t+

∫ ρ(b)

a
|h(t)||u(t)||vσ(t)|∆t

≤
∫ ρ(b)

a
sup|r(t)||u∆(t)||v∆(t)|∆t+

∫ ρ(b)

a

(
|ξ|
|b− t|

+ |η|
)
|u(t)||vσ(t)|∆t

≤ ‖r‖∞
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)||v∆(t)|∆t+

∫ ρ(b)

a

|ξ|
|b− t|

|u(t)||vσ(t)|∆t+
∫ ρ(b)

a
|η||u(t)||vσ(t)|∆t,

en utilisant l’inégalité de Hölder, on trouve

|a(u, v)| ≤ ‖r‖∞
(∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t

) 1
2
(∫ ρ(b)

a
|v∆(t)|2∆t

) 1
2

+ |ξ|
(∫ ρ(b)

a

|u(t)|2
|b− t|2

∆t
) 1

2
(∫ ρ(b)

a
|vσ(t)|2∆t

) 1
2

+ |η|
(∫ ρ(b)

a
|u(t)|2∆t

) 1
2
(∫ ρ(b)

a
|vσ(t)|2∆t

) 1
2

,

par l’inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya (2.9), et l’inégalité (3.2), on obtient

|a(u, v)| ≤ ‖r‖∞‖u∆‖L2
∆
‖v∆‖L2

∆
+ 4|ξ|d‖u∆‖L2

∆
‖v∆‖L2

∆
+ |η|‖u‖L2

∆
‖vσ‖L2

∆

≤ (‖r‖∞ + 4|ξ|d)‖u∆‖L2
∆
‖v∆‖L2

∆
+ |η|‖u‖L2

∆
‖vσ‖L2

∆

≤ (‖r‖∞ + 4|ξ|d)‖u‖H1
∆
‖v‖H1

∆
+ |η|‖u‖L2

∆
(‖v‖L2

∆
+ d‖v∆‖L2

∆
)

≤ (‖r‖∞ + 4|ξ|d)‖u‖H1
∆
‖v‖H1

∆
+ |η|‖u‖L2

∆
‖v‖L2

∆
+ |η|d‖u‖L2

∆
‖v∆‖L2

∆

≤ (‖r‖∞ + 4|ξ|d)‖u‖H1
∆
‖v‖H1

∆
+ |η|‖u‖H1

∆
‖v‖H1

∆
+ |η|d‖u‖H1

∆
‖v‖H1

∆

≤ (‖r‖∞ + 4|ξ|d)‖u‖H1
∆
‖v‖H1

∆
+ |η|(1 + d)‖u‖H1

∆
‖v‖H1

∆

≤ (‖r‖∞ + 4|ξ|d+ |η|(1 + d)) ‖u‖H1
∆
‖v‖H1

∆

≤ C‖u‖H1
∆([a,b]T)‖v‖H1

∆([a,b]T).

Avec C =‖r‖∞ + 4|ξ|d+ |η|(1 + d).

D’où la forme a(u, v) est continue.

• Deuxièmement, on va montrer que a(u, v) est coercive.

Pour cela on définit l’inégalité de Poincaré par :

il existe une constante L > 0 telle que

‖u‖H1
∆([a,b]T) ≤ L‖u∆‖LP∆([a,b]T). (3.5)

Soit u ∈ H1
0,∆([a, b]T), alors on a
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a(u, u) =
∫ ρ(b)

a
r(t)|u∆(t)|2∆t−

∫ ρ(b)

a
h(t)u(t)uσ(t)∆t

≥ α
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t−

∫ ρ(b)

a

(
ξ

b− t
+ η

)
u(t)uσ(t)∆t

≥ α
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t− ξ

∫ ρ(b)

a

u(t)
b− t

uσ(t)∆t− η
∫ ρ(b)

a
u(t)uσ(t)∆t

≥ α
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t− ξ

∫ ρ(b)

a

|uσ(t)|2
b− t

∆t− η
∫ ρ(b)

a
|uσ(t)|2∆t

≥ α
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t− ξ

∫ ρ(b)

a
(b− t) |u

σ(t)|2
(b− t)2 ∆t− η

∫ ρ(b)

a
|uσ(t)|2∆t

≥ α
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t− ξ

∫ ρ(b)

a
(b− a) |u

σ(t)|2
(b− t)2 ∆t− η

∫ ρ(b)

a
|uσ(t)|2∆t

≥ α
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t− ξd

∫ ρ(b)

a

|uσ(t)|2
(b− t)2 ∆t− η

∫ ρ(b)

a
|uσ(t)|2∆t.

par (3.3), on a

a(u, u) ≥ α
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t− 2ξd

∫ ρ(b)

a

|u(t)|2
(b− t)2 ∆t− 2ξd

∫ ρ(b)

a
|u(t)|2∆t− η

∫ ρ(b)

a
|uσ(t)|2∆t

≥ α
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t− 2ξd

∫ ρ(b)

a

|u(t)|2
(b− t)2 ∆t− (η + 2ξd)

∫ ρ(b)

a
|uσ(t)|2∆t.

D’après l’inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya (2.9) et l’inégalité de Poincaré (3.5),

on aura

a(u, u) ≥ α
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t+ 2ξd

∫ ρ(b)

a
|u(t)|2∆t− 8ξd

∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t− (η + 2ξd)

∫ ρ(b)

a
|uσ(t)|2∆t

≥ (α− 8ξd)
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t− η

∫ ρ(b)

a
|u(t)|2∆t

≥ (α− 8ξd)‖u∆‖2
L2

∆([a,ρ(b)]T) − ηd‖u
∆‖2

L2
∆([a,ρ(b)]T)

= γ‖u∆‖2
L2

∆([a,ρ(b)]T)

≥ γ

L
‖u‖2

H1
∆,0([a,b]T).

Par la suite a(u, v) est coercive.

Par conséquent, la forme bilinéaire a(u, v) est continue et coercive, de plus
∫ ρ(b)
a f(t)vσ(t)∆t

est une forme linéaire continue, alors d’après le théorème de Lax-Miligram, le pro-

blème (3.1) possède une solution unique dans H1
∆,0([a, b]T).
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On a :

∫ ρ(b)

a
f(t)uσ(t)∆t = a(u, u) ≥ γ

L
‖u‖2

H1
∆,0([a,b]T).

Grâce à l’inégalité de Hölder et l’inégalité (3.2), on trouve

γ

L
‖u‖2

H1
∆,0([a,b]T) ≤

∫ ρ(b)

a
|f(t)uσ(t)|∆t

≤ ‖f‖L2
∆([a,b]T).‖uσ‖L2

∆([a,ρ(b)]T)

≤ ‖f‖L2
∆([a,b]T)

(
‖u‖L2

∆([a,b]T) + d‖u∆‖L2
∆([a,ρ(b)]T)

)
≤ C‖f‖L2

∆([a,b]T).‖u‖H1
∆,0([a,b]T)

Donc

‖u‖H1
∆,0([a,b]T) ≤ C0‖f‖L2

∆([a,b]T),

avec C0 = CL
γ
.

D’où, l’inégalité (3.4) est vérifiée.

Le Théorème 3.1.1 assure l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.1),

où u ∈ H1
∆,0([a, b]T).

Définition 3.1.2. [2] Si la solution u du problème (3.1) est dans H2
0,∆([a, b]T), on

dit que u est une solution forte.

Proposition 3.1.1. [2] Si la fonction r est ∆_différentiable presque partout et

r∆ ∈ L∞∆ ([a, ρ(b)]T), alors le problème (3.1) admet une solution unique dans H2
0,∆([a, b]T)

et vérifie

‖u‖H2
0,∆([a,b]T)≤ C2‖f‖L2

∆([a,b]T), (3.6)

où C2 une constante indépendante de u et f .

Démonstration.

Grâce au Théorème 3.1.1, le problème (3.1) admet une solution unique dans

H1
0,∆([a, b]T).



45 3.1 Problème aux limites linéaire

Soient u la solution faible de (3.1) et f ∈ L2
∆([a, b]T), alors

∫ b

a
|h(t)u(t)|2∆t ≤

∫ b

a


(

ξ

b− t
+ η

)
u(t)


2

∆t

≤
∫ b

a

 ξ

b− t
u(t) + ηu(t)


2

∆t

≤ 2
∫ b

a

 ξ

b− t
u(t)


2

∆t+ 2
∫ b

a
|ηu(t)|2 ∆t

≤ 2ξ2
∫ b

a

|u(t)|2
(b− t)2 ∆t+ 2η2

∫ b

a
|u(t)|2∆t.

D’après l’inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya, hu ∈ L2
∆([a, b]T) et

(ru∆)∆ = −f − hu ∈ L2
∆([a, b]T).

D’autre part, en utilisant (1.3) on aura

(ru∆)∆(t)− u∆(t)r∆(t) = rσ(t)u∆(2)(t), pour tout t ∈ [a, ρ2(b)]T. (3.7)

Ainsi, on a u∆ ∈ L2
∆([a, ρ(b)]T) et r∆ ∈ L∞∆ ([a, ρ(b)]T), alors par l’inégalité de Hölder

u∆r∆ ∈ L2
∆([a, ρ(b)]T) et par la formule (3.7), on déduit que

rσ(t)u∆(2)(t) ∈ L2
∆([a, ρ2(b)]T).

D’après l’hypothèse (H1), on a rσ(t) > α pour tout t ∈ [a, b]T.

D’où u∆(2) ∈ L2
∆([a, ρ2(b)]T), ce qui implique que la solution u ∈ H2

∆([a, b]T).

Maintenant, on va montrer que la solution u vérifiée l’inégalité (3.6).

On a :

α
∫ ρ2(b)

a
|u∆(2)(t)|2∆t ≤

∫ ρ2(b)

a
|rσ(t)u∆(2)(t)|2∆t

≤
∫ ρ2(b)

a

∣∣∣(ru∆)∆(t)− u∆(t)r∆(t)
∣∣∣2

≤
∫ ρ2(b)

a

∣∣∣−f − h(t)u(t)− u∆(t)r∆(t)
∣∣∣2

≤ 2ξ2
∫ b

a

|u(t)|2
(b− t)2 ∆t+ 2η2

∫ b

a
|u(t)|2∆t+ ‖r∆‖2

∞

∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t+

∫ b

a
|f(t)|2∆t.



46 3.1 Problème aux limites linéaire

Par l’inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya, on obtient

α
∫ ρ2(b)

a
|u∆(2)(t)|2∆t ≤ 8ξ2

∫ b

a
|u∆(t)|2∆t− 2ξ2

∫ b

a
|u(t)|2∆t+ 2η2

∫ b

a
|u(t)|2∆t

+‖r∆‖2
∞

∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|∆t+

∫ b

a
|f(t)|2∆t

≤ (8ξ2 + ‖r∆‖2
∞)
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t− 2ξ2

∫ b

a
|u(t)|2∆t

+ 2η2
∫ ρ(b)

a
|u(t)|2∆t+

∫ b

a
|f(t)|2∆t

≤ (8ξ2 + ‖r∆‖2
∞)
∫ ρ(b)

a
|u∆(t)|2∆t+ (2η2 − 2ξ2)

∫ b

a
|u(t)|2∆t+

∫ b

a
|f(t)|2∆t

≤ (8ξ2 + ‖r∆‖2
∞)‖u∆‖2

L2
∆([a,ρ(b)]T) + (2η2 − 2ξ2)‖u‖2

L2
∆([a,b]T)+‖f‖2

L2
∆([a,b]T)

≤ (8ξ2 + ‖r∆‖2
∞)‖u‖2

H1
0,∆([a,b]T) + (2η2 − 2ξ2)‖u‖2

H1
0,∆([a,b]T)+‖f‖2

L2
∆([a,b]T)

≤ (6ξ2+‖r∆‖2
∞ + 2η2)‖u‖2

H1
0,∆([a,b]T)+‖f‖2

L2
∆([a,b]T)

≤ c1‖u‖2
H1

0,∆([a,b]T)+‖f‖2
L2

∆([a,b]T),

avec c1 = 6ξ2 + ‖r∆‖2
∞+2η2.

En appliquant l’inégalité (3.4), on trouve

α‖u∆(2)‖2
L2

∆([a,ρ2(b)]T) ≤ c1‖u‖2
H1

0,∆([a,b]T)+‖f‖2
L2

∆([a,b]T)

≤ c1C
2
0‖f‖2

L2
∆([a,b]T)+‖f‖2

L2
∆([a,b]T)

≤ (c1C
2
0 + 1)‖f‖2

L2
∆([a,b]T).

Donc

‖u∆(2)‖2
L2

∆([a,ρ2(b)]T) + ‖u‖2
H1

0,∆([a,b]T)−‖u‖
2
H1

0,∆([a,b]T) ≤
(
c1C

2
0 + 1
α

)
‖f‖2

L2
∆([a,b]T)

‖u∆(2)‖2
L2

∆([a,ρ2(b)]T) + ‖u‖2
H1

0,∆([a,b]T) ≤
(
c1C

2
0 + 1
α

+ C2
0

)
‖f‖2

L2
∆([a,b]T).

Ce qui équivaut à

‖u‖H2
0,∆([a,b]T) ≤ C2‖f‖L2

∆([a,b]T),

avec C2 = c1C2
0+1
α

+ C2
0 .

Par conséquent l’inégalité (3.6) est vérifiée.



Conclusion

Le calcul sur les échelles de temps est un sujet très vaste qui couvre plusieurs

domaines. De cette théorie découle plusieurs types d’inégalités. Dans ce travail on

a présenté l’inégalité de Hardy sur les échelles de temps et ses applications sur un

problème aux limites en appliquant le théorème de Lax Miligrame.
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