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Proverbe

"Le succes a une formule simple : fais de ton
mieux !”



Résumé

Ce mémoire est consacré a 1’étude d’un nouveau type d’inégalité qui est "l’in-
égalité de Hardy sur les échelles de temps".

Tout d’abord, on tient a définir les troix types d’inégalités de Hardy et leurs
démonstrations, ensuite on s’intéresse a une application d’un type de cette inégalité

sur un probleme aux limites en se basant sur le théoreme de Lax-Miligrame.

Mots clés :
Echelles de temps, Inégalité de Hardy, Inégalité de Hardy Sobolev, Inégalité de

Hardy-Sobolev-Maz’ya, Probleme aux limites linéaire.



Abstract

This thesis is devoted to the study of a new type of inequality which is "inequality
of Hardy on time scales".

First, we define the three typicals Hardy inequalities and their proofs, then we

are interested in an application of a type of this inequality on a boundary problem

based on the Lax-Miligrame theorem.

Key words :
Time scales, Hardy inequality, Hardy Sobolev inequality, Hardy-Sobolev-Maz’ya in-

equality, Linear boundary problem.
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Introduction générale

La théorie des échelles de temps est un sujet tres intéressant qui couvre plusieurs

domaines de notre vie, il a été développé en 1988 par STEFAN HILGER. Dans les

derniéres années le calcul sur les échelles de temps est devenu important et utilisable

dans plusieurs domaines tels que I’économie, biologie et surtout en informatique.

Dans ce dernier, il existe plusieurs inégalités comme, inégalité de Holder, Poin-

caré...etc.

Dans ce travail on s’intéresse a une nouvelle notion qui s’appelle inégalité de

Hardy sur les échelles de temps ainsi leur application sur les problemes aux

limites.

Le cadre classique de l'inégalité de Hardy est énoncé pour f > 0, intégrable sur

Vouvert |0, z[ telle que fP est intégrable sur |0, 0o avec p > 1 et

[ G oar) as < (L) |ty

la constante (ﬁ)p est le meilleur choix pour cette inégalité.

Cette inégalité a été prouvée par Hardy en 1925, et c’est la version continue.

La version discrete de I'inégalité (1) est donnée par :

n=co (1 k=n }p 1 n=x

SR D SIS )
{” k=0 p=1.="

n=0

Ce mémoire se décompose en trois chapitres.

Dans le premier chapitre : on va présenter quelques définitions et notions de base

concernant la théorie des échelles de temps, ainsi que quelques espaces fonctionnels

sur les échelles de temps.

Dans le deuxieme chapitre : on va étudier les trois types d’'inégalités de Hardy

sur les échelles de temps.



Tout d’abord on va commencer par prouver l'inégalité de Hardy qui va nous
aider dans la démonstration de la continuité de I'opérateur de Hardy H tel que

H : L% ([a,c0[r,RT) — LA ([a, co[r,RT) est donné par
(HF)(t) = ((j(t)l_a) / " f(s)As,  pour tout ¢ € [, 0ofr.

Apres, on va étudier 'inégalité de Hardy dans les espaces Sobolev Wi’%('ﬂ', R).

b b 7(t)|P
/a [P (t)[PA > C’p/a ME;)(_)LLVJAIS, pour tout u € Wi’f)(T,R).

Ou C, est une constante positive et p €|1, +00].
Dernierement, on démontre 'inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya sur les échelles de

temps qui s’écrit sous la forme suivante

[1r2wear=1t [ ('l;ff

M

2

b q
)t‘)Q At+C, (/ |f(t)|th> , pour tout f € Wi’f}(T, R).

Avec C, une constante positive et p €]2, +00].
Dans le dernier chapitre : on considere un probleme aux limites qui est défini

par :

(ru®)2(t) + h(t)u(t) = —f(t), t€ [a,p*(b)]r
u(a) = u(b) = 0.

Avec f,r et h sont des fonctions définies sur |a, b[NT.
Ou on va étudier I'existence et 1'unicité de la solution, en utilisant 'inégalité de

Hardy-Sobolev-Maz’ya et le Théoreme de Lax-Miligrame.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion du calcul sur les échelles de
temps, ainsi que des définitions et des propriétés sur la différentiabilité et 'intégra-

tion et un rappel de quelques espaces fonctionnels sur les échelles de temps.

1.1 Calcul sur les échelles de temps

Définition 1.1.1. /71, 12] On appelle échelle de temps toute partie fermée non vide

de ’ensemble des nombres réels R, on la note T.

Exemple 1.1.1. T=N est une échelle de temps.
Car :

CeN =] — 00, 0[U]0, 1[U]1, 2[U- - -U]n,n + 1]

:]—oo,O[U(U]n,n+1[>v

neN

c’est une union infinie d’ouverts, donc c’est un ouvert.

D’ou N est fermé, alors c’est une échelle de temps.

Définition 1.1.2. [11, 12] Soit T une échelle de temps, on définit :

1. L’opérateur de saut avant o : T — T par :
o(t)=inf{s e T:s >t}
2. Lopérateur de saut arriere p: T — T par :

p(t) =sup{s € T : s < t}.
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Définition 1.1.3. [/1, 12] Soit T une échelle de temps, la fonction de granulation

en avant 2 T — [0, +oo[ est définie par :

Exemple 1.1.2. T =R une échelle de temps.
Calculons o(t), p(t), u(t).
VteR, ona:

o(t) =inf{s e R: s>t}
= inf ]t, +o0]

=t,

p(t) =sup{s e R:s <t}
= sup| — oo, t]

=1,

et

TABLE 1.1 — Exemple d’échelles de temps

T | w) | o) | p@)
R 0 t t
z 1 t4+1|t—1
hWZ| h  |t+h|t—nh
¢ |-t ¢ .
2N t 2t :

Convention 1.1.1. [11, 17]
supop = inf T (ie : p(t) = t, si T admet un minimum t) et inf p = supT (ie :

o(t) =1, si T admet un maximum t).
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Définition 1.1.4. [11, 12] Soit T une échelle de temps, t € T
i/ Sit<o(t), on dit que t est dispersé a droite.

it/ Si p(t) <t, on dit que t est dispersé da gauche.

it/ Les points qui sont a la fois dispersés a droite et a gauche sont dites isolés.

i/ Sit <supT et o(t) =t, on dit que t est dense d droite.

v/ Sit >infT et p(t) =t, on dit que t est dense a gauche.

vi/ Les points qui sont d la fois dense a droite et a gauche sont dites denses.
Exemple 1.1.3. Soit l’échelle de temps T = {2", n € N} U {0}

trouver o(t) et p(t) puis classer chaque point de t.

e Pourt+#0, ona :

o(t)=inf{s € T:s >t} =2""1 =2"2=2¢

et

2t
p(t):sup{se']l‘:s<t}:2"_1:?:§.

Donc nous avons t < o(t), par la suite t est dispersé a droite.
De plus p(t) < t alors t est dispersé a gauche.

D’ot t est un point isolé.

e Pourt=0ona :

o(0)=inf{se€T:s>0} =1.

Donc nous avons 0 < a(0), d’ot 0 est dispersé a droite.
Ainsi

p(0) =sup{s € T:s <0} =0.
Alors 0 n’est pas dispersé a gauche.

Définition 1.1.5. [11, 12] Soit T une échelle de temps et f : T — R une fonction,
on définit la fonction f7: T — R par :

fot)=(foo)(t)=f(a(t)), pour tout t € T.
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Définition 1.1.6. [/1, 12] Soit T une échelle de temps.

i/ Si T admet un maximum M dispersé a gauche, alors on définit I’ensemble

Tk =T — {M}, sinon T* =T.

it/ Si' T admet un minimum m dispersé a droite, alors on définit I’ensemble

Tk =T — {m}, sinon T* =T.

Exemple 1.1.4. Soit T =] — o0, 1[U{2,3,4,5} une échelle de temps.
Déterminons l’ensemble TF.

On asupT = 5, alors

p(supT) = p(5) =sup{s € T: s < 5} =4,

donc p(5) < 5.
D’ou
T =T — {5} =] — 00, 1[U{2, 3, 4}.

1.2 Différentiabilité sur les échelles de temps

Définition 1.2.1. [17, 12] Soit f : T — R une fonction et t € T*, on dira que f
est A__différentiable en t, s’il existe un nombre f2(t) € R tel que pour tout € > 0,

il existe un voisinage V de t ou :
F7(t) = f(s) = F2(t)(0(t) — s)|< elo(t) — 5],  pour tout s € V.
On appelle f2(t) la A__dérivée de f en t, si f est A_ différentiable en t pour tout

t € T*, alors f2 : TF — R est appelée la /A dérivée de f sur T*.

Exemple 1.2.1. Soit f : T — R une fonction définie par :

f(t) = 4%
Montrons que f>(t) = 4o(t) + 4t.
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Soit s € V; =]t — 0,t + 0[NT et t € T,

[F7(8) = f(s) = fAO(0(t) = 8)| = |[40(t)* = 4s* — 4(a(t) +t)(o(t) — )|
= [4(o(t) = 5)(a(t) +5) —4(o(t) + ) (o(t) — 5)]
= [4(o(t) = 5)(s —1)|.

Ona |s—t|<o,
si on prend 46 = € on aura  4|s — t|< €.

Donc

[F7(t) = f(s) = fA(O)(a(t) = 5)| < 46(a(t) — 5)

<eglo(t) —s|.

Théoréme 1.2.1. [11, 12] Soit f: T — R une fonction et t € T*.
i/ Si f est A_différentiable en t, alors f est continue en t.

it/ Si f est continue en t et t est dispersé a droite, alors f est A__différentiable

ent et

o = 1D 20 (L1)

iti/ Sit est dense a droite, alors [ est A__différentiable en t si et seulement si

o 70 = 1(5)
s—t t—s
existe et finie.
Dans ce cas
fA(t) = lim SO = /() (1.2)

s—t t—s

i/ Si f est A__différentiable en t, alors
Fo@t) = f(t) +p(t) f2(1).

Exemple 1.2.2.

1. SiT =R, alors on a TF =R,

et pour t € T, le point t est dense a droite.
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D’ou

2. 8iT=127, onaTt=17,

et pour t € T*, le point t est isolé. On a

Ay = DX 2T 1y ey = Afe),

ou A est ['opérateur de différence avant défini par la derniere équation ci__dessus.

Théoréme 1.2.2. [11, 12] Si f, g : T — R sont A__différentiables en t € T*, alors

i/ f+ g est A__différentiable en t et

(f +9)2(t) = f2(t) + g2 (1)
ii/ Pour tout o € R, of est A_différentiable en t et
(af)2(t) = af2(1).
iii/ f.g est A_différentiable en t et
(f9)2(t) = fA(D)g(t) + f7(1)g>(t) = F(£)g™ (1) + f2(t)g7 (D). (1.3)

w/ Sig(t)g?(t) # 0, alors 5 est A__différentiable en t

(f) oy _ P09 — 105 1) w

g 9°(t)g(t)

Exemple 1.2.3. Soit f : T — R une fonction définie par f(t) = t*> pour tout
teT.
Calculons f2(t).

Tout d’abord posons une autre fonction g définie par : g(t) = t.
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Alors on a

FR) = (99)2(t) = g*(t)g(t) + g(a(t)g™(t)
=1t+o0(t).1

=t+o(t).

Définition 1.2.2. [/1, 12] Une fonction f : T — R est dite rd__continue,
st elle est continue en tout point dense a droite de T et si sa limite a gauche est
finie en tout point dense a gauche de T.

On note l’ensemble des fonctions f: T — R rd__continue sur T par :
Crd = Crd<T) = Crd<T7 R)7

et l’ensemble des fonctions f : T — R A__ différentiables et ses dérivées rd__continues

sur T par :

Cld = ng(’]r) = C:d(’]ry R)-

T

Définition 1.2.3. [11, 12] f : T — R est dite réguliére, si sa limite a droite existe
en tout point dense a droite de T, et sa limite a gauche existe en tout point dense a
gauche de T.
Théoréme 1.2.3. [11, 12] Soient f,g: T — R deux fonctions, alors :

i/ Si f est continue, alors f est rd__continue.

it/ Si f est rd__continue, alors f est réguliére.

iti/ L’opérateur de saut avant o est rd__continue.

i/ Si f est réguliére, alors f7 est réguliére.

v/ Si f est rd_continue et g continue, alors g o f est rd__continue.

vi/ Si f est réguliére et g continue, alors g o f est réguliere.

Notation 1.2.1. [/1, 12] On note par :
o"(t) = oo™ (L), p"(t) = plp" (1), et T =(T¥ "),  pour tout n € N.

Par convention, on supposera que : o°(t) = p°(t) =t et T =T.
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Définition 1.2.4. [/1, 12] Une fonction f : T — R est dite deux fois dérivable

2 . ; . s e prp s . 2 s ey
sur T, si sa dérivée f> est différentiable sur T, et on note la dérivée second de

f par :

ATV — R
t— 20 = (0.

Pour tout n € N*, on définit la dérivée d’ordre n de f sur T*" par :
A= (AR

On notera l'ensemble des fonctions f : T — R qui sont n fois différentiables et f~"

. n
rd_ continues sur T*" par :

?d: ?d(P]D: "Z(ER)‘

Exemple 1.2.4. Soit l’échelle de temps T = hZ, avec h > 0 et f : T — R une
fonction A__différentiable.
Calculons 2 et f2°

On a :

T={nh:necZ}
— (-, —3h,—2h,—h,0,h,2h,3h,--- }.

On a aussi :

o(t)=inf{seT s>t}
=(n+1)h
=nh+h

=t+h.
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Alors
_ o flo(@) = f(s)
FE() = lim, ==
o fEEh) — f(s)
s—t t4+h—s
R - £
h ?
et

A A
A2 ANA R+ h)— f2(s)
t) = t)=1
2= (770 = lim, =
f(t+2h)—f(t+’;l)—f(8+h)+f(8)

= lim
s—1 t+h—s
f(t+2h)—2f(t+h)+f()

h2

Théoréme 1.2.4. [11, 12] Soit f: R — R une fonction différentiable et
g : T — R une fonction A__différentiable, alors f o g est A__différentiable et on a :

0 ={ [ £+ hutt)g® @)dn} g 1)

Exemple 1.2.5. On définit les fonctions g : Z — R et f: R — R par :
g(t)y=1t* et f(x)=exp(x).
On a :

PPt =t+1)2 =2 =2+1et f'(z) = exp(z).

Déterminons (f o g)*.

/\
| \

0 ={ [ 7o)+ hu)g® @)an} 40
— (2t + 1)/0 exp(t2 + h(2t + 1))dh

= (2t + 1 es(®) | "exp(h(2t + 1))dh
= exp(t*) [exp(h(2t + 1))],

= exp(t?)(exp(2t + 1) — 1).
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D’autre part, il est facile de vérifier que nous avons :

Af(g(t)) = flg(t+1)) = f(g(t))
exp((t +1)?) — exp(t?)
(
xp(

t2+ 2t + 1) — exp(t?)

exp

t*)(exp(2t + 1) — 1).

1.3 Intégration sur les échelles de temps

Définition 1.3.1. [11, 12] Une fonction continue f : T — R est pré-différentiable
sur un domaine de différentiabilité D, tel que D C T*, avec TF\D est un en-
semble dénombrable et ne contenant pas de points dispersés a droite de T et f est

A__différentiable pour toutt € D.
Le théoreme suivant garantit I'existence de pré-antidérivée.

Théoréme 1.3.1. [11, 12](lexistence de pré-antidérivée). Soit f : T — R une
fonction réguliére, alors il existe une fonction F' pré-différentiable avec un domaine

de différentiabilité D telle que
FA(t) = f(t), pour tout t€ D.

Définition 1.3.2. [17, 12] Soit f : T — R une fonction réquliére. Alors toute
fonction I donnée par le théoréeme 1.3.1 s’appelle pré-antidérivée de f.

Nous définissons :

1. L’intégrale indéfinie d’une fonction réguliére f par :

/f(t)At = F(t) +C,

ou C est une constante.

2. L’intégrale de Cauchy d’une fonction réquliére f par :

/S f(t)At = F(s) — F(r), pour tout r,s € T.
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Définition 1.3.3. [11, 12] Une fonction F' : T — R est appelée antidérivée de
f:T—Rsi
FA(t) = f(t), pour tout t € T".

Théoréme 1.3.2. [11, 12] Chaque fonction rd__continue a une antidérivée, en par-

ticulier si tg € T, alors F' est une antidérivée de f telle que :

F(t) = /tf(s)As, avec t € T.

to

Le théoreme suivant fournit plusieurs propriétés élémentaires de la delta inte-

grale.
Théoréme 1.3.3. [11, 12] Soient a,b,c € T, a« € R et f,g € Cry(T,R), alors
[ +gman = [ wact [ gmar
b b
/G(af(t))At:oz/a F(H)AL,
b a
/a ()AL = —/b F(HAL
/abf(t)At _ /:f(t)m + /be(t)At

/af(t)At —0.
Si|f(t)] < |g(t)] sura,b], alors

>~ Co o ~

Ra

R

/ fat| < / " gn)At.

b
7. Si f(t) > 0 pour tout t € [a,b] N'T, alors / f(t)At > 0.

a

Théoréme 1.3.4. [11, 12] Soient a,b € T et f,g € C},(T,R), alors
1. /b f7(t)g> () At = (fg)(b) / )
2 [ Figt (1t = (Fo)0) / I

Définition 1.3.4. [11, 12] Supposons que sup T = oo, alors l'intégrale impropre de

f est définie par :
b

/ T rat= tim [ AL

b— o0 a
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Théoréme 1.3.5. [11, 12] Soient a,b € T et f € C.q(T,R).
i/ Si'T =R, alors
b b
| rwat= [ rwar

a

ou [intégrale a droite est l'intégrale usuelle de Riemann.
it/ Si [a,b] N'T ne contient que les points isolés, alors

[ rwai= 3 unfo)

te(a,b|

iti/ Soient a,b € 7 tel que b > a, et f € Cpq(T,R), alors

Exemple 1.3.1. Soit a € T, ou T une échelle de temps et f(t) = 1 une fonction.
On suppose que a < t, alors

pour T =R, on a

Exemple 1.3.2. Fvaluons [’intégrale suivant :

o 1
—At

1 2

pour U’échelle de temps T = ¢™°, o g > 1.

Tout d’abord calculons p(t).

Ona :

T = {qk, /{EN()}
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et
o(t)=inf{s €T, s>t}

—

=1.q.
Alors

pt) =o(t) —t

=t(g—1)

Donc

0o b
/ “At= lim / LAt
1 t? b—so0 J1 12
= lim —'u(t)

1.4 les ensembles mesurables sur les échelles de
temps

Lemme 1.4.1. [3] L’ensemble de tous les points dispersés a droite de T est dénom-

brable, c’est-a-dire, il existe I C N et {t;}ic; C T tels que :

R = {t eT: O'(t) > t} = {tz}zej
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Théoréeme 1.4.1. [9] Pour toutt € T tel que t < maxT. Alors l’ensemble {t} est

A__mesurable et donné par :

pa(t) = o(t) —t.

Théoréeme 1.4.2. [7] Soit A C T, A est A_mesurable si et seulement si A est
mesurable pour la mesure de Lebesgue.

Dans ce cas, si b ¢ A, nous avons la propriété suivante :

pa(A) = > (o(t;) — t:) + u(A).

i€l

1.5 Quelques espaces fonctionnels sur les échelles

de temps

1.5.1 Espace des fonctions continues sur les échelles de temps

Soit T une échelle de temps et soient a,b € T tel que a < b, on définit 'intervalle
a,bly dans T par :
[a, 0] p
la, bl :={t€T:a<t<b},

par conséquent

[a, bt = [a, p(b)]=-

L’ensemble des fonctions f : [a,bly —> R qui sont rd_ continues (respectivement

continues) sur [a, b]y est noté par C,4([a, b]1)(respectivement C([a, b]r)).

Remarque 1.5.1. [2] Les espaces Crq([a, blt) et C([a,b]T) sont des espaces de Ba-

nach avec la norme

[fllos = sup |f(t)

te[a,bh‘

Par la suite, on notera C%,([a,b]r) l'ensemble des fonctions n fois A__différentiables

sur [a, b)X" tel que f2" est rd_ continue sur [a,b]k". Cet espace est muni de la norme

”f”[a,b]'ﬁin - maX{HfHOO? HfAHOO’ ey ||fAn

oo}~
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Proposition 1.5.1. [2] L’espace C¥,([a,b]r) est un espace de Banach.
On désigne par C.([a,blr) l'espace des fonctions continues sur [a, bl d support com-

pact, c’est-a-dire :
Co([T,R]r) :=A{f € Cra([a,b]r) : f(t) =0, pour tout t € [a,blf\K ot K estun compact}.

Remarque 1.5.2. [2] L’espace C.([a,b]r) est un espace de Banach pour la norme

I-foo-

1.5.2 Les espaces de lebesgue L\ (T,R)

Définition 1.5.1. [2] Soient p € R avec 1 < p < oo et E C T un ensemble

A__mesurable, on pose :
IR (E,R):={f: E— R, f est A_mesurable et /E |fIPAt < oco}.
On définit la norme sur L'\ (T,R) par :

1fllze rmy = (/E \f]pAt); .

Théoréme 1.5.1. [2/(Inégalité de Minkowski). Soient 1 < p < oo et f,g des fonc-

tions de L\ (T,R), alors on a :

|f _'_gHLZ('E,R) < HfHLg(T,R) + HgHLZ(T,R)-

Théoréme 1.5.2. [?] (Inégalité de Holder). Soient 1 < p < oo, f € LI (T,R) et

g € LY(T,R) tel que q est le conjugué de p, alors f.g € Ly(T,R) et on a :

1f-gllzy crry <INz rrllgllice rm)-

Théoréme 1.5.3. [2] Soit p € [1,+o00[, LX(T,R) est un espace de Banach pour la

norme ||. ||LZ(’JF,R)-
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Corollaire 1.5.1. [2] LA(T,R) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

sutvant :

(p, 1) = / o(t)h(t)At.

[a,b]NT

Théoréme 1.5.4. [2] LX(T,R) est un espace de Banach pour la norme suivante :

HfHLZO(T,R) =inf{C: |f(t)|P < C App sur T}.
Lemme 1.5.1. [2] Soit t un point dense a droite, alors :

lim o(s) —t=0.

s—t

Théoréme 1.5.5. [2] Soit p € [1,400], alors Uespace C.q(T,R) est dense dans
IA(T,R).

Corollaire 1.5.2. [2] Soit p € [1,400[, alors
1. L’espace L (T,R) est dense dans L\ (T,R).
2. L’espace C(T,R) est dense dans L\ (T,R).

3. L’espace C.(T,R) est dense dans L\ (T,R).
Proposition 1.5.2. [2] C!,(T,R) est dense dans C(T,R).

Corollaire 1.5.3. [2] Soit p € [1,+00], alors C},(T,R) est dense dans L} (T,R).

1.5.3 Espace de Sobolev W ”(T,R)

Soit T une échelle de temps compacte, on note Ty := T\{max T}.

Définition 1.5.2. [15] On dira qu’une fonction u : T — R appartient a [’ensemble
Wi’p(T,R), si est seulement si u € LN (T,R) et il existe une fonction g : TF — R

telle que g € LI\ (T, R) et

/To u(s)p™(s)As = —/T 9(s)¢° (s)As,  pour tout ¢ € Cj,4(T,R), (1.5)

0

ou

Cora(T,R) ={f: T—R: f € Cy(T,R), f(a) = f(b) = 0}.
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Théoréme 1.5.6. [15] L’ensemble WAP(T,R) est un espace de Banach avec la

norme

”uHWi’p(T,R) :HUHLZ('E,R)+HuA||L12(T’€,]R)-

D’ailleurs, lensemble HX(T) := Wx*(T) est un espace de Hilbert muni du produit

scalaire suivant :

(9071/})Hi(71‘) = (e, V) + (SOAJ/)A)L?A(W)’ pour tout (p,1) € HX(T) x HX(T).

Proposition 1.5.3. [15] Soit p € [1,00], alors il existe une constante K > 0 dé-

pendante seulement de b — a, tel que :

lellom < Kllellyiowm, pour tout o € Wy"(T),

et par conséquent, Uinjection W P (T) — C(T) est continue.

Proposition 1.5.4. [15] Soit p € [1,00], alors pour chaque q € [1,00[, l'injection
WAP(T) — L%(T) est compacte.

Corollaire 1.5.4. [15] Soit 1 < p < 00, on a les propriétés suivantes :
i/ L’espace WAP(T,R) est dense dans C(T,R).
i/ L’espace WAP(T,R) est dense dans Crq(T,R).

iii/ L’espace WAP(T,R) est dense dans LA (T, R).



Chapitre 2

Inégalités de Hardy sur les

échelles de temps

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux inégalités de Hardy sur les échelles de temps.
Ce chapitre est divisé en trois sections. Dans la premiere section nous allons géné-
raliser I'inégalité de Hardy sur les échelles de temps non bornées. Dans la deuxiéme
section, on étudie un autre type d’inégalité de Hardy dans les espaces de Sobo-
lev Wi’%(T,R), et dans la derniere section nous généralisons 'inégalité de Hardy-

Sobolev-Maz’ya.

2.1 Inégalité de Hardy

Soit T une échelle de temps tel que a € T et sup T = oo.

Définition 2.1.1. [2] Soit f € LX ([a,c0[r,R"), tel que 1 < p < 0o, 'opérateur de
Hardy H est défini par :

(Hf)(t) = (J(t)l—a) /:(t) f(s)As, pour tout t € [a, oc0[r.

Le Théoréme suivant prouve que l'opérateur de Hardy H : L’ ([a, co[r, RT) —

L% ([a, oo, RT) est continu.

26
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Théoréme 2.1.1. [2] Soit 1 < p < 0. Si f € LA ([a,o0[r, RT), alors

Hf € L ([a,00[r,RT). De plus nous avons l’inégalité suivante :

A ((a(t)l—a) s WAT)p At < (L) [ fepar,

o

||I{.}CHLP(aoo)ql-]R+ < C ”f”Lp(aooT]R+) (2]‘>
Avec C), < p%l.

Démonstration.  Soit 1 < p < oo.
Montrons que I'inégalité (2.1) est vérifiée pour toute fonction f € CY, ([a, o[, RT).
On pose

Fo(t) = (Hf)(t), pour toutt € [a,o0[r.

Puisque F est A differentiable, alors on a
p(t)FA(t) = Fo(t) — F(t), pour tout t € [a,co[r.
D’ou d’apres le Théoreme 1.2.4, on obtient

(F7)(0) = pF>(0) [ (W(F () — Fo(0) + F7 ()" dh

< pFA()(F7 (1) (2:2)

En utilisant (1.3) et (2.2), on aura

(F) = 2 (Fop = (B = 2 (Fop (= ) F)
= () = (P E (- )P
= (o) = T (PP — P (PP (- a) P
= () = 2 (B = 2 (P (1 = o) P
(F7y [p 11] S GO0
< FY - (-
= (P (- )
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En intégrant entre a et ¢, on déduit que

[Fpeas = [ LoFy o eas < = [ (Frs)(s - a) As
—1 »
< L F( )
<0

Par conséquent, d’apres 'inégalité de Holder (1.5.2), on trouve que
t t D
[ FE)as < [ LBy (s)f(s)As
a a P —

< pfl ( : fp(s)As>’1’ ([(FU)?(S)As)l_’l’ .

Donc
([roreas) ([Foreas) < 2 ([ eas)
(/:(F")P(S)As); < pfl ( at fp(s)As);
/at(FU)p(s)Asg L)p at F7(s)As
D’ou
1P o= (525) 1B e (23

Soit f € LA ([a, oo[t, R), puisque on a I'espace C,([a, oo[r, R) est dense dans L ([a, oo[r, R),
alors Vf € LA ([a,00[r,R),3 (fu)nen € C}y([a,o0[r,R) telle que (f,)nen converge
vers [ dans L ([a, oo[r, R).

On pose F¢ = H f,,, pour tout n € N.

Alors d’apres (2.3) et pour tous n,m > 1 on a :

o p
” n+m Fn ||Li([a,oo[T,R)§ ]fl”fn-‘rm - anLi([a,oo[T,Rﬁ

donc (F?)nen est une suite de Cauchy dans L} ([a, oo[r, R), d’ou la suite (F9),en
converge dans L ([a, co[r, R) vers une fonction notée H f € L ([a, oo[r, R)(ie im F7 =

Hf), car L ([a,o0[r,R) est un espace de Banach.
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D’autre part on a :

I S| 22 (ja,00lem) = 1Hf + F = F7 |22 (0,000 B)

< ||Hf - FgHLi([a,oo[qr,R)—'—HFgHLZ([‘%OO[%R)'

Par passage de la limite on a :

IH fllz (ool r) < Hm[[H f = F7 | 12 (ja,000,r) + 1M (L7 22 (0,000,R)

< lim [[F7] 2 ((a,00f,®)

IA

. p
nll_r>noo 1 an”LZ([a,OO[mm

N

p .
=p—1 nh_f{loonnHLg([a,oo[T,R)

p
< EHf“LZ([a,OO[TR)'

Maintenant, montrons que F)? converge vers H f.

En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

FI0) = 0] = | = [ B8 = i [T s
1 a(t)
= (a(t)—a)/a fa(s) = f(s)As
1 a(t)
<Go—al 16 se)as

p—1

< e L) ([ - f(s)|”As>;

COED) (o(t) — a)%l”fn — fllz2 (ja00lz )

—~
Q
—~
~
~
|
Q

;1
< (0(t) - a) P ”fn - f||LZ([a700[T7R)'

Comme (fn)nen converge vers f dans L ([a, o[, R), alors (F7)nen converge sim-
plement vers F'? sur [a, co[r.

Puisque la limite est unique, alors :

Hf =F°, A — p.p.
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Donc

o b
| F ||Lg([a,oo[T,R) <

< EHJFHLZ([CL,OO[T,R), pour f € L\ ([a,o0[r,R).

D'ou (2.1) est vérifiée. O

2.2 Inégalité de Hardy-Sobolev

Remarque 2.2.1. [7] Soient 1 < p < oo et 1 une fonction définie sur [0, 1] par :
Y(@)=(1-2)""—(p— 1z -1

Par la croissance de la fonction ¢ sur [0, 1], on déduit que
W(z) >0, pour tout x € [0, 1]. (2.4)

Lemme 2.2.1. [2] Soit 1 < p < oo et soit & une fonction définie sur l’échelle de
temps [a,blr — R par :
1
t)=——(t—a)""
{0 =500

Alors la fonction & est A__differentiable et vérifie
E2(t) < —(o(t) —a)?, pour tout t €|a, p(b)]r. (2.5)

Démonstration.
Soit t €la, p(b)|r, si t est dispersé a droite, alors £ est A_ différentiable en ¢
d’apres (1.1), et on a :

A
§7(1) e
_ 1 [(U(t) —a)' P —(t— a)”]
p—1 p(t)
_ (o) —a)™” [(U(t) —a)— (t—a)P(o(t) - a)p]
p—1 (%)

_ _(o(t)—a)™ [(U(t) —a)’(t—a)" —(o(t) — a)]

p—1 1(t)
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s o) =) [ — (o(t) —a)
&) p—1 fu(t)
o) - [ —a) (55) T - (o) —a)
B p=1 1u(t)
(o) -y [0t — @) (Z5Eee) T (0() — )
- p-l u(t)
(o) —a)? [(0() = @) (“UG0) T — (o(t) — a)
p—1 fu(t)
e —ar [ ) -
p=1 GGy
(o) —a)y P -a(t) 1
p—1 (t)
avec x(t) = Jé()tza.

Par I'inégalité (2.4), nous avons

(1—a(t) P —(p—-1Dz(@t)—1>0
(L—a()™" =1 (p—1a(t)
(1 —ng?z)—p Loy
—(ot) —a)P(1—2@) -1 _ —(o(t)—a)”
p—1 (1) - p-1 =1
Donc
E8(t) < —(o(t) —a)?
Si t est un point dense, d’apres (1.2) on a
() —&(s)
8(t) = lim > —
_ 1 lim (t—a)'? —(s—a)l™?
p—1s—t t—s
1 lim t—s)[t—a)P+(t—a) ' Ps—a)+({t—a) > P(s—a)+...+(s—a)7
p—1s—t t— s
:pi (t=a) 7+ (t—a) P+ (= @) 7+ o+ (= 0) 7]
= F(l —p)(t—a)”?
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D’ou (2.5) est vérifiée.

[]

Théoréme 2.2.1. [2] Soit 1 < p < oo, alors il existe une constante C,, > 0 qui

dépend seulement de p, tel que linégalité suivante :

[1swramn=c, [ "f"_a’p

est vérifiée pour tout f € W&’Z([a, blt).

Démonstration.
Soit f € WyR([a,blr).

En utilisant (1.5), on aura
b A b i
[ewrm® wat=- [ ewirmran
D’autre part, on a ¢,(x) = |z|? est dérivable pour z € R, de plus
¢ (2)|< plzP~!,  pour tout z € R.

En appliquant le Théoreme 1.2.4, nous avons
G0 D> = | 12) [ 6, (£0) + hn(e) (1)) dn|

1(
- fA<t>/1¢p<f<>+hf“<> RF(0) dh

= |720) [ 6, (o) + (0 = w0 dn
7201 [ plnfo ) + (0 - m@r dn
<plFAWllae)r,

IA

avec

g(t) = max (|f(t)],|f7 ()], pour tout t € [a, b]r.

— |20 /01 ¢, (f(t) + hp(t) [WD dh‘

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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D’apres (2.8) et I'inégalité de Holder, on obtient

[eoirposd < ["ew |1rro] s
b
< [T |00 120 At
< [[ewplr @l as
<p [ EOloF 10l

" (e ®lgp)7 AQP

/ p—1
/ g7 |”At> N
/

p f@((»mvaQ

([

( |
p(/Lﬁ VAQ L[<piﬂdﬂ—afpfm@WAQq
( b i

= @WAQq

Sp@—ww%(LW%@WAQ;(Lﬂgﬂ?iVAﬁé

+1=1).

Ou q est 'exposent conjugué de p (ie .

Par conséquent

b A > ‘/abé“(t)lf”lA(t)At‘
</a [£2(@)] At> = p(p—1)5 7 (/ab <U|(?)(t1|?;)pm>é
‘/ 1712 (t) At
b= 1”%)<L?J%ECVAt

5| [ el

p—1

p<LaJ§?CvAQI{
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En utilisant (2.5) et (2.7), on a

/ab |fA(t) AL > Cp< / YO0 |pAt>p (/ab MAt>1p
C, (/b (olg)r(_)i’) At>p< /ab ( U| {;(_)I; At) »

bolfr@)P
c, / o) — it

v

Y]

D’ou (2.6) est vérifiée. O

2.3 Inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya

Soit ¢ : [a, b[r—> R une fonction définie par :

it) = pour t € [a,b[r.

Théoréme 2.3.1. [7/(Inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya)
Soit ¢ > 2. Si la fonction § est décroissante sur [a, by, alors il existe une constante

Cq > 0 qui dépend seulement de q telle que l'inégalité suivante :

/|f |At_4/b ‘f At+(] (/ (1) |w>2, (2.9)

est vérifiée pour tout f € W(};g ([a,b]r), avec Cy > ﬁ.
Démonstration.
Soit g une fonction définie par :
f(t)
g(t) = =, pour tout t € [a, b]r,
n(t)

avec

n(t) = Vb —t, pour tout ¢ € [a, b]t.
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A (t) = Tim b—o(t)—b+s
(o) —s) (Vb—alt) +vE—s)
. —1
-, Jo—o(t)+Vb—s
—1
Cb—o(t)+ Vb1
= ! , pour tout t € [a, p(b)]r. (2.10)

D’autre part, d’apres (1.4) on a :

n(t)

) = (f(ﬂ) _ FEOn®) =0t () f (1)

Alors

Ua(t)gA(t) = 77(15)
_ fAn) _ nt®f@)
n(t) n(t)
N 1 f(t)
=170 ( n(t)+n"(t)><n(t)>
o 0
= O e o © (211)
En utilisant (2.11), on aura
() <nt),  pour tout ¢ € [a, (b)) (2.12)
Et
- A 2 [ ,.A f(t) ’
(r9*0) = (f <t)+n2(t)+n(t)n“(t)>
A £(1) f A 0
= (@) (nQ(tHn(t)n“(t)) T2 e @
s £2(1) R 0
= O e oe T Y m e
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d’apres (2.12), on trouve

Qo (0520 -

f @)
4(b— b2’

(2.13)

avec

E(t) = =202 ()n° (t), pour tout ¢ € [a, p(b)]r.

Alors & est A différentiable pour tout les points dispersés a droite.
Soit t € [a,b]r tel que t est un point dense a droite, donc ¢ est un point d’accumu-
lation.

Par la suite, on distingue deux cas :

(a) Le premier cas : il existe ¢,d € [a, bl tel que ¢t € [c,d] C [a,b]r, alors £ est
A_ différentiable en t et £2(t) = 0.

(b) Le deuxieéme cas : il existe une suite (fx)reny € R N [a,b]r tel que, pour tout

k € N, t;, est un point isolé, de plus ¢, converge vers t lorsque k tend vers oo.

Dans ce cas, £2(t) n’existe pas.

Le Théoreme 1.4.2, implique que

ia ({t clablpro()=t et t= lim t, (tk)keN}) 0.
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Par conséquent, & est A_ differentiable p.p sur [a, b].

Soit t, s € [a, p(b)]r tel que t > s, alors nous avons

2 b—o(s $ b—o(t)
1 . b—o(s) ~o(s)—s |b—o(t) o(t)—t
= PO T h () $b—a(t) b—a(t)}
(

D’ou € est une fonction croissante.

D’autre part, d’apres le Théoreme 1.3.4 on a

/abf(t)g(t)gA(t)At: _/ g2 (H)g” (H)At
= / b 6™ +&%97] (g7 (DAt
= [ et g en - [ mlgnpar

b
a
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[ eno0nt = [ wle0Pac [ eg> ) [ot) + nr)g>0)] A
= [0l orac- [ engwgma- [ ewnt)
<~ ["eng>ana— [ cminewpar

< - ["etg* (o)t

¢ ¢
¢ g% (t)]P At

b
Ce qui donne que 2/ E(t)g™ (t)g(t) At < 0.
Ce qui signifie que

[ s waac <o

En utilisant I'inégalité si dessus et I'inégalité (2.13), nous avons

/|n |At</ F2( |At+/ DAL — b4|(£(f)f)2m

<[ (iror- 4 _>L)2) At (214

Par le Théoreéme 1.2.4, on obtient I'inégalité suivante :

(lg(t)5*)" ﬂw I/] ) + hu(t)

q+2|A |/‘ )4 p(t) [ ()()]g

dh

dh

= T 2100 \/rg )+ ha? (1) — hg(1)| dn
q”w 1 [ Ing mg(e) | dh
<ﬂ|g <>||g1<>|g

avec

g1(t) = max(|g(t)], 9% (t)]), pour tout t € [a, b]t.

Puisque la fonction 7 est décroissante, on a

Q+2

FOIF = n(t)g(1)|
= |n(t)] " g(t)| T
= ()% [ (\g<s>|%2>%s

q+2 q
[ I 1A @) o) As
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T2 [ )19 (5)ln (5) 1 s

Donc

O < (T2 ([ ) 1o @l )]2s)

En appliquant 'inégalité de Holder et I'inégalité (2.14), on aura

0 <y ( [la* 020 At) ([omema)
<oy ( [P 1O o) ([Inerar),

fi(t) = max(|f(t)], | f7(t)]), pour tout t € [a, b]r.

Alors

/ab|f1<t>|mtg<mq)qi2(/ﬂf&(t2 Lae ) </|f1 |qm>q”

implique que

/‘fl A /‘fl Jrae)” fg (my) 7 /ab’fA(t)F_zL’i(i)‘;zAt #)
() sors) "] <o (-2
alors,
771(1 (ﬁ'fl(t)‘mt)g < /ab’fA(t)|2—4|(£(i);2At.
Donc

/ab|fA _4/ () At+</|f |th>2,

D’ou I'inégalité (2.9) est vérifiée. O




Chapitre 3
Application

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence et I'unicité de solution d’un probleme

aux limites linéaire.

3.1 Probléme aux limites linéaire

Dans cette section, on s’intéresse a l’existence et 'unicité de la solution du pro-

bléeme aux limites suivant :

(ru®)2(t) + h(t)u(t) = —f(t), t€ la,p*(b)]r,

3.1
u(a) = u(b) = 0. 3

Ou f € L*([a, b]t) et 7, h sont des fonctions satisfaisant les hypothéses suivantes :

(Hy) r € L*([a,b]r) et il existe une constante o > 0, tel que

r(t) > a, A—ppt€la,blr.

(Hs) 1l existe deux constantes &, 7 > 0, tel que

h(t) < + 1, pour tout ¢ € [a, br.

&
b—t

(H;) v:=a—8td—nd>0,avecd:=b—a.

(H,) La fonction § est décroissante sur [a, b[r.
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L’existence et 1'unicité de la solution du probléme (3.1) et I'inégalité de Hardy sont

fortement liées.

Définition 3.1.1. [?] Une solution faible de (3.1) est une fonction u € Hy A([a, b]r),

telle que

p(b)

/a p(b)r(t)uA(t)vA(t)At— / h(t)u(t)v® (t) At = / p(b)f(t>v"<t>At-

a

Le probléme (3.1) est un probléme variationnel dans Uespace de Hilbert Hj A ([a, blr).
Ce qui nous amene a utiliser le Théoreme de Lax Miligram appliqué a la forme

bilinéaire
a(u, v) = / " P (o> ()AL — / " by ()AL

Remarque 3.1.1. [2] Pour tout u € Hj A([a,blr), on a les inégalités suivantes :

[|u” HL2 ([a,p(b)]T) <HU”L2 (Ja,b]T) +dHU ”L2 (Ja,p(B)]T) > (3.2)
et
1 oo Jur (1) " o)
- At</ At / At. 3.3
AR ARGl 3)

Théoréme 3.1.1. [2] Le probléme (3.1) admet une solution unique dans Hj A([a, b]r).

De plus, il existe une constante Cy > 0 indépendante de u et f telle que

||U||H1 (labi) < Coll fI L2 (fapin)- (3.4)

Démonstration.
Pour montrer I'existence et I'unicité de la solution du probléme (3.1), on appli-
quera le Théoreme de Lax Miligram.

e Premiérement, on va montrer que a(u,v) est continue.

Soit u, v € Hg A([a,b]r), alors on a :
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atw. ) < [ rOIAOA O+ [ Ol @)
< [ sl ol ola:+ [ ( L ) ol @l

(b) (b)
<lrlle [ B OlA @1t + [ e o1ae - [ ol ol

en utilisant 'inégalité de Holder, on trouve

ot = B [ pae) ([ ) i ([ 108 ) (1)
il ([ p(b)w(t)mt); (f ”“’)|v<’<t>|2m)é ,

par l'inégalité de Hardy-Sobolev-Maz'ya (2.9), et I'inégalité (3.2), on obtient

la(u, v)| < I7lloollu |z 0212z + 4l€ldllull gz 022 + nlllullzz 07z,

< (IIrlloe + 1€l ™l g 1™ g, + Inlllellz 1071z

)
(Irlloo + 4l€ld)ull g 101y, + Inlllull g (loll 2z + dlv®]lz)
< (Irlloe + 4l€ld)ull 1ol + Inllll ez 1ol ez, + [nld el gz 10>
< ([[7lloe + A&l el g [0l zry + Inlllullzry [0l ey + [nldllellzy [[oll g
< (I7lloe + 4lgld)[ull gy [[0l[ mry + In[(1+ d)l[ull gy [[0] g
< (llrllo + 4l€ld + [nl (1 + &) ull g [[0]] g

CHU”Hg([a,b}T)HUHHI ([a,b]T)*

Avec C' =||7]|oo + 4|&|d + In|(1 + d).

D’ou la forme a(u,v) est continue.

e Deuxiémement, on va montrer que a(u,v) est coercive.
Pour cela on définit 1'inégalité de Poincaré par :

il existe une constante L > 0 telle que

HUHHZ([a,b]T) < LHUAHLZ([a,b]T)' (3.5)

Soit u € Hg A ([a, b]r), alors on a

N
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> a / A 2ar - / o (b_t + n) w(t)u () At

p(b) p(b)
>a [ @)pat - g/ b—t)tu A=y [ u(ter(t)ad

p(b) 2 p(b)
> o [lrmpar-g [ ”t' At [l par
2 (b)
/ W () PAL — g/ (b— ) ZJQAt—n/ap ()2 At
z@/a( A |At—5/ (b—a (ZU(?;ZAt—n/ap(b)]u"(t)FAt

lu?

> o [Cepa—a [ HOE Ay [P eopa

par (3.3), on a

a(u,u)Za/p(| A At—2§d/
za/ap u ()|2At—2§d/

At—zgd/ |At—77/ u” (1) PAt

) At—( +2§d)/a [ (1)[2At.

D’apres 'inégalité de Hardy-Sobolev-Maz'ya (2.9) et 'inégalité de Poincaré (3.5),

on aura

p(b) p(b)
a(u,u)za/ ()| At+2§d/ lu(t)2AL — 8§d/ W (1) At — (1 +2§d)/ (1) PAt
> (o) [ oar—n [ utoPar
> (a— 8§d)HuA”%2A([a,p(b)]T) — nd||u® ||L2A([a,p(b)]qr)
A2
= 7||u HL2 (Ja,p(b)]T)

||U||H1 ollablr)”

Par la suite a(u,v) est coercive.
Par conséquent, la forme bilinéaire a(u, v) est continue et coercive, de plus [7®) f(£)v? (£) At
est une forme linéaire continue, alors d’apres le théoreme de Lax-Miligram, le pro-

bleme (3.1) possede une solution unique dans HR ,([a, br).
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On a:

p(b)
/a fOu? ()AL = alu,u) = ||u||H1 (la,bl)"

Gréce a I'inégalité de Holder et I'inégalité (3.2), on trouve

p(b) -
Tl s < [ 1F @ @128
< 122 a1 1l 22 (a1
< [ f 122 (fasir) (HUHLQ(ab]T + dfju® 1122 (fan( )]T))

<CHf”L2 (Ja,b]T) HUHH1 o([a,b]r)

Donc
[l o) < Collfllz2 (fapi):
avec Cp = <L,
S
D’ou, I'inégalité (3.4) est vérifiée. O

Le Théoréme 3.1.1 assure 'existence et I'unicité de la solution du probleme (3.1),

ot u € Hj o([a,b]r).

Définition 3.1.2. [2] Si la solution u du probléme (3.1) est dans H{ A([a,b]r), on

dit que u est une solution forte.

Proposition 3.1.1. [2] Si la fonction r est A__différentiable presque partout et
& e LX([a, p(b)]r), alors le probléme (3.1) admet une solution unique dans H A([a, b]r)
et vérifie

[ullzz (bt < Call Fll22 (a.b1e) (3.6)

ou Cy une constante indépendante de u et f.

Démonstration.

Grace au Théoreme 3.1.1, le probleme (3.1) admet une solution unique dans

H; A([a, b))
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Soient u la solution faible de (3.1) et f € LA ([a,b]t), alors

2

[ ittt (w) )|
b—t t) + nu(t) 2At
o ul) At+2/b\nu(t)\2At

25/

D’apres l'inégalité de Hardy-Sobolev-Maz'ya, hu € L4 ([a, b]T) et

At+2 /|u (1)2At.

(ru®)® = —f — hu € LA ([a, b]r).
D’autre part, en utilisant (1.3) on aura
(ru®)2(t) — u™(t)r2(t) = 7""(75)uA(2> (1), pour tout ¢ € [a, p*(b)]r. (3.7)

Ainsi, on a u® € L% ([a, p(b)]1) et 72 € LX([a, p(b)]r), alors par 'inégalité de Holder
A ¢ LA ([a, p(b)]r) et par la formule (3.7), on déduit que

7 (t)ut? (t) € LA ([a, p*(b)]x)-

D’apres 'hypothese (H;), on a r7(t) > « pour tout t € [a, b]t.
Dot ud® € LA ([a, p*(b)]1), ce qui implique que la solution u € H2 ([a, b]7).

Maintenant, on va montrer que la solution u vérifiée 'inégalité (3.6).

On a:

o [" e mpar < [7 e wus @ a
_/ b) ru uA(t)rA(t)
<[ b)\—f (D) — (B (1)

25/

(b) b
At+2 /|u |At+||rA||2/ |uA(t)|2At+/|f(t)|2At.
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Par l'inégalité de Hardy-Sobolev-Maz’ya, on obtient

a/f(b)w ()|2At<8£2/ W (1) 2At — 252/ u(t)2At + 207 /|u )2At
e [ @iaes [sorar
<36+ 1212 [ wrar -2 [unPa
+2n/ ]At—|—/\f )2At
< (8 +Iro02) [ P+ 20 22 [Par+ [0Par
< (8% + HTAHgo)HUAH%Z’ (lap®)) T (2n° - 252)HUH%QA([a,b]T)—i_Hf”%i([a,bh)
< (8" + lIr* I3 llullZs , (e + (20° = 26 ullZy , (i IS 122 a1
< (66%+[Ir2 12, + 207 )HUHHI [abT)JFHfHL ([a.bl7)
< Cl||u||H1 [abT)+||f||L ([ab]r)?

avec ¢ = 662 + ||r® |2 +2n2.

En appliquant I'inégalité (3.4), on trouve

©)
||UA ||L2(ap 2(b)Ir) < Cl||u||H1 [ab]T)+||f||L2 ([a,blr)

< 0103||f||L2A([a,b]T)+||f||%2A([a,b}T)

S (0103 + 1)||f||%2A([a,b]'ﬂ‘)
Donc

AR aCi+1
|| ||L2 2 ([ap2®)r) T ||U||H1 (la,bl7) Hu”HlA([a,b]T) < <> ||f||L2 (la,b]7)

A®) aCi+1
1022 o ) + 1l o) < <a+C§ 1£1Z2 (bl
Ce qui équivaut a
||U||H2 (atlr) < C2lfll22 (abl)»

C3+1
avec Cy = 20— + CF.

Par conséquent l'inégalité (3.6) est vérifiée. O



Conclusion

Le calcul sur les échelles de temps est un sujet trés vaste qui couvre plusieurs
domaines. De cette théorie découle plusieurs types d’inégalités. Dans ce travail on
a présenté l'inégalité de Hardy sur les échelles de temps et ses applications sur un

probléme aux limites en appliquant le théoreme de Lax Miligrame.
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