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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le degré topologique et l'indice de point �xe sont des théories importantes dans l'analyse

fonctionnelle non linéaire, car ils permettent d'obtenir des résultats sur l'existence et le nombre

de solutions des équations di�érentielles (voir [17]) et de systèmes dynamiques (voir [7],[3]).

L'étude de l'indice de point �xe s'applique à une équation de la forme

f(x) = x,

qui est liée à la théorie des points �xes. D'après le théorème d'extension de Dugundji (2)

nous nous permettons de dé�nir un entier iA(f,Ω) appelé l'indice de point �xe de f sur Ω

par rapport à A, où A est un rétracté de l'espace de Banach qui le contient, Ω un ouvert

borné dans A et f : Ω −→ A une application complètement continue sans points �xes sur ∂Ω

(voir [10]). Cet indice de point �xe qui est unique est une extension du degré topologique de

Leray-Schauder. L'objectif de ce mémoire est d'étudier l'indice de point �xe appliqué à une k-

contraction d'ensembles grâce à l'indice de point �xe d'une application complètement continue

(voir [8]).

Le plan de ce travail se décompose en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques dé�nitions et résultats qui concernent :

les applications compactes, la convexité, le degré topologique en dimension �nie (Brouwer) et

le degré topologique en dimension in�nie (Schauder).

Dans le deuxième chapitre, nous étudions la théorie de k-contraction d'ensembles, pour cela

nous nous intéressons à la mesure de non compacité qui joue un rôle très important dans la

théorie des points �xes et a de nombreuses applications dans diverses branches dans l'analyse

non linéaire. D'une façon générale, une mesure de non compacité est une fonction dé�nie sur la

famille de tous les sous-ensembles non vides et bornés d'un espace métriques, de sorte qu'elle est

égale à zéro pour toute la famille d'ensemble relativement compacte. Le concept de la mesure

de non compacité a été introduit pour la première fois par Kuratowski en 1930. En 1955, le
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mathématicien italien Darbo a utilisé la mesure de non compacité de Kuratowski pour étudier

une classe d'application (k-contraction d'ensembles, 0 ≤ k < 1). Le théorème de point �xe de

Darbo qui est une généralisation du théorème de Schauder est utile pour assurer l'existence de

point �xe d'une k-contraction d'ensembles (voir [18]).

La première section du troisième chapitre est consacrée à l'étude de l'indice de point �xe

d'une application complètement continue dans un espace rétracté d'un espace de Banach, cet

indice de point �xe est dé�ni par le degré topologique de Schauder (voir [10]). Dans la deuxième

section, l'indice de point �xe d'une application complètement continue est prolongé à l'indice

de point �xe d'une contraction d'ensembles par le théorème d'extension de Dugundji.

Finalement, dans la troisième section nous donnons une application sur l'existence d'un point

�xe positif appliquée aux cônes pour les contractions strictes d'ensembles en utilisant l'indice

de point �xe.



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRE

La première partie de ce chapitre est consacrée de rappeler quelques notions et théorèmes

qui seront utilisées dans la suite. Dans la deuxième partie, nous étudions les dé�nitions et les

théorèmes du degré topologique en dimension �nie et en dimension in�nie que nous aurons

besoin dans l'étude de l'indice du point �xe.

1.1 Application compacte

Dé�nition 1.1.1 [15] Soient E et F deux espaces normés, et T ∈ L(E,F ). On dit que T est

compacte si l'image par T de la boule unité de E est relativement compacte dans F .

Dé�nition 1.1.2 [15] Soient E et F deux espaces normés, et T ∈ L(E,F ). On dit que T est

compacte si et seulement si l'image de toute suite borné possède une sous-suite convergente.

Dé�nition 1.1.3 [20] Soient E et F deux espaces de Banach et Ω ⊂ E un ouvert. On dit que

T : Ω −→ F est complètement continue si l'image de tout borné est relativement compacte.

Remarque 1.1.1 [15]

Il est clair que toute application compacte est complètement continue. La réciproque est vraie

si Ω est borné, où Ω est un ouvert de E.

T (E) compacte ⇐⇒ T (E) relativement compacte.

Proposition 1.1.1 [20] T compacte ⇐⇒ T (E) relativement compacte.

Dé�nition 1.1.4 Soit (X, dX) un espace métrique. Soit F une partie de C(X) l'ensemble des

fonctions continues de X dans X. Soit x un point de X, on dit que F est équicontinue en x si :
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∀ε > 0,∃α > 0 tel que ∀y ∈ X, d(x, y) < α =⇒ |f(x)− f(y)| < ε,∀f ∈ F .

Dé�nition 1.1.5 Soit (X, dX) un espace métrique. Soit F une partie de C(X), on dit que F

est équicontinue sur X si F est équicontinue en chaque point x de X.

Théorème 1.1.1 (Théorème d'Ascoli Arzela) [4]

Un sous-ensemble F ⊂ C([0, a], E)( avec a > 0 ) est relativement compact si est seulement si :

(1) F est équicontinue,

(2) Pour tout t ∈ [0, a], F (t) = {x(t) : x(.) ∈ F} est relativement compact en E.

1.2 La convexité

Dé�nition 1.2.1 [13] Soit X un espace vectoriel sur R. Un sous-ensemble E de X est dit

convexe si :

λx+ (1− λ)y ∈ E, ∀x, y ∈ E et ∀λ ∈ (0, 1).

Remarque 1.2.1 [13] L'intersection de toute famille des ensembles convexes est un ensemble

convexe.

Dé�nition 1.2.2 [13] Si E est un sous-ensemble de X, alors l'intersection de tous les en-

sembles convexes contenant E est appelé enveloppe convexe de E, noté par conv(E).

Lemme 1.2.1 [13] Si X est un espace vectoriel sur R et E,E1, ..., En sont des sous-ensembles

convexes de X et F ⊂ X, alors :

cvx(E) ⊂ E, (1.1)

où cvx(E) est l'ensemble des combinaisons convexes des éléments de l'ensemble E.

conv(F ) = cvx(F ), (1.2)

conv (∪ni=1Ei) =

{
n∑
i=1

λiEi : λi ≥ 0,
n∑
i=1

λi = 1, (i = 1, ..., n);n ∈ N

}
. (1.3)

Lemme 1.2.2 [13] Soit E un sous-ensemble d'un espace normé X, alors pour tout x ∈ X :

sup
y∈conv(E)

‖x− y‖ = sup
z∈E
‖x− z‖
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Dé�nition 1.2.3 [4] Soit (X, dX) un espace métrique et E un sous-ensemble de X, le diamètre

de E est dé�ni par :

diam(E) = sup
x,y∈E

d(x, y).

Remarque 1.2.2 [13] diam(∅) = 0 et diam({a}) = 0, avec a ∈ E.

Corollaire 1.2.1 [13] Soit E un sous-ensemble borné d'un espace normé X, alors :

diam(E) = diam(conv(E)).

Proposition 1.2.1 [4] Soit (X, dX) un espace métrique et E,F deux sous-ensembles de X, si

E ⊂ F , alors :

diam(E) ≤ diam(F ) et diam(E) = diam(E).

Proposition 1.2.2 [4] Soit X un espace de Banach et E,F ⊂ X, alors on a :

(1) diam(λF ) = |λ|diam(F ) ;

(2) diam(x+ F ) = diam(F ) ;

(3) diam(E + F ) ≤ diam(E) + diam(F ).

1.3 Le degré topologique en dimension �nie

Soit Ω un ouvert borné de Rn, f : Ω→ Rn une application de classe C1 sur Ω et continue sur

Ω ( noté C1(Ω) ∩ C(Ω)), et y0 ∈ Rn. L'idée du degré topologique est d'associer à la fonction f

en y0 relativement à Ω un entier qui est non nul pour avoir l'existence de solution de l'équation

de la forme :

x ∈ Ω, f(x) = y0.

1.3.1 Le degré topologique de Brouwer

Dé�nition 1.3.1 [16] Soit f une application de classe C1(Ω)∩C(Ω). Notons Jf (x0) le déter-

minant de la matrice Jacobienne de f en un point x0 de Ω. Le point x0 est dit point singulier

si Jf (x0) = 0. On désigne par Sf (Ω) l'ensemble des points singuliers, c'est à dire :

Sf (Ω) = {x ∈ Ω, Jf (x) = 0}.

Dé�nition 1.3.2 [16] Un élément x0 ∈ Ω est dit point régulier si Jf (x0) 6= 0.
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Dé�nition 1.3.3 [16] y0 ∈ f(Ω) est dite une valeur régulière si :

f−1(y0) ∩ Sf (Ω) = ∅.

Dans le cas contraire, y0 est dite une valeur singulière.

Dé�nition 1.3.4 :(Degré topologique de Brouwer) : [16]

Soient Ω un ouvert borné de Rn, f : Ω → Rn une application de C1(Ω) ∩ C(Ω) tel que

y0 /∈ f(∂Ω) ∪ Sf (Ω). On dé�nit le degré topologique de f en y0 relativement à Ω par :

deg(f,Ω, y0) =


∑

x∈Ω∩f−1({y0})

sgnJf (x) si Ω ∩ f−1({y0}) 6= ∅,

0 si Ω ∩ f−1({y0}) = ∅.

Remarque 1.3.1 [16] si y0 /∈ f(∂Ω) est une valeur singulière, on pose :

deg(f,Ω, y0) = deg(f,Ω, y1),

où y1 une valeur régulière proche de y0.

Dé�nition 1.3.5 [14] Soient α > 0, ϕ : [0,+∞[⊂ R −→ R une fonction continue sur [0,+∞[,

on dit que ϕ est une fonction poids d'indice α s'il existe δ ∈ [0, α] tel que :

ϕ(t) = 0, ∀t /∈ [δ, α],

on note Wα l'ensemble des fonctions poids d'indice α.

Remarque 1.3.2 [14] On note W 1
α =

{
ϕ ∈ Wα tel que

∫
Rn

ϕ(‖x‖2)dx = 1

}
.

Dé�nition 1.3.6 [14] Soient f : Ω ⊂ Rn −→ Rn une fonction de C1(Ω)∩C(Ω) et y0 un point

de Rn tel que : y0 /∈ f(∂Ω) alors le degré de f en y0 dans Ω est dé�nit par :

degϕ(f,Ω, y0) =

∫
Ω

ϕ (‖f(x)− y0‖2) Jf (x)dx,

où ϕ ∈ W 1
α une fonction poids d'indice α tel que :

0 < α < γ = min {‖f(x)− y0‖2, x ∈ ∂Ω}.

Dé�nition 1.3.7 [20] Soit f : Ω −→ Rn une fonction continue sur Ω, il existe une suite de

fonction fk ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) tel que lim
k→+∞

‖fk − f‖Ω = 0 alors pour tout y0 /∈ f(∂Ω), on a :

deg(f,Ω, y0) = lim
k→+∞

deg(fk,Ω, y0).
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Proposition 1.3.1 [14] Soient Ω un ouvert borné, f1, f2 ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω) et y0 ∈ Rn. On

suppose que f1, f2 : Ω → Rn sont deux fonctions continues telles que y0 /∈ f1(∂Ω) ∪ f2(∂Ω).

Alors pour ε > 0 tel que :

‖f1 − f2‖∞ 6 1
4
dist(y0, f1(∂Ω) ∪ f2(∂Ω)),

on a

deg(f1,Ω, y0) = deg(f2,Ω, y0).

1.3.2 Propriétés principales du degré topologique de Brouwer

Nous présentons les propriétés les plus importantes du degré topologique de Brouwer.

Dans la suite, I désigne l'application identité sur Rn.

Théorème 1.3.1 ([4] ,[14]) Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné et f : Ω→ Rn une application conti-

nue, si y0 /∈ f(∂Ω), alors il existe un entier deg(f,Ω, y0) satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) (Normalisation)

i) deg(I,Ω, y0) =

 1 si y0 ∈ Ω,

0 si y0 /∈ Ω.

ii) deg(−I,Ω, y0) =

 (−1)n si y0 ∈ Ω,

0 si y0 /∈ Ω.

(2) (Additivité) Supposons que Ω1,Ω2 sont deux sous-ensembles ouverts disjoints de Ω et

y0 /∈ f(∂Ω1) ∪ f(∂Ω2), alors :

deg(f,Ω, y0) = deg(f,Ω1, y0) + deg(f,Ω2, y0).

(3) (Invariance par homotopie) Si ft(x) : [0, 1]× Ω→ Rn est continue et

y0 /∈ f(∂Ω× [0, 1]), alors deg(ft,Ω, y0) est constant pour tout t ∈ [0, 1].

(4) (Invariance sur le bord) Soient Ω un ouvert borné de Rn et deux fonctions

f, g ∈ (Ω,Rn), on suppose que f = g sur ∂Ω et que y0 /∈ f(∂Ω). Alors, on a :

deg(f,Ω, y0) = deg(g,Ω, y0).

(5) (Propriété d'excision) Soit f : Ω −→ Rn une fonction continue sur un ouvert borné

Ω, alors pour tout ensemble fermé K ⊂ Ω tel que y0 /∈ f(K) ∪ f(∂Ω), on a :

deg(f,Ω, y0) = deg(f,Ω−K, y0).

(6) (Existence) Si deg(f,Ω, y0) 6= 0, alors f(x) = y0 a une solution dans Ω.
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Preuve

(1) i) Si y0 ∈ Ω, on a deg(I,Ω, y0) est bien dé�ni et Ω ∩ I−1({y0}) 6= ∅, donc :

deg(I,Ω, y0) = sgnJI(y0),

= 1.

Si y0 /∈ Ω, on a deg(I,Ω, y0) est bien dé�ni et Ω ∩ I−1(y0) = ∅, donc :

deg(I,Ω, y0) = 0.

ii) Si y0 ∈ Ω, on a deg(−I,Ω, y0) est bien dé�ni et Ω ∩ (−I)−1(y0) 6= ∅, donc :

deg(−I,Ω, y0) = signJ−I(x),

= sign(−1)n,

= (−1)n.

Si y0 /∈ Ω, on a deg(−I,Ω, y0) est bien dé�ni et Ω ∩ (−I)−1(y0) = ∅, donc :

deg(−I,Ω, y0) = 0.

(2) Soit fk une suite de fonctions de C1(Ω) ∩ C(Ω) tel que :

lim
k→+∞

‖fk − f‖Ω = 0.

Alors, on a :

deg(f,Ω, y0) = lim
k→+∞

deg(fk,Ω, y0),

= lim
k→+∞

∫
Ω

ϕ(‖fk(x)− y0‖2)Jfk(x)dx,

= lim
k→+∞

∫
Ω=Ω1∪Ω2

ϕ(‖fk(x)− y0‖2)Jfk(x)dx,

= lim
k→+∞

∫
Ω1

ϕ(‖fk(x)− y0‖2)Jfk(x)dx+ lim
k→+∞

∫
Ω2

ϕ(‖fk(x)− y0‖2)Jfk(x)dx,

= deg(f,Ω1, y0) + deg(f,Ω2, y0).

(3) Soit ε = 1
4
dist(y0, ft(∂Ω × [0, 1])) ; d'après la continuité uniforme de ft sur Ω × [0, 1], il

existe δ > 0 tel que si |t1 − t2| 6 δ pour tout x ∈ Ω on ait :

|f(x, t1)− f(x, t2)| < ε.

Par conséquent, d'après la proposition (1.3.1), on a :
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deg(f(., t1),Ω, y0) = deg(f(., t2),Ω, y0) pour tout t1, t2 ∈ [0, 1] tel que |t1 − t2| 6 δ.

Puisque [0, 1] est un compact, on peut trouver un recouvrement d'intervalles �nis ]ti, ti+1[

de longueur δ, donc ∀ti, ti+1 ∈ [0, 1], on a :

deg(f(x, ti),Ω, y0) = deg(f(x, ti+1),Ω, y0),

alors :

deg(ft,Ω, y0) est constant pour tout t ∈ [0, 1].

(4) Considérons l'homotopie suivante :

H(x, t) = tf(x) + (1− t)g(x), ∀t ∈ [0, 1].

On a : Ht(x) 6= y0, c'est à dire : y0 /∈ Ht(∂Ω), donc deg(Ht,Ω, y0) est bien dé�ni. Par

homotopie, on a deg(Ht,Ω, y0) est constant ∀t ∈ [0, 1], c'est à dire :

deg(H0,Ω, y0) = deg(H1,Ω, y0),

donc

deg(f,Ω, y0) = deg(g,Ω, y0).

(5) On a : Ω = K ∪ (Ω−K), alors :

deg(f,Ω, y0) = deg(f,K, y0) + deg(f,Ω−K, y0).

Comme deg(f,K, y0) est bien dé�ni et K ∩ f−1({y0}) = ∅, donc :

deg(f,K, y0) = 0.

Ainsi

deg(f,Ω, y0) = deg(f,Ω−K, y0).

(6) Supposons que f(x) = y0 n'admet pas une solution dans Ω, donc y0 /∈ f(Ω). D'après la

propriété (5), on a :

deg(f,Ω, y0) = 0.

Ce qui est absurde. �
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1.3.3 Théorèmes fondamentaux du degré topologique de Brouwer

Théorème 1.3.2 :(Théorème de point �xe de Brouwer) [4]

Soit Ω ⊂ Rn un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non-vide et f : Ω → Ω une fonction

continue, alors f admet un point �xe.

Preuve

Etape 1 Considérons Ω comme une boule B(0, r) = {x, ‖x‖2 ≤ r}.

a) S'il existe x0 ∈ ∂Ω tel que f(x0) = x0, le résultat est prouvé.

b) Sinon, introduisons l'homotopie suivante : ft(x) = (I − tf)(x) pour tout t ∈ [0, 1].

On a : 0 /∈ ft(∂Ω), c'est à dire : le deg(ft,Ω, 0) est bien dé�ni. D'après la propriété (3),

on a :

deg(ft,Ω, 0) est constant pour tout t ∈ [0, 1],

c'est à dire :

deg(f0,Ω, 0) = deg(f1,Ω, 0),

= 1.

Donc,

deg(f1,Ω, 0) = deg(I − f,Ω, 0).

Ainsi,

deg(I − f,Ω, 0) 6= 0.

D'après la propriété (6), on a :

∃x0 ∈ Ω, tel que (I − f)(x0) = 0,

c'est à dire,

f(x0) = x0.

Etape 2 Soit Ω un convexe, compact, non-vide. Soit B(0, r) tel que Ω ⊂ B(0, r) et soit

R : Rn → Ω une rétraction. L'application f ◦R est continue, d'après l'étape (1) :

∃x0 ∈ B(0, r) tel que (f ◦R)(x0) = x0.
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Puisque

f(Ω) ⊂ Ω et R(x0) ∈ Ω,

donc x0 ∈ Ω. Comme

R(x0) = x0,

alors :

(f ◦R)(x0) = f(x0) = x0,

ainsi

∃x0 ∈ Ω tel que f(x0) = x0.

�

Théorème 1.3.3 (Théorème de Borsuk) [16]

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné, symétrique par rapport à l'origine et f : Ω −→ Rn une application

continue, impaire telle que 0 /∈ f(∂Ω). Alors :

a) Si 0 /∈ Ω, le degré deg(f,Ω, 0) est pair,

b) si 0 ∈ Ω, le degré deg(f,Ω, 0) est impair.

Preuve Dans le cas où f ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω), et 0 est une valeur régulière.

a) Si 0 /∈ Ω, il y' a deux possibilités :

i) f−1(0) = ∅, donc deg(f,Ω, 0) = 0,

ii) f−1(0) 6= ∅ ; f étant impaire, on a :

x ∈ f−1(0)⇒ −x ∈ f−1(0),

et donc

f−1(0) = {x1, x2, ..., xN ,−x1,−x2, ...,−xN}.

D'autre part,

Df(−x) = Df(x), ∀x ∈ Ω.
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Par conséquent,

deg(f,Ω, 0) =
∑

x∈Ω∩f−1(0)

sgnJf (x),

=
N∑
i=1

sgnJf (xi) +
N∑
i=1

sgnJf (−xi),

= 2
N∑
i=1

sgnJf (xi).

Donc le degré deg(f,Ω, 0) est pair.

b) 0 ∈ Ω. Comme f est impaire, f(0) = 0, alors on a :

i) f−1(0) = {0}, donc deg(f,Ω, 0) = sgnJf (0) = 1,

ii) f−1(0) = {0} ∪ {x1, ..., xN ,−x1, ...,−xN}, et alors :

deg(f,Ω, 0) = sgnJf (0) + 2
N∑
i=1

sgnJf (xi),

donc le degré deg(f,Ω, 0) est impair.

�

1.4 Le degré topologique en dimension in�nie

Le degré topologique en dimension in�nie ne pourra donc pas être dé�ni pour toutes les

applications continues d'un Banach X dans lui- même : il faut restreindre les fonctions que

l'on considère. Il existe plusieurs degrés en dimension in�nie, qui ont justement pour principale

di�érence la classe de fonctions à laquelle chacun s'applique ; le degré que nous allons étudier

ici, appelé degré de Leray-Schauder, est construit sur les applications qui di�érent de l'identité

par une application compacte.

Exemple [14] Soient l2(N) l'espace des suites x := (xn)n≥0 de carré sommable et B la boule

unité fermée de l2(N). On désignera par ‖x‖ la norme de x, c'est à dire :

‖x‖2 :=
∞∑
n=0

|xn|2.

Si x ∈ B on dé�nit Tx par :

Tx :=
(√

1− ‖x‖2, x0, x1, ..., xn, xn+1, ...
)
.
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Évidemment, on a T est continue, Tx ∈ B et ‖Tx‖ = 1. Cependant, T n'admet pas un point

�xe sur B. En e�et, si x = Tx, on a :

pour tout n ≥ 0, xn+1 = xn et x0 =
√

1− ‖x‖2.

Or,

‖x‖ = ‖Tx‖ = 1.

Par conséquent, x0 = 0, donc x = 0. Ce qui contredit ‖x‖ = 1.

1.4.1 Le degré topologique de Leray-Schauder

Lemme 1.4.1 [14] Soit Ω un ouvert borné de X. Si T : Ω→ X est compact tel que 0 /∈ T (∂Ω),

alors il existe ε > 0 tel que pour tout 0 ∈ ∂Ω on ait : ‖ u− Tu ‖> ε.

Lemme 1.4.2 [14] Soit Ω un ouvert borné de X, T : Ω → X un opérateur compact tel que

0 /∈ T (∂Ω). Alors si ε > 0 est tel que ‖ u−Tu ‖> 4ε pour tout u ∈ ∂Ω, il existe un sous-espace

vectoriel de dimension �nie Eε de X et un opérateur Tε : Ω→ Eε, tel que :

∀u ∈ Ω, ‖ Tεu− Tu ‖6 ε,

∀u ∈ ∂Ω, ‖ u− Tεu ‖> 3ε.

Dé�nition 1.4.1 [14] Soient X un espace de Banach, Ω un ouvert borné de X, T : Ω → X

un opérateur compact tel que 0 /∈ T (∂Ω). Soient ε > 0, Eε ⊂ X et Tε : Ω→ Eε étant donnés

par le lemme (1.4.2), on considère F un sous-espace vectoriel de dimension �nie contenant Eε

et tel que ΩF := F ∩ Ω 6= ∅. On dé�nit le degré topologique de Leray-Schauder par :

deg(I − T,Ω, 0) := degF (IF − Tε,ΩF , 0F ).

Remarque 1.4.1 1) Cette dé�nition ne dépend que de T et de Ω.

2) Si dimension X <∞, degré de Brouwer et de Leray-Schauder coïncident.

1.4.2 Propriétés du degré topologique de Leray-Schauder

Dans toute la suite, supposons que X est un espace de Banach, Ω un ouvert borné de X et

T : Ω → X un opérateur compact. La démonstration de ces résultats découle de la dé�nition

du degré de Leray-Schauder, ainsi que des propriétés analogues du degré de Brouwer. C'est

pour ça nous allons énoncer les résultats sans démonstration.
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Proposition 1.4.1 :(Normalisation) [14]

deg(I,Ω, y0) =

 1 si y0 ∈ Ω,

0 si y0 /∈ Ω.

Proposition 1.4.2 :(Additivité) [14]

Si Ω1,Ω2 sont deux ouverts bornés disjoints et T : Ω1 ∪ Ω2 → X est un opérateur compact tel

que 0 /∈ T (∂Ω1 ∪ ∂Ω2), alors :

deg(I − T,Ω1 ∪ Ω2, 0) = deg(I − T,Ω1, 0) + deg(I − T,Ω2, 0).

Proposition 1.4.3 [14] Si y0 ∈ X tel que pour tout u ∈ Ω on a : u− Tu 6= y0, alors :

deg(I − T,Ω, y0) = 0.

Corollaire 1.4.1 :(Existence)[14]

Si y0 ∈ X tel que pour tout u ∈ ∂Ω on a : u− Tu 6= y0 et deg(I − T,Ω, y0) 6= 0, alors :

il existe u ∈ Ω tel que u− Tu = y0.

Proposition 1.4.4 :(Invariance du degré par translation) [14]

Si y0 ∈ X tel que y0 6= (I − T )(∂Ω), alors :

deg(I − T,Ω, y0) = deg(I − T − y0,Ω, 0).

Corollaire 1.4.2 :(Invariance par homotopie) [14]

Soient y0 ∈ X et H : Ω× [0, 1]→ X une application compacte telle que pour tout

(u, t) ∈ ∂Ω× [0, 1] on ait : u−H(u, t) 6= y0, alors deg(I −H(., t),Ω, y0) est constant pour tout

t ∈ [0, 1] :

deg(I −H(., t),Ω, y0) = deg(I −H(., 0),Ω, y0).

1.4.3 Théorèmes fondamentaux du degré topologique de Leray-Schauder

Théorème 1.4.1 (Théorème de point �xe de Schauder)[4] Soient Ω un sous-ensemble

convexe, fermé, borné non-vide d'un espace de Banach X et T : Ω → Ω une application

compacte, alors T admet au moins un point �xe.

Preuve

Etape 1 Considérons Ω = B(0, R) = {x, ‖x‖2 ≤ R}.

i) S'il existe x0 ∈ ∂Ω, tel que T (x0) = x0 alors le résultat est prouvé.
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ii) Sinon, considérons l'homotopie suivante : Tt(x) = (I − tT )(x) pour tout t ∈ [0, 1]. On a,

0 /∈ T (∂Ω), donc deg(Tt,Ω, 0) est bien dé�ni. D'après le corollaire (1.4.2), on a :

deg(Tt,Ω, 0) est constant pour tout t ∈ [0, 1],

c'est à dire :

deg(T1,Ω, 0) = deg(I − T,Ω, 0),

= deg(T0,Ω, 0),

= deg(I,Ω, 0),

= 1.

Alors, d'après le corollaire (1.4.1), on a :

∃x0 ∈ Ω tel que : (I − T )(x0) = 0,

c'est à dire :

T (x0) = x0.

Etape 2 Soit Ω un convexe, fermé, borné, non-vide. On considère l'application continue

r : X → Ω et B(0, R) une boule contenant Ω. L'application T ◦ r est compacte, d'après l'étape

(1), on a :

∃x0 ∈ B(0, R) tel que : (T ◦ r)(x0) = x0,

c'est à dire :

∃x0 ∈ B(0, R) tel que : T [r(x0)] = x0.

Or, r(x0) ∈ Ω et par hypothèse T (Ω) ⊂ Ω, alors x0 ∈ Ω et donc T (x0) ∈ Ω. Par conséquent,

∃x0 ∈ Ω tel que : T (x0) = x0.

�

Théorème 1.4.2 (Théorème de Borsuk) [16]

Soient Ω un ouvert borné de X contenant l'origine et symétrique par rapport à celui-ci, on

considère une application compacte T dé�nie sur Ω est impaire alors, si

0 /∈ (I − T )(∂Ω) le degré deg(I − T,Ω, 0) est impair.
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Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théorème 1.4.3 [4] Soient Ω un ouvert borné d'un espace de Banach X et f : Ω −→ X une

application compacte, alors l'une des propriétés est satisfaite :

(1) f admet un point �xe dans Ω,

(2) ∃x ∈ ∂Ω,∃t ∈ [0, 1] tel que : x = tf(x).

Preuve Supposons que (2) n'est pas satisfaite, c'est à dire :

∀x ∈ ∂Ω,∀t ∈ [0, 1], (I − tf)(x) 6= 0,

donc :

deg(I − tf,Ω, 0) est bien dé�ni,

d'après la proposition d'homotopie (1.4.2), on a :

deg(I,Ω, 0) = deg(I − f,Ω, 0) = 1.

Par la proposition d'existence (1.4.1), on a :

∃x ∈ Ω tel que : f(x) = x,

donc :

f admet un point �xe dans Ω.

�



CHAPITRE 2

LES CONTRACTIONS D'ENSEMBLES

Dans la première partie de ce chapitre, nous étudions la mesure de non compacité de Kura-

towski et ses propriétés. La deuxième partie est consacrée à étudier les contractions d'ensembles

qui sont nécessaire dans notre étude de l'indice de point �xe.

2.1 La mesure de non compacité de Kuratowski

Dé�nition 2.1.1 [21] Soit X un espace de Banach et A la famille de tous sous-ensemble borné

de X. Une fonction Φ dé�nie de A dans [0,+∞) est appelée mesure de non-compacité (MNC)

sur X si elle véri�e les propriétés suivantes :

1) Φ(A) = 0⇔ A est relativement compact , ∀A ∈ A.

2) Φ(A) = Φ(A), ∀A ∈ A.

3) Φ(A1 ∪ A2) = max{Φ(A1),Φ(A2)}, ∀A1, A2 ∈ A.

Dé�nition 2.1.2 [13] Soit (X, d) un espace métrique et Q un sous-ensemble borné de X. Alors

la mesure de non compacité de Kuratowski de Q noté par α(Q), avec :

α(Q) = inf{d > 0 : Q admet un recouvrement �ni par des ensembles de diamètre inférieur ou

égal d}.

C'est à dire :

α(Q) = inf{d > 0 : Q ⊂ ∪ni=1Si : Si ⊂ X, diam(Si) ≤ d (i = 1, ..., n);n ∈ N}.

2.1.1 Propriétés de la mesure de non compacité de Kuratowski

Lemme 2.1.1 [13] Soit Q,Q1 et Q2 des sous-ensembles bornés d'un espace métrique (X, d),

alors :
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(a) 0 ≤ α(Q) ≤ diam(Q).

(b) Régularité : α(Q) = 0 si et seulement si Q est compact.

(c) Invariance par passage à la fermeture : α(Q) = α(Q).

(d) Monotonie : Si Q1 ⊂ Q2 alors α(Q1) ≤ α(Q2) (α est croissante).

(e) Semi-additivité : α(Q1 ∪Q2) = max{α(Q1), α(Q2)} .

(f) α(Q1 ∩Q2) ≤ min{α(Q1), α(Q2)}.

Preuve

(a) Soit {Si}1≤i≤n un recouvrement de l'ensemble Q, alors :

α(Q) ≤ diam(Si) ≤ diam(Q), ∀i ∈ [1, n].

(b) Comme X est un espace de Banach, alors :

Q compact⇔ Q est relativement compact,

⇔ ∀ε > 0,∃Si, (i = 1, ..., n), tel que Q ⊆ ∪ni=1Si et diam(Si) ≤ ε, ∀i,

⇔ α(Q) = 0.

(c) D'une part, on a : Q ⊂ Q =⇒ α(Q) ≤ α(Q).

D'autre part, par dé�nition de α(Q), on a :

∀ε > 0,∃{Si}ni=1 tel que Q ⊂ ∪ni=1Si,

et

diam(Si) ≤ α(Q) + ε ∀i = 1, ..., n.

Comme

Q ⊆ ∪ni=1Si, et diam(Si) = diam(Si) ≤ α(Q) + ε ∀i = 1, ..., n.

On obtient

α(Q) ≤ α(Q).

(d) On aQ1 ⊂ Q2 donc tout recouvrement de l'ensembleQ2 est un recouvrement de l'ensemble

Q1. Par conséquent, α(Q1) ≤ α(Q2) donc, on a bien monter que α est croissante.
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(e) � Montrons que max{α(Q1), α(Q2)} ≤ α(Q1 ∪Q2) :

D'après (d), on a :

Q1 ⊂ (Q1 ∪Q2) =⇒ α(Q1) ≤ α(Q1 ∪Q2),

et

Q2 ⊂ (Q1 ∪Q2) =⇒ α(Q2) ≤ α(Q1 ∪Q2),

donc

max{α(Q1), α(Q2)} ≤ α(Q1 ∪Q2).

� Réciproquement, montrons que α(Q1 ∪Q2) ≤ max{α(Q1), α(Q2)} :

Soit ε > 0, posons max{α(Q1), α(Q2)} = s. Par dé�nition de α(Q), on a : Q1 et Q2

peuvent être recouvert par un nombre �ni de sous-ensemble de diamètre inférieur à

s+ ε. Par conséquent, on a :

α(Q1 ∪Q2) ≤ s+ ε,

c'est à dire :

α(Q1 ∪Q2) ≤ max{α(Q1), α(Q2)}+ ε.

(f) D'après (d), on a :

Q1 ∩Q2 ⊂ Q1 =⇒ α(Q1 ∩Q2) ≤ α(Q1),

et

Q1 ∩Q2 ⊂ Q2 =⇒ α(Q1 ∩Q2) ≤ α(Q2),

donc,

α(Q1 ∩Q2) ≤ min{α(Q1), α(Q2)}.

�

Lemme 2.1.2 [13] Soit Q,Q1 et Q2 des sous-ensembles bornés d'un espace métrique (X, d),

alors :

(i) Sous-additivité : α(Q1 +Q2) ≤ α(Q1) + α(Q2) .

(ii) Invariance par translation : α(Q+ x) = α(Q), pour tout x ∈ X .

(iii) Invariance par passage à l'enveloppe convexe : α(Q) = α(conv(Q))
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(iv) Semi-homogénéité : α(λQ) = |λ|α(Q), ∀λ ∈ R .

Preuve

(i) Soit Si un sous-ensemble borné de X avec diam(Si) < d pour tout i = 1, ..., n et

Q1 ⊂ ∪ni=1Si. De plus, soit Gj un sous-ensemble borné de X avec diam(Gj) < p pour tout

j = 1, ...,m et Q2 ⊂ ∪mj=1Gj, alors :

Q1 +Q2 ⊂ ∪ni=1 ∪mj=1 (Si +Gj) et diam(Si +Gj) < d+ p,

donc :

α(Q1 +Q2) ≤ d+ p.

D'où le résultat α(Q1 +Q2) ≤ α(Q1) + α(Q2).

(ii) Soit x ∈ X, d'après (d) on a :

α(Q+ x) ≤ α(Q) + α({x}) = α(Q),

et on a aussi :

α(Q) = α((Q+ x) + (−x)),

≤ α(Q+ x) + α({−x}),

≤ α(Q+ x).

D'où on obtient que α(Q+ x) = α(Q), ∀x ∈ X.

(iii) � Montrons que α(Q) ≤ α(conv(Q)). Comme Q ⊂ conv(Q), alors α(Q) ≤ α(conv(Q)).

� Montrons que α(conv(Q)) ≤ α(Q). Pour tout ε > 0, il existe un recouvrement �ni

{Q1, ..., Qk} de Q avec :

diam(Qi) ≤ α(Q) + ε, pour i = 1, ..., k.

Supposons que Si est convexe, puisque :

diam(conv(Si)) = diam(Si) pour i = 1, ..., k,

On prend :

Λ = {(λi, λ2, ..., λk) : λi ≥ 0, i = 1, ..., k,
k∑
i=1

λi = 1},

et

S(λ) =
k∑
i=1

λiSi pour tout λ = (λ1, ..., λk) ∈ Λ.
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On a :

α(S(λ)) ≤ α(Q) + ε pour tout λ ∈ Λ.

Maintenant, montrons que ∪λ∈ΛS(λ) est convexe. Pour λ = (λ1, ..., λk), µ = (µ1, ..., µk) ∈

Λ et x =
k∑
i=1

λixi ∈ S(λ), y =
k∑
i=1

µiyi ∈ S(µ) où xi, yi ∈ Si pour i = 1, ..., k. On a :

tx+ (1− t)y =
k∑
i=1

(tλi + (1− t)µi)
[

tλi
tλi + (1− t)µi

xi +
(1− t)µi

tλi + (1− t)µi
yi

]
.

Ainsi, ∪λ∈ΛS(λ) est convexe. Par conséquent, on a :

conv(Q) ⊂ conv(∪ki=1Si),

⊂ ∪λ∈ΛS(λ).

Puisque Λ est compact, il existe λ1, ..., λn ∈ Λ, tel que :

∪λ∈ΛS(λ) ⊂ ∪ni=1S(λi) + εB(0, 1),

dons, on a :

conv(Q) ⊂ ∪ni=1S(λi) + εB(0, 1).

Ce qui implique que :

α(conv(Q)) ≤ α(Q) + 3ε,

quand ε→ 0+, on obtient :

α(conv(Q)) ≤ α(Q).

(iv) Pour λ = 0, c'est évident. Soit Si un sous-ensemble borné de X avec diam(Si) < d pour

tout i = 1, ..., n et Q1 ⊂ ∪ni=1Si. Alors,

pour tout λ ∈ R, λQ ⊂ ∪ni=1λSi et diam(λSi) = |λ|diam(Si).

Par conséquent, on a :

α(λQ) ≤ |λ|α(Q).

De même manière, on a :

α(Q) = α(λ−1(λQ)) ≤ |λ−1|α(λQ) avec λ 6= 0,

c'est à dire :

|λ|α(Q) ≤ α(λQ).
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Lemme 2.1.3 ( Lemme de Kuratowski) [13] Soit (X, d) un espace métrique complet. Si

(Fn) une suite décroissante non vide, fermé. (Fn) sont des sous-ensembles bornés de X tel que :

lim
n→∞

α(Fn) = 0, alors l'intersection F∞ = ∩∞n=1Fn est un sous-ensemble non vide et compact de

X.

Preuve L'ensemble F∞ est un sous-ensemble fermé de X. Puisque F∞ ⊂ Fn pour tout

n = 1, 2, ..., d'après (a) et (b) du lemme (2.1.1), on obtient que :

F∞ est un ensemble compact.

Maintenant, montrons que F∞ 6= ∅ : soient xn ∈ Fn (n = 1, 2, ...) et Xn = {xi : i ≥ n} pour

n = 1, 2, .... Puisque Xn ⊂ Fn, d'après (b),(d) et (e) du lemme (2.1.1), on obtient que :

α(X1) = α(Xn) ≤ α(Fn), pour tout n. (2.1)

On a :

α(X1) = 0.

Par conséquent, X1 est un ensemble relativement compact, ainsi la suite (xn) a une sous-suite

(xnk
) convergente avec x = lim

n→∞
xnk
∈ X. Puisque Fn est fermé en X, on a :

x ∈ Fn pour tout n = 1, 2, ...,

alors x ∈ F∞, donc :

F∞ 6= ∅.

�

Théorème 2.1.1 [4] Soit X un espace de Banach, Q ⊂ C([0, 1], X) un sous-ensemble équi-

continu et borné, où a, b ∈ R. Alors,

α(Q) = max
t∈[a,b]

α({x(t) : x(.) ∈ Q}).

Preuve (voir [4])

Lemme 2.1.4 [1] Soit X un espace de Banach, Q ⊂ C([0, 1], X) un sous-ensemble équicontinu.

Supposons que f est une fonction uniformément continue sur

R = {(t, x) : t ∈ [0, 1], x ∈ B(x0, r0) où r0 > 0, x0 ∈ X},
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et pour tout M ⊂ B(x0, r0) et tout t ∈ [0, 1], f véri�e la condition suivante :

α(f(t×M)) ≤ kα(M).

Alors, on a l'inégalité

α

({
x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds : x(.) ∈ Q
})
≤ k max

s∈[0,1]
α(Q(s)).

Dé�nition 2.1.3 (La mesure généralisée de non compacité) [5]

Supposons que β est une application qui a�ecte à chaque sous-ensemble borné Q de X un

nombre réel positive β(Q). On appelle β la mesure généralisée de non compacité si elle satisfait

les propriétés suivantes :

(1) β(Q) = 0 si est seulement si la fermeture de Q est compacte,

(2) β(conv(Q)) = β(Q) pour tout ensemble borné Q ⊂ X ( conv(Q) est la fermeture convexe

de Q, c'est à dire le plus petit ensemble fermé, convexe qui contient Q),

(3) β(Q + S) ≤ β(Q) + β(S) pour tout ensembles bornés Q et S, avec Q + S = {q + s : q ∈

Q, s ∈ S},

(4) β(Q ∪ S) = max{β(Q), β(S)}.

Application

Soit E un espace de Banach de dimension in�nie et B(0, 1) la boule unité de E. Alors :

α(B(0, 1)) = 2.

En e�et, d'après le lemme (2.1.1) (a), on a :

α(B(0, 1)) ≤ diam(B(0, 1)) = 2.

Supposons que α(B(0, 1)) < 2 ; alors :

il existe {Bk}1≤k≤n tel que diam(Bk) < 2 pour k ∈ [1, n] et B(0, 1) ⊂ ∪nk=1Bk.

De plus, on peut choisir les ensembles Bi fermé. Si F un espace de dimension n, les ensembles

{Bi∩F}1≤i≤n recouvrent la boule unité B∩F . D'après le Théorème des antipodes de Lusternik-

Shnirelmann-Borsuk (1)(voir l'annexe), il existe au moins un des ensembles Bi qui véri�e :

diam(Bi) ≥ diam(B(0, 1)) = 2,

ce qui est absurde, donc α(B(0, 1)) = 2. D'une façon plus générale Bi(x0, r) = 2r. �

Exemple Soit B(0, 1) la boule unité d'un espace de Banach de dimension �nie X. Alors :
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α(B(0, 1)) = 0.

En e�et, B(0, 1) est compacte ⇔ dimX < ∞. D'une façon générale, α(B(x0, r)) = 0 avec

B(x0, r) est la boule de centre x0 et de rayon r dans X, car B(x0, r) est compacte dans l'espace

de dimension �nie X.

2.2 Les contractions d'ensembles

Soient X, Y deux espaces de Banach, Q un ouvert de X.

Dé�nition 2.2.1 [11] Soit T : X → Y une application continue et bornée

� On dit que T est une k-contraction d'ensembles s'il existe k ≥ 0, tel que :

α(T (Q)) ≤ kα(Q), ∀Q borné de X.

� T est appelée k-contraction stricte d'ensembles si 0 ≤ k < 1.

� T est dite condensante si

α(T (Q)) < α(Q), ∀Q borné non relativement compacte .

Proposition 2.2.1 [19] Soient E1, E2 et E3 trois espaces métriques et supposons que

T1 : E1 → E2, et T2 : E2 → E3 sont respectivement k1, k2-contractions d'ensembles. Alors :

T2 ◦ T1 : E1 → E3 est une k1k2-contraction d'ensembles.

Preuve On a T1 et T2 sont respectivement k1, k2-contraction d'ensembles, donc par dé�nition

on a T1 est continue bornée et :

α(T1(Q1)) ≤ k1α(Q1), ∀Q1 un ouvert borné de E1,

et T2 est continue bornée :

α(T2(Q2)) ≤ k2α(Q2), ∀Q2 un ouvert borné de E2.

Donc,

T2 ◦ T1 : E1 → E3 est continue borné.

D'autre part, pour tout Q borné de E1 on a :

α((T2 ◦ T1)(Q)) = α(T2(T1(Q))) ≤ k2k1α(Q).



2.2 Les contractions d'ensembles 23

Proposition 2.2.2 [19] Soient X un espace de Banach, E un espace métrique. Si T1 : E → X

et T2 : E → X respectivement k1, k2-contraction d'ensembles. Alors :

T1 + T2 : E → X est une (k1 + k2)-contraction d'ensembles.

Preuve Soient T1, T2 : E → X sont respectivement k1, k2-contraction d'ensembles, donc par

dé�nition on a T1, T2 sont continues, bornées et :

α(T1(Q)) ≤ k1α(Q); ∀Q un ouvert borné de E,

et

α(T2(Q)) ≤ k2α(Q); ∀Q un ouvert borné de E.

Donc,

T1 + T2 : E → X est continue, borné.

D'après lemme (2.1.2) (i), pour tout Q un ouvert borné de E, on a :

α((T1 + T2)(Q)) ≤ α(T1(Q)) + α(T2(Q)),

≤ k1α(Q) + k2α(Q),

≤ (k1 + k2)α(Q).

D'où le résultat. �

Proposition 2.2.3 [18] Soient (X1, d1) et (X2, d2) deux espaces métriques et T : X1 → X2

une application continue.

a) Si T est une k-contraction, alors T est une k-contraction d'ensembles,

b) si T est compacte sur les ensembles bornés, alors T est 0-contraction d'ensembles.

Preuve

a) Soit Q un ensemble borné dans X1 et supposons que α1(Q) = d. Étant donné ε > 0, on

peut écrire Q = ∪mj=1Sj, diam(Sj) ≤ d+ ε. Ainsi,

T (Q) = ∪mj=1T (Sj),

et puisque T est une k-contraction, alors :

diam(T (Sj)) ≤ k(d+ ε).
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Puisque ε est quelconque, alors :

α2(T (Q)) ≤ kd ,

et T est une k-contraction d'ensembles.

b) Soit Q un ensemble borné dans X1. Puisque nous supposons que T est compacte sur des

ensembles bornés, T (Q) est compacte et donc totalement borné. Ainsi,

α2(T (Q)) = α2(T (Q)) = 0,

donc, T est 0-contraction d'ensembles.

�

Proposition 2.2.4 [4] Soient E un espace réel normé, B(0, 1) la boule unité de E et

T : E → B(0, 1) une application dé�nie par :

Tx =

 x
‖x‖ , ‖x‖ ≥ 1,

x, x ∈ B(0, 1).

Alors T est une 1-contraction d'ensembles.

Preuve Soit Q ⊂ E un ensemble borné. Il est évident que T (Q) ⊂ conv({0} ∪Q), donc on a :

α(T (Q)) ≤ α(conv({0} ∪Q)),

= α({0} ∪Q),

= α(Q).

Donc, T est une 1-contraction d'ensembles. �

Lemme 2.2.1 [19] Soient Q1 et Q2 deux sous-ensembles fermés d'un espace métrique X. Sup-

posons que T : Q1 ⊂ X → X et T
′

: Q2 ⊂ X → X sont deux k-contractions d'ensembles telle

que T = T
′
sur Q ∩ S. Soit l'application T ′′ : Q1 ∪Q2 ⊂ X → X dé�nie par :

T
′′
(x) =

 T (x) si x ∈ Q1,

T
′
(x) si x ∈ Q2.

Alors, T
′′
est une k-contraction d'ensembles.

Preuve Le fait que T et T
′
sont deux k-contractions d'ensembles, alors elles sont des applica-

tions continues bornées de Q1 et Q2 respectivement et :
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α(T (A)) ≤ kα(A), ∀A un ouvert borné de Q1.

α(T
′
(A)) ≤ kα(A), ∀A un ouvert borné de Q2.

D'où, T
′′
est continue et bornée sur Q1 ∪Q2.

De plus, on a :

α(T
′′
(A)) =

 α(T (A)) si A ⊂ Q1,

α(T
′
(A)) si A ⊂ Q2.

Posons A un ouvert borné de Q1 ∪Q2. D'après le lemme (2.1.1) (e), on a :

α(T
′′
(A)) ≤ max{α(T (A)), α(T

′
(A))},

≤ kmax{α(A), α(A)},

≤ kα(A).

Donc, T
′′
est une k-contraction d'ensembles. �

Proposition 2.2.5 [19] Soient X un espace de Banach, E un sous-ensemble de X,

T : E ⊂ X → X une k-contraction d'ensembles et λ : E → R+ une fonction continue telle que

sup{λ(x) : x ∈ E} = δ <∞. On dé�nit T
′
: E ⊂ X → X par :

T
′
= λ(x)T (x), ∀x ∈ E.

Alors, T
′
est une δk-contraction d'ensembles.

Preuve On a T
′
est continue et bornée, soit A un sous-ensemble borné de E. D'après le lemme

(2.1.1) (d) et le lemme (2.1.2) (iii) (iv), on a :

T
′
(A) ⊆ conv({0} ∪ δT (A)).

Donc :

α(T
′
(A)) ≤ (conv({0} ∪ δT (A))),

= α({0} ∪ δT (A)),

≤ max{({0}), α(δT (A))},

≤ δkα(A).

D'où, T
′
est une δk-contraction d'ensembles. �
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Lemme 2.2.2 [12] Soit E un sous-ensemble borné d'un espace de Banach X. Si T : X → X

est une application de la forme T1 + T2, où T1 est une application linéaire borné et T2 est une

application complètement continue. Alors :

α[T (conv(E ∪ {θ}))] = α[T (E)], avec θ ∈ E.

Preuve D'une part on a : E ⊂ conv(E ∪ {θ}), d'après le lemme (2.1.1) (d), on a :

α[T (E)] ≤ α[T (conv(E ∪ {θ}))].

D'autre part, puisque T (conv(E ∪ {θ})) ⊂ T1(conv(E ∪ {θ})) + T2(conv(E ∪ {θ})), alors :

α[T (conv(E ∪ {θ}))] ≤ α[T1(conv(E ∪ {θ})) + T2(conv(E ∪ {θ}))],

≤ α[T1(conv(E ∪ {θ}))] + α[T2(conv(E ∪ {θ}))]︸ ︷︷ ︸
=0 par compacité de T2

,

≤ α[T1(conv(E ∪ {θ}))],

= α[conv(T1(E ∪ {θ}))],

= α[conv(T1(E) ∪ T1({θ}))],

= max{α(T1(E)), α(T1({θ}))},

= α[T1(E)].

Or, on a :

T1 = T + (−T2),

donc, d'après le lemme (2.1.1) (b) et le lemme (2.1.2) (i), on obtient :

α[T1(E)] ≤ α[T (E)] + α[−T2(E)]

≤ α[T (E)].

Ainsi, on a :

α[T (conv(E ∪ {θ}))] ≤ α[T (E)].

Par conséquent,

α[T (conv(E ∪ {θ}))] = α[T (E)].

�
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2.2.1 Généralisation du théorème de Schauder

Corollaire 2.2.1 [20] Soit D un sous-ensemble convexe, fermé, non vide, D non nécessaire-

ment borné, d'un espace de Banach X et f : D −→ D une application continue tel que f(D)

est inclus dans un compact de D. Alors f admet au moins un point �xe .

Corollaire 2.2.2 [18] Soit D un ensemble fermé, borné, convexe dans un espace de Banach

X. Soient T : D → D une application continue, D1 = convT (D) et Dn = convT (Dn−1) pour

n > 1. Supposons que α(Dn)→ 0, alors T admet un point �xe.

Preuve Il est clair que Dn est fermé, borné, convexe et non vide et Dn+1 ⊂ Dn pour n ≥ 1.

D'après le lemme (2.1.3), on a :

D∞ = ∩n≥1Dn est non vide, compact et convexe.

Par notre construction T : Dn → Dn+1, on a T : D∞ → D∞. Il s'ensuit du corollaire (2.2.1)

que T admet un point �xe. �

Théorème 2.2.1 (Théorème de Darbo) [18]

Soient D un ensemble fermé, borné, convexe et T : D → D une k-contraction d'ensembles,

0 ≤ k < 1. Alors, T admet un point �xe.

Preuve Il su�t de montrer que α(Dn)→ 0 quand n −→ +∞. Mais

α(D1) = α(conv(T (D))),

= α(T (D)),

≤ kα(D).

D'une façon générale :

α(Dn) = α(conv(T (Dn−1))),

= α(T (Dn−1)),

≤ kα(Dn−1).

Ce qui implique que α(Dn) ≤ knα(D), quand n −→∞, on a : α(Dn) −→ 0. Donc, T admet un

point �xe. �
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2.3 Application

Application à un problème de Cauchy dans un espace de Banach [4]

Soit X un espace de Banach et f(t, x) : [0, 1] × B(x0, r0) −→ X une application continue

satisfaisant :

α(f([0, 1]×B(x0, r))) ≤ kα(B(x0, r)) pour tout r ∈ (0, r0),

où k ∈ (0, 1) et r0 > 0 sont des constantes. Alors, il existe t0 ∈ (0, 1] tel que le problème de

Cauchy suivant :  x′(t) = f(t, x(t)), t ∈]0, 1[,

x(0) = x0.
(2.2)

admet une solution.

Appliquons le Théorème de point �xe de Darbo (2.2.1). En e�et, posons :

D = sup{‖f(t, x)‖ : (t, x) ∈ [0, 1]×B(x0, r0)} et t0 = min
{

1,
r0

D

}
.

Soit E = C([0, t0], X) un espace de Banach muni de la norme ‖x‖E = max{‖x(t)‖X : t ∈ [0, 1]},

et soit :

K = {x(.) ∈ E : x(t0) = x0, ‖x(t)− x(t0)‖ ≤ r0},

est un sous-ensemble fermé borné de E. K est un convexe car,

soient x, y ∈ K et λ ∈ [0, 1], on a :

x ∈ K alors x ∈ E : x(t0) = x0 et ‖x(t)− x(t0)‖X ≤ r0, (2.3)

et

y ∈ K alors y ∈ E : y(t0) = x0 et ‖y(t)− y(t0)‖X ≤ r0. (2.4)

Multiplions l'équation (2.3) par λ, on trouve :

λx ∈ E, λx(t0) = λx0 et λ‖x(t)− x(t0)‖X ≤ λr0. (2.5)

Multiplions l'équation (2.4) par (1− λ), on obtient :

(1− λ)y ∈ E, (1− λ)y(t0) = (1− λ)x0 et (1− λ)‖y(t)− y(t0)‖X ≤ (1− λ)r0. (2.6)

Donc
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λx(t0) + (1− λ)y(t0) = λx0 + (1− λ)x0 = x0,

et

‖λ(x(t)− x(t0)) + (1− λ)(y(t)− y(t0))‖X ≤ λ‖x(t)− x(t0)‖X + (1− λ)‖y(t)− y(t0)‖X .

Ce qui nous donne

‖(λx(t) + (1− λ)y(t))− (λx(t0) + (1− λ)y(t0))‖X ≤ λr0 + (1− λ)r0 = r0.

D'où λx+ (1− λ)y ∈ K. Maintenant, on dé�nit l'application T : K −→ K par :

Tx(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

Montrons que T est une k-contraction d'ensembles, tout d'abord on montre que T est continue.

Soit (xn)n∈N une suite de K qui converge vers x.

(Txn)(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, xn(s))ds,∀t ∈ [0, 1].

D'une part, on a :

f(s, xn(s))→ f(s, x(s)), ∀s ∈ [0, t], quand n→ +∞.

D'autre part, on a pour tout t ∈ [0, 1] :∣∣∣∣∫ t

0

f(s, xn(s))ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

|f(s, xn(s))|ds,

≤ sup
s∈[0,1]

‖f(s, xn(s))‖X
∫ t

0

ds,

≤ tk ∀t ∈ [0, 1],

≤ k.

Donc,

‖Txn − Tx‖E = max
t∈[0,t0]

‖(Txn)(t)− (Tx)(t)‖X ,

= max
t∈[0,t0]

∥∥∥∥∫ t

0

f(s, xn(s))ds−
∫ t

0

f(s, x(s))ds

∥∥∥∥
X

,

≤ max
t∈[0,t0]

∥∥∥∥[∫ t

0

f(s, xn(s))− f(s, x(s))

]
ds

∥∥∥∥
X

,

≤ max
t∈[0,t0]

∫ t

0

‖f(s, xn)− f(s, x(s))‖X ds −→ 0 quand n −→ +∞.
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Ainsi, T est continue.

Maintenant, montrons que α(T (Q)) ≤ kα(Q) avec Q est un sous-ensemble borné de E et

0 ≤ k < 1. On a, d'après le théorème (2.1.1) et le lemme (2.1.4), on trouve :

α(T (Q)) = sup
t∈[0,t0]

α ({(Tx)(t) : x(.) ∈ Q}) ,

= sup
t∈[0,t0]

α

({
x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds : x(.) ∈ Q
})

,

≤ t0kα(Q),

≤ kα(Q).

Donc T est une k-contraction d'ensembles et K est un ensemble convexe, fermé et borné de E

alors d'après le théorème de Darbo T admet un point �xe sur K. D'où le résultat.



CHAPITRE 3

L'INDICE DE POINT FIXE

La première partie de ce chapitre, est consacrée à l'étude de l'indice de point �xe pour les

applications complètement continues. Dans la deuxième partie, nous prolongeons la notion de

l'indice de point �xe d'une application complètement continue à une k-contraction d'ensembles.

La troisième partie est consacrée à une application de l'indice de point �xe sur le cône.

3.1 L'indice de point �xe d'une application complètement

continue

Dé�nition 3.1.1 [6] Un sous-ensemble F ⊂ X est dit un rétracté de X s'il existe une appli-

cation continue r : X −→ F telle que r(x) = x,∀x ∈ F .

Remarque 3.1.1 Tout sous-ensemble fermé, convexe, non vide de X est un rétracté de X. En

particulier, tout cône de X est un rétracté de X.

Théorème 3.1.1 [10]

Soit A un rétracté d'un espace de Banach X. Alors, pour tout sous-ensemble ouvert borné

Ω de A et toute application complètement continue f : Ω −→ A qui n'a pas de points �xes sur

∂Ω, il existe un unique entier iA(f,Ω) appelé l'indice de point �xe de f sur Ω par rapport à A

satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) Normalisation iA(f,Ω) = 1 si f est constante sur Ω.

(2) Additivité Si f : Ω −→ A n'a pas de points �xes sur ∂Ω, et le point �xe de f sur Ω se

trouve dans Ω1 ∪ Ω2, où Ω1 et Ω2 sont deux ensembles ouverts, disjoints inclus dans Ω,

alors :
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iA(f,Ω) = iA(f,Ω1) + iA(f,Ω2).

En particulier, si f n'a pas de points �xes dans Ω, cela veut dire que iA(f,Ω) = 0.

(3) Invariance par homotopie iA(H(t, .),Ω) est indépendant de t (0 ≤ t ≤ 1) quand

H : [0, 1]×Ω −→ A est complètement continu et H(t, x) 6= x pour tout (t, x) ∈ [0, 1]×∂Ω.

(4) Permanence iA(f,Ω) = iB(f,Ω ∩ B) = iB(f |Ω∩B,Ω) si B est une rétraction de A et

f(Ω) ⊂ B.

De plus, soit :

M = {(f,Ω, A)/A un rétracté de X,Ω un ouvert borné dans A, f : Ω −→ A est

complètement continue et f(x) 6= x sur ∂Ω}

Alors, il existe une seule fonction d : M −→ Z satisfaisant (1) - (4). En d'autre termes,

iA(f,Ω) est dé�ni de manière unique.

Preuve Tout d'abord, montrons l'unicité de l'indice de point �xe. Supposons que X = A, soit

{iA(f,Ω)} est une famille quelconque satisfaisant les conditions (1) - (4), on dé�nit :

d(g,Ω, p) = iX(f + p,Ω), (3.1)

Où g = I − f,Ω un ouvert borné de X, g(x) 6= p sur ∂Ω, c'est à dire : f + p n'a pas de points

�xes sur ∂Ω. D'après les conditions (1)- (4) on peut montrer que la fonction d(g,Ω, p) a quatre

propriétés qui caractérisent le degré de Leray-Schauder, on a :

d(g,Ω, p) = deg(I − f,Ω, p). (3.2)

On prend, p = 0 dans (3.1) et (3.2), on obtient :

iX(f,Ω) = deg(I − f,Ω, 0). (3.3)

Supposons que A est un rétracté quelconque de X et r : X −→ A une rétraction quelconque

pour les sous-ensembles ouverts Ω de A, on choisit la boule BR = {x ∈ X, ‖x‖ < R} tel que

Ω ⊂ BR. Alors, on a :

iA(f,Ω) = iX(f ◦ r, BR ∩ r−1(Ω)),

= deg(I − f ◦ r, BR ∩ r−1(Ω), 0). (3.4)
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En e�et, r : X −→ A une rétraction donc continue. Par conséquent, Ω est un ouvert de A, donc

r−1(Ω) est un ouvert de X. Il est clair que BR ∩ r−1(Ω) est un ouvert de X, et on a :

BR ∩ r−1(Ω) ⊂ r−1(Ω) ⊂ r−1(Ω) = r−1(Ω),

donc

(f ◦ r)(BR ∩ r−1(Ω)) ⊂ (f ◦ r)(r−1(Ω)) = f(Ω) ⊂ A.

Et on a :

x0 ∈ r−1(Ω), (f ◦ r)(x0) = x0 ⇒ x0 ∈ Ω, f(x0) = x0. (3.5)

Alors, d'après la propriété (4), on a :

iX(f ◦ r, BR ∩ r−1(Ω)) = iA(f ◦ r, [BR ∩ r−1(Ω)] ∩ A),

= iA(f ◦ r|[BR∩r−1(Ω)]∩A,Ω),

= iA(f ◦ r|[BR∩r−1(Ω)],Ω),

= iA(f,Ω).

D'où, d'après (3.4) et l'unicité du degré de Leray-Schauder, on obtient l'unicité de l'indice de

point �xe. �

Pour prouver les propriétés (1) - (4), nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Soient A un rétracté d'un espace de Banach X, Ω un sous-ensemble ouvert

borné de A et f : Ω −→ A une application complètement continue qui n' a pas de points �xes

sur ∂Ω, alors :

iA(f,Ω) = deg(I − f ◦ r, BR ∩ r−1(Ω), 0),

est indépendant du choix de r et de R, où r : X −→ A une rétraction et BR est une boule de

X de rayon R.

Preuve Soit R1 > R, puisque :

Ω ⊂ BR ∩ r−1(Ω) ⊂ BR1 ∩ r−1(Ω).

D'après (3.5), on sait que f ◦ r n' a pas de points �xes dans ∂(BR ∩ r−1(Ω)). Par conséquent,

d'après la propriété d'excision du degré de Leray-Schauder, on a :

deg(I − f ◦ r, BR ∩ r−1(Ω), 0) = deg(I − f ◦ r, BR1 ∩ r−1(Ω), 0).
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C'est à dire : iA(f,Ω) est indépendant du choix de R.

Soit r1 : X −→ A une autre rétraction de X et soit V = BR ∩ r−1(Ω)∩ r−1
1 (Ω). Alors, V est un

ensemble ouvert borné de X et Ω ⊂ V . D'après (3.5), on a f ◦ r n'a pas de points �xes dans

BR ∩ r−1(Ω)\V et f ◦ r1 n'a pas de points �xes dans BR ∩ r−1
1 (Ω)\V . D'où,

deg(I − f ◦ r, BR ∩ r−1(Ω), 0) = deg(I − f ◦ r, V, 0). (3.6)

Et

deg(I − f ◦ r1, BR ∩ r−1
1 (Ω), 0) = deg(I − f ◦ r1, V, 0). (3.7)

Introduisons l'homotopie suivante :

H : [0, 1]× V −→ X

H(t, x) = x− r[t(f ◦ r)(x) + (1− t)(f ◦ r1)(x)].

On a, le degré de Leray-Schauder deg(I − Ht, V, 0) est bien dé�ni. En e�et, supposons qu'il

existe t0 ∈ [0, 1] et x0 ∈ ∂V tel que :

Ht0(x0) = 0⇐⇒ x0 − r[t0(f ◦ r)(x0) + (1− t0)(f ◦ r1)(x0)] = 0,

=⇒ x0 − r[t0f(r(x0)) + (1− t0)f(r1(x0))] = 0,

car, r(x0) = x0, r1(x0) = x0 et f(x0) = x0. D'après (3.5), x0 ∈ Ω ⊂ V ce qui contredit le fait

que x0 ∈ ∂V . Ainsi, par invariance d'homotopie du degré de Leray-Schauder, on a :

deg(I − f ◦ r1, V, 0) = deg(I − f ◦ r, V, 0). (3.8)

Donc, d'après (3.6), (3.7) et (3.8), on a :

deg(I − f ◦ r, BR ∩ r−1(Ω), 0) = deg(I − f ◦ r1, BR ∩ r−1
1 (Ω), 0). (3.9)

Ce qui montre que iA(f,Ω) est indépendant du choix de r. �

Remarque 3.1.2 D'après les propriétés du degré de Leray-Schauder et l'équation (3.4), les

propriétés (1) - (4) du théorème (3.1.1) sont bien véri�ées.

Corollaire 3.1.1 L'indice de point �xe véri�e les propriétés suivantes :

(a) Soit Ω0 un sous-ensemble ouvert de Ω tel que f n'a pas de points �xes sur Ω\Ω0

iA(f,Ω) = iA(f,Ω0).
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(b) Si iA(f,Ω) 6= 0, alors f admet au moins un point �xe sur Ω.

Preuve

(a) Soit Ω1 = Ω et Ω2 = ∅, alors on a :

Ω\(Ω1 ∪ Ω2) = Ω\Ω = ∂Ω.

Donc, par hypothèse f n'a pas de points �xes sur ∂Ω, d'après la propriété d'additivité

(2), on a :

iA(f,Ω) = iA(f,Ω) + iA(f, ∅) =⇒ iA(f, ∅) = 0.

On prend, Ω1 = Ω0 et Ω2 = ∅ d'après la propriété d'additivité (2), on obtient :

iA(f,Ω) = iA(f,Ω0).

(b) Supposons que f n'a pas de points �xes sur Ω. Soit Ω0 = ∅, puisque f n'a pas de points

�xes sur Ω et ∂Ω, donc f n'a pas de points �xes sur Ω. D'après la propriété (a), on a :

iA(f,Ω) = iA(f,Ω0),

= iA(f, ∅),

= 0.

Ce qui contredit le fait que iA(f,Ω) 6= 0.

�

3.2 L'indice de point �xe d'une k-contraction d'ensembles

Le concept de l'indice de point �xe d'une application complètement continue peut être

prolongé à des contractions strictes d'ensembles.

Théorème 3.2.1 [8] Soit A un ensemble fermé, convexe, non vide d'un espace de Banach X et

Ω un sous-ensemble ouvert de A. Soit f : Ω −→ A une k-contraction d'ensembles (0 ≤ k < 1)

qui n'a pas de points �xes sur ∂Ω. Soit A1 = convf(Ω), An = convf(An−1 ∩ Ω) (n = 2, 3, ...).

Alors
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iA(f,Ω) = iA(f1,Ω),

avec f1 : Ω −→ D est une application complètement continue et f1(x) = f(x) pour tout

x ∈ D ∩ Ω, où D est un sous-ensemble convexe, compact, non vide de A.

Preuve Le fait que An ∩ Ω 6= ∅ pour tout n, alors An 6= ∅. Évidemment, A2 ⊂ A1 et

An ⊂ An−1 ∀n ∈ N∗. Comme f est une k-contraction d'ensembles, alors on a :

α(An) ≤ α(convf(An−1 ∩ Ω)),

≤ kα(An−1 ∩ Ω),

≤ kα(An−1),

≤ kn−1α(A1), (n = 1, ...).

D'où, lim
n→+∞

α(An) = 0. D'après la proposition (1), on a : D = ∩∞n=1An est un ensemble convexe,

compact, non vide de A et D∩Ω est non vide compact. De plus, f(D∩Ω) ⊂ D. Comme D est

compact, l'application f : D ∩ Ω −→ D est complètement continue. Par conséquent, d'après

le théorème d'extension de Dugundji (2)(voir l'annexe) il existe une application complètement

continue :

f1 : Ω −→ D tel que f1(x) = f(x) pour tout x ∈ D ∩ Ω.

Il est clair que f1 n'a pas de points �xes sur ∂Ω. D'où, d'après le théorème (3.1.1) l'indice de

point �xe iA(f1,Ω) est bien dé�ni. Ainsi, l'indice du point �xe iA(f,Ω) est dé�ni par :

iA(f,Ω) = iA(f1,Ω). (3.10)

L'indice du point �xe dé�nit dans (3.11) et (3.10) est indépendant du choix de f1. En e�et,

supposons que f1, f2 : Ω −→ D deux applications complètement continues telles que :

f1(x) = f(x), ∀x ∈ D ∩ Ω,

f2(x) = f(x), ∀x ∈ D ∩ Ω.

Introduisons l'homotopie suivante, H(t, x) = tf1(x) + (1− t)f2(x) avec H : [0, 1]×Ω −→ A est

complètement continue. On a H(t, x) 6= x pour tout (t, x) ∈ [0, 1]× ∂Ω. Car, supposons que si

t ∈ [0, 1], x0 ∈ ∂Ω et H(t, x0) = x0, alors :

tf1(x0) + (1− t)f2(x0) = x0.
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Puisque f1(x0), f2(x0) ∈ D qui est convexe, on a :

tf1(x0) + (1− t)f2(x0) = x0.

Ainsi,

x0 ∈ D ∩ Ω et f1(x0) = f2(x0) = f(x0),

et donc

f(x0) = x0,

ce qui contredit le fait que f n'a pas de points �xes sur ∂Ω. D'où, d'après la propriété (3) du

théorème (3.1.1), on a :

iA(f1,Ω) = iA(f2,Ω).

�

Remarque 3.2.1 Si An ∩ Ω = ∅ pour certains n,

iA(f,Ω) = 0. (3.11)

D'une façon générale, on dé�nit l'indice de point �xe de f sur Ω par rapport à A par :

Dé�nition 3.2.1 [5] Soient A un sous-ensemble convexe, fermé de X et Ω un sous-ensemble

borné, relativement ouvert de A. Soient A1 = convf(Ω), An = convf(Ω ∩ An−1) et D un

ensemble convexe, compact tel que ∩n≥1An ⊆ D ⊂ A et f(Ω∩D) ⊂ D. Soit G un ouvert borné

de X tel que G ∩D = Ω ∩D et soit g : G −→ D une application continue tel que :

g|Ω∩D = f |Ω∩D.

Si l'ensemble {x ∈ X, f(x) = x} est compact non vide. D'une façon générale, si f : Ω −→ A

est une k-contraction d'ensembles par rapport à β sur Ω et f(x) 6= x pour x ∈ ∂Ω, alors on

dé�nit l'indice de point �xe de l'application f sur Ω par rapport à A par :

iA(f,Ω) = deg(I − g,G, 0).

Théorème 3.2.2 [8] L'indice de point �xe d'une k-contraction d'ensembles véri�e les proprié-

tés suivantes :

(i) (Normalisation) si f : Ω −→ Ω une application constante (f(x) = y0 pour tout x ∈ Ω

et yo une constante de Ω), alors :
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iA(f,Ω) = 1.

(ii) (Additivité) si Ω1 et Ω2 sont deux sous-ensembles ouverts disjoints de Ω tel que f n'a

pas de points �xes sur Ω\(Ω1 ∪ Ω2), alors :

iA(f,Ω) = iA(f,Ω1) + iA(f,Ω2).

(iii) (Invariance par homotopie) supposons que :

(a) H : [0, 1] × Ω −→ A est continue et H(t, x) est uniformément continue en t par

rapport à x ∈ Ω,

(b) H(t, .) : Ω −→ A est une k-contraction avec 0 ≤ k < 1, où k ne dépend pas de

t ∈ [0, 1],

(c) H(t, x) 6= x pour tout t ∈ [0, 1] et x ∈ ∂Ω.

Alors :

iA(H(t, .),Ω) ≡ constant pour tout t ∈ [0, 1].

(iv) (Permanence) si B est un sous-ensemble convexe fermé de A et f(Ω) ⊂ B, alors :

iA(f,Ω) = iB(f,Ω ∩B).

(v) (Propriété d'excision) si Ω0 est un ouvert par rapport à A, Ω0 ⊂ Ω et f n'a pas de

points �xes sur Ω\Ω0, alors :

iA(f,Ω) = iA(f,Ω0).

(vi) (Propriété d'existence) si iA(f,Ω) 6= 0, alors f admet au moins un point �xe sur Ω.

Preuve

(i) On a :

iA(f,Ω) = deg(I − g,G, 0).

Comme

g|Ω∩D = f |Ω∩D, et G ∩D = Ω ∩D,

alors

g(x) = f(x) = y0.
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Ainsi

iA(f,Ω) = deg(I − y0, G, 0) 6= 0,

= deg(I,G, y0),

= 1.

(ii) Puisque f(x) 6= x pour x ∈ ∂(Ω1 ∪ Ω2), c'est à dire :

(I − f)(x) 6= 0 pour x ∈ ∂(Ω1 ∪ Ω2),

alors

(I − f)(x) 6= 0 pour x ∈ ∂((Ω1 ∪ Ω2) ∩D).

De plus, on a :

f |(Ω1∪Ω2)∩D = g|(Ω1∪Ω2)∩D,

et

(Ω1 ∪ Ω2) ∩D = G ∩D.

Ainsi

deg(I − g,G, 0) = deg(I − g,Ω1 ∪ Ω2, 0),

= deg(I − g,Ω1, 0) + deg(I − g,Ω2, 0),

= iA(f,Ω1) + iA(f,Ω2).

(iii) On a

iA(Ht,Ω) = deg(I − gt, G, 0),

où gt(x) = Ht(x) avec 0 ≤ t ≤ 1.

Comme

(I −Ht)(x) 6= 0 pour x ∈ ∂Ω,

alors

(I −Ht)(x) 6= 0 pour x ∈ ∂(Ω ∩D).

De plus, on a :
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Ht|Ω∩D = gt|Ω∩D et Ω ∩D = G ∩D,

donc

(I − gt)(x) 6= 0 pour x ∈ ∂(G ∩D),

ce qui donne

(I − gt)(x) 6= 0 pour x ∈ ∂G,

donc

deg(I − gt, G, 0) est bien dé�ni.

D'après la propriété de l'invariance par homotopie du degré topologique de Schauder, on

a :

deg(I − gt, G, 0) ≡ constant, pour 0 ≤ t ≤ 1

ce qui donne

iA(Ht,Ω) ≡ constant pour 0 ≤ t ≤ 1.

(iv) On a B est un sous-ensemble convexe, fermé de A et f(Ω) ⊂ B, c'est à dire :

f : Ω −→ B.

Puisque

f(x) 6= x pour x ∈ Ω,

alors

(I − f)(x) 6= 0 pour x ∈ ∂Ω,

donc

(I − f)(x) 6= 0 pour x ∈ ∂((Ω ∩B) ∩D).

De plus, on a :

f |(Ω∩B)∩D = g|G∩D et (Ω ∩B) ∩D = G ∩D,

donc

iB(f,Ω ∩B) = deg(I − g,G, 0),

= iA(f,Ω).
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(v) Soit Ω1,Ω2 deux sous-ensembles ouverts disjoints de Ω tel que :

Ω1 = Ω et Ω2 = ∅,

alors on a :

Ω\(Ω1 ∪ Ω2) = ∂Ω.

Donc, par hypothèse f n' a pas de point �xe sur ∂Ω, c'est à dire :

(I − f)(x) 6= 0 pour x ∈ ∂(Ω1 ∪ Ω2),

donc

(I − f)(x) 6= 0 pour x ∈ ∂((Ω1 ∪ Ω2) ∩D).

De plus, on a :

f |(Ω1∪Ω2)∩D = g|(Ω1∪Ω2)∩D et (Ω1 ∪ Ω2) ∩D = G ∩D,

donc

iA(f,Ω1 ∪ Ω2) = deg(I − g,G, 0),

= iA(f,Ω).

D'après la propriété d'additivité (ii), on a :

iA(f,Ω1) + iA(f, ∅) = iA(f,Ω)⇒ iA(f, ∅) = 0.

On prend

Ω1 = Ω0 et Ω2 = ∅,

alors

iA(f,Ω) = iA(f,Ω0) + iA(f, ∅).

Ainsi

iA(f,Ω) = iA(f,Ω0).

(vi) On a

iA(f,Ω) = deg(I − g,G, 0) 6= 0,
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donc

∃x ∈ G tel que (I − g)(x) = 0,

c'est à dire :

∃x ∈ G tel que g(x) = x.

Comme g est une application de G à valeur dans D, alors

g(x) ∈ D,

ce qui donne x ∈ D, donc

∃x ∈ G ∩D tel que g(x) = x.

De plus, on a :

G ∩D = Ω ∩D,

alors

∃x ∈ Ω ∩D tel que g(x) = x.

Comme

f |Ω∩D = g|Ω∩D,

alors

∃x ∈ Ω ∩D tel que f(x) = x,

d'où

∃x ∈ Ω tel que f(x) = x.

�

Théorème 3.2.3 Soit A un ensemble fermé, convexe dans X. A1 un sous-ensemble borné,

fermé, convexe de A et Ω un ensemble ouvert, non vide de A avec Ω ⊂ A1. Si f : A1 −→ A est

une k-contraction d'ensembles (0 ≤ k < 1), f(A1) ⊂ A1 et f n'a pas de points �xes sur A1\Ω,

alors :

iA(f,Ω) = 1.
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Preuve Il est clair que A1 est un ensemble fermé dans X et Ω ⊂ A1, d'après la propriété (4)

du théorème (3.1.1), on a :

iA(f,Ω) = iA1(f,Ω ∩ A1). (3.12)

Puisque Ω est un sous-ensemble relativement ouvert de A et Ω ⊂ A1 ⊂ A,Ω est aussi un

sous-ensemble relativement ouvert de A1. On a f n'a pas des points �xes sur A1\Ω et d'après

la propriété (a) du théorème (3.1.1), on a :

iA1(f, A1) = iA1(f,Ω). (3.13)

On prend x0 ∈ Ω ⊂ A1, soit H(t, x) = tx0 + (1 − t)f(x). Évidemment, H : [0, 1] × A1 −→ A1

est continue. Pour tout t ∈ [0, 1] et Q ⊂ A1, on a :

α(H(t, Q)) ≤ (1− t)α(f(Q)),

≤ (1− t)kα(Q),

≤ kα(Q).

Et donc, pour tout t ∈ [0, 1], H(t, .) : A1 −→ A1 est une k-contraction d'ensembles. Notons

que quand A1 est traité comme sous-ensemble ouvert de A1 sa frontière est vide. D'après les

propriétés (1) et (3) du théorème (3.1.1), on a :

iA1(f, A1) = iA1(H(0, .), A1),

= iA1(H(1, .), A1), (3.14)

= iA1(x0, A1) = 1.

Alors, d'après (3.12), (3.13) et (3.14) on obtient que

iA(f,Ω) = 1.

�

Corollaire 3.2.1 Soit A un ensemble fermé, convexe dans X et Ω un sous-ensemble ouvert,

borné, convexe, non vide de A. Si f : Ω −→ A une contraction d'ensembles et f(Ω) ⊂ Ω, alors

iA(f,Ω) = 1.
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Preuve Il su�t de prendre A1 = Ω dans le théorème (3.2.3) et on obtient la preuve. �

Théorème 3.2.4 Soit A un ensemble fermé, convexe dans X et Ω un ensemble ouvert, borné

dans A avec θ ∈ Ω. Si f : Ω −→ A est une k-contraction d'ensembles (0 ≤ k < 1) qui satisfait

la condition suivante :

f(x) 6= µx, x ∈ ∂Ω, µ ≥ 1, (3.15)

alors

iA(f,Ω) = 1.

Preuve Soit H(t, x) = tf(x), évidemment H : [0, 1]×Ω −→ A est continue et H(t, .) : Ω −→ A

est une k-contraction d'ensembles avec 0 ≤ k < 1. En outre, d'après (3.15) et θ ∈ Ω, on a

H(t, x) 6= x pour tout x ∈ ∂Ω et 0 ≤ k < 1. Ainsi, d'après les propriétés (4) et (3) du théorème

(3.1.1), on a :

iA(f,Ω) = iA(θ,Ω),

= 1.

�

Théorème 3.2.5 Soit A un ensemble convexe fermé dans X,Ω un ensemble ouvert borné dans

A et f : Ω −→ A une k-contraction d'ensembles (0 ≤ k < 1). S'il existe u0 ∈ A, u0 6= θ, tel que

λu0 ∈ A pour tout 0 ≤ λ <∞ et :

x− f(x) 6= λu0, x ∈ ∂Ω, λ ≥ 0. (3.16)

Alors

iA(f,Ω) = 0.

Preuve Supposons que iA(f,Ω) 6= 0. D'après la relation (3.16), choisissons λ0 > 0 tel que :

λ0 > ‖u0‖−1 sup
x∈Ω

(‖x‖+ ‖f(x)‖). (3.17)

Soit H(t, x) = f(x) + λ0tu0. Puisque, A est un convexe fermé on a pour tout entier positif n :(
1− 1

n

)
f(x) + λ0tu0 =

(
1− 1

n

)
f(x) +

1

n
.nλ0tu0 ∈ A.

Et donc, quand n → ∞, on a : f(x) + λ0tu0 ∈ A pour tout x ∈ Ω et t ∈ [0, 1]. Ainsi,

H : [0, 1]×Ω −→ A est une application k-contraction d'ensembles pour tout t ∈ [0, 1]. D'après
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la condition (3.16) on obtient que H(t, x) 6= x pour tout x ∈ ∂Ω et t ∈ [0, 1]. Par conséquent,

d'après l'invariance par homotopie, on a : iA(H(1, .),Ω) = iA(H(0, .),Ω), c'est à dire :

iA(f + λ0u0,Ω) = iA(f,Ω) 6= 0.

D'après la propriété (b) du théorème (3.1.1), on a il existe x0 ∈ Ω tel que x0 = f(x0) + λ0u0,

et donc λ0 ≤ ‖u0‖−1(‖x‖+ ‖f(x)‖), ce qui contredit avec (3.17). D'où le résultat. �

3.3 Application de l'indice de point �xe au cône

Dans cette section, nous présentons une application de l'indice de point �xe au cône qui

nous assure la positivité des solutions (voir [9]).

Soit K un cône d'un espace de Banach X et K1 = {x ∈ K, ‖x‖ ≤ r} , K2 = {x ∈ K, r ≤

‖x‖ ≤ R avec R > r > 0}. Considérons une k-contraction d'ensembles T : K1 −→ K véri�ant

la condition suivante :

‖T (x)‖ ≤ ‖x‖,∀x ∈ K et ‖x‖ = r; ‖T (x)‖ ≥ ‖x‖,∀x ∈ K, ‖x‖ = R. (3.18)

Alors, T admet un point �xe x ∈ K2. En e�et, puisque T véri�e la condition (3.18), alors :

� S'il existe x ∈ ∂K1 ∪ ∂KR tel que T (x) = x, alors T admet un point �xe sur K2.

� Sinon, T n'admet pas de point �xe. Posons Ω = KR, Ω1 = KR\K1 ⊂ KR et Ω2 = K1 ⊂

KR. On a alors :

Ω1 ∩ Ω2 = ∅ ; Ω\(Ω1 ∪ Ω2) = ∂K1 ∪ ∂KR,

dans ce cas, la condition (3.18) devient :

‖T (x)‖ ≤ ‖x‖ et T (x) 6= x,∀x ∈ ∂K1, (3.19)

‖T (x)‖ ≥ ‖x‖ et T (x) 6= x,∀x ∈ ∂KR. (3.20)

D'un coté, on a : (3.19)⇒ (3.15). En e�et, supposons que (3.19) est véri�ée et que (3.15)

ne l'est pas. Donc :

∃x0 ∈ ∂Kr, ∃µ0 ≥ 1 tel que T (x0) = µ0x0.

� Si µ0 > 1, ‖T (x0)‖ = ‖µ0x0‖ = µ0‖x0‖ > ‖x0‖, ce qui est absurde.

� Si µ0 = 1, T (x0) = x0. Ce qui est absurde. Ainsi, on obtient que :
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‖T (x)‖ ≤ ‖x‖ et T (x) 6= x, ∀x ∈ ∂K1,

donc

T (x) 6= µx,∀x ∈ ∂K1 et µ ≥ 1.

Par suite, d'après le théorème (3.2.4) on a :

iK(T,K1) = 1.

D'autre coté, (3.20) ⇒ (3.16). En e�et, supposons que :

∀u0 ∈ K, ∃x0 ∈ ∂KR,∃λ0 ≥ 0 tel que x0 − T (x0) = λ0u0 et λ0u0 ∈ K.

� Si λ0 = 0, T (x0) = x0, ce qui contredit avec T (x) 6= x,∀x ∈ ∂KR,

� si λ0 > 0, x0 − T (x0) = λ0u0 > 0, donc T (x0) < x0 alors :

‖T (x0)‖ < ‖x0‖.

Ce qui contredit le fait que ‖T (x)‖ ≥ ‖x‖, ∀x ∈ KR. D'après le théorème (3.2.5), on a :

iK(T,KR) = 0.

Comme T (x) 6= x,∀x ∈ ∂K1 ∪ ∂KR, d'après l'additivité de l'indice de point �xe, on

obtient :

iK(T,KR) = iK(T,KR\K1) + iK(T,K1),

alors

iK(T,KR\K1) = −1.

Donc, nous avons bien montrer que iK(T,KR\K1) 6= 0. D'après la propriété d'existence

de l'indice de point �xe, on déduit que :

T admet au moins un point �xe x ∈ KR\K1 = K2.
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Dé�nition 1 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach, un espace vectoriel normé

qui est complet pour la distance déduite.

Théorème des antipodes de Lusternik-Shnirelmann-Borsuk

Théorème 1 [13] Soit S une sphère dans un espace normé de dimension n et (Bk)1≤k≤n un

recouvrement de S par des fermés, alors au moins un des ensembles Bk contient deux points

antipodaux c-à-d diam(Bk) ≥ diam(S).

Théorème d'extension de Dugundji

Théorème 2 [10] Soient X et Y deux espaces de Banach, A ⊂ X une partie fermée, bornée

de X et f : A −→ Y une application complètement continue. Alors, f admet une extension

complètement continue f̂ : X −→ Y telle que f̂(x) ⊂ conv(f(A)).

Proposition 1 [10] Soit Ω un ouvert borné d'un espace de Banach E et F : Ω −→ E une

k-contraction d'ensemble (0 ≤ k < 1), supposons que D1 = convF (Ω) et Dn = convF (Dn−1 ∩

Ω) (n = 2, ...). Si Dn ∩ Ω 6= ∅ alors α(Dn)→ 0 et D = ∩∞n=1Dn est un convexe, compact non

vide. De plus, D ∩ Ω est compact non vide, F (D ∩ Ω) ⊂ D.

Les cônes

Dé�nition 2 [5] Soit X un espace de Banach, un cône K est un sous-ensemble fermé non

vide de X tel que :

1) Si x, y ∈ K et λ, µ sont des réels positifs, alors λx+ µy ∈ K ;
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2) si x ∈ K − {0}, alors −x /∈ K.

Dé�nition 3 [4] Soit E un espace vectoriel linéaire et K un sous-ensemble convexe non vide

de E. On appelle K un cône si :

1) λx ∈ K pour tout x ∈ K et λ > 0 ;

2) K ∩ (−K) = {0}.

Si E est un espace linéaire et K ⊂ E est un cône, on dé�nit une relation d'ordre sur E comme

suit :

x ≤ y si et seulement si y − x ∈ K.

Théorème de la convergence dominée de Lebesgue

Théorème 3 Soit (fn)n∈N une suite de fonctions appartenant à L1(Ω) avec Ω ⊂ Rn. On sup-

pose que :

1) fn(x) −→ f(x) pp sur Ω ;

2) il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que :

∀n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x)pp sur Ω.

Alors,

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1(Ω) −→ 0.
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions la théorie de l'indice de point �xe qui est une extension

du degré topologique de Leray-Schauder. Nous nous permettons d'étudier l'indice

de point �xe d'une k-contraction d'ensembles grâce à l'indice de point �xe d'une

application complètement continue.

Mots-clés: le degré topologique, la mesure de non compacité de Kuratowski, la contraction

d'ensembles, l'indice de point �xe.

Abstract

In this work, we study the theory of �xed point index which is an extension of the

topological degree of Leray-Schauder. We allow ourselves to study the �xed point index of

k-sets contraction thanks to �xed point index of an application completely countinuous.

Keywords: the topological degree, the Kuratowski measure of non-compactness, set contractions,

�xed point index.
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