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Notations

C(la,b],R)  Espace des fonctions continues de [a, b] & valeurs dans R.

C"™(la,b],R) Espace des fonctions n fois continuement différentiables.

|-l oo Norme du sup tel que ||y||c = agq;b]y(t)].
() La fonction Gamma.

B(.,.) La fonction Béta.

Re(.) Partie réelle d'un nombre complexe.

[] Partie entiére d’'un nombre réel.

s integrale fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville .
Dy Dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville .
Dy Dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo .

» Pour a = 0, on note
Iy f(1), Do f(1), “Dg f(¢)
par

Z°f(t), DS (1), D f(2).



Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation de la différentiation et de I'intégration ordinaires

a un ordre arbitraire, réel ou complexe. Ce terme peut-étre considéré comme mal approprié, car

une meilleure description pourrait étre "La différenciation et l’intégration & un ordre arbitraire”,
mais alors pour quoi lui avoir attribué le nom de "Calcul fractionnaire”?

A la fin du 17°7¢ siécle, époque a laquelle Newton et Leibniz ont développé les fondements du
calcul différentiel et intégral. Leibniz a notamment introduit le symbole :

dn

dtr

f(t)

pour désigner la niéme dérivée d’une fonction f. Quand il a rapporté cela dans une lettre a I’'Ho-
pital (apparemment avec I'hypothése implicite que n € N), ’'Hopital a répondu :

mn

d 1
«Que signifie ﬁf(t) sin= 5»,

Le fait que de I'Hopital ait spécifiquement demandé pour n = %, ¢’est-a-dire une fraction , a
en réalité donné le nom a cette partie des mathématiques. Apreés la question initiale qui a conduit
au nom "Calcul fractionnaire” | la question est devenue : n peut étre n’importe quel nombre :
Fractionnel, irrationnel ou complexe ?, parce que la réponse était affirmative (J9]) que le calcul
fractionnaire est devenu un terme peu approprié , mais est tout de méme rester en usage.

Les équations différentielles fractionnaires peuvent décrire de nombreux phénoménes dans di-
vers domaines des sciences appliquées et de 'ingénierie tels que 'acoustique, électrochimie, visco-
élasticité, rhéologie, fractales, dynamique chaotique, physique des polymeéres, électromagnétique,
médecine, économie, astrophysique, génie chimique, physique statistique, thermodynamique, bioin-
génierie, etc. Les dérivés fractionnaires fournissent un excellent instrument pour la description de
la mémoire et des propriétés héréditaires de divers matériaux et proceédés ([15]).

La théorie de stabilité pour les équations fonctionnelles a commencé avec un probléme lié &
la stabilité des homomorphismes de groupe qui a été soulevé par S.M. Ulam en 1940 dans une
conférence donnée & I'Université du Wisconsin([16]). Le probléme posé par Ulam était le suivant :

Soit (G; un groupe et soit G un groupe métrique muni de la distance d(.,.). Pour ¢ > 0 donné,
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existe-t-il un 6 > 0 tel que si une fonction h : G; — G5 satisfait 'inégalité :
d(h(ts),h(t)h(s)) < d
pout tous t, s € (G1, alors il existe un homomorphisme H : G; — G5 tel que :
d(h(t),H(t)) < e, vVt e Gi?

En 1941, Hyers a répondu affirmativement & la question d’Ulam pour le cas ot G et G5 sont
des espaces de Banach, d’ailleurs ce fut la raison pour laquelle on appelle ce type de stabilité,
stabilité d’Ulam-Hyers. Puis en 1978, le résultat de Hyers a été généralisé par Rassias.

Le concept de stabilité pour une équation fonctionnelle apparait lorsque nous remplagons 1’équa-
tion fonctionnelle par une inégalité qui agit comme une perturbation de ’équation. Ainsi, la ques-
tion de stabilité des équations fonctionnelles est de savoir comment les solutions de l'inégalité
différent de celles de I’équation fonctionnelle donnée 7 Une attention considérable a été accordée a
I’étude de stabilité d’Ulam-Hyers et d’Ulam-Hyers-Rassias de toutes sortes d’équations fonction-
nelles , pour plus de détails voir [11,[3],[4],6],|11],[14].

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit les outils nécessaires a la compréhension de ce manuscrit.
Puis dans le deuxiéme chapitre, on commence par une introduction générale a la théorie du calcul
fractionnaire, ensuite on fait I’étude des problémes aux limites pour des équations différentielles

d’ordre fractionnaire implicites suivants :
“Du(t) = f(t,y(t), “Dy(t)), teJ:=[0,T],T>0,0<a<1
ay(0) +by(T) =c
ou f:J xR xR — R une fonction continue, et a,b,c sont des constantes réelles avec a + b # 0,

et
“Dy(t) = f(t,y(t), “D*(t)), teJ:=[0,T],T>00<a<l

y(0) +g(y) = %o

ou g:C([0,T],R) — R une fonction continue, et yo une constante réelle.
Enfin, le dernier chapitre est consacré a la notion de base de ce mémoire qui est la stabilité.
Ainsi, dans ce chapitre on donne quatre types de stabilité d’Ulam-Hyers suivi d’une étude concer-

nant la stabilité des problémes précédents, chaque études contient des exemples illustratifs.

On terminera par une conclusion qui résume les principaux résultats obtenus dans ce travail.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre regroupe les outils mathématiques utilisés dans les autres chapitres, & savoir, les
notions de bases, fonctions spéciales, lemme de Gronwall et enfin le fameux théoréme de point fixe
de Banach.

1.1 Notions de base

Dans cette partie, on donne quelques définitions essentielles dans ce mémoire.

Définition 1.1.1
On dit qu’un espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cauchy est convergente dans cet

espace.

Définition 1.1.2

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé et complet.

Exemple 1.1.1

L’espace des fonctions continues C([a,b],R) est un espace de Banach.

Définition 1.1.3
Soient X un espace de Banach et F': X — X. On dit que x € X est un point fize de F si :

Solution £-Approchée

Soit I’équation différentielle

y'(t) = f(ty(t)) (1.1)
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ouy:R— R" f:RxR" — R™ définie et continue sur un domaine D de RxR" et [ =[0,T].

Soit y = (y1, ..., ¥y,) un élément de R™, la norme euclidienne de y est définie par :

1
n 2
lyll = (Zw?) :
k=1
Définition 1.1.4 [12/

On appelle solution e-approchée de [’équation différentielle 7 une application x € C(I,R™)

par morceaux et telle que :
i) Pour tout t € I, (t,z(t)) appartient au domaine de définition de f.
i) ||2'(t) — f(t,x(t))] <e Vtel.
Exemple 1.1.2 [12]
Construire une solution consiste a partir d’un point avec un vecteur tangent et puis & suivre le
champ de vecteurs en construisant une courbe constamment tangente a ce champ; si, dans cetle

construction on tolére une "différence” de ¢ entre le vecteur tangent et le vecteur du champ on

obtient une solution 5—approchée|1:].

1.2 Fonctions spéciales

Parmi les fonctions spéciales, on peur citer : la fonction Gamma d’Euler, la fonction Béta et
la fonction de Mittag-Leffler. Celles qui sont utilisées dans ce mémoire, et qui jouent un role trés
important dans la théorie du calcul fractionnaire sont les fonctions Gamma et Béta, ainsi dans

cette section, on donne les définitions et certaines propriétés les concernant.

1.2.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est considéré comme étant 'une des fonctions de base du calcul

fractionnaire.

Définition 1.2.1 [0/

La fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale suivante :
+00
['(z) = / t*~te ! dt, Re(z) >0
0

avec I'(1) =1 et I'(04) = +o0.

1. ou e-solution.
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Remarque 1.2.1
La fonction Gamma est définie par une intégrale impropre qui converge pour tout z € C tel que
Re(z) > 0.

Exemple 1.2.1

1

r (5) = /7, en effet

On pose u = /t, alors t = u? et dt = 2udu, ainsi :

1 oo
r (—) = 2/ e du
2 0

e N o
sachant que / e " du= 53 (intégrale de GaussP|), il vient que
0

Lemme 1.2.1
Pour tout z € C tel que Re(z) > 0, nous avons :
1. T(z+1) = 2T(2).
2. T'(n)=(n—1) Vn € N*.
1 (2n)! /T
n!

Démonstration:

1. Soit z € C avec Re(z) > 0, nous avons :

+o0
['(z) = / t=le tdt
0

en effectuant une intégration par partie, nous avons :

—t 4z +oo 1 +00
['(z) = c + - / tPetdt
z z Jo
I 1
——/ tetdt =-T(2+1)
z Jo z

donc,

—+o0
v I
2. / e~ dy = —, acRi.
oo V «a

L(z+1)=2zT(z).
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2. D’aprés la propriété du lemme (1.2.1)), pour tout n € N* nous avons :

r2)=1I(1)=1
I(3) =2.0(2) =2.1.I(1) = 2!
I(4) =3I(3) = 3.2.1.(1) = 3!

s by (o e 1)

(
T 220 (2n—2)(2n—4)...2 v
B (2n)!
B 22”n(n—1)(n—2)...1ﬁ
_ @n)lyr
22n

ce qui reste vrai quand n = 0, donc

1 (2n)! /7
F(n+§>zw, Vn € N.

C.Q.F.D.

1.2.2 Fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est préférable d’utiliser la fonction Béta au lieu de certaines combi-

naisons de valeurs de la fonction Gamma.

Définition 1.2.2 [10)/

La fonction Béta est donnée par :

1
B(z,w) = / =1 — )t at, V(z,w) € C? Re(z) > 0et Re(w) > 0.
0
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Proposition 1.2.1

La fonction Gamma d’Euler et la fonction Béta sont liées par la relation suivante :

[(z) I'(w)

Blw) =F0+w)

Démonstration:
Pour Re(z), Re(w) >0, on a :

+oo +oo
['(z) (w) :/ / 7L e 149 gt ds
0 0

Soit le changement de variable suivant :

r=t+s
t=uxy
alors
0<zx , 0<y<l1
et
a(t,s) x y
= =T
ainsi
dtds = x dydx

il s’ensuit que :

Donc,

C.Q.F.D.

Remarque 1.2.2
1l est clair que :
B(z,w) = B(w, 2).
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Proposition 1.2.2
Pour tous z,w € C, tel que Re(z) > 0 et Re(w) > 0, nous avons :

i) B(z,w)zz—l_w zZ+w

B(z+1,w) =
ii) B(z,w) = B(z+ 1,w)+ B(z,w+ 1)

B(z,w+1)

Démonstration:
e En utilisant la proposition (1.2.1]) et la proprité du lemme (1.2.1]), on obtient :
z+wB(Z+ 1 w) = z4+w zD(z)[(w)
z z (z4+w)I'(z+w)
= B(z,w)

et de la méme maniére, on trouve :

Z+wB(z,w+1):B(z,w)

w
e De la propriété , on a :

z

B 1 = B 1.2

(:+1,0) = ——B(zu) (1.2
et

B(z,w+1) = —— B(z,w) (1.3)

2, W = Z,W

) e +‘IU )

en additionant (1.2)) et (1.3), on trouve :

B(z,w) = B(z + 1,w) + B(z,w + 1).

C.Q.F.D.
Lemme 1.2.2 [10/-/8]
Pour tout z € C tel que Re(z) > 0, nous avons :
2z—1 1
I'2z) = NG I'(2)I(z+ 5) (1.4)
cette formule est appelée formule de duplication de Legendre.
Démonstration:
e Nous allons d’abord démontrer la formule suivante :
1 2z—1
B(z, =) =2*""B(z,2) (1.5)

2
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soit z € C tel que Re(z) > 0 :
B(z,2) /0 e — e
— /Ol(t(1 — 1))t
:/Oé(t(l—t))z_ldt—k[l(t(l—t))"_ldt

On pose s = 4t(1 — t) et nous allons résoudre 'équation —4t? + 4t — s = 0.

s € [0,1] alors A = 16(1 — s) > 0, ainsi on a deux solutions :

1—V1I— 1
t=—Y"""¢co]
2 9
et
14+ 1= 1
ty = I+vil-s =1
2 2
de plus,
dt ds ¢ dt —ds
e — e —_
YT AT —s 2T AT =5

il s’ensuit que :

— 1
=205 | 8 '(1—-s)"2ds
0
1 1
- 22z—1 B(Z’ 2)
donc,
1
B(z, 5) =2%"1B(z,2).

e D’apreés (1.5 et en utilisant la proposition (1.2.1)), on a :

['(2) F(%) . 22z—lr<z) ['(2)
F(z+3) ['(22)

Finalement,
22,2—1

I'2z) =

C.Q.F.D.
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1.3 Lemme de Gronwall

Dans cette section, on présente une généralisation du lemme de Gronwall . Ce lemme nous sera

d’une aide précieuse dans I’étude de stabilité .

Lemme 1.3.1 [17]
Soient v : [0,T] — [0,00) une fonction réelle et w(.) une fonction non négative, localement

intégrable sur [0,T]. Supposons qu’il existe des constantes a >0 et 0 < o < 1 telles que :

v(t) < w(t) +a/0 (t—s) “wv(s)ds.

Alors, il eziste une constante K = K(«) telle que :

v(t) < w(t) + Ka/t(t —8) Y w(s)ds, vVt e [0,7].

1.4 Théoréme de point fixe de Banach

Le théoréeme de point fixe de Banach, ou théoréme de contraction de Banach, a une grande
importance dans ce mémoire, il est utilisé pour démonter ’éxistence et 'unicité de solution d’un
probléme aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire implicites sous cer-
taines conditions, mais il est aussi primordial dans la notion de stabilité qu’on présentera dans le

dernier chapitre.

Théoréme 1.4.1 [7/(Contraction de Banach)
Soient X un espace de Banach et F' : X — X une contraction, c’est-a-dire, il existe 0 < k < 1

tel que :
Va,y € X o [[F(z) = F(y)lx <kllz—yllx,

alors F a un unique point fize.



Chapitre 2
Calcul Fractionnaire et Applications

Ce chapitre est composé de trois sections, la premiére section contient une introdution générale
a la théorie du calcul fractionnaire, quant aux deux derniéres sections, elles sont consacrées a I’étude
d’un probléme aux limites pour une équation différentielle fractionnaire implicite sous certaines

conditions.

2.1 Intégrale et dérivées d’ordre fractionnaire

Dans cette section, on présente 'opérateur d’intégration fractionnaire ainsi que les deux défini-
tions les plus utilisées des dérivées fractionnaires, a savoir, les dérivées de Riemann-Liouville et de
Caputo, tout en donnant des propriétés, exemples et résultats les plus importants les concernant

(pour une étude plus appronfondi voir [5],[8],[10],[13]) .

2.1.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.1.1 [§/
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on appelle intégrale d’ordre o au sens de Riemenn-

Liouwille de f l"intégrale suivante :

ToF(t) = ﬁ/ (t— )" f(s)ds  t>a: Re(a) > 0.

Exemple 2.1.1

On considere la fonction f définie par :

f(t)=(t —a)’ t€la,b), BER, (B> —1).

(e _ T _ 1 ! a—1
Iaf(t)—Ia(t—a)ﬁ—m/aa—s) (s —a)’ ds.
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Soit le changement de variable suivant :

s=t—r(t—a) = ds=—(t—a)dr

ainst,
0
7o(t — a)f = %/1 r(t — )"t — a — r(t — a)]*(t — a) dr
1
= ﬁ/ (t —a)*™Prot (1 —r)Pdr
0
o 1
= %/ﬂ r (1 =) dr
_ g)otB8
en utilisant la proposition 7 on obtient :
ofy B8 __ F(B + 1) . a+p8
Tt — a) ——I‘(a+ﬁ+1)<t a)*t’. (2.1)
¢ Sia=1, alors :
14 B_F<6+1) . B+1
Ia(t a’) - F(ﬂ—FZ) (t CL)

d’aprés la propriélé du lemme m, on a :
F(ﬂ + 1) (t o a),@—f—l
(B+DI(B+1)
(t — a)B—H
B+1

I;(t — a)ﬁ =

Proposition 2.1.1 [§/
Soit f € C([a,b],R), pour o et B des nombres complexes tels que Re(a) > 0 et Re(B) >0, on a :

TN f) = To7f

cette propriété est appelée propriété du semi groupe.

Démonstration:
Pour tous «, f € C; Re(a) > 0 et Re(f) >0, on a
1 t
o (T8 — _ a—17p8
THTN0 = o [ 0= Tir ) ds

_ ﬁ / (= 5ot (ﬁ / (s — 1)) dr) ds

—; i — ) Ns =) f(r) drds
| [ 9T = ard
—; [ — ) Ys =)L (r) dsdr
- sar T e = ) dsa
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TEN0 = gy [ 10 [ = 22)
I
Par le changement de variable s =7+ (t — )7, on a ds = (t — r)dr.
Ainsi,
1
1_/ (F = 7)1 (1 — 1)t — r)r)P (¢ — ) dr
0
1
— a+6—1 B—1 1 o ld
(t—r) /0 (1 —=71) T
= (t=r)*"7B(8,a)
_ atrp-1L (@) T'(B)
(t —r)>* (ot 7) (2.3)
en remplacant dans , on trouve :
L0 = o [ G0
(I”ﬁf) (t).
C.Q.F.D.

Proposition 2.1.2
Soit f € C([a,b],R), pour Re(a)) > 1, on a :

d
STof =TS
ST =T

Démonstration:

On obtient le résultat par dérivation classique d’une intégrale dépendant d’un parameétre.

2.1.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.1.2 [§/
On appelle dérivée d’ordre o au sens de Riemenn-Liouville de la fonction f, la fonction définie
par :

per) = () @en©

avec Re(a) > 0 et n = [Re(a)] + 1.

» Poura=neN, ona:
Dy f(t) = ().
En particulier, DYf(t) = f(t).
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Exemple 2.1.2
Soit la fonction
f)=0t-a)P,  telab], BER, (B> -1).
On a: I\
Dt = (§) (o)
en utilisant , on obtient :
d\" r(B+1) _
sy B — el . n+pf—«
Da(t—a) (dt) {P(n—a+6+1)(t %) ]
_ F(5+1) d " n+pf—a
T Th—a+B+1) (dt) (t=ay o
Or, on sait que :
d\" A n . A+ D) A-n
<dt) t—a)*=XA—-1...A=n+1)(t—a) _F()\+1—n)(t a) (2.4)
ainst,
d\" n+6_a_F(n+ﬁ—a+1) 5o
<dt) (t=a)  T(B-a+1) (t—a)
il s’ensuil que :
Lp+1) _
DYt —a)f = =" (t — )" 2.
(- 0) = 5 ey (25)
¢ Sia=1, alors :
I'(B+1) _
Dt —a)? = t—a)? !
-0y = )

et par la propriété du lemme 7 on trouve :

1 _ -1 _ d
Di(t—a)’ = Bt — )’ = Lt — )’

Remarque 2.1.1
Si on pose B =0 dans , on obtient :

D1 = —a) .

['l—a) (t

Ce qui montre que la dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.

Propriétés 2.1.1 [§/
Soit f une fonction continue, pour Re(a) > Re() >0, on a :

(DT F)(t) = I P f(#).
En particulier, pour § =k € Net Re(a) >k, on a :

(DaZe f)(t) = T2~ f(1).
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Lemme 2.1.1
Soient Re(a) > 0, n = [Re(a)] + 1 et f : [a,b] —> R une fonction donnée. Supposons que
Def(t) =0, alors

— T(k
10 =3 o,

ot les C, k=0,...,n—1, sont des constantes réelles.

Démonstration:

Soit t € [a,b], on a:

(D)) = 0 = (i) () (8) = 0

dt
= (LNt =) Cilt —a)*

En appliquant Poppérateur Z¢ et en utilisant la proposition (2.1.1)) ainsi que la formule (2.1]), on

obtient : »
TN =3 O D

—( o a>k+a
pare (k+1+4a)
puis par dérivation classique et a 'aide de la formule (2.4), on trouve :

- — F<k + 1) k+a—n
f(t>—kzzock1“(k+a+1—n)<t_a) ‘

C.Q.F.D.

Composition avec ’opérateur d’intégration fractionnaire

Lemme 2.1.2 [§/
Soient f € C([a,b],R) et Re(a) > 0, alors :

(DEZi () = f(1).
Lemme 2.1.3 [§/
Soient f € C([a,b],R) et (Z'“f) € C"([a,b],R), alors :

@z = st - . E e

k=1

Vt € [a,b]

avec Re(a) >0 et n=[Re(a)] + 1.

On en déduit que 'opérateur de dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville est un inverse
gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire 7O du méme ordre, mais il n’est pas un inverse

droit.
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2.1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Les problémes appliqués requiérent une définition des dérivées fractionnaires permettant 1'uti-
lisation des conditions initiales physiquement interprétables. Malheureusement, la définition de la
dérivée fractionnaire au sens de Riemann- Liouville ne satisfait pas cette demande, ce qui a engen-
dré une définition alternative qui répond & ce besoin. C’est Caputo qui a proposé cette nouvelle

définition de dérivée fractionnaire, qui d’ailleurs porte son nom.

Définition 2.1.3 [§/
Soit la fonction f € C"™([a,b],R) . La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la

fonction f est définie par :

(“Dg f)(t) = (T~ f™)(1)

- t — s (g) ds
e A et ARALOL

avec Re(a)) > 0 et n = [Re(a)] + 1.
» Poura=ne€Nona:
‘D f(t) = f(1).
En particulier, “DYf(t) = f(t).
Remarque 2.1.2

On obtient la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o, (n—1 < Re(a) < n),

en appliquant opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre (n— ) suivi d’une dérivation classique

n
d’ordre n, c’est-a-dire (E) 17~ alors que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo s’obtient
d n
par la permutation de ces deur opérations, c’est-a-dire I~ <—> .

dt
Exemple 2.1.3

Calculons la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction suivante :

ft) = (t—a)’, g >n-—1.

On a:

_ ﬁ /:(t _ gyn—a- (%)n (s — ) ds. (2.6)

(i)n (s—a)f = LD (o yaen (2.7)
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Par substitution de dans , on obtient :

DYt — )P = F(5+1> ! —s)yval(s _ 0P " ds
DIt~ = [ r T, e 2.

J/

-~

I
soit le changement de variable suivant :

s=t—7(t—a)=ds=—(t—a)dr
I= —/1 [T(t —a)]" 7 (t —a)(1 = 7))t —a)dr

1
= (t— a)ﬁa/ e O R o L
0

en utilisant successivement la définition et la proposition , on trouve :
gal(n=—a)T(B—n+1)

I=(t— 2.
(t=-a) F(B—a+1) (29)
en substituant dans (@, on obtient :
rB+1) .
‘DXt —a)’ = ————(t —a)’ .
(i -0) = f ey

& Si la fonction f est constante sur [a,b] (f(t) = C), alors :
D f(t) = 0.
Remarque 2.1.3 [j/
Pour >0, on a
D(t—a)’ siB¢N,B>n—1louBeN, >n,
0 sife{0,1,...,n—1}.

D2t — a)’ =

Lemme 2.1.4
Soit Re(a) > 0, alors l’équation différentielle d’ordre fractionnaire °DS f(t) = 0 admet une solution

qui est donnée par :

n—1
1) =Y Cilt — a)*
k=0
ot les Cy, k=0,...,n—1, sont des constantes réelles.

Démonstration:

Dif(t)=0=Z; °[f" ()] =0

— f™(t) =0
— f(1) =Y Cult —a)t

C.Q.F.D.
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Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire

Lemme 2.1.5 [§/
Soient f € C([a,b],R) et Re(a) > 0, alors :

(“DaZe )(t) = f(2).

Lemme 2.1.6 [§/
Soient f € C"([a,b],R), Re(a) > 0et n = [Re(a)] + 1, alors :

(Ioccpocf Z f t — a

» En particulier, pour 0 < Re(a) <1, on a :
(Z3Dg )(t) = f(t) — fla). (2.10)

Par conséquent, 'opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo est aussi un inverse gauche

de I'opérateur d’intégration fractionnaire Z¢ du méme ordre, mais il n’est pas un inverse droit.

Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville

[8] Supposons que f soit une fonction tel que DS et D2 existent, alors :

_ k—a
D) = pse) - 3 L=
k=0
avec Re(a) >0 et n = [Re(a)] + 1.
En particulier, pour 0 < Re(a) < 1 on a :
D) = P - L=

Remarque 2.1.4
Si f*)(a) =0 pour k=0,...,n—1, alors :

D f(t) =Dg f(b).

2.1.4 Propriétés des dérivées fractionnaires
Linéarité

[10] De maniére similaire & la différentiation d’ordre entier , la différentiation fractionnaire est

une opération linéaire :

D*(\f(t) + png(t)) = AD*f(t) + pD%g(2)
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ou D® désigne n’importe quelle approche de dérivation fractionnaire considérée dans ce mémoire.

Par exemple, pour la dérivée fractionnaire de Riemenn-Liouvile, on a :

D0+ ) = s () [ (€= O+ nato) s

_ ﬁ (%)n /at(t el f(s) ds

H d\" [ n—a-1
i () [
= AD; f(t) + uDgyg(t).

De méme pour la dérivée fractionnaire de Caputo, la linéarité découle de sa définition.

Commutativité

[10] Soient m € N et n —1 < « < n, alors :
D™(D*f(t)) = D*(D" f(t)) = D" f(t)
si f®)(0) =0, pour k =0,...,m, et
DM (D (1)) = D (D" f(1)) = D (1)
si f®)(0) =0, pour k =n,...,m.
On voit que dans le cas de la dérivée de Caputo, contrairement a celle de Riemann-Liouville |
il n’y a pas de restrictions sur les valeurs f(k)(()), pour k=0,...,n—1.

Remarque 2.1.5
En général,
DX PDY2 # Doél-i-az 7& DX2PDL

¢ Voici deux exemples illustratifs :

Exemple 2.1.4
Soient f(t) = t=3 et a] = Qg =
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alors,
i1 d I \ .
D2t 2 = — / (t—t7) 2(7t)"2tdr
dt \T(3) Jo
1 ! L
= — 1—7)"2772d
i (g f oo )
_d (B(53)
dt \ T'(3)
d (TG)TGE)_d
= — —_ T
dt \ T'(3) T(1) dt
= 0.
ainst,
e Dit 2 =0
e DiD2t 2 =0
_3
e DI =Dl =
finalement,
D:D2 £ Data
Exemple 2.1.5
1 3

Soient f(t) =2, a) = o1 et ag = 3
En utilisant la formule et la propriété du lemme (m, on trouve :

symo 1 (d\ [ 1
D22 —§(£>/O(t—s)2ds

_t*§
4
de plus,
D3+3 43 = D22
d 2 1 —t 2
e _— t2 g
dt 4
Donc,
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2.2 Résolution d’un probléme aux limites

Dans cette section, on s’intéresse a la résolution d’'un probléme aux limites d’'une équation

différentielle d’ordre fractionnaire implicite :

‘Dy(t) = f(t,y(t), “Dy(t)), teJ:=[0,T],T>00<a<1
ay(0) +by(T) =c

(2.11)

ou f:J xR xR — R une fonction continue, et a,b,c sont des constantes réelles avec a + b # 0.

Commengons tout d’abord par définir ce que nous entendons par solution du probléme (2.11]).

Définition 2.2.1
Une fonction y € C'(J,R) est dite solution du probleme sty satisfait I'équation :

‘DUy(t) = f(ty(), " Dy(t), ted

et la condition :
ay(0) +by(T) = c.

2.2.1 Lemmes auxiliaires

Pour l'existence de solutions du probléme (2.11)), on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 2.2.1

Soient 0 < a < 1 et h:[0,T] — R une fonction continue, alors le probléme linéaire :

“D(t) = h(t), Vit e J (2.12)
ay(0) +by(T) =c (2.13)

a une unique solution qui est donnée par :

y(t) = ﬁ/o (t = ) h(s) ds

1 b (T o1 .
i {W/o (T — s)* " h(s)ds . (2.14)

Démonstration:

En appliquant 'opérateur Z* au deux membres de 1'égalité (2.12)) et en utilisant la formule (2.10))

du lemme (2.1.6), on obtient :
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y(t) = y(0) + ﬁ / (t — )"V h(s) ds

1 ! a—1
pourt =7, on a:
1 ’ a—1
y(T) = yo + m /0 (T — s) h(s)ds

On utilise la condition (2.13]) pour calculer la constante g, on trouve :

Yo = a_jb [% /OT(T — 5)* L h(s)ds — c] .

En remplacant y, par sa valeur dans I’équation (2.15]), on obtient la solution du probléme ([2.12)-
@13) :

y(t) = ﬁ /Ot(t — )1 p(s) ds — a%b {% /OT(T — 5)o 1 p(s) ds — c] .

C.Q.F.D.

Lemme 2.2.2
Soit f(t,u,v) : J Xx R xR — R une fonction continue, alors le probléme est équivalent au

probleme :
y(t) =A+Z%(t) (2.16)

ot g € C(J,R) satisfait l’équation fonctionnelle :

g9(t) = f(t, A+ZI%(t), g(t))

et

A:%er [c—%/OT(T—S)a_lg(s)ds .

Démonstration:
Soit y la solution du probléme (2.16]), montrons que y est aussi une solution du probléme (2.11).
On a:
y(t) = A+I%(1).

Ainsi,

et



2.2 Résolution d’un probléme aux limites 21

Alors,
—ab ac b? T
0)+by(T —5)*1g(s)d — T —s)! d
a(0) + by(T) = / () ds + 25— e [ () as
+ bc FL g(s)ds
=c
donc,

ay(0) +by(T) = c.
D’autre part, on a :
“Dy(t) = D (A + (1))
=g(t)
= f(t,y(t), “Dy(t)).

C.Q.F.D.

2.2.2 Unicité de la solution

Le théoréme suivant nous donne 1'unicité de la solution du probléme (2.11)), et cela en utilisant

le théoréme de contraction de Banach.

Théoréme 2.2.1
Supposons que :

» (H1) il existe deuz constantes K >0 et 0 < L < 1 telles que :

|f(t,u,v) = f(t,u,v)| < K |u—1u|+ L|v—7] VteJ et Yu,u,v,veER.
o KT ||
1+ <1 2.17
(1—-L)T(a+1) < ]a+b|> (2.17)

le probléme a une unique solution.

Démonstration:
Nous allons transformer le probléme ([2.11)) en un probléme de point fixe.

Considérons 'opérateur
N :C(J,R) — C(J,R)

défini par :
1

Ny(t)=A, + m /0)(75 — S)O‘_lgy(s) ds
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gy(t) = f(t, Ay +Ia9y(t)a gy(t))
et

A, = anLb [c— % /OT(T —8)*g,(s)ds| .

Par les lemmes (2.2.1) et (2.2.2)), il est clair que les points fixes de 'opérateur N sont les solutions

du probléme (2.11)).
L’opérateur N est bien défini. En effet, si y € C'(J,R) alors (Ny) € C(J,R).

Pour montrer que N admet un point fixe, il suffit de montrer que N est un opérateur contractant.

Soient z,y € C(J,R), et t € J, alors on a :

Nyt = Na(0)] € s [ 0= la(s) = (o) s
L
s L T ) — ol ds 2.15)
et,
19,(6) = 9u(8)] = £t 5(0),0,(8)) — F(t, 2(0), 9u(8)]
< K lylt) - 2(t)] + Llgy (1) — g (1)
Ainsi,

9,(8) — 02| < T2 ly(t) — ()] (219

En remplacant (2.19) dans l'inégalité (2.18]), on obtient :

K ¢ o—1
INylt) = Na(0)] < Ty / (t — 9" y(s) — a(s)| ds

b| K T T
+(1—L)|a+b|r(a)/0(T ) y(s) —z(s)|d
KT b K T°

ST Drar ¥ =t T T

KT° 1
Ny — Nzl < Lyl N
1Ny | _[(1—L)F(a+1)( |a+b\)}“y |

Hy_xHoo

Donc,

D’apreés (2.17), N est un opérateur contractant, et par le théoréme de point fixe de Banach (1.4.1)),
N admet un unique point fixe, ainsi le probléme (2.11)) a une unique solution.
C.Q.F.D.



2.3 Résolution d’un probléme aux limites avec des conditions non locales 23

2.3 Résolution d’un probléme aux limites avec des conditions

non locales

On s’intéresse une fois de plus a la résolution d’un probléme aux limites d'une équation diffé-
rentielle d’ordre fractionnaire implicite, mais cette fois-ci, avec des conditions non locales.

Soit le probléme suivant :

Doy(t) = f(t,y(t), Doy(t)), teJ:=[0,T,T>00<a<l

y(0) +9(y) = wo

(2.20)

ot f:JXxRxR-—R,g:C(J,R) — R sont des fonctions continues, et y, une constante
réelle.

A titre d’exemple, voici une expression de g(y) :
g(y) = _ Ciy(t;)
i=1

ol 0<t1<tya<...<t,<T et C;,i=1,...,n sont des constantes.

Commencons par donner la définition de ce que nous exprimons comme solution du probléme
(12.20)).

Définition 2.3.1
Une fonction y € C*(J,R) est dite solution du probleme sty satisfait ’équation :

“Dry(t) = f(t,y(t), “Dy(t)), teJ
et la condition :
y(0) +9(y) = o
2.3.1 Lemmes auxiliaires

les lemmes ci-dessous nous seront utiles pour l'existence de solutions du probléme ([2.20)).

Lemme 2.3.1 [2/

Soient 0 < o <1 et h:[0,T] — R une fonction continue, alors le probléme lineaire :

Doy(t) = h(t),  VteJ (2.21)

admet une unique solution qui est donnée par :

y(t) = yo — g(y) + L/O (t — s)* " h(s) ds.
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Lemme 2.3.2 /2]
Soit f: IXRxR — R une fonction continue, alors le probléeme est équivalent au probleme :

y(t) = yo — g(y) +IP,(t)

o

By(t) = f(t,y(t), By(t)).

2.3.2 Unicité de la solution

Par le principe de contraction de Banach, le théoréme suivant nous donne I'unicité de la solution

du probléme (2.20) :

Théoréme 2.3.1

Supposons que :

» (H'1) il existe trois constantes K >0,0< K <1 et 0 < L < 1 telles que :

|f(tu,v) — f(t,u,0)] < K|u—1u+ K |v—71] VteJ et Vu,u,v,v€R.
et
l9(y) =9 < Ly = Ylle Vy,y € C(J,R).
Si de plus on a o
L+4—— <1 (2.23)

(1-K)'(a+1)
alors, le probléme a une unique solution.

Démonstration:
Nous allons transformer le probléme en un probléme de point fixe.
Considérons l'opérateur
F :C(J,R) — C(J,R)

défini par :

Fy(t) = yo— 9(y) + ﬁ / (t - 5271 P, (s) ds

Fy(t) = f(tyo — 9(y) + Z°P, (1), P,(1)).

Par les lemmes (2.3.1)) et (2.3.2), il est clair que les points fixes de 'opérateur F sont les solutions

du probléme ([2.20)).
Si y € C(J,R) alors (Fy) € C(J,R) et donc 'opérateur F est bien défini.
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Nous allons montrer que F' admet un unique point fixe, et pour cela, il suffit de montrer que F’ est
une contraction.

Soient z,y € C(J,R), et t € J, on a:
1 t .
|me—Pw@|sww>—wm«+f@54<r—@a|%@>—Rx@ws
< Lly(t) — z(t)| + ﬁ/o (t — )2 |Py(s) — Pu(s)| ds. (2.24)

D’autre part, on a pour tout t € J :

|Py(t) = Poe(t)] = [f (£, y(8), Py(t)) — F(t,x(t), Px(t))|
< Kly(t) —a()] + K |Py(t) — Pu(t)]-

Alinsi, "
(1) — 2(0)]. (2.25)

En remplagant (2.25) dans I'inégalité(2.24), on obtient :

|[Py(t) = Pe(1)] <

Pyl0) = Poo)] < L) — o) + s [ (6= 9 ats) = o(0)

KT
(1-K)T(a+1)

s[L+ }Hy—ﬂu.

Finalement,

KT
(1-K)I'(a+1)

HFy—mes[L+ ]uy—w@.

D’aprés (2.23), F est une contraction , et par le théoréme de point fixe de Banach (1.4.1)), F' admet
un unique point fixe qui est la solution du probléme ([2.20).
C.Q.F.D.



Chapitre 3

Stabilité des équations différentielles

d’ordre fractionnaire implicites

Les propriétés de stabilité de toutes sortes d’équations ont attiré ’attention de nombreux ma-
thématiciens. Dans ce chapitre, on introduit la notion de stabilité d’Ulam-Hyers de deux problémes

aux limites pour 'équation différentielle fractionnaire implicite suivante :
“DY(t) = f(t,y(t), “D(1)), teJ:=[0,T],T>0,0<a<1 (3.1)
ol f:J xR xR — R une fonction continue.

3.1 Types de stabilité

Le concept de stabilité d’Ulam-Hyers est assez important dans les problémes réalistes en analyse
numérique, en biologie et en économie. Dans cette section, on présente les différent types de stabilité

d’Ulam-Hyers concernant I’équation (3.1)).

3.1.1 Stabilité au sens de Ulam-Hyers

Définition 3.1.1 /2/
L’équation est stable au sens de Ulam-Hyers s’il existe un nombre réel ¢y > 0 tel que pour
tout € > 0 et pour chaque solution v € C'(J,R) de linégalité :

“Dx(t) — f(t, x(t), D)) <e,  te,
il existe une solution y € C1(J,R) de l’équation avec :

lz(t) —y(t)| < cse, teld
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3.1.2 Stabilité au sens de Ulam-Hyers généralisée

Définition 3.1.2 [2/
L’équation est stable au sens de Ulam-Hyers généralisée s’il existe une fonction 1y € C(R4, Ry),
¥(0) = 0, tel que pour tout € > 0 et pour chaque solution x € C*(J,R) de l'inégalité :

D(t) — (o (1) D) <. te
il existe une solution y € C1(J,R) de l’équation avec :

z(t) —y(t)| < ¥p(e),  te

3.1.3 Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias

Définition 3.1.3 /2/
L’équation est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias par rapport ¢ ¢ € C(J,R,) s’il existe

un nombre réel c; > 0 tel que pour tout € > 0 et pour chaque solution x € C'(J,R) de linégalité :
“Deat) — f(t (), D) S elt),  te
il existe une solution y € C*(J,R) de l’équation avec :

2(t) —y(t)| < crep®),  tel

3.1.4 Stabilité au sens de Ulam-Hyers-Rassias généralisée

Définition 3.1.4 /2/
L’équation est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias généralisée par rapport & ¢ € C(J,R,)

s’il existe un nombre réel cy, > 0 tel que pour chagque solution x € C*(J,R) de l'inégalité :
“Da(t) = f(t,x(t), Da(t))| < et),  tel,
il existe une solution y € C*(J,R) de l’équation avec :
(t) —y(O)] < cpept),  teld

Remarque 3.1.1
Une fonction x € C*(J,R) est dite solution de l'inégalité :

“Da(t) — f(t,x(t), D) <e,  tel

si et seulement s’il existe une fonction g € C(J,R) (qui dépend de la solution y) tel que :
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i) lg(t)| <e, Vel
ii) “Dox(t) = f(t,x(t), Dx(t)) + g(t),  te T

Remarque 3.1.2

Une solution de l'inégalité fractionnaire implicite :
“Dx(t) — f(t,x(t), Dx(t)| <e,  te,

est appelé e-solution de [’équation fractionnaire implicite .

3.2 Etude de la stabilité

Cette section est consacrée a I’étude de stabilité au sens de Ulam-Hyers de deux problémes aux

limites pour une équation différentielle fractionnaire implicite sous certaines conditions.

3.2.1 Stabilité d’une équation différentielle fractionnaire avec des condi-

tions aux limites
Nous allons étudier la stabilité du premier probléme vu dans le deuxiéme chapitre :
‘DYY(t) = f(t,y(t), “Dy(t)), te JO<a<l1 (3.2)
ay(0)+by(T) =c (3.3)

avec a,b,c des constantes réelles telles que a + b # 0.

Trois exemples sont inclus pour montrer I’applicabilité des résultats.

Théoréme 3.2.1

Supposons que (Hi) et sont satisfaites, alors le probléeme — est stable au sens de
Ulam- Hyers.

Démonstration:

Soient € >0 et x € C'(J,R) une fonction qui satisfait I'inégalité :

|“DYx(t) — f(t,z(t), “Dx(t))| < ¢, VteJ (3.4)
et soit y € C'(J,R) la solution du probléme — ainsi que 'unique solution du probléme de
Cauchy suivant :

“Dy(t) = f(t,y(t), “D(t)) ted, 0<a<l

y(0) = x(0)

y(T) = «(T)
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en utilisant les lemmes (2.2.1)-(2.2.2)), on obtient :

1 t ol
V) = 4y + s / (t — )7 g, (s) ds.

D’autre part, si y(()) = :[;(O) et y(T) = :L'(T) alors Ay = Az
En effet,

b r ot
4= = [ [ 09 ) - a9 o

o T
gm/o (T — 5)* gy () — g (5)] ds

et on a par l'inégalité (2.19) :

4y Al < e [ ) a1
— A, < — 8 —x(s)|as
v (I—L)fa+b[T(a) Jy Y
b K
= ZNy(T) — 2(T)| =
T Dagy T e =0
alors,
A, = A,
ainsi,
0= At g [ -7l (0)
y(t) = A, —S gy(s) as.
L(a) Jo Y
Par intégration de l'inégalité (3.4)), on obtient :
1 t et
)— A, — —— | (t—9)*tg.(s)ds| < ——
o) = Ac =y [ =90 ds] < s
eT®
< -
“INa+1)

9o(t) = f(t, A +L%g.(t), 92(t))

alors pour tout t € J :

j2(t) — y()] = |2(t) — A, - ﬁ / (t — 5)° 1 gu(s) ds
1 t o1
+ / (= )" (gals) — gy(s)) ds
<l|z(t) — A, — ﬁ /0 (t — s)"‘_lgx(s) ds

1 t a—1
s / (t = 5)" " gals) — gy(s)| ds
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en utilisant (2.19)), on trouve :

eT” K ¢ -
Ma+1)  (1-L)T(a) /0 (¢ = )" |z(s) —y(s)l ds

et en appliquant le lemme de Gronwall ((1.3.1), il s’ensuit que :

(1) —y(t)] <

eT“ ’VK ! a—1 T
0 =yl < F T T D) /0 ) @
_ T VKT .
__F(a+1)[ +(1—L)F(a+1)] o

ol v = 7(a) une constante.
C.Q.F.D.

Remarque 3.2.1
Si on pose () = ce alors (0) = 0, et donc le probleme (3.9)-(3.3) devient stable au sens de

Ulam-Hyers généralisé.

Théoréme 3.2.2

Supposons que (H1), et :

> (H2) il existe une fonction croissante ¢ € C(J,Ry) et il existe A, > 0 telles que :
I%(t) < Ay (1), VteJ
sont satisfaites, alors le probleme — est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias.

Démonstration:

Soient € >0 et x € C'(J,R) la solution de 'inégalité suivante :
|“DYx(t) — f(t,z(t), “Dx(t))] < e e(t), VteJ (3.5)

et soit y € C'(J,R) la solution du probléme (3.2)-(3.3) ainsi que 'unique solution du probléme de

Cauchy suivant :

“Dy(t) = f(t,y(t), “D(t)) teJ, O0<a<l
y(0) = =(0)
y(T) = =(T)

en utilisant les lemmes (2.2.1)-(2.2.2)), on a :

1 t o1
) = At s / (t— 5 1g,(s) ds



3.2 Etude de la stabilité

31

ou g, € C(J,R) sastisfait I'équation suivante :

9y(t) = f(t, Az +I%g,(t), 9,(1))

et

I%:5§3%~5%5A2T—$%w4$w]

Par intégration de I'inégalité (3.5)), on obtient :

1 t o1 € t o1
x(t) — Ay — m/o (t —5)*"g.(s)ds| < (o) /0 (t—35)*"p(s)ds
<el,p(t)
D’autre part, on a :
o(6) = 9(0)] = [o0) = A = 7 [ (=9l

+ﬁ54@_wﬁm@—%@ws

<

1t -
ﬂwmﬁaﬁw@wws

1 ¢ a—1
+ﬁ@A@_@ 192(5) = ,(s)| ds

par (2.19), il s’ensuit que :

@TKW /0 (t =) a(s) —y(s)| ds

et nous obtenons par le lemme de Gronwall (L.3.1)) :

2(t) —y(t)| < eXpolt) +

Y1 eK >\<P

—(1 “D)T(a) /o (t —5)*1p(s) ds

j2(t) = y()] < e Ay p(t) +

ol v; = 71(a) une constante.

En utilisant (Hs), on obtient :

j2(t) = y(O)] < e Ay p(t) +

neK N pt) Ly B
1-r)

Ainsi pour tout t € J :

ot0) ~ o) < | (14 2E95) 0] et = cevto)

C.Q.F.D.
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Remarque 3.2.2

Les résultats pour le probleme auzx limites - conviennent aux problémes suivants :
¢ Probleme a valeur initiale - a=1,b=0, ¢ = 0.
¢ Probléme a valeur finale : a =0, b =1, ¢ arbitraire.

¢ Probléme anti-périodique : a =1,b=1, ¢ = 0.

Mazs, ils ne conviennent pas pour le probléeme périodique : a =1, b= —1, c = 0.

Exemples

Exemple 3.2.1

Soit le probleme de Cauchy suivant :

, 1 | “Day(1)]
“Day(t t cos t)sin(t)) + : , vt e 0,1 3.6
010 = gt eosy(t) —() sin(0) + 2T ETE 01 (39
y(0) = 1. (3.7)
Posons : .
f(t,u,v)—ﬁ(tcosu—usm(t))—i-%, €[0,1], u,v € R.
1l est clair que la fonction [ est continue.
Pour tous u, v,w,v € Ret t €[0,1] :
o t . sin(t),_ 50 (Jv| — [9])
t — = 2N m—
[t wv) = f(6 W 0)| = |qgg (cosu = cos) + =557 =) + 5= N B0+ o)
s cos] + O 50l o
~ 100 100 (50 + |v]) (50 + |7])
B S B 50 [v — 7
u—Tul+—u—1u
~ 100 100 (50 + |v|) (50 + |7|)
< sslu—al+ o -7
< plu—1 v—T
Donc (H1) est satisfaite avec :
K=L~= 1
50
de plus,
1
KT T L 50
(1-L)I'a+1) la + b| l—i r 3
50 2

en utilisant la propriété du lemme m, on trouve :

()
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ainst,

KT 1+ b _ 2 <1
(1—-L)(a+1) la+b|) 497
alors est satisfaite.

D’apres le théoreme le probléme — a une unique solution, et par le théoreme
le probleme (3.6)-(3.7) est stable au sens de Ulam-Hyers.

Exemple 3.2.2

On consideére le probléme de Cauchy suivant :

2+ ly(t)| + |*Dry(t)|

“Diy(t) = , tel0,1 3.8
®) 120 et+10 (1 + |y(t)] + |CD%?J(15)| o .
y(0) =1L (39)
Posons : 5
it 0,0) = gt 210 rel0.1)uver

12010 (1 + fu| + Jo])’
La fonction f est bien continue.

Pour tous u, v,u,v € Ret t €[0,1] :

([a| — |u]) + (Jo] — |v])

120 €10 (1 4 Ju| + [v]) (1 + @] + 7))
1 _ _

< Tag oo | ([l = lul) + (o] =[]}

1

S 120 et+10

|f(t,u,v) - f(tﬂa@)’ =

(lu =7l + v =)

d’autre part, pour t € [0,1] on a :

1 1 1
< <
120!t = 12010 = 12010

finalement,
|f(t7 u,’U) - f(taﬂa E)
Donc (H1) est satisfaite avec :

| < W(W_m + v —]).

1
K=L=—<1
0< 120 e10 <
de plus,
1
KT° LR 120 10

(1-L)(a+1) la + b| 1 3

l—— | I'| =

120 10 2

2

= (120" —1) /7

<1
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alors la condition est aussi vérifiée.

Soit p(t) =t%, on a :

1 t
T%(t) = —/ (t —5)* 1 s%ds, t>0
I'(a) Jo
soit le changement de variable suivant :
d
u = 3 — du = 78

T(t) = m/0 (t—ut)* " (ut)*tdu

ta+2 1 Lo
= 1—w)* " ud
(o) /0 ( W) utdu

~~

B(3,a)
2 T(3)T(a)
- T(a) I'(a+3)

1
sachant que o = o et en utilisant les propriétés et du lemme (1.2.1|), on obtient :

1 16¢2
T2p(t) =
ensuite, pour t € [0,1] on a :
t2 < t?
alors,
Zzp(t) < t° = A, (1)

Par le théoréme , le probleme (3.8)-(3.9) a une unique solution, et par le théoreme
, le probleme (@— est stable aus sens de Ulam-Hyers-Rassias.

Exemple 3.2.3

Considérons le probleme auz limites suivant :

ey 1
PO e o ey 10

y(0) + y(1) = 0. (3.11)




3.2 Etude de la stabilité 35

Posons :
u,v u, v .
T 10 et 2(1+|u!+|v])’ T ’

Il est clair que la fonction f est continue.

Pour tous u, v, u, v € R et t € [0,1], on a :

oy (1] = Jul) + (] = |v])
7t e w) = FET D = 350053 | G al o) (L4 Tl + 2]
1
< 2z 1 Jal) + (71~ o)
1 _ _
SWHU—UH‘W—UH

d’autre part, pour t € [0,1] on a :

1 < 1 < 1
10e? = 10ett2 = 10e2
finalement,
1
comme 0 < K =L = T0e2 <1, alors (H1) est satisfaite.
e
De plus,
1
KT 0] 10¢€? 1
1+——) = 1+ =
<1—mma+n<'+m+m) 1 3y 2
l-— | T[>
10e 2
en utilisant la propriété du lemme m, on trouve :
r(3) V7
2 2
ainst,
hI™ 1+ L = 5 <1
(1—L)I'(a+1) la+0b])  (10e2—1)y/7

alors la condition est satisfaite.

D’apres le théoréme le probleme - a une unique solution, et par le théoréme
, le probleme - est stable au sens de Ulam-Hyers .
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3.2.2 Stabilité d’une équation différentielle fractionnaire avec des condi-

tions non locales

On considére le deuxiéme probléme du chapitre précédent :

‘D(t) = f(t,y(t), “Dy(t)), te JO<a<l1 (3.12)
y(0) + 9(y) = wo (3.13)
ou ¢:C(J,R) — R est une fonctions continue, et yo une constante réelle.
Notons que ce type de probléme de Cauchy non local & été introduit par Byszewski. L’auteur a
observé que la condition non locale est plus appropriée que la condition locale(initiale).

Dans ce qui suit, nous allons étudier la stabilité de ce probléme et nous conclurons par deux

exemples pour illustrer les résultats théoriques.

Théoréme 3.2.3

Supposons que (H'1) et sont satisfaites, alors le probléme - est stable au sens
de Ulam- Hyers.

Démonstration:

Soient € >0 et x € C'(J,R) une fonction qui satisfait I'inégalité :
|“Dx(t) — f(t,x(t), “Dx(t))| < ¢, VteJ (3.14)

et soit y € C'(J,R) la solution du probléme (3.12)-(3.13) ainsi que 'unique solution du probléme
de Cauchy suivant :
“Dy(t) = f(t,y(t), Dy(t) teld 0<a<l

z(0) + g(y) = yo

par les lemmes (22.3.1)-(2.3.2)), on obtient :

t
W) = 10— 90) + g5 | (1= 9 R (s) s
ou
Py(t) = f(t,y(t), Py(1)).
Par intégration de l'inégalité (3.14), on trouve :

1

x(t>—yo+g(x)—m/o(t_s)a—1px(5)d5 Sp(zé—jrl)

ol

Pm(t) - f(tvx(t)v Pﬂﬂ(t>>
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Pour tout t € J, on a :
1 t
ol6) = y(O)] < folt) = 90+ 9la) = s [ (= 5)" P s
I'(a) Jo
I o
o) = oo+ s [ (0= 900 = P s
eT™ 1 t
<_ - _ —— | (t=9)*YP,(s) = P,(s)|ds.
< Ty 1) — 9+ oy [ (= 9P s) = Pyo) s
En utilisant (2.25)), on trouve :
eTe K t
t—t<—+Lt—t—|—_—/t ot — d
o(6) = Y0 < gy + L1o0) =00+ gerry [ €= 97 ete) = w(o)ds
donc,
eTe K t
t)—y(t)| < + — t—s)t - ds.
) 101 < T T oD n ST A, ¢ e —velds
Ensuite, par le lemme de Gronwall ([1.3.1)) on obtient :
T KT* ¢
o(t) — y(0)] < s + 12 [e=seras
I-DT@+1)  (I-DE(1-BTaTa+1)
g cTe . ~ KT } ]
— =c
ST-Dre+D | " 0-D0-BTat1)
o 7 = y(«) une constante, ainsi le probléme(3.12))-(3.13)) est stable au sens de Ulam-Hyers .
C.Q.F.D.

Remarque 3.2.3

Si on pose Y(e) = ce alors ¥(0) =0, et donc le probleme (3.13)-(5.15) devient stable au sens de

Ulam-Hyers généralisé.

Théoréme 3.2.4 [2]

Supposons que (H'1), et :

» (H's) il existe une fonction croissante ¢ € C(J,Ry) et il existe A\, > 0 telles que :
Too(t) < Apoll),  Vied

sont satisfaites, alors le probleme — est stable au sens de Ulam-Hyers-Rassias.
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Exemples

Exemple 3.2.4

Soit le probleme suivant :

, ~t t “Diy(t
“Diy(t) = ——— O __IP2yOL | g e o) (3.15)
O+e) |1+ [y 1+ |Dry(t)|
y(0)+ > Ciylt:) =1 (3.16)
i=1
ot 0<ti<ty<...<t, <1 et Ciyi=1,...,n sont des constantes positives avec
. 1
> CGi<s
i=1
Posons : . 1 o]
e~ U v
t,u,v) = — ) te 0,1, u,veR.
ut ) (9+et) [1+\u| 1—|—|v|] 0, 1]
et

Il est clair que la fonction f est continue.

Pour tous u, v, u, v € R et t €[0,1], on a :

] e lu| — [a] 2] =[]
f(t,u,0) — f(t,0,7)| = ’(9+et> {(1 T+ T arepa+ |U)|”

< H |u| — [4] ‘ v] — Jv| }
T O+e) A Ffu)) @+ D] [+ [0+ )]
- et _ _
< m[|u—u|+|v—v|]
d’autre part, pour t € [0,1] on a :
et < et < 1
(94+e¢) ~ (9+4¢€) ~ 10
finalement,
_ 1 _ _
|f(t,u,v) —f(t,u,v)\ < EHU_U‘ + ‘U_UH :
De plus, on a :
g(u) —g@)| = > Ciu—=> Cim
=1 =1
<> Cilu—17
i=1
1 _
< —|u— 1|
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— 1 1
ainsi (H'1) est satisfaite avec K = K = 0 et L = 3
1l reste plus qu’a vérifier la condition .

On a:
1
KT 1 1n
4 7 . 10
1-K)I(a+1) 3 ([, 1) (3
10 2
_1+ 1
=3+ 73
r(=
or ()
:M<1
91

Comme les hypothéses du théoréme sont satisfaites, le probleme (3.15)-(5.16) admet
une unique solution, et par le théoréme , le probleme - est stable au sens de

Ulam-Hyers .

Exemple 3.2.5

On considere le probleme suivant :

1 e’ ly(t)] “D3y(t)|
“Day(t) = — - , vVt € (0,1 3.17
W= Gve) [T+ @]~ 14 1 Dhyr) 0.1] (319
L/ Jy@)l )
0O)+-(——— ) =1. 3.18
w0+ 1 (i (318)
Posons : . ul o]
e~ U )
f(t,u,v) = CES {1 Tl T+ |U|} , te0,1], u,veR.
et | ‘
1 U
g(u):Z(l—Hu])’ u € R.
D’apres 'exemple M, on a:
1
76t u,0) = (6, 5,9)] < o [lu— 7l + o 7).

Ensuite , pour tous u,u € R, on a :

1 -
u) — u —
1 _
< 1 llul — fl
<Lu—m
<7 U—1
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ainsi :
— 1 1
K=K=— t L=-.
0 1
Par conséquent (H'y) est satisfaite.
D’autre part,
KTe 12 9ym+8

M i Rrery "1t om T 36vr )

donc est satisfaite.

Par le théoréeme , le probléme — admet une unique solution, et par le theoréme
, le probléme — est stable au sens de Ulam-Hyers .



Conclusion

Généralement, les théorémes du point fixe sont employés pour prouver I'existence et I'unicité de
solution d’'un probléme précis. Dans ce mémoire, on a réussi a avoir plus que cela, par le principe
de contraction de Banach, on a pu avoir des résultats concernants la stabilité.

D’apreés ce qu’on a vu, pour étudier la stabilité au sens de Ulam-Hyers d’un probléme avec des
conditions aux limites ou non locales pour une équation différentielle fractionnaire implicite avec
la dérivée fractionnaire de Caputo et d’ordre compris entre 0 et 1 dans un espace de banach, il
suffit d’étudier 'existence et 'unicité de solution de ce probléme. Puis, si on arrive a démontrer
cela, on conclut que le probléme est stable au sens de Ulam-Hyers, par contre, pour la stabilité au

sens de Ulam-Hyers-Rassias, cette conditions ne suffit plus, il faut imposer une condition de plus.
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est d’établir la stabilité d’Ulam-Hyers pour des pro-

blémes d’équations différentielles fractionnaires implicites avec la dérivée fractionnaire
de Caputo et d’ordre compris entre 0 et 1 dans un espace de Banach , avec des condi-
tions aux limites et non locales. Les résultats obtenus dans ce travail sont basés sur le
principe de contraction de Banach. Des exemples sont inclus pour montrer ’applicabi-

lité des résultats théoriques.

Mots-clés: Equations différentielles fractionnaires implicites, Stabilité,Ulam-Hyers |

Point fixe.

Abstract

The main objective of this paper is to establish Ulam-Hyers stability for problems of implicit

fractional differential equations with Caputo fractional derivative and the order between 0
and 1 in a Banach space, with boundary and non-local conditions.The arguments are based
upon the Banach contraction principle. Examples are included to show the applicability of

our theoretical results.

Keywords: Implicit fractional differential equations , Stability, Ulam-Hyers,
Fixed point
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