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Introduction

Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues
et leurs dérivées. L’ordre d’une équation différentielle correspond au degré maximal de
différenciation auquel une des fonctions inconnues a été soumise. Les problémes les plus
connus dans I’étude des équations différentielles sont les problémes de Cauchy ou les pro-
blémes aux limites (voir [19]).

D’une part, 'année 1960 a marqué le début des équations différentielles impulsives avec
le travail de Millman et Myshykis (voir [26,27]). Par la suite, une période de recherches
active a été enregistrée principalement en Europe orientale pendant la période 1960-1970
qui a abouti aux résultats de Halanay et Wexler (voir [17]).

A partir de 1991, d’autres mathématiciens comme L. Byszewski, D. Bainov contri-
buent & I'enrichissement de la théorie des équations différentielles impulsives ou ils lan-
cérent beaucoup de résultats sur ce sujet (voir [1,2,24]).

Les équations différentielles impulsives apparaissent comme une description naturelle
de nombreux phénoménes d’évolution dans le monde réel. Certains phénoménes phy-
siques subissant des changements brusques au cours de leur évolution comme les systémes
mécaniques avec impact, la dynamique des cellules (voir [10]), les systémes biologiques
(battements du coeur, flux du sang,...) (voir [10]). Ces changements sont souvent de trés
courtes durées et sont des produits instantanément sous forme d’impulsions.

Dans le cas général, les équations impulsives sont composées de deux parties :
- L’équation différentielle, qui définie la partie continue de la solution.

- La partie impulsive, qui définie le changement instantanée et la discontinuitée de la
solution.

La premiére partie des équations impulsives qui est ’équation différentielle peut se
composer des équations différentielles ordinaires, équations différentielles fonctionnelles,
équations différentielles semi linéaire,...etc.

Le type des équations différentielles définit les différents types des équations impulsives.

La seconde partie des équations impulsives est appelée le saut, les points les quelles
I'impulsion se produit sont appelées les moments d’impulsions et les fonctions qui défi-
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nient la somme des impulsions sont appelées les fonctions impulsives.

D’autre part, la théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme
un domaine intéressant a explorer ces derniéres années. Notons que cette théorie a de
nombreuses applications dans la description de nombreux événements dans le monde réel.
Par exemple, les équations différentielles fractionnaires sont souvent applicables dans I'in-
génierie, la physique, la chimie, la biologie,...etc (voir [13,20]).

A partir des années 1990, Il existe divers problémes concrets qui étudier des équations
différentielles fractionnaires avec impulsions dans divers directions : existence et unicité
des solutions, la dépendance continue des solutions par rapport aux temps initial, la sta-
bilité (voir [18,8,7,9,5,3]).

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l’existence et 'unicité de solution d’un pro-
bléme de Cauchy fractionnaire avec impulsions.

Ce mémoire comporte quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit les outils nécessaires a la compréhension de ce
manuscrit.

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions le probléme de Cauchy impulsif sur un
intervalle borné suivant :

Ou f: Rt x R — R"™ est une fonction donnée. n, € C(R", R™) sont des fonctions impul-
sives .
Az (ty) = z(t)) — x(t;,) avec z(t]) = hm z(ty + h) et x(t;) = hm z(t, — h).

-0+ —0-
En appliquant, le théoréme de Banach le théoréme de Leray- Schauder et le théoréme de
Krasnoseleskii (voir [31,24]).

Le troisiéme chapitre est composé de deux parties :
La premiére partie représente le calcul fractionnaire (voir [23,29,14,25,32]).
Dans la deuxiéme partie, nous examinons 'existence et I'unicité de solution du probléme
de Cauchy pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Caputo sui-
vante :

{CD%(t) = f(t,z(t)), teJ=[0,T],0<a<l,
x(0) = xo.

Ou °D“ la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J x R — R est une fonction
donnée, en utilisant le théoréme du point fixe de Banach.
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n uatriém itre, nous nous intér ns a 'existen unicité ution
Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéressons a l’existence et 'unicité de solutio
d’un probléme de Cauchy fractionnaire avec impulsions suivant :

Dex(t) = f(t,xz(t)), te€ J=[0,T], t#ty, k=1,..,r, 0 <a <1,

Ax(ty) =n(z(ty)), k=1,..,rm,

z(0) = o,
ou D est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J xR — R est une fonction
donnée.

En utilisant, le théoréme du point fixe de Banach et le théoréme du point fixe de Schaefer.

A la fin, nous donnons une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au théoréme d’Ascoli-Arzela et les théorémes
du point fixe.

1.1 Définitions et notions fondamentaux
Soit J =1[0,b) CR, ty=0<t; <...<tp<..<t.g1=0.

Définition 1.1.1 (Fonction Carathéodory) [15/
Notons L'(J,R") l’espace de Banach des fonctions mesurables v : J — R qui sont
Lebesque intégrable avec la norme :

b
el = / lo(s)|ds.

Soient X,Y deuz espaces de Banach.
Une application f: J x X =Y est dite Carathéodory si [ est vérifice :

(1) t — f(t,x) est mesurable pour tout x € X,
(2) © — f(t,x) est continue pour tout t € J.
L’application f est dite L'— Carathéodory si f est Carathéodory et on a Vw > 0,
Jh, € L'(J,RY) :
|f(t,z)|| < ho(t) pourtout teJ et Vlz| <w.

Définition 1.1.2 (Ensemble uniformément borné) On dit que M est uniformément
borné s’il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que :

|lzt)|| <e¢, Vtel0,b],Vaxe M.

Définition 1.1.3 (Ensemble équicontinue) On dit que M est équicontinue dans l'in-
tervalle J si pour tout € > 0, il emiste 0 > 0 telle que pour tout v € M et tout
t1,te € Jtk, ths1], k= 0,...,1, on a |ty — ta] < 0 alors ||z(ty) — z(te]| <e.
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Théoréme 1.1.1 (Théoréme d’Ascoli-Arzeld) [35]
Notons C([0,0],R™), l’espace de Banach de toutes les fonctions continues définies de J
dans R, muni de la norme :

[ ]loe = Stlelg{lx(t)l/t € J}.

Ou |.| est une norme sur R.
Soit A C C([0,b],R™), A est relativement compact si

i) A est uniformément borné,

i) A est équicontinue.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de Fubini) Soit f une fonction continue sur [a,b] X [c, d]
a valeurs dans C. Alors

/ab(/Cdf(m,y)dy)dm:/cd(/abf(x’y)dx)dy

1.2 Théorémes du point fixe

Dans cette section, nous allons rappeler quelques principaux résultats relatifs au
"Théoréme du point fixe" qui seront exploités par la suite. Dans ’analyse, un théoréme du
point fixe donne des conditions suffisantes d’existence d’'un point fixe pour une fonction
ou une famille de fonctions. Ces théorémes se révélent des outils trés utiles en mathéma-
tiques, principalement dans le domaine de résolution des équations différentielles.

Définition 1.2.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme. On appelle
point fize de [ tout point x € E tel que,

f(z) = .

Définition 1.2.2 [12] Soient E un espace de Banach, A : E — E un opérateur. On dit
que A est une contraction (ou contractant) s’il existe une constante c¢ €0, 1] telle que

|Au — Av||lg < ¢|lu —v|lg, pouru,v € E.

Théoréme 1.2.1 (Théoréme du point fixe de Banach) [35/
Toute application contractante A d’un espace de Banach dans lui méme admet un unique
point fize.

Définition 1.2.3 (Opérateur complétement continu) L’opérateur T défini d’un es-
pace de Banach E dans lui méme est dit complétement continu st

i) T est continu,
ii) VB C E borné, T(B) est relativement compact.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme du point fixe de Schaefer) /[3//
Soit E un espace de Banach et soit T : E — E un opérateur complétement continu.
Si 'ensemble
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E={x€ E: ) x=Tx pour A > 1}

est borné, alors T admet un point fixe.

Théoréme 1.2.3 (L’Alternative Non Linéaire de Leray-Schauder) [16/
Soit E un espace de Banach, et U C E convezxe avec 0 € U. Soit F' : U — U est un
opérateur complétement continu. Alors ou bien

i) F' a un point fize,
ou bien

ii) L’ensemble £ = {x € U :x = AF(z), 0 < X\ < 1} est non borné.

Théoréme 1.2.4 (Théoréme du point fixe de Krasnoselskii) [33/
Soit (E,||.||) un espace de Banach, et soit M une partie non vide, conveze et fermée de
E. On suppose que A, B : M — E sont deux applications satisfaisant :

- Ax+ By e M, Vx,y € M,
- A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact ;
- B est une contraction.

Alors 3x* € M, Ax* + Bx* = x*.



Chapitre 2

Probléeme de Cauchy avec impulsions

Ce chapitre est consacré a I'existence et I'unicité des solutions d’un probléme de Cau-
chy pour les équations différentielles impulsives sur un intervalle borné. En utilisant le
théoréme de Banach, théoréme de Leray-Schauder et théoréme de Krasnoseleskii.

2.1 L’espace PC"

Définition 2.1.1 Pour tout i > 0 et J' := J — {t;},_, on définit espace des fonctions
impulsives par PC'(J) = {x € C/(J ,R")/2\9) est continue a gauche de ty, et zU)(t})
existe pour tout k,j; 1 < k <r 0<j <i}.

Cas particulier
PC°(J,R") := PC(J,R") = {z :
z(t) existent et satisfont z(ty) =

J = Rz e C(J,R"), k=0,..r, tel que z(t;) et
x(ty), pour k=1,...,r}.

Lemme 2.1.1 (PC[0,1],R")||.||pc) est un espace de Banach muni de la norme
[z]lpe = max {|[zx oo, b =1, ..., 7},

0t ||zklloo = sup |x(t)].
te[tk,tk+1}

Preuve. Soit (z,)neny € PC([0, 1], R™) une suite de Cauchy alors

Ve > 0,3ng(e) € N,Vn,p > ng(e) = ||(xr)n — (zk)pllpc < €

(@) — (@1)pll P = max([|(zx)n — (T1)pll0), k=1,.,r
= ||[(zk)n — (Tr)plloo <€, kE=1,..r.
Pour k=1
|20 — @plloe = sup [J@n(t) — x,(t)]]
te(0,t1]
<e.

Puisque (x,,)nen est une suite de Cauchy dans C([0, ¢1] , R™) alors il existe z; € C([0, 1], R™)
tel que
lim ]}n(t) = $1<t),vt € [O, tl] .

n—oo
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Pour k£ = 2, on considére la suite des fonctions

_ {mn(t), t €ty b

Ty —
l’n(tl), t = tl
tE]t1,t2]
= sup |x,(t) — x,()]
telty,ta]
<e.

Puisque (Z,,)nen est une suite de Cauchy dans C(]t1, to] , R™) alors il existe x5 € C(]ty, o] , R™)
tel que
lim %n(t) = l’g(t), Vt € }Zﬁ, tQ] .

n—oo

De la méme facon, on trouve que

[(Tr)n — (@r)plle = sup  |za(t) —2p(t)], k=3,..,7

tE€]t bt
<e
et
lim §n<t) = Qik(t), vVt € ]tk, tk—i—l] , k=3, ..r.
n—oo
Posons

Il(t), te [O, tl}
I’Q(t), t e ]tl,tﬂ

z(t), t€E|tni1,1]

lzn = zllpe = max l(@x)a(t) = 2e(B)lloc, k=17

<e€

De plus, on peut facilement montrer que x € PC([0, 1], R™).
D’ou PC([0,1],R™) est un espace de Banach.

2.2 Solution d’un probléme impulsive du premier ordre

On considere le systéme différentielle impulsif

{x’<t>=f<t ot)),  t#h, ted=[01],
(t) = el (t})), k=1, r

avec la condition initiale
z(0) = . (2.2)
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Ou f : Rt x R® — R" est une fonction réguliére. n, € C(R™,R") sont des fonctions
continues .
Az(ty) = z(t)) — z(t;) avec z(t)) = lIm z(tx + h) et z(t;) = lim z(tx — h).

h—0+ h—0~

Définition 2.2.1 La fonction z : [0,1] — R" est une solution de ’équation (2.1) si :

1. (t,z(t)) € [0,1] x R™;

2. La fonction x(t) est différentiable et x' = f(t,x(t));

3. La fonction x(t) est continue sur Jy =|ty,tir1], k = 1,...,17 et si t = ty, alors

w(ty) = w(ty) + ez (ty)).
Définition 2.2.2 Toute solution x de (2.1) vérifiant lim+ x(t) = xo est une solution du
t— 0

probléeme (2.1) - (2.2). De plus, x € C*(J;, R™).

Lemme 2.2.1 Une fonction x € PC(J,R") est une solution du probléme (2.1) - (2.2) si
et seulement si

—azo—ir/fsx ds+an z(ty)), te]0,1].

Preuve. Supposons que z est une solution du probléme (2.1)-(2.2), alors
» pour t € [0,¢], on a

2'(t) = f(t,x(t =>/ ds-/fsa:

= x(t) = zo + /0 f(s,z(s))ds

» Pour ¢ € |t1,t5], on a

t t

Z'(t) = f(t, z(t)) = - z'(s)ds = - f(s,x(s))ds

=z(t)=x(t1 +h) + f(s,z(s))ds

= hlirgl+ x(t) = hlirg+ [m(ltl +h) + /t;h f(s,x(s))ds}
— o) + / ' f(s,a(s))ds
S 2(t) = 2(65) + i /fs:r:

Comme z(t;) = z(t;), alors

x(ty) = xo + /0 1 f(s,z(s))ds.
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Donc

Ce qui implique

—x0+/fsa: ))ds + Z me(x(ty)), Vtelo,ts].

O<tp<t
» Pour t € |ty 3], on a
() = f(t,z(t)) = t 7'(s)ds = t f(s,z(s))ds
to+h to+h
=z(t) =x(ta+ h) + f(s,z(s))ds

to+h
t

= lim z(t) = hm [ (ta + h) +

Him f(s,x(s))ds}
z(t]) / f(s,x(s))ds

to+h

= x(t) = z(ty) + a2z /fsx
Comme z(t; ) = z(t2), alors
z(ty) = xo + Mz / f(s,z(s
Donc
z(t) = o+ m(z(ty)) + no(z / f(s,x(s ds+/fsx ds
=xo+m(z(ty)) + ez /fsa:

Ce qui implique
—x0+/fsa7 ds+2nk x(ty)), Vtelo,ts].
0<trp<t

Ainsi, si t € |ty, tg11], on a

t) = 2o + Z k(@ /f s,x(s))ds, Yt € [0,t41].

0<tp<t

Par conséquent

—x0+2nk /fsx ds, Vtel0,1].

0<tp<t
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2.3 Exemples

On va donner quelques exemples pour illustrer le comportement des solutions des
équations différentielles impulsives.

Exemple 2.3.1 On considére ’équation différentielle impulsive

W) =1+ a2, 14

Ax(ty) = -1, t= %, k=12, (2.3)

Supposons que z est une solution du probléme (2.3), alors
» Pourte|0,%], ona

7'(t) =1+ 2°(t :>/ ds—/tl—i-xQ(s)ds

t
A GO N
:>/01+1:2(5) /0 s
t

= arctanz(s)| =s

0

Or z(0) =0, alors
arctanz(t) =t = x(t) = tant.

Donc
x(t) = tant.

» Pourte]f, 1], ona
¢ ¢
7'(t) =14 2%(t) = r'(s) ds = / 1+ 2%(s) ds
T+
4

t {L‘() B t
= -, 1+x<)d5—/r+ds

4

~+

= arctan z(s)

T+
= arctan z(t) — arctan x 1) t—

+

T
4

T+ ™

= arctan z(t) = arctan x (Z ) 1

T+ m
= x(t) = tan [arctanx(z ) +t— ik
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alors

Donc

2(t) = tan (t - %)

Exemple 2.3.2 On considére ’équation différentielle impulsive suivante

' (t) =0, t#tg, te]l0,1],
Ax(ty) =p, PBeER, k=1, ..r, (2.4)
z(0T) ==

Supposons que x est une solution du probleme (2.4), alors
» Pourt €[0,t], on a

¢ ¢
Z(t)=0= / 2'(s) ds = / 0ds
0 0
= x(t) = .
» Pourt €]ty to], on a
¢ ¢
Z(t)=0= [ 2'(s)ds= / 0ds
t 4
= x(t) = z(t]).
Orz(t]) =B+ z(ty) et z(ty) = xo, donc
x(t) = B+ zo.
Ce qui implique
z(t) =B +x, Vtel0ts.
» Pourt €]ty ts], on a
¢ ¢
Zt)=0= [ 2'(s) dSZ/ 0ds
t3 ty
= z(t) = z(t3).
Orz(ty)=p+z(ty) et z(ty) = B + zo,

alors
2(t3) = 28 + xo.

Donc
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Ce qui implique
l‘(t) = 25 + Zo, vVt € [O,tg]
Ainsi, sit €]ty tgi1], on a
t t
Zt)=0= [ 2'(s)ds= / 0ds
t t
= z(t) = z(t]).
Orx(tf) =B +a(ty) et x(ty) = (k —1)B + o,
Donc
a(t) =B+ (k—1)B+
Ce qui implique
:c(t) =kB+xy, Vte [O,tk+1].
D’ou
x(t)=rB+z9, Vte]|0,1].
Exemple 2.3.3
2 (t) = «a, t#ty, tel0,1],
Ax(ty :(5—1)1’(15];), BeER, t=t,, k=1 ..r, (25)
z(0F) = xg

Supposons que x est une solution du probléeme (2.5), alors

» Pourt € [0,t], on a
—a:>/ ds-/ ads

Or z(0) = xo.
Donc
z(t) = xo + ot.

¢ ¢
’(t):a:>/ x'(s)ds:/ ads
b t
t ¢

= xz(s)

» Pourt €]ty to], on a

= x(t) = z(t]) + alt — t]).
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Or x(tf) = Bx(t) et z(ty) = xo + aty, alors x(t]) = B(xg + aty).
Donc
2(t) = B(wo + aty) + alt — ).
Ce qui implique
z(t) = B(wo 4 aty) + alt —tF), ¥Vt €[0,t,].
» Pourt €]ts, t3], on a

t t
x’(t):a:>/ $/<S)d8:/ ads
t t
t

t

= x(s)| =as

+ +
t2 t2

= z(t) =x(ty) + alt — t3).

Or
2(ty) = Ba(ty)
= B(B(wo + atr) + alts — t))
= 3%(zo + aty) + aB(ts — 7).
Donc

x(t) = B2 (zo + aty) + aB(ty — ) + alt — t5).
Ce qui implique

2(t) = 2 (z0 + aty) + af(ts —tF) +alt —tF), Vt e [0,t).

» Par itération, pour t €|ty, ty.1], on trouve

2(t) = aB(ty — tr1) + aB(te1 — tho) + ... + " Uty — t1) + (o + aty) + at — t]).

Ce qui implique, pour t € [0,1]

o(t) = af(t, —t,1) + af*(ty1 —tro) + ... +af T (ta — t1) + B (wo + aty) + aft — ).

Exemple 2.3.4 On considére équation différentielle impulsive

7(t) = ax(t), t#ty, te€][0,1],
AZB(tk =f, BeR, t=t, k=123,
x(0) = xp.

Supposons que x est une solution du probleme (2.6), alors
» Pourt e [0,t1], on a

() = ax(t) = /Ot 2'(s) ds = /Ot az(s) ds

¢ ¢
:>/ x(s)ds:/ozds
0
t

z(s) 0

= In|z(s)|

= as
0 0
= In|z(t)| — In|z(0)] = at

= In|z(t)| = In|z(0)| + ot.




2.3 Exemples

Or z(0) = zy, donc
x(t) = zgexp(at).

» Pourt €]ty ta], on a

it ;
t . t
/ v'(s) ds = / ads
tF (s) th
¢ t
= Inlz(s)|| =as
tf tf

= Infa(t)] = Infe(t)] = ot — t])
= In|z(t)| = In|z(t])] + at — 7).

Or z(tf) = z(t]) + 8, x(t]) = xoexp(aty).

Donc
z(t) = (zoexp(at) + B) expal(t — t]).

Ce qui implique
z(t) = (zoexp(aty) + B)expalt — ), Vt €[0,t,].

» Pourt €]ty ts], on a
t t
2 (t) = az(t) = / Z'(s) ds = / ax(s) ds
t3 ty
x/

;x/; x((j)) ds:/tjozds

2
t t

= Inlz(s)|| =as

t3
= In|z(t)] — In|z(t3)| = a(t — t3)
= In|z(t)] = In|z(t])] + alt — t5).

+
t2

Orz(ty)=a(ty) + 8, z(ty) = ((xo exp(aty) + ) exp oty — tf)) + B,
donc
z(t) = (((wo exp(aty) + B) expa(ta — t)) + B) expa(t — ).

Ce qui implique
x(t) = (((xo exp(aty) + B) exp a(ts — tf)) + 5) expa(t —t3), Vte[0,ts].
Par conséquent

z(t) = (((zoexp(aty) + B) expal(ts — t7)) + ) expa(t —t3), Vi [0,1].
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2.4 Théorémes d’existence et d’unicité de solution

Dans cette section, nous allons étudier les théorémes qui assurent ’existence et 'unicité
de la solution du probléme (2.1)-(2.2).

2.4.1 Résolution du probléme par le théoréme de Banach

Théoréme 2.4.1 [2/] Supposons que f : J x R" est une fonction L'— Carathéodory et
qu’il existe ¥ € LY(J,RT) telle que :

1t 2) = FLy)ll <Oz —yll,  Vo,y e R"
Alors le probleme (2.1)-(2.2) admet une solution unique.

Preuve. La preuve est décomposée en trois étapes.

¢
Notons ||z||; := sup {exp ( / )ds) x|, 7> 1}.
t€[0,t1] 0

V(s
Etape 1 : On considére le probléme (2.

1)-(2.2) sur [0, ¢]
Z(t) = f(t,x(t), teJo=1[0t], (2.7)
2(0) = zo. (2.8)

La solution du probléme (2.7)-(2.8) est donnée par :

z(t) = xo +/0 f(s,z(s))ds

Considérons N; opérateur définie par :
Ny :C([0,t1],R™) — C([0,¢1], R™)

Ny( —wo+/fsx

Pour montrer que N; admet un point fixe, il suffit de montrer que N7 est une contraction.
En effet, soient z,y € C([0, t1], R™), alors pour tout ¢t € [0, ], on a

150 = N0l = [ (0 [ ,0t6as) = (s [ st |

< / 1£(s,2(s)) — F(5,5(s)) s
< / 9(s)l|(s) — y(s) | ds

1 /[t t
< - [ e T o) — g s
T Jo
L S 9(s)d
< — TY(s)e" o "% sz — yl|1
T Jo

IN

1 [t ¢ ,
2 [ e aste iy
T Jo

1
< el POy — gy
-



2.4 Théorémes d’existence et d’unicité de solution 17

Ce qui implique
RIS N () (1) — Na()(0)] <~z
D’ou )
1Nz = Nyl < =z =yl

Donc N est contractant, alors 3la; € C([0,¢1],R™) tel que : Nyz1(t) = z1(t).
Etape 2:

Notons C := {x € (C]t,1s]), tel que z(t]) existe} un espace de Banach.
On considére le probléme

7(t) = f(t,2(t), t €], b, (2.9)

Ax(ty) = m(z(t)), (2.10)
La solution du probléme (2.9)-(2.10) est donnée par :

ﬂﬂzdh%HMdh»+[f@w@M&

Considérons N, opérateur défini par :

Ny = Ci(Jt1, t2], R™) — C1(]t1, t2], R™)
mewwwn+mmm»+[f@w@w&

Soient z,y € C1(Jt1, 1], R™) alors de méme fagon, on a :
Pour ¢ G]tl, tg]

1
| Now — Noyl|1 < ;HCE — 1

Ce qui donne que N est contractant, donc Jlzy € C(]tq, ta], R™) tel que : Noxo(t) = zo(t).
Par conséquent, la solution du probléme (2.1)-(2.2) est donnée par :

(z.(t) te0,t],
l’g(t) t S ]tl,tQ],

Tpy1(t)  t € Jtw, tera),

(21 (t) €]t 1],

Etape 3:
Montrons maintenant I'unicité de la solution du probléme (2.1)-(2.2) sur [0, 1].
Soit t € [0, 1], supposons qu’il existe x,y deux solutions du probléme (2.1)-(2.2).
- Sit € [0,t1]. Alors x(t) est coinside avec y(t).
Le fait que x(t) c’est 'unique solution sur [0,t1] c-a-d z(t) = y(1).
- Sit €]ty,ty]. De méme fagon on a : z(t) = y(t).
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- Sit =|t;, tiy1]. Alors z(t) = y(t), pour i = 1,...,r

Maintenant Montrons que : x(t;) = y(t;), pour i = 1,...,r

En effet, pour t = ¢
o(tf) = w(ty) +niz(t;))

=y(t;
= y(tF).

~

2.4.2 Reésolution du probléme par le théoréme de Leray-Schauder

Théoréme 2.4.2 [31] Supposons que

(Hy) f:JxR" = R" est une fonction L'—Carathéodory et ni, € C(R",R").

(Hy) Il existe une fonction v : RT™ — R continue et croissante, et p € L'(J,RT) telle
que

LF(& @) < p@)¢(lzl),  pourt € [0,1], Ve € R™,

[rooe< ],

Alors le probleme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

avec

Preuve. Considérons 'opérateur N défini par :

N : PC(J,R") = PC(J,R")

x+— N(x —:1:0+/fs:1: ds+z e(x(ty))
0<trp<t

La démonstration est basée sur le théoréeme de Leray-Schauder.
Les points fixes de N sont des solutions du probléme (2.1)-(2.2), d’apres le lemme 2.2.1.
Maintenant, montrons que N est complétement continu. En effet :
Etape 1 : N transforme chaque ensemble borné en un ensemble uniformement borné
dans 'espace PC(J,R").
Soit D C PC(J,R™) une partie bornée, alors 3m > 0, Vz € D : ||z| pc < m.
Soit xz € D

NGO < aall + [ 17G6D1ds + Y o)

0<tk<t

<|\xo||+/ p(s)6(lz(s)]) ds+2unk

Le fait que [|z||pc < m alors |lz(t, )| < m, pour k =1,...,r c-a-d z(t;) € B(0,m).

Puisque les 7, sont continues et B(0,m) est compact alors sup ||nx(y)| < +oo.
y€B(0,m)

Donc

INz|[pc < [|lzoll + ([Pl Lrb(m +Z sup |me(y) == R
k= 1yEB (0,m)
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avec IR une constante positive.

Etape 2 : N transforme chaque ensemble borné en un ensemble équicontinu dans espace
PC(J,R™),

Soient 7,7 € J, 7y < 7o, et soit x € D,

alors

1. Si 7 #t; (ou bien 75 # ¢;), pour i = 1,....7, on a

IN(2)(72) = N(z)(n)]| =

7o+ / Cads+ Y ma)

— [xo + /0 f<s,x(s))ds+ogT nk(x(m)} H
< / 1/ (s, z(s))ds]| +T ; [l (2 (8))

< /”p<s>¢<m>ds+ S s (@)l

1 1<ty <ro YEB(0,m)
Donc
IN(z)(2) — N(z)(71)|| = 0 quand 71 — 7.
2. Si 7 =t;, on considére 6; > 0 tel que {tx, k # i} N[t; — d1,t; + 61] = 0.
Pour 0 < h < 61, on a

IN@)(t) = N@)(t— b < / _ihp<s>w<m>ds 0 quand h — 0.

3. Si 7y =t;, on considére dy > 0 tel que {tg, k # i} N [t; — da,t; + 0] = 0.
Pour 0 < h < d9, on a

|N(z)(t; +h) — N(z)(t;)]] < /;ﬂr p(s)(m)ds — 0 quand h — 0.

Etape 3 : N est continu :
Soit {x,} une suite dans PC(J,R") telle que z, — =z, il existe un entier m tel que
|znllpc < m pour tout n € N et ||z||pc < m donc x,, € D et x € D

[N () () = N(2)@)] < /0 1f (s, 2a(s)) = (s 2(3))llds + D llme(alty)) — mez ()

Comme les 1, k = 1,...,r sont continues, et f est L'—Carathéodory, alors
IN(z,) — N(2)||pc — 0 quand n — 0.

Donc N est continu.
Alors, d’aprés les étapes 1, 2 et 3, et par le Théoréme "Ascoli-Arzela" on conclut que
I'opérateur NV est complétement continu.
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Etape 4 : Estimation a priori :
Soit © € PC(J,R™) tel que = ANz et 0 < )\ < 1, alors pour tout ¢ € [0,¢;] on a

x(t) = Az + )\/0 f(s,z(s))ds

Puisque 0 < A < 1, alors

@1 < [lzo +/0 p(s)p(llz(s)l)ds, ¢ €0, 4],

On Considére 'application ¢ donnée par :

o(t) = on||+/0 p(s)e(llz(s)l)ds, ¢ €0, 4],

On a
¢(0) = |lzoll,  [lz@)[ < (1), t€[0,t],
et

¢'(t) = )z, t € [0,t].

Le fait que v est croissante, pour t € [0,%;], on obtient

/ ¢'(1)
¢'(t) <p)y(o(t)) = E0) <p(t)

- [ staye = [ o

Prenons le changement de variables u = ¢(s) = du = ¢/(s), on trouve

O Ju t
— < ds.
/qS(O) Y(u) /0 pls)ds

Ce qui implique que pour chaque ¢ € [0,;], on a

B(t) du 31
— ds.
/¢(0) ¥(u) S/o p(s)ds

.  du . . . .
L’application Oy(z) = / o) est continue croissante, alors O ! existe et croissante et
u

on 4 #(0)

t1

Oulolt) < [ pls)ds,

0

donc

¢@s®f([}@@)zmy

Comme pour tout ¢ € [0, 4], ||z(t)]| < ¢(t), alors

sup ||z ()| < Mo.
te[0,61]
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Maintenant, pour tout ¢ €|t1, 3], on a

lzEDI < I (DI + [l

< sup  m(y)ll + Mo := S
yEB(O,Mo)

et

o) = M)+ ma65)) +4 [ FGs,a(s))as.
Alors .

(0] < 51+ [ plopllats)ds. ¢ et

t1

On considére ’application ¢; donnée par :
t
ont) =5+ [ p(s)ulle))ds, ¢ el
t1

Donc, on a
o(t) =51, lz@)] < ¢u(t), ¢ €]ty ta],
et
¢ (t) = pOp(llz@)l), T €ltr, ta].

Le fait que v est croissante, pour ¢ €|ty 5], on obtient

61(0) < e on(0) = A0 < ol
= [ tmyte = [ veses

Prenons le changement de variables u = ¢1(s) = du = ¢/(s), on trouve

¢V du t
— < p(s)ds.
/¢;1(tir) ¢(U) /t; ( )

Ce qui implique que pour tout t €]ty,ts], on a

$1(t) du /‘t2
< p(s)ds.
/(;1(151’_) ¢(u> t1

* d
Si on considére lapplication ©;(z) = / L , on obtient
o) V(u)
t2
$(t) < @11< p(s)ds) = M,
t1

sup |[z(8)[| < M.

tE]t1,ta]
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Par itération pour ¢, 1]. On trouve qu’il existe une constante M, telle que

sap Jet)] <0 [ pls)ds ) 5= .

telty,1]

Comme on a choisi = arbitrairement, alors pour toute solution = du probléme (2.1)-(2.2)

on a
|z|lpc < max{My,k=0,1,...,r} = 1.

Soit I’ensemble
V ={z e PC:|z|pc < 1}.

Par conséquence, Iopérateur N : V — PC est complétement continu.
Par la définition de V' il n’existe pas x € OV tel que x = ANz pour tout 0 < A < 1.
Il reste le choix que N admette un point fixe 2 € V' qui est solution du (2.1)-(2.2).

Application : On considére I’équation différentielle impulsive suivante :

P) = 1+22), teJ=[0,1, %
Ax(ty) = x(%_) (2.11)

» Montrons que f(z) =1+ 2%(¢) est L'—Carathéodory.
En effet

1. Soit t — f(t,z) est mesurable et continue pour z € R.
2. Soit x — f(t,x) est continue pour ¢ € [0, 1].

3. Pour w > 0, supposons ||z|| < w, on a :
£t )l = (11 + 27|

< 1+ |27
<1+ w?

Alors 3h,(t) =1+ w? € L' (J,RT).
» Soit ¢ : [0, 00[— [0, 0o la fonction définie par ¢ (u) = 1+u?, v est une fonction positive

du /+°° du . to o
= = arctgu = —.
o) Sy @l T

—+o0
et croissante et /
0

Alors )
£ @) = 11+ 27

<1+ |27

<1+4w?

= P(w).
Donc pour p(t) = 1 et d’aprés le théoréme 2.4.2, le probléme (2.11) admet au moins une
solution sur [0, 1].
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2.4.3 Résolution du probléme par le théoréme de Krasnoseleskii

Théoréme 2.4.3 [2/] Supposons que :

(H') f:JxR" — R" est une fonction L'— Carathéodory : on a Vw > 0,3h,, € L*(J,R")
telle que

|f(t,2)|| < hy(t) pourtout teJ et V|z|<w.
(H") ni. € C(R™",R™), k =1,....,r avec J¢i, > 0, telque
lme(2) = meW)Il < cllz —yll - Va,y e R",

avec
d o<l (2.12)
k=0

Alors le probleme (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

Preuve. Considérons 'opérateur N3 défini par :
N;: PC(J,R") — PC(J,R")

v Ma@)() =+ [ flsal)ds+ 30 nlelr;)

0<trp<t

D’aprés le lemme 2.2.1, les points fixes de 'opérateur N3 sont les solutions du probléme
(2.1)(2.2). En appliquant le théoréme de Krasnoselskii sur 'opérateur Nj.

NWWFmﬁAMMWM+ZnM%M

L’opérateur N3 est décomposé en deux applications A et B tel que :
Al)(t) =0+ Y mla(ty)),
O<trp<t
et

Bmwalmmmm

Montrons que A est une contraction et B est complétement continue.

En effet :

Etape 1 : Soit M une partie non vide, convexe et fermée de PC.

On suppose que : A, B: M — PC, avec M est définie par la formule suivante :

30> 0,M = {x € PC, tel que ||z||pc < (}.
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Montrons que A(z) + B(y) € M,Vz,y € M. En effet :
Soient x,y € M donc on a ||z||pc < £ et ||y||lpc < ¢, donc

[A(2) (@) + By) @) =

vt 3 mlal) + [ Sy

0<trp<t

<ol + | T nk<x<t;>>H+ | st
< floll+ 3 ol + [ I7Gss o)l

< ol + D (et +/0 he(s)ds

< ol + Y IO + 1ol

k=1
Pour [|z|[pc < L on a |lz(ty)[| < 6k =1,...r donc z(t;) € B(0,0) = {z € R, ||z|| < ¢}.
Puisque les 7, sont continues sur le compact B(0, ¢) alors

sup || (2)]| < +oo.
z€B(0,¢)

Donc

1AG)(6) + B O < lloll + Y () + |

k=1
< lwoll +> 7 sup (@) + ([l
k—1 T€B(0,f)

<C.

Donc [|A(x)(t) + B(y)(t)||pc < C avec C une constante positive, alors A(x) + B(y) € M.
Etape 2 : On montre que A est une contraction :
Soient x,z € PC(J,R"™), pour t € [0,1], on a :

[A(2)(t) = A(2)(O)] =

wt 3wl —no— 3w

~ | =ttt - mie)
< 3 Ielat) - mle()]

O<tp<t
T
< chHx — 2.
k=1

Puisque (2.12) est satisfaite, alors A est une contraction.

Etape 3 : On montre que B est complétement continue en appliquant le théoréme
d’Ascoli-Arzela :
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1. B transforme tout ensemble borné en un ensemble borné dans I'espace PC(J,R™).
Soit v € M

ummwle?umww
< [ Ists.son s
< th

_Aw@@

< [lheoll 21

2. B transforme chaque ensemble borné en un ensemble équicontinu dans l'espace
PC(J,R™):
Soit t1,ty € [0,1] tel que t; <ty et soit x € M
t1
0

I1B@)(t) = Bl = | [ ratoas= [ fsals)ds

= /Otl f(s,z(s))ds + /;2 f(s,z(s))ds — /Otl f(s,2(s))ds

_ /t ® s, n(s))ds

s/Wﬂwmmm

t1

< / * ho(s)ds.

t1

Quand t; — ty alors || B(x)(t2) — B(x)(t1)|| — 0, donc B est équicontinu.

3. Soit {z,} une suite dans PC(J,R™) converge vers x. Il existe un entier ¢ tel que
|znllpc < € pour tout n € N et ||z||pc < € donc x,, € M et x € M, on a

Hm%wﬂwm=W[ﬂmmmw—Aﬁwﬂmw

_ H /Ot(f(s,xn(s))ds—f(S,x(S))dS

< [ Mrans)) = fs.ats)las.

Puisque f est une fonction continue, nous avons :
| B(z,) — B(x)|| = 0 quand n — oo.

Donc B est continu.

D’apreés le théoréme de Krasnoselskii 1.2.4, le probléme (2.1)-(2.2) admet au moins une
solution.
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Application : On considére I’équation différentielle impulsive suivante :

2 (t) = iiiig; te J=[0,1], t# %
Ax(ty) = %w(tl), (2.13)
z(0) =0
» On pose la fonction f qui définie par :
f:JxR—=R
3+ 23
(t,2) > t?i—xz

est L'—Carathéodory car :
1. Soit f(t,x) est mesurable pour tout x € R.

2. Soit f(t, ) est continue pour tout ¢ € [0, 1] car :
Pour tout (t,z) € R?\ {(0,0)}, on pose

t =rcosé,
r =rsinb,

lim f(t,x) = hm f(r cos(0),rsin(6))

(t,2)—(0,0)

our>0etfe|l—m+n|
On a alors :

T 3 cos®(6) + r3 sin’(0)
o072 cos2(6) + 2 sin’ ()
= hn% r(cos®(0) + sin®(6))

= 0.
3. Pour tout w > 0, on a ||z]| < w, et d’aprés I'inégalité triangulaire, on obtient
3+ 2?
to)| = || >——
Il = || 5
1+w?
< — = hy().
14 w? ®)

avec hy(t) € L'([0,1],RT).
Ainsi f est L'—Carathéodory.
» On pose

Soient z,y € R, on a
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1
Avec 5 < 1, donc n%(x, y) est une contraction.

Alors d’aprés le théoréme 2.4.3, le probléme (2.13) admet au moins une solution sur [0, 1].



Chapitre

Probleme de Cauchy pour des équations
différentielles d’ordre fractionnaire

Ce chapitre contient deux parties, la premiére c’est le calcul fractionnaire et la deuxiéme
est consacré a I’é¢tude d’un probléme de Cauchy pour des équations différentielles frac-
tionnaires.

3.1 Fonctions spéciales

Dans cette partie on va présenter deux fonctions spéciales : les fonctions Gamma et
Béta qui seront utilisées dans la suite et jouent un réle capital dans la théorie du calcul
fractionnaire.

3.1.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler, qui
généralise la factorielle n! et permet n de prendre aussi des valeurs non entiers et méme
des valeurs complexes.

Définition 3.1.1 [11] La fonction Gamma I est définie sur C par Uintégrale suivante :
+oo
I(z) = / g, Re(2) > 0. (3.1)
0

Cette intégrale est convergente pour tout compleze z € C, si Re(z) > 0.

Proposition 3.1.1 [29,32] L’une des propriétés fondamentaux de la fonction Gamma
satisfait a l'équation fonctionnelle suivante :

I'(z+1)=2I'(z), Re(z) >0. (3.2)
En particulier :

'(n+1)=n! VneN~.
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Preuve. On démontre cette proposition par une intégration par partie de (3.1).
Soit z € C avec Re(z) > 0, alors
+oo
[(z+1) :/ e i1t
0
+oo
= / e "tPdt
0
+o0o +oo
= [— e_ttz} +z/ et
0 Jo
['(z)
Donc
I'(z+1) ==2I(2).
En particulier, on a
+0oo
(1) = / e 'ttt =1,
0
et en utilisant (3.2), on obtient pour z € N* :
I(2)=1T(1)=11=1!
[(3) = 2.I(2) = 2.1! = 2!
'4) =3T(3) =3.2!=3!
I'(n+1)=nl'(n) =n(n—1)! =n!
Donc
I'(n)=(n—1)!
Exemple 3.1.1
5 3 3 3 3 1 31 1
f=)=Tr(1+=-)==I'(=)==T" 1)===I'{=
() -r(+2)-2 ()2 (G)-22 ()
Proposition 3.1.2 [30,28] Pour tout n € N*, on a
1 (2n)! /7
T S) =V :
(n+ 2) ol (3.3)
avec .
(e
2
Preuve. On a .
(3) =7

En effet,

On pose le changement de variable suivant :
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u=+t=1t=u?et dt = 2udu.

+oo ,—u?
I‘<1> = / ¢ -u du
2 0 U
+oo 9
= 2/ e “ du.
0

D’aprés l'intégrale de Gausse, on a

Alors . Jr
m
F(§) —ry VT

3

(-
(-
(n
(Zn 1) <2n2—3) TW

_ 2i (2n—1).2n —3) ... 3.1V

3

ww—n l\DI»—‘ [\3|>—‘ N —

N— N

En multipliant et en divisant par (2n —2)(2n —4) ... 2, on a
1\ (2n—1).2n—2)..3.2.1
r - = .
(n * 2) 2n (2n — 2).(2n —4) ... 2 v
 2n -7
© 2 2n-l (p — 1)
 (@2n-1D7
Sl (n 1)
En multipliant et en divisant par 2n, on obtient
1 2n.(2n — 1)/
r ) =
<” i 2> 9201 2. (n — 1)!
@2n)

 4nopl

Par conséquent (3.3) est prouvée.
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3.1.2 Fonction Béta

Définition 3.1.2 /25,29 Dans de nombreuz cas, il est préférable d’utiliser la fonction
Béta au lieu de certaines combinaisons de valeurs de la fonction Gamma.

B(z,w) :/01 711 — ), Re(z) > 0, Re(w) > 0, (3.4)

cette intégrale est convergente pour tout z,w € C.

Proposition 3.1.3 [30]/ La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation

suwante :
[(2)l'(w)

Pew) = 1wy

Re(z) > 0, Re(w) > 0. (3.5)
D’ou il résulte que Béla est symétrique :

B(z,w) = B(w, z), Re(z) > 0, Re(w) > 0.

Preuve. Soient (z,w) € C? avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0, telle que

+oo
['(z) = / e '*tdt
0

+oo
F(w) = / e %5Y ds.
0

En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient
“+o0o “+oo
F(2)lN(w) = / / e txv e dt dx
0 0

+o0 400
= / / e o) o=l ap do.
0 0

On effectue le changement de variable r =t +z = dr =dt +dxr et 0 < r < 4o00.
_ _t _ _t
Et on pose t =rs = s = - = — donc
sit=0=s5=0
sit=400=s=1,
on a
dr = dt + dx = dx = dr — dt,

et on a t = rs, donc
dr = dr — (rds + sdr) = dx = (1 — s)dr — rds.
Alors

= dtdxr = rdsdr.

dt = rds+ sdr
dr = (1—s)dr—rds
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Donc .
[(z)I( / / e (r(1 —s))"'r ds dr
0 0
“+oo
/ / _TZIlel(l—S)w_lT’deT
O+oo 1
:/ e Pl dr/ 11— s) ds
0 0
—+o00 1
= e_rr”w_ldr/ s 11— s)" ds
0 0
=I'(z+w)B(z,w)
I'(z)I'
D’ou B(z,w) = () (w)
['(z +w)

3.2 Calcul Fractionnaire

Dans cette section on va présenter les notions de l'intégrale et la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville et Caputo.

3.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o € C, Pe(c) > 0 au sens de Riemann-
Liouville généralise la célebre formule attribuée & Cauchy d’intégrale répété n-fois,

I"f(x / dt, / dt, . . / F(ty) dt,

" f(z) = ﬁ/ (x— " f(t)dt,  VneN. (3.6)

D’aprés la généralisation du factoriel par la fonction Gamma; I'(n) = (n — 1)!. Riemann
observe que le second membre de (3.6) pourrait avoir un sens méme pour des valeurs
non-entiéres de n, il était donc naturel de définir 'intégration fractionnaire comme suite :

Définition 3.2.1 (Intégrale de Riemann-Liouville) [18/
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre o € C
au sens de Riemann-Liouville de [ notée I3, l'intégrale suivante :

I f(x) = ﬁ / w0 d (2> a,%e(a) > 0). (3.7)

On note I§ par I°.

Exemple 3.2.1 On considére la fonction f définie par :

f(@)y=(x—a)’, x€la,b] ou B>-1, a>0.
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On a alors . N
I%(z —a)’ = () /a (z —)*"H(t — a)"dt. (3.8)
En effectuant le changement de variable suivant :
T= t-a , Vx> a.
T —a
Alors
t=a+(x—a)r avec 0<7<1 donc dt=(zr—a)dr.
Donc, (3.8) devient
1 1
Pz —a) = —/ (z—a—(v—a)r)* a+ (v —a)T —a)’(v —a) dr
I'(a) Jo
1 ' a-1 a-1 B+1_p
:m O(x—a) (1=7)"(z—a)’ 77 dr
L[ 8 8
— _ a+ 1 _ a—1
F(a)/o (x —a)*™P(1—7)*" 77 dr
_g)et8 ol
= M/ (1 _ 7-)01*17_/3’ dr.
I'(a) 0
En tenant compte de la fonction Béta (3.4) puis de la relation (5.5), on aura
_ g)oatB
Pa—af = E= gy
Ho = = B3+ 10)
_ (—a)* T(B+DI(a)
- T(a) Fr+1+4+a)
Alors, on obtient l'intégrale fractionnaire d’ordre o de la fonction f, telle que
I'(g+1)
Y7 —a)’ = =———2—(x —a)*"P. :
Ha=0) = e = 3.9)
Cas particulier :
Sia=1. D’apreés (3.2) on déduit que
1
T \B— & (o _\I4B
I(x—a) B+1(m a)'tr.
St =0. On a dans ce cas
1
1= ——(z—a)°
Proposition 3.2.1 [22] Soit f € C([a,b]). Pour a et B des nombres complexes ot
Re(a) > 0 et Re(5) > 0, alors
118§ (2)] = 129 £ (). (3.10)
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Preuve. Soit f € C([a,b]), On a par définition de I

L) = gy | @0 A0

_ ﬁ/j(x_w—l{ﬁ /at(t—s)ﬁ—lf(s)ds d.

D’apreés le théoréme de Fubini, on pourra permuter 'ordre d’intégration et on aura :

P12 f(z)] = m /j f(s) /j(z — 1)t — 5)77tdt ds. (3.11)

~
T

En effectuant le changement de variable suivant dans 'intégrale 7 :

T = t=s , Yz >s,
r—s
alors
t=s+(z— )T, avec  (0<7<1), donc dt=(xr—s)dr
On obtient

= /0 (x—5— (v —8)T)* s+ (x—s)7 —5) " Hw —s) dr
= /o (x —5)* M1 — 7)Yz —s) P (2 — 5) dr

1
= / (x — s)*P= 18711 — et dr
0

1
= (z — S)Q+B_1/ 7'6_1(1 — ) tdr.
0
En tenant compte de la définition de Béta (3.4) puis de la relation (3.5), on a

T=(z—s)"1B(3 a)

o oo T@T)
Ia+ )

on obtient alors

o _ PN ENCOIN ) atf-1
EE20) = e [ 10 T~ o

En retournant a la formule (3.11),
1

@) [T e
‘rmwwwm+ﬂxl( e d
_ zx—s‘”ﬁ’l s) ds
Sl AR OF
)

D’owu le résultat.
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3.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 3.2.2 (Dérivée de Riemann-Liouville) /22,30/
Soit Re(a) € n — 1,n[,n € N* et f € C([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire d’ordre
a € C au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f notée DS, la fonction définie par :

D f(x) = D13~ f ()]

D) = s () [ o= 0O (0= Pieta) 4 1L > a). (312

n
Ou [.] désigne la partie entiere d’un nombre réel et D" = <d_) :
T

En particulier, pour o € N la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide
avec la dérivée classique ;

Sia=0, on a
Daf(x) = DI, f(x)] = f().
Sia=n,(neN), ona
Dy f(x) = DIz f(2)] = D", f ()] = D" f(x).
Exemple 3.2.2 On considere la fonction [ définie par :
flz)=(x—a)’, z€lab] ot BeR.
Soit n € N* et a« > 0 tel que a € In — 1,n[, nous avons
D¥(x — a)® = D"[I"*(z — a)”].

D’apres (3.9), on obtient

LpB+1) .
(ﬁ—l—n—a—l—l)(m_a) /j}

T T8 i(i : iv)—i— 1) K%)”(I - a)n_aﬂ |

DYz —a)’ = D" {F

On sait que

(%) (z—a)" P =mn-a+B)(n—a+B-1)..(n—a+B-n+1)(z—a) ™"

=n—a+Bn—a+B-1)..(B—a+1)(z—a)l™
:F(ﬁ+1+n—a)

TG—atD ©~ a)”".

Alors
rpg+1) FrG+n+1-a)

Gintl-a| TG arn @ 97

D%(z —a)’ = T
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Alors, on obtient la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o de la fonction

f, telle que
F(ﬁ + 1) (ZL’ . a),@—a‘

Dﬂx_wﬁzrw—a+1)

Cas particulier;

Sia=1. D’apres (3.2), on déduit que

Dl(z —a)’ = %(m —a)f Tt =p(x—a)f ! = dix(w —a)P.
Si 8 =0. On a dans ce cas
1 —a
Dal = m(l‘ — a) .

Ce qui montre que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas

nulle.

Lemme 3.2.1 [22] Soit « € RT et n € Ntel quen—1<a <n et f:lab — R une
fonction donnée. Supposons que D3 f = 0. Alors

flx) = ; Ckl—‘(k; i(fj:;)_ m (x — a)k‘f‘a—n’ (n= [oz] +1).

Ou les ¢, (k= 0,1,...,n — 1) sont des constantes réelles.

Preuve. Comme Dj f = 0, alors
(DI~ f)(x) = 0= (177 ) (@) = Y exle — a).
Par composition avec I, on obtient
(I7f)(x Z el (z — a)*

a)k+a.

_Z * k:—i—l—i—oz)(x_
En remplacant (17 f)(x) par son expression, on trouve

(I f) () = ﬁ / “(o— ()t

— T(k+1) .
;ckr(k+1+a)( a)tt

Puis, par une dérivation classique d’ordre n par rapport a x, on obtient

Z 5 Lk +1) (z —a)fte,

k+1+a—n)
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Lemme 3.2.2 [22] SiRe(a) € |n—1,n[,n € N* et f € C([a.b]), alors on a I’égalité
(D13 f)(x) = f(x).

Preuve. En se basant sur la propriété classique :
(DI f)(x) = f(z).

Et en utilisant la définition 3.2.2 et de proposition 3.2.1 on déduit

(DG I3 f)(x)

DL (15 f (x))]
DI f ()]
().

D’ou le résultat.

Proposition 3.2.2 [22] Sin > Re(a) > Re(B) >n —1> 0, alors pour f(x) € C([a,b]),
on a la relation

(DI f)(x) = I°77 f(x).

En particulier, si f =k € N et Re(a) > k, alors
(D315 f)(x) = 1°7F f(x). (3.13)
Preuve. En utilisant la définition 3.2.2, la proposition 3.2.1, et le lemme 3.2.2, on déduit

(DII7 f) (@) = D" {1717 f (x)]
= DI f(2)]
= D" (1577 f(2))]
= 137" f ().

D’ou le résultat.

Remarque 3.2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est non-commutative,
e
Do D? # DP o D2

Proposition 3.2.3 (Linéarité) [15/
Soit Re(a) € |[n—1,n[, n € N* et soient f et g deuz fonctions pour lesquelles les dérivées
fractionnaires d’ordre o € C de Riemann-Liouville existent. Alors pour \,u € C, on a

Da(Mf + pg)(x) = MDg f)(x) + (DG g)(x).
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3.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Les problémes appliqués requiérent une définition des dérivées fractionnaires permet-
tant I'utilisation des conditions initiales physiquement intraitables. Malheureusement, la
définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann- Liouville ne satisfait pas cette
demande, ce qui a engendré une définition alternative qui répond a ce besoin. C’est Ca-
puto qui a proposé cette nouvelle définition de dérivée fractionnaire, qui d’ailleurs porte
son nom.

Définition 3.2.3 (Dérivée de Caputo) [23/
Soient Re(a) € In—1,n[, n € N* et f € C"([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire d’ordre
a € C au sens de Caputo d’une fonction f notée DS, la fonction définie par :

Dy f(x) =137°[D" f(x)]
1 x
-t / (x— 8" F g, (n= [Re()]+ L >a).  (3.14)
On note °D§ par °D*.
Remarque 3.2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante
f(z) = C est nulle, autrement dit : *DC = 0.

Proposition 3.2.4 (Linéarité) [23/
Soit Re(a) € In—1, n[,n € N* et soient f et g deuz fonctions pour lesquelles les dérivées
fractionnaires d’ordre o € C de Caputo (3.14) existent. Alors pour \,ju € C, on a

Da(Mf + pg)(x) = AMDg f)(x) + (DG g)(x).

3.2.4 Lien entre les dérivées fractionnaires de Caputo et de Riemann-
Liouville

Proposition 3.2.5 [22] SiRe(a) € In—1,n[, n € N* et f € C"([a, b)), la relation reliant
la dérivée au sens de Riemann-Liouville (3.12) et celle de Caputo (3.14) est donnée par :

1 (g
DLSte) = D7 | 0) = 3 e gy o

i ST
= D%f(z) — Z F(ljc——(i—)l—l)(x —a)"  (n=[Re(a)] +1, x> a). (3.15)

k=0
En particulier, lorsque fRe(«) €1]0,1[, on a :
f(a)

‘Dy f(x) = Dy f(x) — T(1=a)

A partir de (3.15), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre a de f au sens de
Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo, si a est un zéro d’ordre n de f.
Plus précisément, on a :

(x —a)™. (3.16)

fPa)=0, (k=01,...,n—1). (3.17)
Alors,
“Dy f(x) = D3 f(x).
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3.3 Lemmes fondamentaux
Lemme 3.3.1 [22] Soit Re(a) € |n—1,n], n € N* et f € C"([a,b]), alors
(‘DRI f) (x) = f(z). (3.18)

Preuve. Soit Re(a) € [n — 1,n[,n € N* et f € C"([a,b]).La relation (3.15) de la propo-
sition 3.2.5 permet d’obtenir le résultat suivant :

n—1

]af (k N
cpDe e Danz o —a
( a~-a )( ) F _Oé+1) x a’)

M

k=0
Puis d’aprés le lemme 3.2.2, on a

S NN (i,

CDILEN@) = @) =2 Fa =t

ol

=0
Et comme k <n —1 < Re(a), pour k =0,1,...,n — 1, alors les dérivées
(13 /)P (a) = 0.

Ce qui donne

DI f)(x) = ().
Lemme 3.3.2 [36] Soit a > 0, alors I’équation différentielle
D" () =0,
admet une solution
f@y=co+ax+ea?+. .. +c2™h, (n=[a] +1),
pour ¢; € R, (i =0,1,2,....n —1).

Lemme 3.3.3 /36] Soit a > 0, alors

IDf(z) = co + 1o+ c2® + ... + 2™ '+ f(z), (n=[a] +1),
pour ¢; € R, (1 =0,1,2,....,.n—1).

Lemme 3.3.4 [23] Soit Re(a) € |n—1,n], n € N* et f € C*([a,b]), alors

(I3°Dg f)(x) = flx) — (@ —a)f,  (n=[Re(a)] +1).

En particulier, pour a €]0, 1],
on a

(I*“Dg f)(x) = f(z) — £(0).
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3.4 Reésolution d’un probléme de Cauchy pour les équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire

Dans cette section, on s’intéresse au probléme de Cauchy suivant :

{cpax(t) = f(t,z(t), teJ=[0T], 0<a<l, (3.19)

z(0) = xo.

Ou “D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0,7] x R — R une fonction
continue.

3.4.1 Solution d’un probléme de Cauchy pour des équations dif-
férentielles d’ordre fractionnaire

Lemme 3.4.1 [/,21] Soit 0 < o < 1 et soit h : [0,T] — R une fonction continue. Une
fonction x est une solution de [’équation intégrale fractionnaire

1 t o1
x(t) = xo + o) /0 (t—s)*""h(s)ds (3.20)

si et seulement si x est la solution du probléeme a valeur initiale pour I’équation différen-
tielle fractionnaire

D(t) = h(t), te[0,T), (3.21)

z(0) = xo. (3.22)

Preuve. Tout d’abord vérifiant I’équation (3.21).
Soit x la solution de I’équation intégrale (3.20), c-a-d

I ot
z(t) = xo + ) /0 (t —s)* "h(s)ds

= X9 + ]ah(t)

En appliquant 'opérateur D aux deux membres de ’égalité précédente, et comme il est
linéaire, on aura

“D%(t) = D*(xo) + (“DI“h)(1).

D’apres le lemme 3.3.1 et la remarque 3.2.2, on obtient

D(t) = h(t), te[0,T).
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Il reste & vérifier la condition initiale (3.22), d’aprés (3.20) on a

o(0)—aul = s [ (0= 9oy

1 ¢ o—1
< [ =9 ) las

2]l a1
< m/0 (t — s)*"Lds

_ Al
~ al'(«)
bl .
~INa+1)

t()é

Quand ¢ — 0, on obtient (3.22).
Alors x est une solution de probléme (3.21)-(3.22).

Inversement :
Supposons que z est solution de probléme (3.21)-(3.22).
En appliquant l'opérateur I® aux deux membres de ’égalité dans 'équation (3.21), on
aura
(I*°D%x)(t) = I“h(t)
ac o 1 ! a—1
(I%°D%x)(t) = m/o (t—s)* " h(s)ds, (3.23)

le fait que « €]0, 1, et d’aprés le lemme 3.3.4, on aura
(I*°D%x)(t) = z(t) — z(0). (3.24)
D’apreés (3.23) et (3.24), on aura

z(t) —x(0) = ﬁ i (t —8)* 'h(s)ds
et on a . .
z(t) = x(0) + o) J, (t — 5)* 1 h(s)ds,

Ce qu’il fallait démontrer.

3.4.2 Théoréme d’existence et d’unicité de solution

Théoréme 3.4.1 Soit 0 < a < 1, et G un ouvert de R, et soit
f:0,7T] x G — R, une fonction telle que, pour chaque v € G, f(t,u) € C[0,T] et on
suppose qu’il existe une constante k > 0 telle que :
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|f(t,u) — f(t,v)] < klu—v|, pour tout t € [0,T), et tout u,v € G.

Si o
kF(a +1)

Alors le probléeme de Cauchy (3.19) admet une solution unique sur C[0,T].

<1. (3.25)

Preuve. D’aprés le lemme 3.4.1, on a la solution de probléme (3.19) est :

1 t o1
z(t) = xo + (o) /0 (t— )" f(s,z(s))ds

Transformons le probléme (3.19) en un probléme du point fixe, en utilisant le théoréme
de Banach.
Considérons lopérateur :F' : C([0,T],R) — C([0, T],R), défini par :

t
F(x)(t) = z0+ ﬁ/o (t —5)* 1 f(s,2(s))ds.
F' est bien défini. En effet, le fait que x € C([0,7],R) alors f(¢,x(t)) continue donc
F e C([0,T],R).

Pour montrer que F' admet un unique point fixe, Il suffit de montrer que F' est une
contraction, en effet :

Si z,y € C[0,T] alors pour tout t € [0,7] on a

F(2)(t) — Fly) ()] = \ﬁ / (t = )" (s, 2(s))ds
- [ﬁ - s)a—lﬂs,y(s))ds]
- ﬁ / (F(s,2()) — F(5.5())) (t — 5 ds
< el = fs. ()
< kT
< syl = vl

Alors
[F(2) = F(y)|le < F( >H ~ Ylloo-

Puisque (3.25) est satisfaite donc le probléme (3.19) admet une unique solution sur
C([0,T],R).

Application. Considérons le probléme de Cauchy fractionnaire suivant :

D(t) =
z(0) = 1.

lz(t)], teJ=10,1, «a€]0,1],

19+ et (3.26)
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Posons
2|z(1)]

T 191t

F(t, ) (t,z) € J x R.

Soient z,y € Ret t € J, alors on a :

)= £ = |15 e =)
- ‘19+et [z =yl
< a—yf
— 20
< o —yl.

— 10

D’ot: la condition (3.25) est vérifiée avec k = 1.
Maintenant la condition (3.25) doit satisfaite pour du appriori de «.

En effet
kT 1

T(a+1) 10I(a+1)
Alors par le théoréme 3.4.1, le probléme (3.26) a une solution unique sur [0, 1] pour les
valeurs de « satisfaisant (3.27).

1
<1<:>F(a+1)>1—0:0,1. (3.27)



Chapitre I

Probléeme de Cauchy pour des équations
différentielles d’ordre fractionnaires
impulsives

Ce chapitre est consacré a ’étude d’existence et d’unicité de solutions du probléme de
Cauchy d’équation différentielle d’ordre fractionnaire avec impulsions.
Premiérement, en appliquant le théoréme du point fixe de Banach et deuxiémement, le
théoréme du point fixe de Schaefer.

4.1 Solution d’un probléme de Cauchy pour des équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaires impulsives

On considére le probléme de Cauchy suivant :

‘Dix(t) = f(t,x(t)), teJ=[0,T,t#ty,k=1...,1n0<a<]l, (4.1)
Ax(ty) = n(z(t;)), k=1,...r (4.2)
z(0) = xo, (4.3)

ou D est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J xR — R est une fonction
donnée.

Définition 4.1.1 Une fonction x € PC(J,R) dont la dérivée v existe sur
J =10,T]\ {t1, ..., t,} est dite solution de (4.1)-(4.3) si x satisfait I’équation
¢DYx(t) = f(t,x(t)) sur J', et satisfont aux conditions

Ax(ty) = ne(z(ty)), k=1,..r,

z(0) = .
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Lemme 4.1.1 Soit 0 < o <1 et soit h: J — R une fonction continue. Une fonction x
est une solution de I’équation intégral fractionnaire (4.1)-(4.3).

( 1 t
—— [ (t—35)*"'h(s)d i te[0,t
o+ g | (=9 sy site0n)
1 o [ ,
_dxog+ —— / t; —s) "h(s)ds
.I'(t) 0 F(O&) ; t¢_1( ) ( )
1 d
+m/ (t —8)* 'h(s)ds + Zni(x(ti_)), st t €|tk ter], k=1,...,m
\ te i=1
(4.4)
Ou k=1,..,r siet seulement si x est une solution de :
‘Dix(t)=h(t), teJ t#tnk=1,..,r0<a<l, (4.5)
x(0) = o, (4.7)

Preuve. Supposons que z satisfait (4.5)-(4.6) et (4.7).
Sit € [0,t], alors
‘DY%(t) = h(t) = I§(°D*x(t)) = I§h(t),

ot I§ l'intégral de Riemann-Liouville et d’aprés le lemme 3.3.3, on aura

2(t) = 2(0) + ﬁ/o (£ — 5)° h(s)ds

=z + ﬁ/g (t —8)* 'h(s)ds.

En particulier,
1 h
t7) = — t1—5)* 1 h(s)d
o) = oo+ ey [ (=) (),

Sit €]ty,ts], alors
‘D(t) = h(t) = %(CDO‘x(t)) = %h(t),

ou Iy I'intégral de Riemann-Liouville et d’aprés le lemme 3.3.3 on aura
1

o(t) = 2(tF) + ﬁ / (t = 5)* " h(s)ds.

t1

Or Ax(ty) = x(t]) — z(t;), donc

z(t) = Ax(ty) + z(t7) + ﬁ/t (t —8)* 'h(s)ds.
Comme Ax(t1) = ni(x(t])) et x(t7) = x(t1), donc

() = m(2(6)) + 70 + ﬁ/olm — )0 h(s)ds + ﬁ/t (t— )71 h(s)ds.



Probléme de Cauchy pour des équations différentielles d’ordre fractionnaires
46 impulsives

En particulier,

z(ty) =m(z(ty)) + 2o + ﬁ/o 1(251 — 5)* 'h(s)ds + ﬁ /t 2(152 — 5)* 'h(s)ds,

Si t €]ts, t3], alors
‘D% (t) = h(t) = %(CDO‘x(t)) = %h(t),

ou I7 lintégral de Riemann-Liouville et d’aprés le lemme 3.3.3 on aura
2

+ 1 ! a—1
x(t) =x(t3) + m/ (t —s)* " h(s)ds.

t2

Or Ax(ty) = x(t5) — x(t5 ), donc

1 ¢ ol
T(a) /t2 (t —s)* "h(s)ds.

Comme Ax(ty) = n2(x(ty)) et x(ty) = x(t3), donc

x(t) = Ax(ty) + x(ty) +

£(t) = ma(e(65)) + m (2(t7)) + 70 + ﬁ / (11— 5)° h(s)ds
1 ’ a-l 1 t — 5)* " 'h(s)ds
+W/tl (02 = 5)" hls)ds + 53 /t (t — $)° Vh(s)ds.

Ainsi, pour t €]t ty11] alors
“D"a(t) = h(t) = I3 (*D°(t)) = I3h().
ou I% I'intégral de Riemann-Liouville et encore d’aprés le lemme 3.3.3, on aura
1 t
z(t) = x(th) + o) /tk (t —8)* 'h(s)ds.
Or Ax(ty) = z(t)) — z(t;,), donc

z(t) = Ax(ty) + x(ty,) + ﬁ /t(t — 5)* 1 h(s)ds.

tg

Comme Ax(ty) = ni(x(ty)) et z(t; ) = x(tx), alors

Z’?z )+ o+ (1a) Z /t (t; — s)* 'h(s)ds.

Finalement
() —m—Z/ (1= )" Ao+ s )/@—s)a (s ds+zm )+ mela(tr))

1 ' a-1 1 ! a-1 -
:I“WZA (t — s) h(s)derm/tk(t—s) h(s)ds+;m(x(t
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Inversement

Vérifiant tout d’abord la condition initiale (4.7).

Supposons que x satisfait ’équation intégral fractionnaire impulsive (4.4).
Pour ¢t € [0,4], on a

1 t o1
x(t) =z + m/o (t —s)* "h(s)ds.

En particulier pour ¢ = 0
z(0) = xo.

Ensuite, on vérifie 'équation (4.5)
- Pour t € [0,¢1], on a

1 t o—1
x(t) = x0 + m/o (t —s)* "h(s)ds.

En appliquant 'opérateur <D a 1’équation précédente, comme il est linéaire et
d’aprés le lemme 3.3.1 et la remarque 3.2.2, on aura

Dz (t) = h(t)

- Pour t €]t tx11), on a

k t; + k
x(t) = xo + % Z / (t; — 8)* h(s)ds + ﬁ/t (t — 5)* Th(s)ds + Zm(x(t_
=z + Z ) + I h(t) + Z mi(x

En appliquant 'opérateur “D“ a 1’équation précédente, comme il est linéaire on aura

CDQCE(t) _c Dal'g 4 Da(zjslh(tz>> 4 Da([a _|_ Da(znz )

=1

et par le lemme 3.3.1 et la remarque 3.2.2, on trouve
CDaQJ(t) = h(t), t E}tk,tk+1).
Pour ¢ €|ty, ty41], 'équation (4.6) est bien vérifiée.

Lemme 4.1.2 x est solution du probléme (4.1)-(4.3) si et seulement si x € PC(J,R) et
satisfait

( 1 t ol
xo + m/}g (t —' s)* 7 f(s,x(s))ds, t € 10,t]
wt) =" " ﬁ 2 /t (t = 5) (s, 2(s))ds+

1
\F(Oé)/(t— )Ct 1f S l’ d5+znz , tE]tk,tk+1],k’: 1,...77’

173
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4.2 Théorémes d’existence et d’unicité de solution

Dans cette section, nous allons étudier les théorémes qui assure ’existence et 'unicité
de la solution du probléme (4.1)-(4.3). En utilisant le théoréme de Banach et de Schaefer.

4.2.1 Résolution du probléme par le théoréme de Banach

Théoréme 4.2.1 [6] Supposons que :

(Hy) Il existe une constante ¢ > 0 telle que |f(t,u) — f(t,v)| < lu — v|, pour chaque
teJ et u,velR.

(Hy) Il existe une constante Q@ > 0 telle que |np(u) — ne(v)] < Qlu — v|, pour chaque
u,v €ER et k=1,...,r.

Si

+rQ

[M <1, (4.8)

IMNa+1)

alors, le probléme (4.1)-(4.3) a une unique solution sur J.

Preuve. Nous transformons le probléme (4.1)-(4.3) en un probléme de point fixe .
Considérons lopérateur F' : PC(J,R) — PC(J,R) définie par :

F(2)(t) = zo + % > / (te — ) f(s,2(s))ds

( ) o<t <t th—1
I a1 -
+m/tk (t—s) f(s,a:(s))ds+O<tzk<t77k(x(tk))‘

D’aprés le lemme 4.1.2, les points fixes de 'opérateur I’ sont des solutions du probléme
(4.1)-(4.3).

Démontrons que F' admet un point fixe en utilisant le principe de contraction de Banach.
Soient z,y € PC(J,R).
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Alors pour chaque t € J, on a

[F(z)(t) = Fy)(t)] =

:U0+ Z / (ty — 8)* ' f(s,2(s))ds

0<t <t /tk—1

+ﬁ/t(t_s)°‘ Yf(s,z(s))ds + Z (@
1 b a—1

|t g I, e
+ﬁ/t (t—s)a_lf(s,y(s))ds—l— Z m(y(ti))H
Sﬁ 2 / (b — )" f(s2(5)) — Fls,y(s))lds

! ﬁ/ (t = 51 f(s,2(5)) — f(5.5(s))ds

+ 3 Imeat)) - mly(to)]
= % ,; /tk:(tk — )" Ha(s) —y(s)|ds

0 - - - _

i | = 9 ) — u(9lds + 30 Q) = ulrp)
- %nx oyl t F(ile)Hx — Yoo + Q7 = Yoo
D+ )i - vl

Prenons le supremum sur [0, 7], nous avons

T(r+1)

IF@) - FOlle = | iy

+r@} e =yl

Par la condition (4.8). F' est une contraction.

Par le théoréme du point fixe de Banach 1.2.1, le probléme (4.1)-(4.3) admet une unique
solution sur .J.

4.2.2 Résolution du probléme par le théoréme de Schaefer
Théoréme 4.2.2 [6] Supposons que :
(H3) La fonction f:J xR — R est continue .

(Hy) II existe une constante M > 0 telle que |f(t,u)| < M pour chaque t € J et chaque
u € R.
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(Hs) Les fonctions nx : R — R sont continues et il existe une constante L > 0 telle que
c(w)| < L pour chaqueu e R, k=1,...,r
U

Alors le probleme (4.1)-(4.3) admet au moins une solution sur J.

Preuve. Nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour prouver que F
admet un point fixe. La preuve sera donnée en quatre étapes.
Etape 1 : F' est continu.

Soit {z,} une suite telle que z,, — x dans PC(J,R). Alors pour chaque t € J

|F'(2n)(8) = F(2)(t)] =

Z/ (tr — $)* 1 f (s, xa(s))ds

O<t <t/ tk-1

1
+m/(zﬁ—s) Lf(s,m,(8))ds + anxn

tk 0<t,<t

ot g by [ e o oo

+ﬁ/t(t—)a1fsx d3+277k z(t,) H
S 2 [ (= () = flsals) s
; ﬁ / (t = )" (s, 2a(s)) — f(s.2(s))|ds
3 Imlaat) — mela(t)-

Puisque f et ng, k =1, ..., sont des fonctions continues, on a

| F'(z,,) — F(x)]|sc — 0 lorsque n — oo,

donc F' est continu.

Etape 2 : F transforme tout ensemble borné en ensemble borné dans PC(J,R), i.e

Il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, il existe une constante strictement positive R
telle que pour chaque z € B, = {x € PC(J,R) : ||z]|« < ¢}, on a ||F(z)|| < R.

En effet :
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Par (Hy) et (Hs) on a pour chaque ¢ € J,

[E(x)(8)] =

o+ m Z/ (te — ) f (s, 2(s))ds

0<t <t /tk-1

+ﬁ/(t_s)a V(s a(s)ds + D m(x tk'

t 0<t,<t

< fo| + 7 2/ (1 — )" (s, 2(s)|ds

0<t <t /tk—1

1 a1 =
+W/tk(t_ $) | f(s,x(s))|ds + Z | ((ty,))

0<trp<t

M
<|£CQ’+—Z tk—SaldS—l-m/(t—SaldS—l-ZL

te—1

< x| + T‘MTO‘ + MT™ +rL

- al'(a)  ol'(«)

< wo| + rMAE + MIE +rL.
- MNa+1) TI'(a+1)

Alors

MT*(r+1)

1@l < ol + ety

+rL =R,

donc F'(B,) est uniformement borné.

Etape 3 : F transforme les ensembles bornés en ensembles équicontinus de PC(J, R).
Soient 71,7 € J, 11 < Ty, B, un ensemble borné de PC(J,R) comme a I'étape 2, et soit
x € B,
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Puis

(o) =)™
; [Z welti) = 3 miol )|
_ ﬁ[z /t::uk—s) Fls.x(s))ds
-y /(t) o))
. (1;) [ [ @ s atends + [ 9 o)
_/Tl(T _ e lf(s,x(s))ds] +O<tz e (x(ty)
<lmg X [ =t
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Alors

\F(x)(a)—m)(m_] [Z / (1 — )" f (5, 2(s))ds

+ oo / (12 — )% (5, (5 >>ds+0<tk<zm_n wGe(t)|
< ]ﬁ [t = = = 9 s

n %&) /: (13 — 8)*Vf (s, 2(s))ds + 0@;_71 nk(fﬂ(ti))‘
< [ =9 = (= (o) s

by Ll = s e+ T et
< SR )T =l X It

Lorsque 7, — 75, le membre de droite de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Suite aux
étapes 1 & 3 et au théoréme d’Ascoli-Arzeld, nous pouvons conclure que
F: PC(J,R) — PC(J,R) est complétement continu.

Etape 4 : Estimation a priori des solutions.
Maintenant reste & montrer que I’ensemble :

E={re€ PC(JR):z=AF(x)pour 0 < A\ < 1}

est borné. Soit x € £, alors © = AF(z) pour 0 < A < 1.
Ainsi, pour chaque t € J on a

A b o1
z(t) = Azg + () O;Kt/ (tk — ) " f(s,x(s))ds

tr—1

)\ t
s [ 9T s alo)ds £ 3 Y mat)

(Oé) te 0<tp<t

Cela implique par (Hy) et (Hs) (comme dans I’étape 2) que pour chaque ¢ € J on a
rMT* MT“

< A A A ArL

[2(®)] < Alzol + F(a+1)+ F(a+1)+ "
rMT* MT*
< |ao| + + +rL.

MNa+1) I'(a+1)
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Ainsi pour tout £ € J, on a

rMTe MT*
()| < |xo| + + +rL=R
avec Ry une constante strictement positive. Cela montre que I’ensemble & est uniforme-
ment borné.
Par conséquence du théoréme du point fixe de Schaefer, on déduit que F' admet au moin

un point fixe qui est une solution du probléme (4.1)-(4.3).

Application. Considérons le probléme suivant :

1
CDax(t):9+ w(t), teJ=[0,1], t#2i 0<a<l,

et v
Azx(ti) = 1x<1 ), (4.9)
2 5 \2

z(0) = 0.

On pose
1
ft,z) = o (t,x) € J xR,

et

. » Soient xr,y e Rett e J,ona

1 1
t,z) — f(t,y)| = -
Ft0) = ) = gt~ g
— o=y
x j—
=191 et Y
< olo—y
< glt —ul:
Dong, la condition (H;) est vérifiée avec ¢ = 0
» Soient z,y € R, on a
1 1
ny(2) — ny )| = |3~ gy]
< Zle ]
— l‘ —_—
=5 Y
1
Donc, la condition (Hj) est vérifiée avec @ = 5
» Vérifions la condition (4.8) pour T'=1 et r = 1.
On aura,
TU(r +1) = 1 1
—_— =———+-<1&Tl 1) > - =0.25. 4.10
ot T Ta+1 3 (a+1)>7 (4.10)

Alors par le théoréme 4.2.1, le probléme (4.9) a une unique solution sur [0,1] pour les
valeurs de « satisfaisant (4.10).



Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes intéressé a l’existence et 'unicité de solution d’un
probléme de Cauchy pour des équations différentielles d’ordre fractionnaires impulsives,
en utilisant le principe de contraction de Banach et le théoréme du point fixe de Schaefer.

Nous espérons dans l'avenir, étudier la bifurcation, la dépendance continue des solu-
tions par rapport aux temps initial et peut étre aussi la stabilité.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudier [’existence et ['unicité de solution du
probléme de Cauchy pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire
impulsives en utilisant le principe de contraction de Banach et le theoréme
du point fixe de Schaefer.

Mots-clés : dérivée fractionnaire au sens de Caputo, équation difféerentielle
impulsive, probleme de Cauchy, la théorie du point fixe.
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Abstract

In this paper, we have studied the existence and uniqueness of the solution of a
Cauchy problem for impulsive differential equations of fractional order using
Banach's contraction principle and Schaefer's fixed point theorem.

Keywords: Caputo fractional derivative, impulsive differential equation, Cauchy
problem, fixed point theory.



