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Introduction

Une équation di�érentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions inconnues
et leurs dérivées. L'ordre d'une équation di�érentielle correspond au degré maximal de
di�érenciation auquel une des fonctions inconnues à été soumise. Les problèmes les plus
connus dans l'étude des équations di�érentielles sont les problèmes de Cauchy ou les pro-
blèmes aux limites (voir [19]).

D'une part, l'année 1960 a marqué le début des équations di�érentielles impulsives avec
le travail de Millman et Myshykis (voir [26,27]). Par la suite, une période de recherches
active a été enregistrée principalement en Europe orientale pendant la période 1960-1970
qui a abouti aux résultats de Halanay et Wexler (voir [17]).

A partir de 1991, d'autres mathématiciens comme L. Byszewski, D. Bainov contri-
buent à l'enrichissement de la théorie des équations di�érentielles impulsives où ils lan-
cèrent beaucoup de résultats sur ce sujet (voir [1,2,24]).

Les équations di�érentielles impulsives apparaissent comme une description naturelle
de nombreux phénomènes d'évolution dans le monde réel. Certains phénomènes phy-
siques subissant des changements brusques au cours de leur évolution comme les systèmes
mécaniques avec impact, la dynamique des cellules (voir [10]), les systèmes biologiques
(battements du coeur, �ux du sang,...) (voir [10]). Ces changements sont souvent de très
courtes durées et sont des produits instantanément sous forme d'impulsions.

Dans le cas général, les équations impulsives sont composées de deux parties :

- L'équation di�érentielle, qui dé�nie la partie continue de la solution.

- La partie impulsive, qui dé�nie le changement instantanée et la discontinuitée de la
solution.

La première partie des équations impulsives qui est l'équation di�érentielle peut se
composer des équations di�érentielles ordinaires, équations di�érentielles fonctionnelles,
équations di�érentielles semi linéaire,...etc.
Le type des équations di�érentielles dé�nit les di�érents types des équations impulsives.

La seconde partie des équations impulsives est appelée le saut, les points les quelles
l'impulsion se produit sont appelées les moments d'impulsions et les fonctions qui dé�-
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nient la somme des impulsions sont appelées les fonctions impulsives.

D'autre part, la théorie des équations di�érentielles fractionnaires a émergé comme
un domaine intéressant à explorer ces dernières années. Notons que cette théorie a de
nombreuses applications dans la description de nombreux évènements dans le monde réel.
Par exemple, les équations di�érentielles fractionnaires sont souvent applicables dans l'in-
génierie, la physique, la chimie, la biologie,...etc (voir [13,20]).

A partir des années 1990, Il existe divers problèmes concrets qui étudier des équations
di�érentielles fractionnaires avec impulsions dans divers directions : existence et unicité
des solutions, la dépendance continue des solutions par rapport aux temps initial, la sta-
bilité (voir [18,8,7,9,5,3]).

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l'existence et l'unicité de solution d'un pro-
blème de Cauchy fractionnaire avec impulsions.

Ce mémoire comporte quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit les outils nécessaires à la compréhension de ce
manuscrit.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions le problème de Cauchy impulsif sur un
intervalle borné suivant :

x′(t) = f(t, x(t)), t ̸= tk, t ∈ [0, b],

∆x(tk) = ηk(x(t
−
k )), k = 1, ..., r,

x(0) = x0.

Où f : R+ ×Rn → Rn est une fonction donnée. ηk ∈ C(Rn,Rn) sont des fonctions impul-
sives .
∆x(tk) = x(t+k )− x(t−k ) avec x(t

+
k ) = lim

h→0+
x(tk + h) et x(t−k ) = lim

h→0−
x(tk − h).

En appliquant, le théorème de Banach, le théorème de Leray-Schauder et le théorème de
Krasnoseleskii (voir [31,24]).

Le troisième chapitre est composé de deux parties :
La première partie représente le calcul fractionnaire (voir [23,29,14,25,32]).
Dans la deuxième partie, nous examinons l'existence et l'unicité de solution du problème
de Cauchy pour des équations di�érentielles d'ordre fractionnaire de type Caputo sui-
vante : {

cDαx(t) = f(t, x(t)), t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1,

x(0) = x0.

Où cDα la dérivée d'ordre fractionnaire de type Caputo, f : J × R → R est une fonction
donnée, en utilisant le théorème du point �xe de Banach.
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Dans le quatrième chapitre, nous nous intéressons à l'existence et l'unicité de solution
d'un problème de Cauchy fractionnaire avec impulsions suivant :

cDα
ax(t) = f(t, x(t)), t ∈ J = [0, T ], t ̸= tk, k = 1, ..., r, 0 < α ≤ 1,

∆x(tk) = ηk(x(t
−
k )), k = 1, ..., r,

x(0) = x0,

où cDα est la dérivée d'ordre fractionnaire de type Caputo, f : J×R → R est une fonction
donnée.
En utilisant, le théorème du point �xe de Banach et le théorème du point �xe de Schaefer.

A la �n, nous donnons une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au théorème d'Ascoli-Arzelà et les théorèmes
du point �xe.

1.1 Dé�nitions et notions fondamentaux

Soit J = [0, b] ⊂ R, t0 = 0 < t1 < ... < tk < ... < tr+1 = b.

Dé�nition 1.1.1 (Fonction Carathéodory) [15]
Notons L1(J,R+) l'espace de Banach des fonctions mesurables x : J → R+ qui sont
Lebesgue intégrable avec la norme :

∥x∥L1 =

∫ b

0

∥x(s)∥ds.

Soient X, Y deux espaces de Banach.
Une application f : J ×X → Y est dite Carathéodory si f est véri�ée :

(1) t→ f(t, x) est mesurable pour tout x ∈ X,

(2) x→ f(t, x) est continue pour tout t ∈ J.

L'application f est dite L1−Carathéodory si f est Carathéodory et on a ∀ω > 0,
∃hω ∈ L1(J,R+) :

∥f(t, x)∥ ≤ hω(t) pour tout t ∈ J et ∀ ∥x∥ ≤ ω.

Dé�nition 1.1.2 (Ensemble uniformément borné) On dit que M est uniformément
borné s'il existe un nombre réel c > 0 tel que :

∥x(t)∥ ≤ c, ∀t ∈ [0, b],∀x ∈M.

Dé�nition 1.1.3 (Ensemble équicontinue) On dit que M est équicontinue dans l'in-
tervalle J si pour tout ϵ > 0, il existe δ > 0 telle que pour tout x ∈ M et tout
t1, t2 ∈ ]tk, tk+1], k = 0, ..., r, on a |t1 − t2| < δ alors ∥x(t1)− x(t2∥ < ϵ.
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Théorème 1.1.1 (Théorème d'Ascoli-Arzelà) [35]
Notons C([0, b],Rn), l'espace de Banach de toutes les fonctions continues dé�nies de J
dans R, muni de la norme :

∥x∥∞ = sup
t∈J

{|x(t)|/t ∈ J}.

Où |.| est une norme sur R.
Soit A ⊂ C([0, b],Rn), A est relativement compact si

i) A est uniformément borné,

ii) A est équicontinue.

Théorème 1.1.2 (Théorème de Fubini) Soit f une fonction continue sur [a, b]× [c, d]
à valeurs dans C. Alors∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy

1.2 Théorèmes du point �xe

Dans cette section, nous allons rappeler quelques principaux résultats relatifs au
"Théorème du point �xe" qui seront exploités par la suite. Dans l'analyse, un théorème du
point �xe donne des conditions su�santes d'existence d'un point �xe pour une fonction
ou une famille de fonctions. Ces théorèmes se révèlent des outils très utiles en mathéma-
tiques, principalement dans le domaine de résolution des équations di�érentielles.

Dé�nition 1.2.1 Soit f une application d'un ensemble E dans lui même. On appelle
point �xe de f tout point x ∈ E tel que,

f(x) = x.

Dé�nition 1.2.2 [12] Soient E un espace de Banach, A : E → E un opérateur. On dit
que A est une contraction (ou contractant) s'il existe une constante c ∈]0, 1] telle que

∥Au− Av∥E ≤ c∥u− v∥E, pour u, v ∈ E.

Théorème 1.2.1 (Théorème du point �xe de Banach) [35]
Toute application contractante A d'un espace de Banach dans lui même admet un unique
point �xe.

Dé�nition 1.2.3 (Opérateur complètement continu) L'opérateur T dé�ni d'un es-
pace de Banach E dans lui même est dit complètement continu si

i) T est continu,

ii) ∀B ⊂ E borné, T (B) est relativement compact.

Théorème 1.2.2 (Théorème du point �xe de Schaefer) [34]
Soit E un espace de Banach et soit T : E → E un opérateur complètement continu.
Si l'ensemble
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E = {x ∈ E : λx = Tx pour λ > 1}

est borné, alors T admet un point �xe.

Théorème 1.2.3 (L'Alternative Non Linéaire de Leray-Schauder) [16]
Soit E un espace de Banach, et U ⊂ E convexe avec 0 ∈ U . Soit F : U → U est un
opérateur complètement continu. Alors ou bien

i) F a un point �xe,
ou bien

ii) L'ensemble ξ = {x ∈ U : x = λF (x), 0 < λ < 1} est non borné.

Théorème 1.2.4 (Théorème du point �xe de Krasnoselskii) [33]
Soit (E, ∥.∥) un espace de Banach, et soit M une partie non vide, convexe et fermée de
E. On suppose que A,B :M → E sont deux applications satisfaisant :

- Ax+By ∈M, ∀x, y ∈M ;

- A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact ;

- B est une contraction.

Alors ∃x∗ ∈M,Ax∗ +Bx∗ = x∗.



Chapitre 2
Problème de Cauchy avec impulsions

Ce chapitre est consacré à l'existence et l'unicité des solutions d'un problème de Cau-
chy pour les équations di�érentielles impulsives sur un intervalle borné. En utilisant le
théorème de Banach, théorème de Leray-Schauder et théorème de Krasnoseleskii.

2.1 L'espace PC i

Dé�nition 2.1.1 Pour tout i ≥ 0 et J ′ := J − {tk}rk=1 on dé�nit l'espace des fonctions
impulsives par PCi(J) := {x ∈ Ci(J

′
,Rn)/x(j) est continue à gauche de tk, et x

(j)(t+k )
existe pour tout k, j; 1 ≤ k ≤ r, 0 ≤ j ≤ i}.

Cas particulier
PC0(J,Rn) := PC(J,Rn) = {x : J → Rn, x ∈ C(J ′,Rn), k = 0, ..., r, tel que x(t−k ) et
x(t+k ) existent et satisfont x(tk) = x(t−k ), pour k = 1, ..., r}.

Lemme 2.1.1 (PC[0, 1],Rn)∥.∥PC) est un espace de Banach muni de la norme

∥x∥PC = max {∥xk∥∞, k = 1, ..., r} ,

où ∥xk∥∞ = sup
t∈[tk,tk+1]

|x(t)|.

Preuve. Soit (xn)n∈N ⊆ PC([0, 1],Rn) une suite de Cauchy alors

∀ϵ > 0,∃n0(ϵ) ∈ N,∀n, p ⩾ n0(ϵ) ⇒ ∥(xk)n − (xk)p∥PC < ϵ

∥(xk)n − (xk)p∥PC = max(∥(xk)n − (xk)p∥∞), k = 1, ..., r

⇒ ∥(xk)n − (xk)p∥∞ ≤ ϵ, k = 1, ..., r.

Pour k = 1
∥xn − xp∥∞ = sup

t∈[0,t1]
∥xn(t)− xp(t)∥

≤ ϵ.

Puisque (xn)n∈N est une suite de Cauchy dans C([0, t1] ,Rn) alors il existe x1 ∈ C([0, t1] ,Rn)
tel que

lim
n→∞

xn(t) = x1(t),∀t ∈ [0, t1] .
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Pour k = 2, on considère la suite des fonctions

x̃n =

{
xn(t), t ∈ ]t1, t2]

xn(t1), t = t1

∥x̃n − x̃p∥∞ = sup
t∈]t1,t2]

|x̃n(t)− x̃p(t)|

= sup
t∈]t1,t2]

|xn(t)− xp(t)|

≤ ϵ.

Puisque (x̃n)n∈N est une suite de Cauchy dans C(]t1, t2] ,Rn) alors il existe x2 ∈ C(]t1, t2] ,Rn)
tel que

lim
n→∞

x̃n(t) = x2(t), ∀t ∈ ]t1, t2] .

De la même façon, on trouve que

∥(xk)n − (xk)p∥∞ = sup
t∈]tk,tk+1]

|xn(t)− xp(t)|, k = 3, ..., r

≤ ϵ

et
lim
n→∞

x̃n(t) = xk(t), ∀t ∈ ]tk, tk+1] , k = 3, ..., r.

Posons

x(t) =


x1(t), t ∈ [0, t1]

x2(t), t ∈ ]t1, t2]

...

xr(t), t ∈ ]tn+1, 1]

∥xn − x∥PC = max
t∈[0,1]

∥(xk)n(t)− xk(t)∥∞, k = 1, ..., r

≤ ϵ

De plus, on peut facilement montrer que x ∈ PC([0, 1],Rn).
D'où PC([0, 1],Rn) est un espace de Banach.

2.2 Solution d'un problème impulsive du premier ordre

On considère le système di�érentielle impulsif{
x′(t) = f(t, x(t)), t ̸= tk, t ∈ J = [0, 1],

∆x(tk) = ηk(x(t
−
k )), k = 1, ..., r.

(2.1)

avec la condition initiale
x(0) = x0. (2.2)
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Où f : R+ × Rn → Rn est une fonction régulière. ηk ∈ C(Rn,Rn) sont des fonctions
continues .
∆x(tk) = x(t+k )− x(t−k ) avec x(t

+
k ) = lim

h→0+
x(tk + h) et x(t−k ) = lim

h→0−
x(tk − h).

Dé�nition 2.2.1 La fonction x : [0, 1] → Rn est une solution de l'équation (2.1) si :

1. (t, x(t)) ∈ [0, 1]× Rn;

2. La fonction x(t) est di�érentiable et x′ = f(t, x(t));

3. La fonction x(t) est continue sur Jk =]tk, tk+1], k = 1, ..., r et si t = tk, alors
x(t+k ) = x(t−k ) + ηk(x(t

−
k )).

Dé�nition 2.2.2 Toute solution x de (2.1) véri�ant lim
t→ 0+

x(t) = x0 est une solution du

problème (2.1) - (2.2). De plus, x ∈ C1(Jk,Rn).

Lemme 2.2.1 Une fonction x ∈ PC(J,Rn) est une solution du problème (2.1) - (2.2) si
et seulement si

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )), t ∈ [0, 1].

Preuve. Supposons que x est une solution du problème (2.1)-(2.2), alors
▶ pour t ∈ [0, t1] , on a

x′(t) = f(t, x(t)) ⇒
∫ t

0

x′(s)ds =

∫ t

0

f(s, x(s))ds

⇒ x(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

▶ Pour t ∈ ]t1, t2] , on a

x′(t) = f(t, x(t)) ⇒
∫ t

t1+h

x′(s)ds =

∫ t

t1+h

f(s, x(s))ds

⇒ x(t) = x(t1 + h) +

∫ t

t1+h

f(s, x(s))ds

⇒ lim
h→0+

x(t) = lim
h→0+

[
x(t1 + h) +

∫ t

t1+h

f(s, x(s))ds

]
⇒ x(t) = x(t+1 ) +

∫ t

t1

f(s, x(s))ds

⇒ x(t) = x(t−1 ) + η1(x(t
−
1 )) +

∫ t

t1

f(s, x(s))ds.

Comme x(t−1 ) = x(t1), alors

x(t−1 ) = x0 +

∫ t1

0

f(s, x(s))ds.
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Donc

x(t) = x0 + η1(x(t
−
1 )) +

∫ t1

0

f(s, x(s))ds+

∫ t

t1

f(s, x(s))ds

= x0 + η1(x(t
−
1 )) +

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

Ce qui implique

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )), ∀t ∈ [0, t2].

▶ Pour t ∈ ]t2, t3] , on a

x′(t) = f(t, x(t)) ⇒
∫ t

t2+h

x′(s)ds =

∫ t

t2+h

f(s, x(s))ds

⇒ x(t) = x(t2 + h) +

∫ t

t2+h

f(s, x(s))ds

⇒ lim
h→0+

x(t) = lim
h→0+

[
x(t2 + h) +

∫ t

t2+h

f(s, x(s))ds

]
⇒ x(t) = x(t+2 ) +

∫ t

t2

f(s, x(s))ds

⇒ x(t) = x(t−2 ) + η2(x(t
−
2 )) +

∫ t

t2

f(s, x(s))ds.

Comme x(t−2 ) = x(t2), alors

x(t−2 ) = x0 + η1(x(t
−
1 )) +

∫ t2

0

f(s, x(s))ds.

Donc

x(t) = x0 + η1(x(t
−
1 )) + η2(x(t

−
2 )) +

∫ t2

0

f(s, x(s))ds+

∫ t

t2

f(s, x(s))ds

= x0 + η1(x(t
−
1 )) + η2(x(t

−
2 )) +

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

Ce qui implique

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )), ∀t ∈ [0, t3].

Ainsi, si t ∈ ]tk, tk+1], on a

x(t) = x0 +
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )) +

∫ t

0

f(s, x(s))ds, ∀t ∈ [0, tk+1].

Par conséquent

x(t) = x0 +
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )) +

∫ t

0

f(s, x(s))ds, ∀t ∈ [0, 1] .
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2.3 Exemples

On va donner quelques exemples pour illustrer le comportement des solutions des
équations di�érentielles impulsives.

Exemple 2.3.1 On considère l'équation di�érentielle impulsive
x′(t) = 1 + x2(t), t ̸= π

4
,

∆x(tk) = −1, t =
π

4
, k = 1, 2,

x(0) = 0.

(2.3)

Supposons que x est une solution du problème (2.3), alors
▶ Pour t ∈ [0, π

4
], on a

x′(t) = 1 + x2(t) ⇒
∫ t

0

x′(s) ds =

∫ t

0

1 + x2(s) ds

⇒
∫ t

0

x′(s)

1 + x2(s)
ds =

∫ t

0

ds

⇒ arctanx(s)

∣∣∣∣t
0

= s

∣∣∣∣t
0

.

Or x(0) = 0, alors

arctanx(t) = t⇒ x(t) = tan t.

Donc

x(t) = tan t.

▶ Pour t ∈ ]π
4
, 1], on a

x′(t) = 1 + x2(t) ⇒
∫ t

π
4
+
x′(s) ds =

∫ t

π
4
+
1 + x2(s) ds

⇒
∫ t

π
4
+

x′(s)

1 + x2(s)
ds =

∫ t

π
4
+
ds

⇒ arctanx(s)

∣∣∣∣t
π
4
+

= s

∣∣∣∣t
π
4
+

⇒ arctanx(t)− arctanx

(
π

4

+
)

= t− π

4

⇒ arctanx(t) = arctan x

(
π

4

+
)
+ t− π

4

⇒ x(t) = tan

[
arctanx

(
π

4

+
)
+ t− π

4

]
.

Or x

(
π

4

+
)

= −1 + x

(
π

4

−
)

et x

(
π

4

−
)

= tan

(
π

4

)
,



12 Problème de Cauchy avec impulsions

alors

x

(
π

4

+
)

= −1 + tan

(
π

4

)
= −1 + 1

= 0.

Donc

x(t) = tan

(
t− π

4

)
.

Exemple 2.3.2 On considère l'équation di�érentielle impulsive suivante
x′(t) = 0, t ̸= tk, t ∈ [0, 1],

∆x(tk) = β, β ∈ R, k = 1, ..., r,

x(0+) = x0.

(2.4)

Supposons que x est une solution du problème (2.4), alors
▶ Pour t ∈ [0, t1], on a

x′(t) = 0 ⇒
∫ t

0

x′(s) ds =

∫ t

0

0 ds

⇒ x(t) = x0.

▶ Pour t ∈]t1, t2], on a

x′(t) = 0 ⇒
∫ t

t+1

x′(s) ds =

∫ t

t+1

0 ds

⇒ x(t) = x(t+1 ).

Or x(t+1 ) = β + x(t−1 ) et x(t
−
1 ) = x0, donc

x(t) = β + x0.

Ce qui implique
x(t) = β + x0, ∀t ∈ [0, t2].

▶ Pour t ∈]t2, t3], on a

x′(t) = 0 ⇒
∫ t

t+2

x′(s) ds =

∫ t

t+2

0 ds

⇒ x(t) = x(t+2 ).

Or x(t+2 ) = β + x(t−2 ) et x(t
−
2 ) = β + x0,

alors
x(t+2 ) = 2β + x0.

Donc
x(t) = 2β + x0.
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Ce qui implique
x(t) = 2β + x0, ∀t ∈ [0, t3].

Ainsi, si t ∈]tk, tk+1], on a

x′(t) = 0 ⇒
∫ t

t+k

x′(s) ds =

∫ t

t+k

0 ds

⇒ x(t) = x(t+k ).

Or x(t+k ) = β + x(t−k ) et x(t
−
k ) = (k − 1)β + x0,

Donc
x(t) = β + (k − 1)β + x0

= kβ + x0.

Ce qui implique
x(t) = kβ + x0, ∀t ∈ [0, tk+1].

D'où
x(t) = rβ + x0, ∀t ∈ [0, 1].

Exemple 2.3.3
x′(t) = α, t ̸= tk, t ∈ [0, 1],

∆x(tk) = (β − 1)x(t−k ), β ∈ R, t = tk, k = 1, ..., r,

x(0+) = x0.

(2.5)

Supposons que x est une solution du problème (2.5), alors
▶ Pour t ∈ [0, t1], on a

x′(t) = α ⇒
∫ t

0

x′(s) ds =

∫ t

0

α ds

⇒ x(s)

∣∣∣∣t
0

= αs

∣∣∣∣t
0

⇒ x(t)− x(0) = αt

⇒ x(t) = x(0) + αt.

Or x(0) = x0.
Donc

x(t) = x0 + αt.

▶ Pour t ∈]t1, t2], on a

x′(t) = α ⇒
∫ t

t+1

x′(s) ds =

∫ t

t+1

α ds

⇒ x(s)

∣∣∣∣t
t+1

= αs

∣∣∣∣t
t+1

⇒ x(t) = x(t+1 ) + α(t− t+1 ).
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Or x(t+1 ) = βx(t−1 ) et x(t
−
1 ) = x0 + αt1, alors x(t

+
1 ) = β(x0 + αt1).

Donc
x(t) = β(x0 + αt1) + α(t− t+1 ).

Ce qui implique
x(t) = β(x0 + αt1) + α(t− t+1 ), ∀t ∈ [0, t2].

▶ Pour t ∈]t2, t3], on a

x′(t) = α ⇒
∫ t

t+2

x′(s) ds =

∫ t

t+2

α ds

⇒ x(s)

∣∣∣∣t
t+2

= αs

∣∣∣∣t
t+2

⇒ x(t) = x(t+2 ) + α(t− t+2 ).

Or
x(t+2 ) = βx(t−2 )

= β
(
β(x0 + αt1) + α(t2 − t+1 )

)
= β2(x0 + αt1) + αβ(t2 − t+1 ).

Donc
x(t) = β2(x0 + αt1) + αβ(t2 − t+1 ) + α(t− t+2 ).

Ce qui implique

x(t) = β2(x0 + αt1) + αβ(t2 − t+1 ) + α(t− t+2 ), ∀t ∈ [0, t3].

▶ Par itération, pour t ∈]tk, tk+1], on trouve

x(t) = αβ(tk − tk−1) + αβ2(tk−1 − tk−2) + ...+ αβk−1(t2 − t1) + βk(x0 + αt1) + α(t− t+k ).

Ce qui implique, pour t ∈ [0, 1]

x(t) = αβ(tr − tr−1) + αβ2(tr−1 − tr−2) + ...+ αβr−1(t2 − t1) + βr(x0 + αt1) + α(t− t+r ).

Exemple 2.3.4 On considère l'équation di�érentielle impulsive
x′(t) = αx(t), t ̸= tk, t ∈ [0, 1],

∆x(tk) = β, β ∈ R, t = tk, k = 1, 2, 3,

x(0) = x0.

(2.6)

Supposons que x est une solution du problème (2.6), alors
▶ Pour t ∈ [0, t1], on a

x′(t) = αx(t) ⇒
∫ t

0

x′(s) ds =

∫ t

0

αx(s) ds

⇒
∫ t

0

x′(s)

x(s)
ds =

∫ t

0

α ds

⇒ ln |x(s)|
∣∣∣∣t
0

= αs

∣∣∣∣t
0

⇒ ln |x(t)| − ln |x(0)| = αt

⇒ ln |x(t)| = ln |x(0)|+ αt.
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Or x(0) = x0, donc

x(t) = x0 exp(αt).

▶ Pour t ∈]t1, t2], on a

x′(t) = αx(t) ⇒
∫ t

t+1

x′(s) ds =

∫ t

t+1

αx(s) ds

⇒
∫ t

t+1

x′(s)

x(s)
ds =

∫ t

t+1

α ds

⇒ ln |x(s)|
∣∣∣∣t
t+1

= αs

∣∣∣∣t
t+1

⇒ ln |x(t)| − ln |x(t+1 )| = α(t− t+1 )

⇒ ln |x(t)| = ln |x(t+1 )|+ α(t− t+1 ).

Or x(t+1 ) = x(t−1 ) + β, x(t−1 ) = x0 exp(αt1).
Donc

x(t) = (x0 exp(αt1) + β) expα(t− t+1 ).

Ce qui implique

x(t) = (x0 exp(αt1) + β) expα(t− t+1 ), ∀t ∈ [0, t2].

▶ Pour t ∈]t2, t3], on a

x′(t) = αx(t) ⇒
∫ t

t+2

x′(s) ds =

∫ t

t+2

αx(s) ds

⇒
∫ t

t+2

x′(s)

x(s)
ds =

∫ t

t+2

α ds

⇒ ln |x(s)|
∣∣∣∣t
t+2

= αs

∣∣∣∣t
t+2

⇒ ln |x(t)| − ln |x(t+2 )| = α(t− t+2 )

⇒ ln |x(t)| = ln |x(t+2 )|+ α(t− t+2 ).

Or x(t+2 ) = x(t−2 ) + β, x(t−2 ) =
(
(x0 exp(αt1) + β) expα(t2 − t+1 )

)
+ β,

donc

x(t) =
((
(x0 exp(αt1) + β) expα(t2 − t+1 )

)
+ β

)
expα(t− t+2 ).

Ce qui implique

x(t) =
((
(x0 exp(αt1) + β) expα(t2 − t+1 )

)
+ β

)
expα(t− t+2 ), ∀t ∈ [0, t3].

Par conséquent

x(t) =
((
(x0 exp(αt1) + β) expα(t2 − t+1 )

)
+ β

)
expα(t− t+2 ), ∀t ∈ [0, 1].
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2.4 Théorèmes d'existence et d'unicité de solution

Dans cette section, nous allons étudier les théorèmes qui assurent l'existence et l'unicité
de la solution du problème (2.1)-(2.2).

2.4.1 Résolution du problème par le théorème de Banach

Théorème 2.4.1 [24] Supposons que f : J × Rn est une fonction L1−Carathéodory et
qu'il existe ϑ ∈ L1(J,R+) telle que :

∥f(t, x)− f(t, y)∥ < ϑ(t)∥x− y∥, ∀x, y ∈ Rn.

Alors le problème (2.1)-(2.2) admet une solution unique.

Preuve. La preuve est décomposée en trois étapes.

Notons ∥x∥1 := sup
t∈[0,t1]

{
exp

(
− τ

∫ t

0

ϑ(s)ds

)
∥x(t)∥, τ > 1

}
.

Étape 1 : On considère le problème (2.1)-(2.2) sur [0, t1]

x′(t) = f(t, x(t)), t ∈ J0 = [0, t1], (2.7)

x(0) = x0. (2.8)

La solution du problème (2.7)-(2.8) est donnée par :

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

Considérons N1 opérateur dé�nie par :

N1 : C([0, t1],Rn) → C([0, t1],Rn)

N1(x)(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

Pour montrer que N1 admet un point �xe, il su�t de montrer que N1 est une contraction.
En e�et, soient x, y ∈ C([0, t1],Rn), alors pour tout t ∈ [0, t1], on a

∥N1(x)(t)−N1(y)(t)∥ =

wwww(
x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds

)
−
(
x0 +

∫ t

0

f(s, y(s))ds

)wwww
≤

∫ t

0

∥f(s, x(s))− f(s, y(s))∥ds

≤
∫ t

0

ϑ(s)∥x(s)− y(s)∥ds

≤ 1

τ

∫ t

0

τϑ(s)e−τ
∫ t
0 ϑ(s)ds∥x(s)− y(s)∥eτ

∫ t
0 ϑ(s)dsds

≤ 1

τ

∫ t

0

τϑ(s)eτ
∫ t
0 ϑ(s)dsds∥x− y∥1

≤ 1

τ

∫ t

0

[
eτ

∫ t
0 ϑ(s)ds

]′

ds∥x− y∥1

≤ 1

τ
eτ

∫ t
0 ϑ(s)ds∥x− y∥1.
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Ce qui implique

e−τ
∫ t
0 ϑ(s)ds∥N1(x)(t)−N1(y)(t)∥ ≤ 1

τ
∥x− y∥1.

D'où

∥N1x−N1y∥1 ≤
1

τ
∥x− y∥1.

Donc N1 est contractant, alors ∃!x1 ∈ C([0, t1],Rn) tel que : N1x1(t) = x1(t).
Étape 2 :
Notons C1 := {x ∈ (C]t1, t2]), tel que x(t+1 ) existe} un espace de Banach.
On considère le problème

x′(t) = f(t, x(t)), t ∈]t1, t2], (2.9)

∆x(tk) = η1(x(t
−
1 )), (2.10)

La solution du problème (2.9)-(2.10) est donnée par :

x(t) = x(t−1 ) + η1(x(t
−
1 )) +

∫ t

t1

f(s, x(s))ds.

Considérons N2 opérateur dé�ni par :

N2 : C1(]t1, t2],Rn) → C1(]t1, t2],Rn)

N2(x)(t) = x(t−1 ) + η1(x(t
−
1 )) +

∫ t

t1

f(s, x(s))ds.

Soient x, y ∈ C1(]t1, t2],Rn) alors de même façon, on a :
Pour t ∈]t1, t2]

∥N2x−N2y∥1 ≤
1

τ
∥x− y∥1.

Ce qui donne que N2 est contractant, donc ∃!x2 ∈ C1(]t1, t2],Rn) tel que : N2x2(t) = x2(t).
Par conséquent, la solution du problème (2.1)-(2.2) est donnée par :

x(t) =



x1(t) t ∈ [0, t1],

x2(t) t ∈ ]t1, t2],

...

xk+1(t) t ∈ ]tk, tk+1],

...

xr+1(t) t ∈ ]tr, 1].

Étape 3 :
Montrons maintenant l'unicité de la solution du problème (2.1)-(2.2) sur [0, 1].
Soit t ∈ [0, 1], supposons qu'il existe x, y deux solutions du problème (2.1)-(2.2).

- Si t ∈ [0, t1]. Alors x(t) est coinside avec y(t).
Le fait que x(t) c'est l'unique solution sur [0, t1] c-à-d x(t) = y(t).

- Si t ∈]t1, t2]. De même façon on a : x(t) = y(t).
...
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- Si t =]ti, ti+1]. Alors x(t) = y(t), pour i = 1, ..., r.
...
Maintenant Montrons que : x(t+i ) = y(t+i ), pour i = 1, ..., r.
En e�et, pour t = t+i

x(t+i ) = x(t−i ) + ηi(x(t
−
i ))

= y(t−i ) + ηi(y(t
−
i ))

= y(t+i ).

2.4.2 Résolution du problème par le théorème de Leray-Schauder

Théorème 2.4.2 [31] Supposons que

(H1) f : J × Rn → Rn est une fonction L1−Carathéodory et ηk ∈ C(Rn,Rn).

(H2) Il existe une fonction ψ : R+ → R+ continue et croissante, et p ∈ L1(J,R+) telle
que

∥f(t, x(t))∥ ≤ p(t)ψ(∥x∥), pour t ∈ [0, 1],∀x ∈ Rn,

avec ∫ 1

0

p(s)ds <

∫ +∞

∥x0∥

du

ψ(u)
.

Alors le problème (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

Preuve. Considérons l'opérateur N dé�ni par :

N : PC(J,Rn) → PC(J,Rn)

x 7→ N(x)(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )).

La démonstration est basée sur le théorème de Leray-Schauder.
Les points �xes de N sont des solutions du problème (2.1)-(2.2), d'après le lemme 2.2.1.
Maintenant, montrons que N est complètement continu. En e�et :
Étape 1 : N transforme chaque ensemble borné en un ensemble uniformement borné
dans l'espace PC(J,Rn).
Soit D ⊂ PC(J,Rn) une partie bornée, alors ∃m > 0, ∀x ∈ D : ∥x∥PC ≤ m.
Soit x ∈ D

∥N(x)(t)∥ ≤ ∥x0∥+
∫ t

0

∥f(s, x(s))∥ds+
∑

0<tk<t

∥ηk(x(t−k ))∥

≤ ∥x0∥+
∫ t

0

p(s)ψ(∥x(s)∥)ds+
r∑

k=1

∥ηk(x(t−k ))∥.

Le fait que ∥x∥PC ≤ m alors ∥x(t−k )∥ ≤ m, pour k = 1, ..., r c-à-d x(t−k ) ∈ B(0,m).
Puisque les ηk sont continues et B(0,m) est compact alors sup

y∈B(0,m)

∥ηk(y)∥ < +∞.

Donc

∥Nx∥PC ≤ ∥x0∥+ ∥p∥L1ψ(m) +
r∑

k=1

sup
y∈B(0,m)

∥ηk(y)∥ := R
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avec R une constante positive.
Étape 2 : N transforme chaque ensemble borné en un ensemble équicontinu dans l'espace
PC(J,Rn),
Soient τ1, τ2 ∈ J, τ1 < τ2, et soit x ∈ D,
alors

1. Si τ1 ̸= ti (ou bien τ2 ̸= ti), pour i = 1, ..., r, on a

∥N(x)(τ2)−N(x)(τ1)∥ =

wwwwx0 + ∫ τ2

0

f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<τ2

ηk(x(t
−
k ))

−
[
x0 +

∫ τ1

0

f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<τ1

ηk(x(t
−
k ))

]wwww
≤

∫ τ2

τ1

∥f(s, x(s))ds∥+
∑

τ1<tk<τ2

∥ηk(x(t−k ))∥

≤
∫ τ2

τ1

p(s)ψ(m)ds+
∑

τ1<tk<τ2

sup
y∈B(0,m)

∥ηk(y)∥.

Donc

∥N(x)(τ2)−N(x)(τ1)∥ → 0 quand τ1 → τ2.

2. Si τ1 = t−i , on considère δ1 > 0 tel que {tk, k ̸= i} ∩ [ti − δ1, ti + δ1] = ∅.
Pour 0 < h < δ1, on a

∥N(x)(ti)−N(x)(ti − h)∥ ≤
∫ ti

ti−h

p(s)ψ(m)ds→ 0 quand h→ 0.

3. Si τ2 = t+i , on considère δ2 > 0 tel que {tk, k ̸= i} ∩ [ti − δ2, ti + δ2] = ∅.
Pour 0 < h < δ2, on a

∥N(x)(ti + h)−N(x)(ti)∥ ≤
∫ ti+h

ti

p(s)ψ(m)ds→ 0 quand h→ 0.

Étape 3 : N est continu :
Soit {xn} une suite dans PC(J,Rn) telle que xn → x, il existe un entier m tel que
∥xn∥PC ≤ m pour tout n ∈ N et ∥x∥PC ≤ m donc xn ∈ D et x ∈ D

∥N(xn)(t)−N(x)(t)∥ ≤
∫ t

0

∥f(s, xn(s))− f(s, x(s))∥ds+
r∑

k=1

∥ηk(xn(t−k ))− ηk(x(t
−
k ))∥.

Comme les ηk, k = 1, ..., r sont continues, et f est L1−Carathéodory, alors

∥N(xn)−N(x)∥PC → 0 quand n→ ∞.

Donc N est continu.
Alors, d'après les étapes 1, 2 et 3, et par le Théorème "Ascoli-Arzelà" on conclut que
l'opérateur N est complètement continu.
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Étape 4 : Estimation à priori :
Soit x ∈ PC(J,Rn) tel que x = λNx et 0 < λ < 1, alors pour tout t ∈ [0, t1] on a

x(t) = λx0 + λ

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

Puisque 0 < λ < 1, alors

∥x(t)∥ ≤ ∥x0∥+
∫ t

0

p(s)ψ(∥x(s)∥)ds, t ∈ [0, t1].

On Considère l'application ϕ donnée par :

ϕ(t) = ∥x0∥+
∫ t

0

p(s)ψ(∥x(s)∥)ds, t ∈ [0, t1].

On a
ϕ(0) = ∥x0∥, ∥x(t)∥ ≤ ϕ(t), t ∈ [0, t1],

et
ϕ′(t) = p(t)ψ(∥x(t)∥), t ∈ [0, t1].

Le fait que ψ est croissante, pour t ∈ [0, t1], on obtient

ϕ′(t) ≤ p(t)ψ(ϕ(t)) ⇒ ϕ′(t)

ψ(ϕ(t))
≤ p(t)

⇒
∫ t

0

ϕ′(s)

ψ(ϕ(s))
ds ≤

∫ t

0

p(s)ds.

Prenons le changement de variables u = ϕ(s) ⇒ du = ϕ′(s), on trouve∫ ϕ(t)

ϕ(0)

du

ψ(u)
≤

∫ t

0

p(s)ds.

Ce qui implique que pour chaque t ∈ [0, t1], on a∫ ϕ(t)

ϕ(0)

du

ψ(u)
≤

∫ t1

0

p(s)ds.

L'application Θ0(z) =

∫ z

ϕ(0)

du

ψ(u)
est continue croissante, alors Θ−1

0 existe et croissante et

on a

Θ0(ϕ(t)) ≤
∫ t1

0

p(s)ds,

donc

ϕ(t) ≤ Θ−1
0

(∫ t1

0

p(s)ds

)
=M0.

Comme pour tout t ∈ [0, t1], ∥x(t)∥ ≤ ϕ(t), alors

sup
t∈[0,t1]

∥x(t)∥ ≤M0.
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Maintenant, pour tout t ∈]t1, t2], on a

∥x(t+1 )∥ ≤ ∥η1(x(t−1 ))∥+ ∥x(t−1 )∥
≤ sup

y∈B(0,M0)

∥η1(y)∥+M0 := S1

et

x(t) = λ
(
x(t−1 )) + η1(x(t

−
1 )
)
+ λ

∫ t

t1

f(s, x(s))ds.

Alors

∥x(t)∥ ≤ S1 +

∫ t

t1

p(s)ψ(∥x(s)∥)ds, t ∈]t1, t2].

On considère l'application ϕ1 donnée par :

ϕ1(t) = S1 +

∫ t

t1

p(s)ψ(∥x(s)∥)ds, t ∈]t1, t2].

Donc, on a
ϕ1(t

+
1 ) = S1, ∥x(t)∥ ≤ ϕ1(t), t ∈]t1, t2],

et
ϕ′
1(t) = p(t)ψ(∥x(t)∥), t ∈]t1, t2].

Le fait que ψ est croissante, pour t ∈]t1, t2], on obtient

ϕ′
1(t) ≤ p(t)ψ(ϕ1(t)) ⇒

ϕ′
1(t)

ψ(ϕ1(t))
≤ p(t)

⇒
∫ t

t1

ϕ′
1(s)

ψ(ϕ1(s))
ds ≤

∫ t

t1

p(s)ds.

Prenons le changement de variables u = ϕ1(s) ⇒ du = ϕ′
1(s), on trouve∫ ϕ1(t)

ϕ1(t
+
1 )

du

ψ(u)
≤

∫ t

t1

p(s)ds.

Ce qui implique que pour tout t ∈]t1, t2], on a∫ ϕ1(t)

ϕ1(t
+
1 )

du

ψ(u)
≤

∫ t2

t1

p(s)ds.

Si on considère l'application Θ1(z) =

∫ z

ϕ1(t
+
1 )

du

ψ(u)
, on obtient

ϕ1(t) ≤ Θ−1
1

(∫ t2

t1

p(s)ds

)
:=M1.

Comme pour tout t ∈]t1, t2], ∥x(t)∥ ≤ ϕ1(t), alors

sup
t∈]t1,t2]

∥x(t)∥ ≤M1.
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Par itération pour ]tr, 1]. On trouve qu'il existe une constante Mr telle que

sup
t∈]tr,1]

∥x(t)∥ ≤ Θ−1
r

(∫ 1

tr

p(s)ds

)
:=Mr.

Comme on a choisi x arbitrairement, alors pour toute solution x du problème (2.1)-(2.2)
on a

∥x∥PC ≤ max{Mk, k = 0, 1, ..., r} := 1.

Soit l'ensemble
V = {x ∈ PC : ∥x∥PC < 1}.

Par conséquence, l'opérateur N : V → PC est complètement continu.
Par la dé�nition de V il n'existe pas x ∈ ∂V tel que x = λNx pour tout 0 < λ < 1.
Il reste le choix que N admette un point �xe x ∈ V qui est solution du (2.1)-(2.2).

Application : On considère l'équation di�érentielle impulsive suivante :
x′(t) = 1 + x2(t), t ∈ J = [0, 1], t ̸= 1

2
,

∆x(t 1
2
) = x

(
1

2

−)
,

x(0) = 0.

(2.11)

▶ Montrons que f(x) = 1 + x2(t) est L1−Carathéodory.
En e�et

1. Soit t 7→ f(t, x) est mesurable et continue pour x ∈ R.
2. Soit x 7→ f(t, x) est continue pour t ∈ [0, 1].

3. Pour ω > 0, supposons ∥x∥ < ω, on a :

∥f(t, x)∥ = ∥1 + x2∥
≤ 1 + ∥x2∥
≤ 1 + ω2.

Alors ∃hω(t) = 1 + ω2 ∈ L1(J,R+).

▶ Soit ψ : [0,∞[→ [0,∞[ la fonction dé�nie par ψ(u) = 1+u2, ψ est une fonction positive

et croissante et

∫ +∞

0

du

ψ(u)
=

∫ +∞

0

du

u2 + 1
= arctgu

∣∣∣∣+∞

0

=
π

2
.

Alors
∥f(t, x)∥ = ∥1 + x2∥

≤ 1 + ∥x2∥
≤ 1 + ω2

= ψ(ω).

Donc pour p(t) = 1 et d'après le théorème 2.4.2, le problème (2.11) admet au moins une
solution sur [0, 1].
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2.4.3 Résolution du problème par le théorème de Krasnoseleskii

Théorème 2.4.3 [24] Supposons que :

(H ′) f : J ×Rn → Rn est une fonction L1−Carathéodory : on a ∀ω > 0,∃hω ∈ L1(J,R+)
telle que

∥f(t, x)∥ ≤ hω(t) pour tout t ∈ J et ∀ ∥x∥ ≤ ω.

(H ′′) ηk ∈ C(Rn,Rn), k = 1, ..., r avec ∃ck > 0, telque

∥ηk(x)− ηk(y)∥ ≤ ck∥x− y∥ ∀x, y ∈ Rn,

avec
r∑

k=0

ck < 1. (2.12)

Alors le problème (2.1)-(2.2) admet au moins une solution.

Preuve. Considérons l'opérateur N3 dé�ni par :

N3 : PC(J,Rn) → PC(J,Rn)

x 7→ N3(x)(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )).

D'après le lemme 2.2.1, les points �xes de l'opérateur N3 sont les solutions du problème
(2.1)(2.2). En appliquant le théorème de Krasnoselskii sur l'opérateur N3.

N3(x)(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )),

L'opérateur N3 est décomposé en deux applications A et B tel que :

A(x)(t) = x0 +
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )),

et

B(x)(t) =

∫ t

0

f(s, x(s))ds.

Montrons que A est une contraction et B est complètement continue.
En e�et :
Étape 1 : Soit M une partie non vide, convexe et fermée de PC.
On suppose que : A,B :M → PC, avec M est dé�nie par la formule suivante :

∃ℓ > 0,M = {x ∈ PC, tel que ∥x∥PC ≤ ℓ}.
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Montrons que A(x) +B(y) ∈M,∀x, y ∈M. En e�et :
Soient x, y ∈M donc on a ∥x∥PC ≤ ℓ et ∥y∥PC ≤ ℓ, donc

∥A(x)(t) +B(y)(t)∥ =

wwwwx0 + ∑
0<tk<t

ηk(x(t
−
k )) +

∫ t

0

f(s, y(s))ds

wwww
≤ ∥x0∥+

wwww ∑
0<tk<t

ηk(x(t
−
k ))

wwww+

wwww∫ t

0

f(s, y(s))ds

wwww
≤ ∥x0∥+

∑
0<tk<t

∥ηk(x(t−k ))∥+
∫ t

0

∥f(s, y(s))∥ds

≤ ∥x0∥+
r∑

k=1

∥ηk(x(t−k ))∥+
∫ t

0

hω(s)ds

≤ ∥x0∥+
r∑

k=1

∥ηk(x(t−k ))∥+ ∥hω∥L1 .

Pour ∥x∥PC ≤ ℓ on a ∥x(t−k )∥ ≤ ℓ, k = 1, ..., r donc x(t−k ) ∈ B(0, ℓ) = {x ∈ Rn, ∥x∥ ≤ ℓ}.
Puisque les ηk sont continues sur le compact B(0, ℓ) alors

sup
x∈B(0,ℓ)

∥ηk(x)∥ < +∞.

Donc

∥A(x)(t) +B(y)(t)∥ ≤ ∥x0∥+
r∑

k=1

∥ηk(x(t−k ))∥+ ∥hω∥L1

≤ ∥x0∥+
r∑

k=1

sup
x∈B(0,ℓ)

∥ηk(x)∥+ ∥hω∥L1

≤ C.

Donc ∥A(x)(t) +B(y)(t)∥PC ≤ C avec C une constante positive, alors A(x) +B(y) ∈M.
Étape 2 : On montre que A est une contraction :
Soient x, z ∈ PC(J,Rn), pour t ∈ [0, 1], on a :

∥A(x)(t)− A(z)(t)∥ =

wwwwx0 + ∑
0<tk<t

ηk(x(t
−
k ))− x0 −

∑
0<tk<t

ηk(z(t
−
k ))

wwww
=

wwww ∑
0<tk<t

[
ηk(x(t

−
k ))− ηk(z(t

−
k ))

]wwww
≤

∑
0<tk<t

∥ηk(x(t−k ))− ηk(z(t
−
k ))∥

≤
r∑

k=1

ck∥x− z∥.

Puisque (2.12) est satisfaite, alors A est une contraction.
Étape 3 : On montre que B est complètement continue en appliquant le théorème
d'Ascoli-Arzelà :
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1. B transforme tout ensemble borné en un ensemble borné dans l'espace PC(J,Rn).
Soit x ∈M

∥B(x)(t)∥ =

wwww∫ t

0

f(s, x(s))ds

wwww
≤

∫ t

0

∥f(s, x(s))∥ds

≤
∫ t

0

hω(s)ds

≤ ∥hω∥L1 .

2. B transforme chaque ensemble borné en un ensemble équicontinu dans l'espace
PC(J,Rn) :
Soit t1, t2 ∈ [0, 1] tel que t1 < t2 et soit x ∈M

∥B(x)(t2)−B(x)(t1)∥ =

wwww∫ t2

0

f(s, x(s))ds−
∫ t1

0

f(s, x(s))ds

wwww
=

wwww∫ t1

0

f(s, x(s))ds+

∫ t2

t1

f(s, x(s))ds−
∫ t1

0

f(s, x(s))ds

wwww
=

wwww∫ t2

t1

f(s, x(s))ds

wwww
≤

∫ t2

t1

∥f(s, x(s))∥ds

≤
∫ t2

t1

hω(s)ds.

Quand t1 → t2 alors ∥B(x)(t2)−B(x)(t1)∥ → 0, donc B est équicontinu.

3. Soit {xn} une suite dans PC(J,Rn) converge vers x. Il existe un entier ℓ tel que
∥xn∥PC ≤ ℓ pour tout n ∈ N et ∥x∥PC ≤ ℓ donc xn ∈M et x ∈M, on a

∥B(xn)−B(x)∥ =

wwww∫ t

0

f(s, xn(s))ds−
∫ t

0

f(s, x(s))ds

wwww
=

wwww∫ t

0

(f(s, xn(s))ds− f(s, x(s))ds

wwww
≤

∫ t

0

∥f(s, xn(s))− f(s, x(s))∥ds.

Puisque f est une fonction continue, nous avons :

∥B(xn)−B(x)∥ → 0 quand n→ ∞.

Donc B est continu.

D'après le théorème de Krasnoselskii 1.2.4, le problème (2.1)-(2.2) admet au moins une
solution.
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Application : On considère l'équation di�érentielle impulsive suivante :
x′(t) =

t3 + x3(t)

t2 + x2(t)
, t ∈ J = [0, 1], t ̸= 1

2
,

∆x(t 1
2
) =

1

2
x(t−1

2

),

x(0) = 0.

(2.13)

▶ On pose la fonction f qui dé�nie par :

f : J × R → R

(t, x) 7→ t3 + x3

t2 + x2
,

est L1−Carathéodory car :

1. Soit f(t, x) est mesurable pour tout x ∈ R.
2. Soit f(t, x) est continue pour tout t ∈ [0, 1] car :

Pour tout (t, x) ∈ R2 \ {(0, 0)}, on pose{
t = r cos θ,

x = r sin θ,

où r > 0 et θ ∈]− π,+π[.
On a alors :

lim
(t,x)→(0,0)

f(t, x) = lim
r→0

f(r cos(θ), r sin(θ))

= lim
r→0

r3 cos3(θ) + r3 sin3(θ)

r2 cos2(θ) + r2 sin2(θ)

= lim
r→0

r(cos3(θ) + sin3(θ))

= 0.

3. Pour tout ω > 0, on a ∥x∥ ≤ ω, et d'après l'inégalité triangulaire, on obtient

∥f(t, x)∥ =

wwwwt3 + x3

t2 + x2

wwww
≤ 1 + ω3

1 + ω2
= hω(t).

avec hω(t) ∈ L1([0, 1],R+).
Ainsi f est L1−Carathéodory.

▶ On pose

η 1
2
(x) =

1

2
x, x ∈ R,

Soient x, y ∈ R, on a

∥η 1
2
(x)− η 1

2
(y)∥ =

∣∣∣∣12x− 1

2
y

∣∣∣∣
≤ 1

2
|x− y|.
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Avec
1

2
< 1, donc η 1

2
(x, y) est une contraction.

Alors d'après le théorème 2.4.3, le problème (2.13) admet au moins une solution sur [0, 1].



Chapitre 3
Problème de Cauchy pour des équations

di�érentielles d'ordre fractionnaire

Ce chapitre contient deux parties, la première c'est le calcul fractionnaire et la deuxième
est consacré à l'étude d'un problème de Cauchy pour des équations di�érentielles frac-
tionnaires.

3.1 Fonctions spéciales

Dans cette partie on va présenter deux fonctions spéciales : les fonctions Gamma et
Bêta qui seront utilisées dans la suite et jouent un rôle capital dans la théorie du calcul
fractionnaire.

3.1.1 Fonction Gamma

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d'Euler, qui
généralise la factorielle n! et permet n de prendre aussi des valeurs non entiers et même
des valeurs complexes.

Dé�nition 3.1.1 [11] La fonction Gamma Γ est dé�nie sur C par l'intégrale suivante :

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt, Re(z) > 0. (3.1)

Cette intégrale est convergente pour tout complexe z ∈ C, si Re(z) > 0.

Proposition 3.1.1 [29,32] L'une des propriétés fondamentaux de la fonction Gamma
satisfait à l'équation fonctionnelle suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z), Re(z) > 0. (3.2)

En particulier :

Γ(n+ 1) = n! ∀n ∈ N∗.
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Preuve. On démontre cette proposition par une intégration par partie de (3.1).
Soit z ∈ C avec Re(z) > 0, alors

Γ(z + 1) =

∫ +∞

0

e−tt(z+1)−1dt

=

∫ +∞

0

e−ttzdt

=

[
− e−ttz

]+∞

0

+ z

∫ +∞

0

e−ttz−1dt︸ ︷︷ ︸
Γ(z)

.

Donc

Γ(z + 1) = zΓ(z).

En particulier, on a

Γ(1) =

∫ +∞

0

e−tt1−1dt = 1,

et en utilisant (3.2), on obtient pour z ∈ N∗ :

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1.1 = 1!
Γ(3) = 2.Γ(2) = 2.1! = 2!
Γ(4) = 3.Γ(3) = 3.2! = 3!
. . . . . . . . . . . .

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)! = n!

Donc

Γ(n) = (n− 1)!

Exemple 3.1.1

Γ

(
5

2

)
= Γ

(
1 +

3

2

)
=

3

2
Γ

(
3

2

)
=

3

2
Γ

(
1

2
+ 1

)
=

3

2
.
1

2
Γ

(
1

2

)
=

3

4

√
π =

3

4

√
π.

Proposition 3.1.2 [30,28] Pour tout n ∈ N∗, on a

Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!
√
π

4n n!
, (3.3)

avec

Γ

(
1

2

)
=

√
π.

Preuve. On a

Γ

(
1

2

)
=

√
π.

En e�et,

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

e−t

√
t
dt.

On pose le changement de variable suivant :
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u =
√
t⇒ t = u2 et dt = 2u du.

D'où

Γ

(
1

2

)
= 2

∫ +∞

0

e−u2

u
· u du

= 2

∫ +∞

0

e−u2

du.

D'après l'intégrale de Gausse, on a∫ +∞

−∞
e−u2

du =

√
π

2
.

Alors

Γ

(
1

2

)
= 2

√
π

2
=

√
π.

Calculons maintenant (3.3), pour tout n ∈ N∗

Γ

(
n+

1

2

)
= Γ

(
n− 1

2
+ 1

)
=

(
n− 1

2

)
. Γ

(
n− 1

2

)
=

(
n− 1

2

)
. Γ

(
n− 3

2
+ 1

)
=

(
n− 1

2

)
.

(
n− 3

2

)
. Γ

(
n− 3

2

)
=

(
n− 1

2

)
.

(
n− 3

2

)
...

1

2
. Γ

(
1

2

)
=

(
2n− 1

2

)
.

(
2n− 3

2

)
...

√
π

2

=
1

2n
.(2n− 1).(2n− 3) ... 3.1.

√
π.

En multipliant et en divisant par (2n− 2)(2n− 4) ... 2, on a

Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n− 1).(2n− 2) ... 3.2.1

2n.(2n− 2).(2n− 4) ... 2
.
√
π

=
(2n− 1)!

√
π

2n.2n−1.(n− 1)!

=
(2n− 1)!

√
π

2n−1.(n− 1)!
.

En multipliant et en divisant par 2n, on obtient

Γ

(
n+

1

2

)
=

2n.(2n− 1)!
√
π

22n−1.2n.(n− 1)!

=
(2n)!

√
π

4n n!
.

Par conséquent (3.3) est prouvée.



3.1 Fonctions spéciales 31

3.1.2 Fonction Bêta

Dé�nition 3.1.2 [23,29] Dans de nombreux cas, il est préférable d'utiliser la fonction
Bêta au lieu de certaines combinaisons de valeurs de la fonction Gamma.

B(z, w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt, Re(z) > 0, Re(w) > 0, (3.4)

cette intégrale est convergente pour tout z, w ∈ C.

Proposition 3.1.3 [30] La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation
suivante :

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
, Re(z) > 0, Re(w) > 0. (3.5)

D'où il résulte que Bêta est symétrique :

B(z, w) = B(w, z), Re(z) > 0, Re(w) > 0.

Preuve. Soient (z, w) ∈ C2 avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0, telle que

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt

Γ(w) =

∫ +∞

0

e−ssw−1ds.

En utilisant le théorème de Fubini, on obtient

Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

tz−1e−txw−1e−xdt dx

=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

tz−1e−(t+x)xw−1dt dx.

On e�ectue le changement de variable r = t+ x⇒ dr = dt+ dx et 0 < r < +∞.
Et on pose t = rs⇒ s = t

r
= t

t+x
donc

si t = 0 ⇒ s = 0
si t = +∞ ⇒ s = 1,

on a
dr = dt+ dx⇒ dx = dr − dt,

et on a t = rs, donc

dx = dr − (rds+ sdr) ⇒ dx = (1− s)dr − rds.

Alors {
dt = rds+ sdr
dx = (1− s)dr − rds

⇒ dtdx = rdsdr.
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Donc

Γ(z)Γ(w) =

∫ +∞

0

∫ 1

0

e−r(rs)z−1(r(1− s))w−1r ds dr

=

∫ +∞

0

∫ 1

0

e−rrz−1sz−1rw−1(1− s)w−1r ds dr

=

∫ +∞

0

e−rrz−1rw−1r dr

∫ 1

0

sz−1(1− s)w−1ds

=

∫ +∞

0

e−rrz+w−1dr

∫ 1

0

sz−1(1− s)w−1ds

= Γ(z + w)B(z, w).

D'où B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
.

3.2 Calcul Fractionnaire

Dans cette section on va présenter les notions de l'intégrale et la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville et Caputo.

3.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d'intégrale fractionnaire d'ordre α ∈ C, Re(α) > 0 au sens de Riemann-
Liouville généralise la célèbre formule attribuée à Cauchy d'intégrale répété n-fois,

Ina f(x) =

∫ x

a

dt1

∫ t1

a

dt2 . . .

∫ tn−1

a

f(tn) dtn

Ina f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t) dt, ∀n ∈ N. (3.6)

D'après la généralisation du factoriel par la fonction Gamma ; Γ(n) = (n− 1)!. Riemann
observe que le second membre de (3.6) pourrait avoir un sens même pour des valeurs
non-entières de n, il était donc naturel de dé�nir l'intégration fractionnaire comme suite :

Dé�nition 3.2.1 (Intégrale de Riemann-Liouville) [18]
Soit f : [a, b] → R une fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire d'ordre α ∈ C
au sens de Riemann-Liouville de f notée Iαa , l'intégrale suivante :

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t) dt, (x > a,Re(α) > 0). (3.7)

On note Iα0 par Iα.

Exemple 3.2.1 On considère la fonction f dé�nie par :

f(x) = (x− a)β, x ∈ [a, b] où β > −1, α > 0.
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On a alors

Iαa (x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt. (3.8)

En e�ectuant le changement de variable suivant :

τ =
t− a

x− a
, ∀x > a.

Alors

t = a+ (x− a)τ avec 0 ≤ τ ≤ 1 donc dt = (x− a)dτ.

Donc, (3.8) devient

Iαa (x− a)β =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x− a− (x− a)τ)α−1(a+ (x− a)τ − a)β(x− a) dτ

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x− a)α−1(1− τ)α−1(x− a)β+1τβ dτ

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

(x− a)α+β(1− τ)α−1τβ dτ

=
(x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1τβ dτ.

En tenant compte de la fonction Bêta (3.4) puis de la relation (3.5), on aura

Iαa (x− a)β =
(x− a)α+β

Γ(α)
B(β + 1, α)

=
(x− a)α+β

Γ(α)
· Γ(β + 1)Γ(α)

Γ(β + 1 + α)
.

Alors, on obtient l'intégrale fractionnaire d'ordre α de la fonction f , telle que

Iαa (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
(x− a)α+β. (3.9)

Cas particulier :

Si α = 1. D'après (3.2) on déduit que

I1a(x− a)β =
1

β + 1
(x− a)1+β.

Si β = 0. On a dans ce cas

Iαa 1 =
1

Γ(α + 1)
(x− a)α.

Proposition 3.2.1 [22] Soit f ∈ C([a, b]). Pour α et β des nombres complexes où
Re(α) > 0 et Re(β) > 0, alors

Iαa
[
Iβa f(x)

]
= Iα+β

a f(x). (3.10)



34Problème de Cauchy pour des équations di�érentielles d'ordre fractionnaire

Preuve. Soit f ∈ C([a, b]), On a par dé�nition de Iαa

Iαa
[
Iβa f(x)

]
=

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1
[
Iβa f

]
(t)dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1

[
1

Γ(β)

∫ t

a

(t− s)β−1f(s)ds

]
dt.

D'après le théorème de Fubini, on pourra permuter l'ordre d'intégration et on aura :

Iαa
[
Iβa f(x)

]
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s)

∫ x

s

(x− t)α−1(t− s)β−1dt︸ ︷︷ ︸
I

ds. (3.11)

En e�ectuant le changement de variable suivant dans l'intégrale I :

τ =
t− s

x− s
, ∀x > s,

alors

t = s+ (x− s)τ, avec (0 ≤ τ ≤ 1), donc dt = (x− s)dτ.

On obtient

I =

∫ 1

0

(x− s− (x− s)τ)α−1(s+ (x− s)τ − s)β−1(x− s) dτ

=

∫ 1

0

(x− s)α−1(1− τ)α−1(x− s)β−1τβ−1(x− s) dτ

=

∫ 1

0

(x− s)α+β−1τβ−1(1− τ)α−1 dτ

= (x− s)α+β−1

∫ 1

0

τβ−1(1− τ)α−1 dτ.

En tenant compte de la dé�nition de Bêta (3.4) puis de la relation (3.5), on a

I = (x− s)α+β−1B(β, α)

= (x− s)α+β−1Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

En retournant à la formule (3.11), on obtient alors

Iαa
[
Iβa f(x)

]
=

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s)

[
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
(x− s)α+β−1

]
ds

=
Γ(α)Γ(β)

Γ(α)Γ(β)Γ(α + β)

∫ x

a

(x− s)α+β−1f(s) ds

=
1

Γ(α + β)

∫ x

a

(x− s)α+β−1f(s) ds

= Iα+β
a f(x).

D'où le résultat.
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3.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 3.2.2 (Dérivée de Riemann-Liouville) [22,30]
Soit Re(α) ∈ ]n − 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ C([a, b]). On appelle dérivée fractionnaire d'ordre
α ∈ C au sens de Riemann-Liouville d'une fonction f notée Dα

a , la fonction dé�nie par :

Dα
a f(x) = Dn[In−α

a f(x)]

Dα
a f(x) =

1

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt, (n = [Re(α) + 1], x > a). (3.12)

Où [.] désigne la partie entière d'un nombre réel et Dn =

(
d

dx

)n

.

En particulier, pour α ∈ N la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide
avec la dérivée classique ;

Si α = 0, on a

D0
af(x) = D1[I1af(x)] = f(x).

Si α = n, (n ∈ N), on a

Dn
af(x) = Dn+1[In+1−n

a f(x)] = Dn+1[I1af(x)] = Dnf(x).

Exemple 3.2.2 On considère la fonction f dé�nie par :

f(x) = (x− a)β, x ∈ [a, b] où β ∈ R.

Soit n ∈ N∗ et α ≥ 0 tel que α ∈ ]n− 1, n[, nous avons

Dα
a (x− a)β = Dn[In−α

a (x− a)β].

D'après (3.9), on obtient

Dα
a (x− a)β = Dn

[
Γ(β + 1)

Γ(β + n− α + 1)
(x− a)n−α+β

]
=

Γ(β + 1)

Γ(β + n− α + 1)

[(
d

dx

)n

(x− a)n−α+β

]
.

On sait que(
d

dx

)n

(x− a)n−α+β = (n− α + β)(n− α + β − 1) ... (n− α + β − n+ 1)(x− a)n−α+β−n

= (n− α + β)(n− α + β − 1) ... (β − α + 1)(x− a)β−α

=
Γ(β + 1 + n− α)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.

Alors

Dα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + n+ 1− α)

[
Γ(β + n+ 1− α)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α

]
.
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Alors, on obtient la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'ordre α de la fonction
f , telle que

Dα
a (x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.

Cas particulier ;

Si α = 1. D'après (3.2), on déduit que

D1
a(x− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β)
(x− a)β−1 = β(x− a)β−1 =

d

dx
(x− a)β.

Si β = 0. On a dans ce cas

Dα
a 1 =

1

Γ(1− α)
(x− a)−α.

Ce qui montre que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'une constante n'est pas
nulle.

Lemme 3.2.1 [22] Soit α ∈ R+ et n ∈ N tel que n − 1 ≤ α < n et f : [a, b] → R une
fonction donnée. Supposons que Dα

a f = 0. Alors

f(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
(x− a)k+α−n, (n = [α] + 1).

Où les ck, (k = 0, 1, ..., n− 1) sont des constantes réelles.

Preuve. Comme Dα
a f = 0, alors

(DnIn−α
a f)(x) = 0 ⇒ (In−α

a f)(x) =
n−1∑
k=0

ck(x− a)k.

Par composition avec Iαa , on obtient

(Ina f)(x) =
n−1∑
k=0

ckI
α
a (x− a)k

=
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α)
(x− a)k+α.

En remplaçant (Ina f)(x) par son expression, on trouve

(Ina f)(x) =
1

Γ(n)

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt

=
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α)
(x− a)k+α.

Puis, par une dérivation classique d'ordre n par rapport à x, on obtient

f(x) =
n−1∑
k=0

ck
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
(x− a)k+α−n.
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Lemme 3.2.2 [22] Si Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ C([a.b]), alors on a l'égalité

(Dα
a I

α
a f)(x) = f(x).

Preuve. En se basant sur la propriété classique :

(DnIna f)(x) = f(x).

Et en utilisant la dé�nition 3.2.2 et de proposition 3.2.1 on déduit

(Dα
a I

α
a f)(x) = Dn[In−α

a (Iαa f(x))]

= Dn[Ina f(x)]

= f(x).

D'où le résultat.

Proposition 3.2.2 [22] Si n > Re(α) > Re(β) > n− 1 > 0, alors pour f(x) ∈ C([a, b]),
on a la relation

(Dβ
aI

α
a f)(x) = Iα−βf(x).

En particulier, si β = k ∈ N et Re(α) > k, alors

(Dk
aI

α
a f)(x) = Iα−kf(x). (3.13)

Preuve. En utilisant la dé�nition 3.2.2, la proposition 3.2.1, et le lemme 3.2.2, on déduit

(Dβ
aI

α
a f)(x) = Dn[In−β

a (Iαa f(x))]

= Dn[In+α−β
a f(x)]

= Dn[Ina (I
α−β
a f(x))]

= Iα−β
a f(x).

D'où le résultat.

Remarque 3.2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est non-commutative,
i.e :

Dα
a ◦Dβ

a ̸= Dβ
a ◦Dα

a .

Proposition 3.2.3 (Linéarité) [13]
Soit Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et soient f et g deux fonctions pour lesquelles les dérivées
fractionnaires d'ordre α ∈ C de Riemann-Liouville existent. Alors pour λ, µ ∈ C, on a

Dα
a (λf + µg)(x) = λ(Dα

a f)(x) + µ(Dα
a g)(x).
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3.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Les problèmes appliqués requièrent une dé�nition des dérivées fractionnaires permet-
tant l'utilisation des conditions initiales physiquement intraitables. Malheureusement, la
dé�nition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann- Liouville ne satisfait pas cette
demande, ce qui a engendré une dé�nition alternative qui répond à ce besoin. C'est Ca-
puto qui a proposé cette nouvelle dé�nition de dérivée fractionnaire, qui d'ailleurs porte
son nom.

Dé�nition 3.2.3 (Dérivée de Caputo) [23]
Soient Re(α) ∈ ]n−1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]). On appelle dérivée fractionnaire d'ordre
α ∈ C au sens de Caputo d'une fonction f notée cDα

a , la fonction dé�nie par :

cDα
a f(x) = In−α

a [Dnf(x)]

=
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt, (n = [Re(α)] + 1, x > a). (3.14)

On note cDα
0 par cDα.

Remarque 3.2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d'une fonction constante
f(x) = C est nulle, autrement dit : cDα

aC = 0.

Proposition 3.2.4 (Linéarité) [23]
Soit Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et soient f et g deux fonctions pour lesquelles les dérivées
fractionnaires d'ordre α ∈ C de Caputo (3.14) existent. Alors pour λ, µ ∈ C, on a

Dα
a (λf + µg)(x) = λ(Dα

a f)(x) + µ(Dα
a g)(x).

3.2.4 Lien entre les dérivées fractionnaires de Caputo et de Riemann-

Liouville

Proposition 3.2.5 [22] Si Re(α) ∈ ]n−1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]), la relation reliant
la dérivée au sens de Riemann-Liouville (3.12) et celle de Caputo (3.14) est donnée par :

cDα
a f(x) = Dα

a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k + 1)
(x− a)k

]

= Dα
a f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α, (n = [Re(α)] + 1, x > a). (3.15)

En particulier, lorsque Re(α) ∈ ]0, 1[, on a :

cDα
a f(x) = Dα

a f(x)−
f(a)

Γ(1− α)
(x− a)−α. (3.16)

A partir de (3.15), on déduit que la dérivée fractionnaire d'ordre α de f au sens de
Riemann-Liouville coïncide avec celle de Caputo, si a est un zéro d'ordre n de f .
Plus précisément, on a :

f (k)(a) = 0, (k = 0, 1, ..., n− 1). (3.17)

Alors,
cDα

a f(x) = Dα
a f(x).
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3.3 Lemmes fondamentaux

Lemme 3.3.1 [22] Soit Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]), alors

(cDα
a I

α
a f) (x) = f(x). (3.18)

Preuve. Soit Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]).La relation (3.15) de la propo-
sition 3.2.5 permet d'obtenir le résultat suivant :

(cDα
a I

α
a f)(x) = (Dα

a I
α
a f)(x)−

n−1∑
k=0

(Iαa f)
(k)(a)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α.

Puis d'après le lemme 3.2.2, on a

(cDα
a I

α
a f)(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

(Iαa f)
(k)(a)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α.

Et comme k ≤ n− 1 < Re(α), pour k = 0, 1, ..., n− 1, alors les dérivées

(Iαa f)
(k)(a) = 0.

Ce qui donne
(cDα

a I
α
a f)(x) = f(x).

Lemme 3.3.2 [36] Soit α > 0, alors l'équation di�érentielle

cDαf(x) = 0,

admet une solution

f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + ...+ cn−1x

n−1, (n = [α] + 1),

pour ci ∈ R, (i = 0, 1, 2, ..., n− 1).

Lemme 3.3.3 [36] Soit α > 0, alors

IαcDαf(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + ...+ cn−1x

n−1 + f(x), (n = [α] + 1),

pour ci ∈ R, (i = 0, 1, 2, ..., n− 1).

Lemme 3.3.4 [23] Soit Re(α) ∈ ]n− 1, n[, n ∈ N∗ et f ∈ Cn([a, b]), alors

(Iαa
cDα

a f)(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k, (n = [Re(α)] + 1).

En particulier, pour α ∈]0, 1[,
on a

(IαcDα
a f)(x) = f(x)− f(0).
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3.4 Résolution d'un problème de Cauchy pour les équa-

tions di�érentielles d'ordre fractionnaire

Dans cette section, on s'intéresse au problème de Cauchy suivant :{
cDαx(t) = f(t, x(t)), t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1,

x(0) = x0.
(3.19)

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0, T ] × R → R une fonction
continue.

3.4.1 Solution d'un problème de Cauchy pour des équations dif-

férentielles d'ordre fractionnaire

Lemme 3.4.1 [4,21] Soit 0 < α < 1 et soit h : [0, T ] → R une fonction continue. Une
fonction x est une solution de l'équation intégrale fractionnaire

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds (3.20)

si et seulement si x est la solution du problème à valeur initiale pour l'équation di�éren-
tielle fractionnaire

cDαx(t) = h(t), t ∈ [0, T ], (3.21)

x(0) = x0. (3.22)

Preuve. Tout d'abord véri�ant l'équation (3.21).
Soit x la solution de l'équation intégrale (3.20), c-à-d

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

= x0 + Iαh(t).

En appliquant l'opérateur cDα aux deux membres de l'égalité précédente, et comme il est
linéaire, on aura

cDαx(t) =c Dα(x0) + (cDαIαh)(t).

D'après le lemme 3.3.1 et la remarque 3.2.2, on obtient

cDαx(t) = h(t), t ∈ [0, T ].
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Il reste à véri�er la condition initiale (3.22), d'après (3.20) on a

|x(t)− x0| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|h(s)|ds

≤ ∥h∥∞
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds

≤ ∥h∥∞
αΓ(α)

tα

≤ ∥h∥∞
Γ(α + 1)

tα.

Quand t→ 0, on obtient (3.22).
Alors x est une solution de problème (3.21)-(3.22).

Inversement :
Supposons que x est solution de problème (3.21)-(3.22).
En appliquant l'opérateur Iα aux deux membres de l'égalité dans l'équation (3.21), on
aura

(IαcDαx)(t) = Iαh(t)

(IαcDαx)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds, (3.23)

le fait que α ∈]0, 1[, et d'après le lemme 3.3.4, on aura

(IαcDαx)(t) = x(t)− x(0). (3.24)

D'après (3.23) et (3.24), on aura

x(t)− x(0) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

et on a

x(t) = x(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds,

et comme x(0) = x0, on obtient

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds, 0 ≤ t ≤ T.

Ce qu'il fallait démontrer.

3.4.2 Théorème d'existence et d'unicité de solution

Théorème 3.4.1 Soit 0 < α < 1, et G un ouvert de R, et soit
f : [0, T ] × G → R, une fonction telle que, pour chaque u ∈ G, f(t, u) ∈ C[0, T ] et on
suppose qu'il existe une constante k > 0 telle que :
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|f(t, u)− f(t, v)| ≤ k|u− v|, pour tout t ∈ [0, T ], et tout u, v ∈ G.

Si

k
Tα

Γ(α + 1)
< 1. (3.25)

Alors le problème de Cauchy (3.19) admet une solution unique sur C[0, T ].

Preuve. D'après le lemme 3.4.1, on a la solution de problème (3.19) est :

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s))ds

Transformons le problème (3.19) en un problème du point �xe, en utilisant le théorème
de Banach.
Considérons l'opérateur :F : C([0, T ],R) → C([0, T ],R), dé�ni par :

F (x)(t) = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s))ds.

F est bien dé�ni. En e�et, le fait que x ∈ C([0, T ],R) alors f(t, x(t)) continue donc
F ∈ C([0, T ],R).
Pour montrer que F admet un unique point �xe, Il su�t de montrer que F est une
contraction, en e�et :
Si x, y ∈ C[0, T ] alors pour tout t ∈ [0, T ] on a

|F (x)(t)− F (y)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s))ds

−
[

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(
f(s, x(s))− f(s, y(s))

)
(t− s)α−1ds

∣∣∣∣
≤ Tα

Γ(α + 1)
|f(s, x(s))− f(s, y(s))|

≤ kTα

Γ(α + 1)
∥x− y∥∞.

Alors

∥F (x)− F (y)∥∞ ≤ kTα

Γ(α + 1)
∥x− y∥∞.

Puisque (3.25) est satisfaite donc le problème (3.19) admet une unique solution sur
C([0, T ],R).

Application. Considérons le problème de Cauchy fractionnaire suivant :cDαx(t) =
2

19 + et
|x(t)|, t ∈ J = [0, 1], α ∈]0, 1[,

x(0) = 1.
(3.26)
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Posons

f(t, x) =
2|x(t)|
19 + et

, (t, x) ∈ J × R.

Soient x, y ∈ R et t ∈ J , alors on a :

|f(t, x)− f(t, y)| =
∣∣∣∣ 2

19 + et
(x− y)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ 2

19 + et

∣∣∣∣|x− y|

≤ 2

20
|x− y|

≤ 1

10
|x− y|.

D'où la condition (3.25) est véri�ée avec k = 1
10
.

Maintenant la condition (3.25) doit satisfaite pour du appriori de α.
En e�et

kTα

Γ(α + 1)
=

1

10Γ(α + 1)
< 1 ⇔ Γ(α + 1) >

1

10
= 0, 1. (3.27)

Alors par le théorème 3.4.1, le problème (3.26) a une solution unique sur [0, 1] pour les
valeurs de α satisfaisant (3.27).



Chapitre 4
Problème de Cauchy pour des équations

di�érentielles d'ordre fractionnaires

impulsives

Ce chapitre est consacré à l'étude d'existence et d'unicité de solutions du problème de
Cauchy d'équation di�érentielle d'ordre fractionnaire avec impulsions.
Premièrement, en appliquant le théorème du point �xe de Banach et deuxièmement, le
théorème du point �xe de Schaefer.

4.1 Solution d'un problème de Cauchy pour des équa-

tions di�érentielles d'ordre fractionnaires impulsives

On considère le problème de Cauchy suivant :

cDα
ax(t) = f(t, x(t)), t ∈ J = [0, T ], t ̸= tk, k = 1, ..., r, 0 < α ≤ 1, (4.1)

∆x(tk) = ηk(x(t
−
k )), k = 1, ..., r, (4.2)

x(0) = x0, (4.3)

où cDα est la dérivée d'ordre fractionnaire de type Caputo, f : J×R → R est une fonction
donnée.

Dé�nition 4.1.1 Une fonction x ∈ PC(J,R) dont la dérivée α existe sur
J ′ = [0, T ] \ {t1, ..., tr} est dite solution de (4.1)-(4.3) si x satisfait l'équation
cDα

ax(t) = f(t, x(t)) sur J ′, et satisfont aux conditions

∆x(tk) = ηk(x(t
−
k )), k = 1, ..., r,

x(0) = x0.
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Lemme 4.1.1 Soit 0 < α ≤ 1 et soit h : J → R une fonction continue. Une fonction x
est une solution de l'équation intégral fractionnaire (4.1)-(4.3).

x(t) =



x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds, si t ∈ [0, t1],

x0 +
1

Γ(α)

k∑
i=1

∫ ti

ti−1

(ti − s)α−1h(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1h(s)ds+
k∑

i=1

ηi(x(t
−
i )), si t ∈]tk, tk+1], k = 1, ..., r.

(4.4)
Où k = 1, ..., r si et seulement si x est une solution de :

cDα
ax(t) = h(t), t ∈ J ′, t ̸= tk, k = 1, ..., r, 0 < α ≤ 1, (4.5)

∆x(tk) = ηk(x(t
−
k )), k = 1, ..., r, (4.6)

x(0) = x0, (4.7)

Preuve. Supposons que x satisfait (4.5)-(4.6) et (4.7).
Si t ∈ [0, t1], alors

cDαx(t) = h(t) ⇒ Iα0 (
cDαx(t)) = Iα0 h(t),

où Iα0 l'intégral de Riemann-Liouville et d'après le lemme 3.3.3, on aura

x(t) = x(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

= x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds.

En particulier,

x(t−1 ) = x0 +
1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1h(s)ds,

Si t ∈]t1, t2], alors
cDαx(t) = h(t) ⇒ Iα

t+1
(cDαx(t)) = Iα

t+1
h(t),

où Iα
t+1

l'intégral de Riemann-Liouville et d'après le lemme 3.3.3 on aura

x(t) = x(t+1 ) +
1

Γ(α)

∫ t

t1

(t− s)α−1h(s)ds.

Or ∆x(t1) = x(t+1 )− x(t−1 ), donc

x(t) = ∆x(t1) + x(t−1 ) +
1

Γ(α)

∫ t

t1

(t− s)α−1h(s)ds.

Comme ∆x(t1) = η1(x(t
−
1 )) et x(t

−
1 ) = x(t1), donc

x(t) = η1(x(t
−
1 )) + x0 +

1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1h(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

t1

(t− s)α−1h(s)ds.
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En particulier,

x(t−2 ) = η1(x(t
−
1 )) + x0 +

1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1h(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1h(s)ds,

Si t ∈]t2, t3], alors
cDαx(t) = h(t) ⇒ Iα

t+2
(cDαx(t)) = Iα

t+2
h(t),

où Iα
t+2

l'intégral de Riemann-Liouville et d'après le lemme 3.3.3 on aura

x(t) = x(t+2 ) +
1

Γ(α)

∫ t

t2

(t− s)α−1h(s)ds.

Or ∆x(t2) = x(t+2 )− x(t−2 ), donc

x(t) = ∆x(t2) + x(t−2 ) +
1

Γ(α)

∫ t

t2

(t− s)α−1h(s)ds.

Comme ∆x(t2) = η2(x(t
−
2 )) et x(t

−
2 ) = x(t2), donc

x(t) = η2(x(t
−
2 )) + η1(x(t

−
1 )) + x0 +

1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1h(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1h(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

t2

(t− s)α−1h(s)ds.

Ainsi, pour t ∈]tk, tk+1] alors

cDαx(t) = h(t) ⇒ Iα
t+k
(cDαx(t)) = Iα

t+k
h(t),

où Iα
t+k

l'intégral de Riemann-Liouville et encore d'après le lemme 3.3.3, on aura

x(t) = x(t+k ) +
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1h(s)ds.

Or ∆x(tk) = x(t+k )− x(t−k ), donc

x(t) = ∆x(tk) + x(t−k ) +
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1h(s)ds.

Comme ∆x(tk) = ηk(x(t
−
k )) et x(t

−
k ) = x(tk), alors

x(t−k ) =
k−1∑
i=1

ηi(x(t
−
i )) + x0 +

1

Γ(α)

k∑
i=1

∫ ti

ti−1

(ti − s)α−1h(s)ds.

Finalement

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

k∑
i=1

∫ ti

ti−1

(ti − s)α−1h(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1h(s)ds+
k−1∑
i=1

ηi(x(t
−
i )) + ηk(x(t

−
k ))

= x0 +
1

Γ(α)

k∑
i=1

∫ ti

ti−1

(ti − s)α−1h(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1h(s)ds+
k∑

i=1

ηi(x(t
−
i )).
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Inversement
Véri�ant tout d'abord la condition initiale (4.7).
Supposons que x satisfait l'équation intégral fractionnaire impulsive (4.4).
Pour t ∈ [0, t1], on a

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds.

En particulier pour t = 0
x(0) = x0.

Ensuite, on véri�e l'équation (4.5)

- Pour t ∈ [0, t1], on a

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds.

En appliquant l'opérateur cDα à l'équation précédente, comme il est linéaire et
d'après le lemme 3.3.1 et la remarque 3.2.2, on aura

cDαx(t) = h(t)

- Pour t ∈]tk, tk+1), on a

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

k∑
i=1

∫ ti

ti−1

(ti − s)α−1h(s)ds+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1h(s)ds+
k∑

i=1

ηi(x(t
−
i ))

= x0 +
k∑

i=1

Iαti−1
h(ti) + Iαtkh(t) +

k∑
i=1

ηi(x(t
−
i )).

En appliquant l'opérateur cDα à l'équation précédente, comme il est linéaire on aura

cDαx(t) =c Dαx0 +
c Dα

(∑
i=1

Iαti−1
h(ti)

)
+c Dα(Iαtkh(t)) +

c Dα

( k∑
i=1

ηi(x(t
−
i )

)
,

et par le lemme 3.3.1 et la remarque 3.2.2, on trouve

cDαx(t) = h(t), t ∈]tk, tk+1).

Pour t ∈]tk, tk+1], l'équation (4.6) est bien véri�ée.

Lemme 4.1.2 x est solution du problème (4.1)-(4.3) si et seulement si x ∈ PC(J,R) et
satisfait

x(t) =



x0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s))ds, t ∈ [0, t1]

x0 +
1

Γ(α)

k∑
i=1

∫ ti

ti−1

(ti − s)α−1f(s, x(s))ds+

1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1f(s, x(s))ds+
k∑

i=1

ηi(x(t
−
i )), t ∈]tk, tk+1], k = 1, ..., r.
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4.2 Théorèmes d'existence et d'unicité de solution

Dans cette section, nous allons étudier les théorèmes qui assure l'existence et l'unicité
de la solution du problème (4.1)-(4.3). En utilisant le théorème de Banach et de Schaefer.

4.2.1 Résolution du problème par le théorème de Banach

Théorème 4.2.1 [6] Supposons que :

(H1) Il existe une constante ℓ > 0 telle que |f(t, u) − f(t, v)| ≤ ℓ|u − v|, pour chaque
t ∈ J et u, v ∈ R.

(H2) Il existe une constante Q > 0 telle que |ηk(u) − ηk(v)| ≤ Q|u − v|, pour chaque
u, v ∈ R et k = 1, ..., r.

Si [
Tαℓ(r + 1)

Γ(α + 1)
+ rQ

]
< 1, (4.8)

alors, le problème (4.1)-(4.3) a une unique solution sur J.

Preuve. Nous transformons le problème (4.1)-(4.3) en un problème de point �xe .
Considérons l'opérateur F : PC(J,R) → PC(J,R) dé�nie par :

F (x)(t) = x0 +
1

Γ(α)

∑
0<tk<t

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )).

D'après le lemme 4.1.2, les points �xes de l'opérateur F sont des solutions du problème
(4.1)-(4.3).
Démontrons que F admet un point �xe en utilisant le principe de contraction de Banach.
Soient x, y ∈ PC(J,R).
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Alors pour chaque t ∈ J , on a

|F (x)(t)− F (y)(t)| =
∣∣∣∣x0 + 1

Γ(α)

∑
0<tk<t

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k ))

−
[
x0 +

1

Γ(α)

∑
0<tk<t

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, y(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1f(s, y(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(y(t
−
k ))

]∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∑
0<tk<t

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

+
∑

0<tk<t

|ηk(x(t−k ))− ηk(y(t
−
k ))|

≤ ℓ

Γ(α)

r∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1|x(s)− y(s)|ds

+
ℓ

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1|x(s)− y(s)|ds+
r∑

k=1

Q|x(t−k )− y(t−k )|

≤ rℓTα

Γ(α + 1)
∥x− y∥∞ +

ℓTα

Γ(α + 1)
∥x− y∥∞ + rQ∥x− y∥∞.

≤
[
Tαℓ(r + 1)

Γ(α + 1)
+ rQ

]
∥x− y∥∞.

Prenons le supremum sur [0, T ], nous avons

∥F (x)− F (y)∥∞ =

[
Tαℓ(r + 1)

Γ(α + 1)
+ rQ

]
∥x− y∥∞.

Par la condition (4.8). F est une contraction.
Par le théorème du point �xe de Banach 1.2.1, le problème (4.1)-(4.3) admet une unique
solution sur J .

4.2.2 Résolution du problème par le théorème de Schaefer

Théorème 4.2.2 [6] Supposons que :

(H3) La fonction f : J × R → R est continue .

(H4) Il existe une constante M > 0 telle que |f(t, u)| ≤ M pour chaque t ∈ J et chaque
u ∈ R.
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(H5) Les fonctions ηk : R → R sont continues et il existe une constante L > 0 telle que
|ηk(u)| ≤ L pour chaque u ∈ R, k = 1, ..., r.

Alors le problème (4.1)-(4.3) admet au moins une solution sur J .

Preuve. Nous allons utiliser le théorème du point �xe de Schaefer pour prouver que F
admet un point �xe. La preuve sera donnée en quatre étapes.
Étape 1 : F est continu.
Soit {xn} une suite telle que xn → x dans PC(J,R). Alors pour chaque t ∈ J

|F (xn)(t)− F (x)(t)| =
∣∣∣∣x0 + 1

Γ(α)

∑
0<tk<t

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, xn(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1f(s, xn(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(xn(t
−
k ))

−
[
x0 +

1

Γ(α)

∑
0<tk<t

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k ))

]∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∑
0<tk<t

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1|f(s, xn(s))− f(s, x(s))|ds

+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1|f(s, xn(s))− f(s, x(s))|ds

+
∑

0<tk<t

|ηk(xn(t−k ))− ηk(x(t
−
k ))|.

Puisque f et ηk, k = 1, ..., r sont des fonctions continues, on a

∥F (xn)− F (x)∥∞ → 0 lorsque n→ ∞,

donc F est continu.
Étape 2 : F transforme tout ensemble borné en ensemble borné dans PC(J,R), i.e
Il su�t de montrer que pour tout q > 0, il existe une constante strictement positive R
telle que pour chaque x ∈ Bq = {x ∈ PC(J,R) : ∥x∥∞ ≤ q}, on a ∥F (x)∥ ≤ R.
En e�et :
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Par (H4) et (H5) on a pour chaque t ∈ J ,

|F (x)(t)| =
∣∣∣∣x0 + 1

Γ(α)

∑
0<tk<t

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k ))

∣∣∣∣
≤ |x0|+

1

Γ(α)

∑
0<tk<t

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1|f(s, x(s))|ds

+
1

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1|f(s, x(s))|ds+
∑

0<tk<t

|ηk(x(t−k ))|

≤ |x0|+
M

Γ(α)

r∑
k=1

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1ds+
M

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1ds+
r∑

k=1

L

≤ |x0|+
rMTα

αΓ(α)
+
MTα

αΓ(α)
+ rL

≤ |x0|+
rMTα

Γ(α + 1)
+

MTα

Γ(α + 1)
+ rL.

Alors

∥F (x)∥∞ ≤ |x0|+
MTα(r + 1)

Γ(α + 1)
+ rL = R,

donc F (Bq) est uniformement borné.
Étape 3 : F transforme les ensembles bornés en ensembles équicontinus de PC(J,R).
Soient τ1, τ2 ∈ J, τ1 < τ2, Bq un ensemble borné de PC(J,R) comme à l'étape 2, et soit
x ∈ Bq.
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Puis

|F (x)(τ2)− F (x)(τ1)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∑
0<tk<τ2

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ τ2

tk

(τ2 − s)α−1f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<τ2

ηk(x(t
−
k ))

− 1

Γ(α)

∑
0<tk<τ1

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

− 1

Γ(α)

∫ τ1

tk

(τ1 − s)α−1f(s, x(s))ds−
∑

0<tk<τ1

ηk(x(t
−
k ))

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

[ ∑
0<tk<τ2

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

−
∑

0<tk<τ1

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

]
+

1

Γ(α)

[ ∫ τ2

tk

(τ2 − s)α−1f(s, x(s))ds−
∫ τ1

tk

(τ1 − s)α−1f(s, x(s))ds

]
+

[ ∑
0<tk<τ2

ηk(x(t
−
k ))−

∑
0<tk<τ1

ηk(x(t
−
k ))

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

[ ∑
0<tk<τ2

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

−
∑

0<tk<τ1

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

]
+

1

Γ(α)

[ ∫ τ1

tk

(τ2 − s)α−1f(s, x(s))ds+

∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1f(s, x(s))ds

−
∫ τ1

tk

(τ1 − s)α−1f(s, x(s))ds

]
+

∑
0<tk<τ2−τ1

ηk(x(t
−
k ))

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

[ ∑
0<tk<τ2

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

−
∑

0<tk<τ1

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

]
+

1

Γ(α)

[ ∫ τ1

tk

(τ2 − s)α−1f(s, x(s))ds+

∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1f(s, x(s))ds

−
∫ τ1

tk

(τ2 − s)α−1f(s, x(s))ds

]
+

∑
0<tk<τ2−τ1

ηk(x(t
−
k ))

∣∣∣∣.
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Alors

|F (x)(τ2)− F (x)(τ1)| ≤
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

[ ∑
0<tk<τ2

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

−
∑

0<tk<τ1

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

]
+

1

Γ(α)

∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<τ2−τ1

ηk(x(t
−
k ))

∣∣∣∣.
≤

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ τ1

0

[(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1]f(s, x(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ τ2

τ1

(τ2 − s)α−1f(s, x(s))ds+
∑

0<tk<τ2−τ1

ηk(x(t
−
k ))

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ τ1

0

|(τ2 − s)α−1 − (τ1 − s)α−1||f(s, x(s))|ds

+
1

Γ(α)

∫ τ2

τ1

|(τ2 − s)α−1||f(s, x(s))|ds+
∑

0<tk<τ2−τ1

|ηk(x(t−k ))|

≤ M

Γ(α + 1)
[2(τ2 − τ1)

α + τα2 − τα1 ] +
∑

0<tk<τ2−τ1

|ηk(x(t−k ))|.

Lorsque τ1 → τ2, le membre de droite de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Suite aux
étapes 1 à 3 et au théorème d'Ascoli-Arzelà, nous pouvons conclure que
F : PC(J,R) → PC(J,R) est complètement continu.

Étape 4 : Estimation à priori des solutions.
Maintenant reste à montrer que l'ensemble :

E = {x ∈ PC(J,R) : x = λF (x) pour 0 < λ < 1}

est borné. Soit x ∈ E , alors x = λF (x) pour 0 < λ < 1.
Ainsi, pour chaque t ∈ J on a

x(t) = λx0 +
λ

Γ(α)

∑
0<tk<t

∫ tk

tk−1

(tk − s)α−1f(s, x(s))ds

+
λ

Γ(α)

∫ t

tk

(t− s)α−1f(s, x(s))ds+ λ
∑

0<tk<t

ηk(x(t
−
k )).

Cela implique par (H4) et (H5) (comme dans l'étape 2) que pour chaque t ∈ J on a

|x(t)| ≤ λ|x0|+ λ
rMTα

Γ(α + 1)
+ λ

MTα

Γ(α + 1)
+ λrL

≤ |x0|+
rMTα

Γ(α + 1)
+

MTα

Γ(α + 1)
+ rL.
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Ainsi pour tout t ∈ J , on a

∥x(t)∥ ≤ |x0|+
rMTα

Γ(α + 1)
+

MTα

Γ(α + 1)
+ rL = R1

avec R1 une constante strictement positive. Cela montre que l'ensemble E est uniforme-
ment borné.
Par conséquence du théorème du point �xe de Schaefer, on déduit que F admet au moin
un point �xe qui est une solution du problème (4.1)-(4.3).

Application. Considérons le problème suivant :
cDαx(t) =

1

9 + et
x(t), t ∈ J = [0, 1], t ̸= 1

2
, 0 < α ≤ 1,

∆x(t 1
2
) =

1

5
x

(
1

2

−)
,

x(0) = 0.

(4.9)

On pose

f(t, x) =
1

9 + et
x, (t, x) ∈ J × R,

et

η 1
2
(x) =

1

5
x, x ∈ R

. ▶ Soient x, y ∈ R et t ∈ J , on a

|f(t, x)− f(t, y)| =
∣∣∣∣ 1

9 + et
x− 1

9 + et
y

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ 1

9 + et

∣∣∣∣|x− y|

≤ 1

10
|x− y|.

Donc, la condition (H1) est véri�ée avec ℓ =
1

10
.

▶ Soient x, y ∈ R, on a

|η 1
2
(x)− η 1

2
(y)| =

∣∣∣∣15x− 1

5
y

∣∣∣∣
≤ 1

5
|x− y|

Donc, la condition (H2) est véri�ée avec Q =
1

5
.

▶ Véri�ons la condition (4.8) pour T = 1 et r = 1.
On aura,

Tαℓ(r + 1)

Γ(α + 1)
+ rQ =

2
10

Γ(α + 1)
+

1

5
< 1 ⇔ Γ(α + 1) >

1

4
= 0.25. (4.10)

Alors par le théorème 4.2.1, le problème (4.9) à une unique solution sur [0, 1] pour les
valeurs de α satisfaisant (4.10).



Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes intéressé à l'existence et l'unicité de solution d'un
problème de Cauchy pour des équations di�érentielles d'ordre fractionnaires impulsives,
en utilisant le principe de contraction de Banach et le théorème du point �xe de Schaefer.

Nous espérons dans l'avenir, étudier la bifurcation, la dépendance continue des solu-
tions par rapport aux temps initial et peut être aussi la stabilité.
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Résumé 

Dans  ce mémoire,  nous avons  étudier  l’existence  et l’unicité  de solution du 

problème de Cauchy pour  des équations  différentielles  d’ordre  fractionnaire  

impulsives  en utilisant  le  principe  de contraction  de  Banach  et  le théorème  

du  point  fixe  de Schaefer. 

 

Mots-clés : dérivée  fractionnaire  au  sens  de  Caputo,  équation différentielle 

impulsive,  problème  de  Cauchy, la  théorie  du  point  fixe. 

 

 ملخص

التفاضلية ذات حل مشكلة كوشي للمعادلات  يةدانوح و ة ، درسنا وجودلمذكرفي هذه ا

  لنظرية باناك ونظرية النقطة الثابتة لشيفر. لصتقي باستخدام مبدأ البضالكسري الن سالأ

          

   

ة ، يبضنمعادلة تفاضلية   ,ات رتبة ناطقة حسب كابيتوذشتقاقية الإ الكلمات المفتاحية:

 النقطة الثابتة. مبدأمشكلة كوشي ، 

Abstract 

 

In this paper, we have studied the existence and uniqueness of the solution of a 

Cauchy problem for impulsive differential equations of fractional order using 

Banach's contraction principle and Schaefer's fixed point theorem. 

 

Keywords: Caputo fractional derivative, impulsive differential equation, Cauchy 

problem, fixed point theory. 


