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NOTATIONS

R : Ensemble des nombres réels ( corps des réels ).
R, : Ensemble des nombres réels positits |0, oo].
R" : Rx R x ... xR n fois.
N : L’ensemble des entiers naturels (c’est-a-dire positifs).
C : L’espace des fonctions continues .
C! : L’espace des fonction continues, dérivable.
L' : L’espace de Lebesque intégrable.
| - || : Lanorme.
| - | : Valeur absolue d’'un nombre réel.
_d

= S : La dérivée de la variable w par rapport au temps t.

(@ij)ij=1,.n ¢ Coefficients de la matrice.



ABREVIATIONS

EDO : Equation différentielle ordinaire.

EDP : Equation aux dérivées partielles.

PrP : Protéine de prions.

PrPC¢ : Protéine du prions cellulaire.

PrP5¢ : Protéine du prions scrarpie.

Dom : Le domaine de définition d’une fonction.

Ran : Le rang.



INTRODUCTION GENERALE

Les maladies a prions, aussi appelées encéphalopathies spongiformes transmissibles (EST), sont des
maladies neurodégénératives provoquant des troubles neurologiques progressifs a issue inéluctablement
fatale. Elles peuvent étre d’origine sporadique, génétique ou transmise. Elles touchent ’homme ainsi
qu’une variété d’animaux d’élevage ou sauvages. Malgré les différentes nomenclatures sous lesquelles
elles ont été décrites, ces maladies sont causées par des agents infectieux de méme nature : les prions.
Selon la théorie de « la protéine seule », émise par Stanley Prusiner et en accord avec I’hypothése déja
proposée dans les années 1960 par le mathématicien 3.S. Griffith, I'agent responsable des EST serait
une protéine. L’une des caractéristiques principales des encéphalopathies spongiforme est la présence
dans le systéme nerveux central, et parfois dans les organes lymphoides, d’agrégats protéiques consti-
tués de PrP5¢ (Sc pour scrapie, nom anglo-saxon de la tremblante du mouton) correspondant a une
forme anormalement structurée de la protéine prion cellulaire PrP¢ de I’hote. L’accumulation de la
Pr P3¢ dans le cerveau provoque une dégénérescence neuronale. Les individus atteints développent des
symptomes relatifs a des dysfonctionnements de nature cognitive et motrice qui apparaissent apres
une période d’incubation relativement longue pouvant atteindre jusqu’a 40 ans chez ’homme. Les EST
humaines connues sont : la maladie du Kuru, apparue chez les Foré de Papouasie-Nouvelle-Guinée a
la suite de pratiques de cannibalisme rituel ; la maladie de Creutzfeldt-Jakob (MC7J) dont la forme la
plus fréquente est sporadique, avec 1,7 cas par million d’individus et par an, mais qui existe aussi sous
forme génétique, iatrogene ou acquise (vMCJ); le syndrome de Gerstmann-Strdussler-Scheinker(GSS) ;
Uinsomnie fatale familiale (IFF). La transmission humaine dite iatrogene a eu lieu lors de greffes d’or-

ganes, d’injections d’hormones de croissance ou d’implantation d’électrodes.

Chez les animaux, le prototype des maladies a prions est la tremblante du mouton (et de la chévre)
décrite au début du XIXe siécle. Une autre maladie a prions naturelle, rencontrée en Amérique du
Nord, provoque la maladie du dépérissement chronique (chronic wasting disease, CWD) qui s’étend a
de nombreux cervidés sauvages. L’encéphalopathie spongiforme bovine (ESB), dite maladie de la vache
folle, est apparue chez les bovins en Grande-Bretagne au milieu des années 1980 alors que les bovins

semblaient jusqu’alors indemnes de ce type de maladie. Le terme prion a été défini comme « une petite
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particule protéique infectieuse, résistante a la plupart des procédés qui détruisent les acides nucléiques
». L’élément central dans la pathogenése des prions reste bien la conversion de la protéine normale

PrPC en une protéine anormale.

La modélisation du prion a intéressé, non seulement la communauté des biophysiciens et des bio-
logistes, mais aussi celle des mathématiciens. Tous cherchent a produire des modéles qui permettent
d’interpréter les observations expérimentales. En effet, le mécanisme de prolifération du prion est en-
core mal connu du fait de la complexité des interactions moléculaires mises en cause et de la difficulté
de les observer car elles se forment a une échelle microscopique. Pour cette raison, la modélisation est
un outil incontournable qui permet de soutenir ou d’éliminer des hypothéses théoriques en confrontant

les observations expérimentales aux prédictions des modéles.

Dans ce mémoire nous analysons un systeme d’équations différentielles ordinaires, qui est applicable
a un modéle de dynamique de prolifération des prions. Il s’agit d’un cas particulier d’'un modeéle plus
général, qui est également applicable aux modéles d’épidémie SEIS et aux modéles de dynamique d’in-
fection virale chez I’hdte. Le modéle a prions a été introduit dans [11] basé sur les travaux de Msel,

Jansen et Nowak [16], Nowak, Krakauer, Klug et May [19] et d’autres.

Le modéle est donné par

d

%V@) =A—7V(t) = TV(t) /: u(x,t)dr + 2 /Oxo x /I:O B(y)k(x, y)uly, t)dydz, (1)

) 4 TV 5 o) + () + BNt t) =2 [ Byt Oy @
V(0) >0, u(xg,t)=0, wu(z,0)=uy, x>

Notre manuscrit est constitué d’une introduction générale, trois chapitres et d'une conclusion.

o Le premier chapitre de ce mémoire porte sur les outils mathématiques fondamentaux. Il introduit
des rappels sur quelques notions fondamentales des équations différentielles en donnant des définitions
préliminaires et des théorémes tel que Iexistence et l'unicité de la solution pour un systéeme d’EDO, la

stabilité, le théoreme de Lyapunov . . . etc.

e Le deuxiéme chapitre est consacré a I’analyse du modéle a prion (étude de la stabilité locale et

globale).

e Le troisieme chapitre est consacré a I’étude d’un cas particulier du premier modéle a l’aide de la
théorie des équations différentielles, plus précisément on analyse Uexistence, ['unicité et le prolongement

de la solution.
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Préliminaire

Dans ce chapitre on va présenter quelques définitions et résultats préliminaires qu’on utilisera dans

les chapitres suivants.

1.1 Généralité sur les équations différentielles

Définissons le systeme suivant :

(1.1)
z(0) = zo,

ou f : U — R" une fonction donnée, U un ouvert de R", zo € U etb € R.

Définition 1.1.1 [13]
La fonction x € C*(U) est une solution de (1.1) si x vérifie les équations de (1.1).

/

fCorollaire 1.1.1 (Inégalité de Gronwall [8])

Sivy > 0 ety sont des fonctions continues qui vérifient :

Vit >t y(t) < K + /ttib(s)y(s)ds.

Ou K est une constante, alors :

VE>ty () < Koexp (/t:@/)(s)ds) |

-

Définition 1.1.2 [3]

Une application f a un point fixe s’il existe x* tel que f(z*) = a*.




CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Pour montrer qu’une application f admet un point fixe, on peut utiliser des théorémes de points fixes.

Définition 1.1.3 (Fonction contractante [3])

f est dite contractante (ou une contraction) s’il existe une constante k tel que,

k€]0,1] = |[f(z1) = flz2)llso < k21 — 22l

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de point fixe [3])

Toute application contractante d’un espace de Banach dans lui méme admet un unique point

fixe.

fDéﬁnition 1.1.4 (Flot [5])
Un flot sur R™ est une application continue
¢: RxR"—R",
(t,x) — D(t,x),

vérifiant :

1. (0,z) =z,

\ 2. O(t+s,x) =d(t,P(s,x)), Vt,s € R. /

1.2 Stabilité des équilibres

Soit I’équation différentielle suivante :
T = f(ZE), (1.2)

ot f: U C R" — R" est une fonction de classe C*.

Définition 1.2.1 [2]
Le point x* € U est dit point d’équilibre du systéme si f(z*) = 0.

Un modele de dynamique de la population des prions 2



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Géﬁnition 1.2.2 [9]
Un point d’équilibre z* € R" de I’équation différentielle (1.2)) est stable si :

Ve> 0,30 >0 tel que ||x(0) —x*|| <0 = ||z(t) —z*|| <€ Vt>0.

(||.|| désigne la norme dans R™).

Si de plus, il existe 0y avec 0 < 0y < 0 tel que

*

|lx(0) —x*|| < dp = lim z(t) ==z
t—o00

x* est asymptotiquement stable.

Qi x* n’est pas stable, alors il est instable. /

1.2.1 Méthode de linéarisation d’'un systéme différentielle

On se donne I’équation différentielle suivante :

dz
—(t) = t 1.3
1) = Flat). (13
ou f: U C R"™ — R" est une fonction de classe C'.
Soient z* € U un point d’équilibre de etz € C1(U) et on pose u(t) = x(t) — x*,
ona
Z—Q; = f(z* 4+ u).

d
En faisant un développement de Taylor au voisinage de x*, on aura d_? = Au+ O(|[u?|)

ou A est la matrice jacobienne de f au point x*.

» Dans le cas de dimension deux [1]
On considére les systémes non linéaire de type X = ¢(X), X € U C R? et ¢ est une application de

classe C*

(1.4)
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

x
OuX = et p= d
Y g

On suppose que (x*,y*) € U un point d’équilibre pour le systéme (L.4).

On introduit les variables locales :

U(t) =Y - y*>
alors, on a :

U= f(z* 4+ u),

b= g(y* +v).

On se place dans un voisinage de (z*,y*), et on fait un développement en série de Taylor d’ordre 1 des

fonctions f et g.

0 0
== )+ gy ) - )+ @)y

99 agy (1.5)
v=g=g(@"y") + 5o (2" y) (@ - 27) + (2" Y (y — ) +

En utilisant les relations définissant le point d’équilibre, c’est-a-dire f(z*,y*) = g(z*,y*) = 0,
apreés substitution des coordonnées locales dans les équations (1.5) et en négligeant les termes d’ordre

supérieurs a 1 dans le développement de Taylor, on obtient le systéme linéarisé suivant :

U= %(m*,y*)u + g—g(x*,y*)v
v = 8$(x Y )U"‘ ay(aj 'Y )U
on trouve
U U
=A
v v
of  of
ox dy
avec A = la matrice jacobienne.
99 9y
ox dy
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

1.2.2 Stabilité d’un systéme linéaire

Soit le systéme linéaire suivant :

i = Az, (1.6)

ou A est une matrice carrée d’ordre n. Soit Ay, ..., A\s (avec s =1,2,...) les valeurs propres de

la matrice A et x* le point d’équilibre du systéme (1.6)).

1.2.3 Approximation linéaire d’un systéme

0
Considérons le systéme (1.2), on note par J¢(z*) := a—f(x*) la matrice jacobienne de f évaluée au
x
point x*.
Le systéme linéaire

i@ = Az, (1.7)

ot A = Js(z) s’appelle le linéarisé ou l'approximation linéaire du systéme non linéaire (1.2) au point
x*
L’étude de la stabilité de U'origine pour le linéarisé permet dans certains cas de caractériser la stabilité

de I’équilibre x* de (1.2)). Plus précisément on a le résultat suivant :
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

1.3 Stabilité des équilibres au sens de Lyapunov

L’utilisation des fonctions de Lyapunov est une technique parmi les plus efficaces pour analyser la

stabilité global et non seulement local d’un systéme gouverné par une équation différentielle ordinaire.

~

fDéﬁnition 1.3.1 [1]

Soit U un ouvert de R tel que 0 € U, etV : U — R une fonction de classe C'.
1. V est dite définie positive si :
i) V(0)=0,
ii) V(y) > 0 poury € U\{0}.
2. V est dite définie négative, si —V est définie positive.
3. V est dite semi défini positive si :
i) V(0) =0,

ii) V(y) > 0 pour touty € U.

K 4. 'V est dite semi-définie négative si —V est semi définie positive. /

Considérons un systéme

&= f(x), telque f(0)=0, (1.8)

ou f: U — R" est une fonction donnée, et U un ouvert de R" tel que ) € U.

Soient x* = 0 un point d’équilibre de (1.8), et V' : U — R une fonction définie dans un voisinage U

de lorigine et admettant des dérivées partielles continues.

Notation 1.3.1 [4]

On note par
V(e) = S @) = Y S i),

la dérivée de la fonction V' dans la direction du champ de vecteur f. Cette dérivée s’appelle aussi

la dérivée de Lie de V' et se note L V. Pour toute solutions x(t) de (1.8) on a :

d .
SV (a(t) = V().
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Théoréme 1.3.1 (Stabilité au sens de Lyapunov [4])
L’origine du systéme (1.8) est stable au sens de Lyapunov s’il existe une fonction V (x) telle

que :
i) V(x) est définie positive,
ii) V(z) est semi-définie négative.

Une telle fonction est dite fonction de Lyapunov

Démonstration

Puisque V' est définie positive dans U, il existe une sphére de rayon r > 0 contenue dans U telle que

V(z) >0 pour x#0 etlz|<r

V(z) <0 lx| <.
Soit x = x(t) la solution de I’équation différentielle & = f(x) avec x(0) = xo, on suppose que f est
localement lipschitzienne, alors par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, la solution existe pour 0 <t < t*

avect* > 0. Alors cette solution peut étre continue pourt < t*, et on note par t, la plus grande valeur

det pour laquelle la solution existe.
Il'y a deux possibilités, soitt; = oo outy < 0.
» Montrons maintenant que pour || suffisamment petit, t; = cc.

Par la définition de la dérivée

av

—r () = V(z(t)) pour 0<t<t.

On peut intégrer cette équation, ce qui donne

V(z(t)) — V(xg) = /0 V(x(s))ds <0,

puisque V est définie négative. Ceci veut dire que 0 < V (x(t)) < V(z0) pour0 < t < t,.

Maintenant, soit € telle que 0 < € < r, et soit S la sphére fermée avec un rayon intérieur € et un rayon
extérieur r. Par continuité de V', et puisque S est fermée, n = min,eg V() existe et il est strictement
positif, puisque V (x) — 0 quand |x| — 0, on peut choisir 6 avec 0 < 6 < u telle que pour |xo| < 0,
V(o) < palors que 0 < V(z(t)) < V(o) < p pour0 <t < ty. Puisque pu est la valeur minimale de

V dans S, ceci donne |z(t)| < € pour(0 <t < t;.
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

S’il existe t, telle que |z(t2)| = €, alors, quand t = t5 on a aussi, par la définition de L,

p < V(x(ty)) < V(xo) < p, qui ne peut étre vérifier. On conclue alors que t, = oo, et que, pour un

€ > 0 donné, il yaund > 0 telle que pour |xo| < 0, |x(t)| < € pourt > 0, d’oui I'origine est stable au

sens de Lyapunov.

Théoréme 1.3.2 (Stabilité asymptotique au sens de Lyapunov [4])
L’origine du systéme (1.8) est asymptotiquement stable s’il existe une fonction V (z) telle

que
i) V(x) est définie positive,

ii) V(x) est définie négative.

Théoréme 1.3.3 (Théoréme d’invariance de LaSalle [14])
Soit z € R" — V/(z) de classe C! et définie positive.

d
dtV(m) <0

Alors, pour toute conditions initiale xy, la solution de & = f(x) (définie pour tout temps
t > 0 ) converge asymptotiquement vers le plus grand sous-ensemble-invariant contenu dans

d
Pensemble des points & € R™ tels que aV(f) = 0.

1.4 Critére de Routh-Hurwitz

Nous avons vu précédemment que la condition de stabilité d’un point d’équilibre nécessite de vérifier
que toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne sont de partie réelle négative. Dans la pratique,
il n’est pas toujours facile de calculer les valeurs propres de la matrice du systeme linéarisé. Cependant,
il existe des critéres permettant de conclure a la stabilité locale d’un point d’équilibre sans calculer
explicitement les valeurs propres [1].

Soit le systéme linéaire de dimension n suivant :

n

i'i = Z AT, N S N, (19)

J=1

aveci € [1,n|, ou A = [a;;] est une matrice carrée de dimension n d coefficients constants.

On suppose que A # 0, ce qui implique notamment que Uorigine est 'unique équilibre.
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

La matrice A admet n valeurs propres A qui sont solutions de I’équation caractéristique

det (A — XI) = 0, qui est un polynome de degré n que nous écrivons sous la forme suivante :
AN+ AN a2+ 4 ap N+ a, =0

Considérons les n déterminants suivants :

Hy = ay, (1.10)
a; a

Hy=| 7 (1.11)
1 a9
ay as as
1 Ao Qg
0 a az ...

H, = b (1.12)
0 1 as ...
0 0 ... Qg

avec k € [1,n]. Dans le cas de dimension n, tous les a; avec j > n sont pris égaux d zéro. Nous

avons le résultat suivant :
L’équilibre est asymptotiquement stable < Yk € [1,n|, H; > 0.
En dimension 3, [’équation caractéristique s’écrit sous la forme suivante :
A4+ ai A2 + ag) + a3 = 0,
et les conditions de stabilité obtenues en appliquant les critéres de Routh-Hurwitz, sont :
a; > 0,
ajas —ag > 0,

asz > 0.
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Analyse du modéle

Dans ce chapitre, nous analysons un systéeme d’équation différentielle ordinaire, applicable a un

modeéle de dynamique de prolifération des prions. Le modéle est un cas particulier d’'un modéle plus

général (Voir [21] et [22])

2.1 Présentation du modéle

'

I quegiawtian Y Yo¥

S ! g
kﬂ]rﬂ'_‘f Q Q.__/ V

—_—

L -

r A =S K gl K> Ko -

Y
meta ht:{;: :].L'g.'.ldij;]lul'l B Q Qm

#
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—_— ] —
m = Infectious PrP 5¢
Q = Non-Infectious PrP C

= Metabolic Degradation

FIGURE 2.1 — Description des mécanismes de polymérisation et fragmentation des monomeres

PrPC¢ et polyméres PrP>¢
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CHAPITRE 2. ANALYSE DU MODELE

1. Un polymeére infectieux Pr PS¢ de taille y posséde plusieurs destins différents : il peut
— soit voir sa taille augmenter par I’attachement de monoméres Pr P avec un taux 7, ce dernier
se transformant immédiatement en PrP>¢ au contact de polymére auquel il s’accroche,
— soit se couper en deux parties inégales x et y — x, on dit qu’il se fragmente avec un taux de

rupture 3.

2. 1 existe une taille critique xo, que l'on appelle la taille du noyau, en dessous de laquelle, le
polymeére est instable et se fragmente entiérement en monomeres qui rejoignent la population des
PrPC. Au dessus-de la taille critique zo le polymére est stable et peut s’allonger. En conséquence,
si le polymeére se casse en deux, et si I'un des deux morceaux est plus petit que x, ce dernier se
décompose en monomeres PrPC. Si par contre les deux morceaux issus de la fragmentation sont
tous les deux de taille supérieure a x, les deux morceaux constituent deux nouvelles polymeres

"filles" de tailles inférieures a le polymere "mére".

Les variables et les parameétres du modéle sont :

e 1 est la limite inférieure de la longueur de polymeére, c’est-a-dire que les polymeéres ont une longueur

T avecry < r < 00,

A taux de production des monomeres PrP¢,

vy taux de dégradation des monomeres PrP¢,

7 taux d’élongation des polyméres par I’attachement des monoméres Pr PC,

B(x) taux de rupture de polymére en fonction de la longueur,
o r(x,y) est la probabilité, lorsqu’un polymére de longueur y se casse, que l'un des deux polyméres
résultant ait une longueur x,

e u(x) taux de dégradation des polyméres.

2.1.1 Formulation du modéle

Population de monoméres

On note que V (t) la population de monoméres PrPC au tempst > 0, et on définit le nombre total
de polymeres

U(t) = /:ou(x,t)dm,

0

L’équation des monomeres s’écrit

d

%V(t) =A—AV(t) —TV(t) /m:o u(z, t)dr + 2 /Oxo x /I:O B(y)r(x, y)uly, t)dydz. (2.1)
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CHAPITRE 2. ANALYSE DU MODELE

L’équation (2.1) est une équation différentielle décrivant la dynamique des monoméres PrPC (non
structurés en taille).

Regardons d’un peu plus preés cette équation :

— le premier terme \ du second membre correspond au terme de source, qui biologiquement est consi-
dérée comme une production constante et indépendante de Pr P°,

— le second terme YV (t) représente la dégradation naturelle métabolique des monoméres dans leur
milieu,

— le troisiéme terme TV (t)U (t) décrit la polymérisation des PrP5¢. Ce sont les Pr P qui partent de
la population de monomére pour aller s’attacher et donc allonger les polyméres PrP°¢ & un taux 7,

— le dernier terme est un peu plus compliqué : il correspond au nombre de monoméres provenant de
la fragmentation de polyméres Pr P, et plus particuliérement des morceaux instables plus petits
de taille inférieure a x, qui se fragmentent complétement en monomeéres et qui rejoignent ainsi
la population de PrPC. La fonction (3 décrit le taux de séparation des polyméres et le noyau
représente la probabilité qu'un polymeére de taille y > x se casse en deux polymeéres de taille = et
y — x tous les deux inférieurs a y. Il est possible de donner la forme du noyau que ’on veut dans notre
modele. Autrement dit, on peut privilégier une facon de se fragmenter en deux : biologiquement, un
polymeére peut se fragmenter plutot en son milieu et donc nous pouvons favoriser la cassure en y /2, ou
bien déterminer des sites possibles de cassures plus favorables sur un polymere suivant les conditions
d’expérimentation. Nous choisissons ici, par pure simplification technique, une fagon uniforme de se
fragmenter. C’est a dire qu’un polymeére peut se casser avec la méme probabilité n’importe ot sur sa

longueur. Mathématiquement cela revient a exprimer notre noyau r de la facon suivante :

0siy<azy ouy<luz,
K(z,y) =
1y siy>xzg et 0 <z <y.
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CHAPITRE 2. ANALYSE DU MODELE

On obtient une probabilité dans le sens ou, pour une valeur y fixée on a :

+o0 0 siy<uwx
/ k(z,y)dx =
0

1 siy > x.

Le facteur 2 dans le dernier terme du second membre de I’équation différentielle (2.2), correspond au
fait de la division des polymeéres en deux morceaux, un de longueur x et son complément de la longueur
Yy — T

On propose également une condition initiale V (0) = vy, out vy est un réel positif.

Population de polymeéres

On note par u(x,t) la densité des polymeéres Pr P> de tailles x a I'instant t, on peut décrire I'évo-

lution de la population de polymeéres par I’équation de transport suivante :
0 0 >

L’équation (2.2) est une équation aux dérivées partielles structurée en taille décrivant la dynamique des

polymeres PrP5¢ de toutes les tailles.

Faisons quelques remarques sur cette équation :

— le deuxiéme terme du premier membre correspond a ’élongation par polymérisation des polymeres
avec attachement des monomeres. Il n’y a pas de dépolymérisation ici, et nous supposons T constante,
de telle sorte que le taux d’élongation n’est pas inclue dans la dérivée partielle par rapport a x,

— le premier terme du second membre représente la perte de monomeére par dégradation naturelle
métabolique,

— le second terme décrit la perte d’un polymeére de taille x qui se fragmente en deux morceaux de tailles
inférieures,

— le dernier terme provient de la séparation d’un polymeére de taille y en un polymeére de taille v qui
vient rejoindre la population de polymeres de cette méme taille, et un polymeére de taille y — x.

On propose également une condition initiale
u(z,0) = ug(x), pourzy <z < 00,
et une condition au bord

u(zo,t) =0 pourt > 0.
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2.1.2 Hypotheses simplificatrices

L’idée étant de faire une premiere analyse mathématique de ce modéle, on décide d’apporter quelques

hypotheéses supplémentaires qui permettent de simplifier grandement I’étude.

1. On suppose d’abord que les polymeres peuvent se fragmenter a un taux proportionnel a la taille

de ces derniers, autrement dit, 5(x) = Px ou [ est un réel strictement positif.
2. Les taux de dégradation -y et pu, sont choisis constants et positifs.
3. Le taux T de polymérisation est également choisi constant positif.

Grdce a ces hypothéses, le systéme des deux équations (2.1)-(2.2) précédentes se simplifie grandement.
Le terme B(y)k(x,y) par exemple devient ﬁyi = p.

2.2 Transformation en systéeme d’EDO

Sous ces hypotheéses, le modéle ne contient que six parameétres, \, 7,7, |1, B, et xy. L’étude analytique
de la dynamique des solutions du systeme étant assez compliquée, alors on peut le réduit a un systeme

de trois équations différentielles ordinaires. On fait, introduire les fonctions suivantes :

U(t):/oou(x,t)dx et P(t):/ooxu(x,t)dw,

o o

représentant respectivement le nombre total de polymeéres et le nombre total de monomeéres dans les
polymeres a l'instant t.
Et donc, en intégrant I'équation (2.2) pour les u(x,t) sur [xg,00[, en supposant u(xo,t) = 0 et

lim w(z,t) = 0, on obtient :
Tr—r00

—U(t) = =7V (t)u(x,t)|5 — nU(t) — BP(t) + 28 /00 /OO u(y, t)dydz
— () = P(0) + 25 [ uly. 0y — 20)dy

= —uU(t) — BP(t) + 2BP(t) — 2BzoU (t).
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CHAPITRE 2. ANALYSE DU MODELE

D’autre part, en multipliant I’équation (2.2) par x, et en supposant que lim zu(x,t) = 0, puis en

T—00

intégrant I’équation, on obtient :

SP0 =~V (Ot O~ [ e b))

Zo

—puP(t) -0 /00 u(z, t)r*dr + 28 /OO m/oo u(y, t)dydz
=7V()U(t) — pP(t) — S /00 u(z,t)x*dz + B/oo u(y, t)(y* — xo%)dy

=TV (t)U(t) — pP(t) — Bro’U(t).

Il est alors possible d’étudier le systéme de trois équations différentielles non linéaires assez simple pour

toutt > 0,

;

U =8P — uU — 2Bz,U,
V=X—~V —7UV + Bz,2U, (2.3)

P =7UV — P — Bxy?U

avec les conditions initiales
U(O):UOEO, V(O):Uozo, P(O)IP()ZI()UO

Une fois que les solutions de (2.3) sont connues, il suffit de résoudre I’équation intégro-différentielle

partielle linéaire pour obtenir la densité par rapport a longueur du polymére u(x,t).

Le systéme complet EDP, qui contient également la dynamique de la densité de polymére u(x,t), est

analysé dans [7].

2.3 Etude du systéme

On a le modéle

(
U=BP — uU — 2Bx,U
V=XA—~V —7UV + Bz,2U

P =70V — puP — Bxy*U

\
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cherchons les équilibres, en effet

et on trouve deux points d’équilibres, sain donné par

U=0,V=\yetP =0,

et pathologique donné par

g ATyt fro)® (et B’

_ BT =y (o Ba)?
pur(p+2Bw) 0 '

Bur

Afin que I’équilibre pathologique puisse exister, on note que la condition suivante est nécessaire :
(BAT/9)'? > B + (2.4)

Le second membre de cette inégalité correspond a la perte totale de polymeéres PrP%¢ due a leur dé-
gradation et leur fragmentation en taille inférieure a xy. Le premier membre quant a lui décrit la
production de polymeéres due a leur polymérisation et leur fragmentation en parties stables permettant

de s’allonger et consommer les monoméres PrPC libres.

e Notre objectif est d’analyser le comportement globale des solutions de dans le cone U > 0,
|4 Z 0, P Z I’QU.

Théoréme 2.3.1

Soient xq, 3,7y, A\, jt, 7 > 0. Le systéme induit un semi-flot global sur I’ensemble

K = {(UV,P) € R®: UV, P — zoU > 0}. Alors il y a précisément un équilibre sain
donné par (U,V, P) = (0,\/~,0) est globalement asymptotiquement stable dans K si
est seulement si 1 + xof3 > \/W D’autre part, si ju + xof < \/W, alorsilya

un unique équilibre pathologique donné par

AT — y(u+ Bro)? (1 + Bro)? ABT — v (1 + Bxo)
pr(p+2Bz0) = T8 Bur ’

est globalement asymptotiquement stable sur K\ [{0} x R, x {0}].
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Le théoréme montre que le systéme (2.3) présente des analogies fortes avec un modeéle d’épidé-

miologie. On pose

ABT
Ry=—2 25
Sy (1t Bao) 23

qui correspond au nombre d’infections secondaires produites en moyenne par une seule infection de
prion. Et donc, si Ry < 1, alors Uinfection ne prend pas et I’équilibre sain est globalement stable.
Si par contre Ry > 1, Uinfection persiste et I’équilibre pathologique devient globalement asympto-

tiquement stable.

2.4 Modele général a trois compartiment

On transforme le modeéle de prolifération des prions (2.3) en un modéle plus général, en changeant
les variables de la fagon suivante :
1. Tout d’abord pour travailler dans R, nous remplacons la variable P par W = P — xyU, d’ou

on obtient le systéme suivant

( ( .
U=BW +z0U) — pU — 2Bx,U zoU = BroW — (1 + Bxo) zoU,
. _ -
V=\=~V —1UV + pz?U = V:A—W—x—onVJrﬂxoxoU,
0
W+ 20U = UV — p (W + 2U) — Bg?U W= xlxoUV — (u + Bxo) W,
\ \ 0

avec les conditions initiales
U(O) :UO ZO, V(O) :U()ZO, W(O):W():P—ZL‘()UZO

2. Puis en adimensionnant par le changement de variable suivant :

zoU(t) = ax(at), V(t) = by(at), W(t) = cz(at),

avec
Oz:/L+/6170, a = (,LL+5[E0)I’0/T7 b=c= (M+6$0)2/67—,
on obtient
2
a ZE(O&t) = MIO I((/L + B.flfg)t)
(1 + Bo)?

= B zo 2((p + Bxo)t),

=+ oy — L

BT
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U P+

IR -+ ) -

(1 + f$0)$ox((

bay(at) =

(1 + Bxo)?

—\— o

z((p + Bro)t)y((p + Bro)t)

+ Bxo f+ Bo)t),

(1~ Bxo)?
BT
(1 + By)?

::_jﬁ——ﬂw+ﬂmmwu+ﬁm0—

caz(at) = Z((p + Bro)t)

(10 + By)?

7 2((p + Bxo)t),

puis, on pose
§=1,0 =231/ (u+ Bxo)’ >0, p=1/ (u+ Bg) >0, 6 = (Bxo/ (1 + Bo))* € (0,1).
On obtient le systéeme

.

r=z—E&x,
y=0—py—ay+ox, (2.6)
z=xy— 2,

avec les conditions initiales

Remarque 2.4.1

La fonction x ici n’a pas de rapport avec la variable x représentant la taille dans I’équation de transport

22).

Equilibre
Le systéme (2.6) admet deux points d’équilibres

x=0,y=0/p, etz=0,

pour I’équilibre sain.
o—&p,

xza—&
§—0

£—0

yy=§, etz=¢§

pour Uéquilibre pathologique.
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Théoréme 2.4.1
Supposons que & > 0,0 > 0, p > 0,6 € [0,&). Le systéme induit un semi-flot global
sur lensemble R?.. De plus il posséde un équilibre sain (0,0/p,0) qui est globalement

asymptotiquement stable si et seulement si o < Ep. D’autre part, si o > &p, il existe un
o—¢&p . ,0—=&p
658

ey iy
stable sur R\ [{0} x R, x {0}].

équilibre pathologique ( ) qui est globalement asymptotiquement

Remarque 2.4.2

Le théoréme est prouvé par le théoréme|2.4.1, avec le systéme (2.3) converti en (2.6).

Le systéeme (2.6)) peut se transformé en un modéle d’épidémiologie SEIS avec le changement de variable

suivant
ﬂﬂ:a+ﬂﬂﬁm+umy@%?g:;pﬂﬁm+umeM@%:@;;pﬂﬁm+u»
et
v oA 0 B
a+p (a+ p)3’ a+p (a+ p)?

le systéme (2.6) se transforme en systéme SEIS suivant

(

S=\—~S—7IS+ I,
E=1IS—(a+p)E, (2.7)

I=aFE - (B+v)l.

0

» L’interprétation du systéme :

— les populations S(t) de susceptibles, c’est a dire les individus potentiellement enclin a étre infectés,

— les populations E(t) d’exposés, c’est a dire les individus exposés a la maladie et déja infectés, mais pas
encore contagieux,

— les populations I(t) d’infectés qui sont également contagieux et donc potentiellement en mesure de

transmettre la maladie aux susceptibles.
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2.5 Preuve des théorémes.

2.5.1 Existence globale

Puisque le coté droit du systéme (2.6) sont des polyndomes, ce systéme génére un flot local sur R3.

On dit qu’un systéme d’EDO, i = f(u) dans R" est quasipositif si la condition
u>0,u, =0= fr(u) >0

est vérifié pour toutk = 1,2, ... n.

Le systéme (2.6) est quasipositif, d’ot les solutions vérifiant la conditions initiale non négatives (¢, yo, z0) €

R? restent dans R?. pour tout t > 0.

On pose
—£+5x+ +z
SO 25 y )
et
. E—0 E—9 <
=0—py— xr — z —
Y=0=py 5 2% 0 — €p,
-0 £-90
ou € = min p7§_’§_ , d’ou On obtient
2 2¢

0< () < = +p(0)e,

avec (xg, Yo, 20) € Ri et pourt > 0, d’ou les solutions de (2.6) sont bornées, donc on a une existence
globale pour tout t > 0, ce qui montre que le systéme (2.6) admet un semi-flot global dans R?..
2.5.2 Stabilité local des points d’équilibres

L’ensemble {(m, y,z) € Ri =z = O} est un sous-ensemble invariant de (2.6). Le systéme se

transforme a l’équation

g:U_pya y<0) = Yo,

qui admet un seul point d’équilibre j = o /p. De plus, § est globalement asymptotiquement stable
dans l’ensemble {(:1:, y,z) eR3 o =2= 0}. Par conséquence, le systéeme (2.6) d un point d’équilibre

(0,0/p,0) qu’on appelle I’équilibre trivial ou I’équilibre sain.
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Le systéme admet un autre équilibre (z*,y*, 2*) avecx* = (0 —&p) /(£ —0),y* = &, et z = Ex*, qu'on
appelle un équilibre non trivial ot un équilibre pathologique, ce point d’équilibre existe biologiquement

s’il se situe dans R ce qui signifie que la condition o > {p doit tenir.

A la valeur critique o = £p, ce point d’équilibre bifurque au point d’équilibre trivial par la bifurcation

trans-critique.

Pour étudier les propriétés de stabilité asymptotique locale de ces équilibres on utilise la méthode de
linéarisation. En effet

o A l’équilibre trivial (sain) on obtient :

£ 0 1
A=1o—afp —p 0
a/p 0 -1

Les valeur propres de cette matrice sont :

—1-¢E VI —&?+40/p
2 )

On voit que chacune des trois valeurs propres est négative si o < &p.

212 = 23 = =P,
Par le principe de linéarisation, [’équilibre trivial est localement asymptotiquement stable
siy = o/p < &, ce qui est précisément le cas lorsque [’équilibre sain n’a pas de pertinence biologique.

e A l’équilibre non trivial (pathologique) on obtient :

—£ 0 1
B=1§—-¢ —p—2a* 0
& x* —1
avec s = (0 — £€0)/(£ — 6) > 0.

Le polynéme caractéristique de cette matrice est donné par :
p(2) = det(z] — B) = 2* + a,2% + azz + as,

ici le polynome est d’ordre 3 alors on utilise le critére de Routh-hurwitz

en effet, on a les coefficients a; sont donnés par :

2:?; Qg = a +?<_05_ 6'0), az =0 —&p.

Calculons maintenant les déterminants Hy,, on a :

o =1++

leCLl

o—0p
E—0

=14+&+ > 0.
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a; as
Hy

1 as
=ajay —az > (1+&) (o —dp)

a; az 0

Hs=|1 ay 0

0 ay as

=agHy > 0 avec az > 0 puisque c > &p

Puisque ayjas > (1 + &)(0 — dp) > as, le critére de Routh-Hurwitz implique que toutes les racines
de p ont des parties réelles négatives, ce qui montre que I’équilibre pathologique est localement

asymptotiquement stable s’il est biologiquement significatif, c’est-a-dire si o > £p.

2.5.3 Stabilité asymptotique globale

o A I’équilibre trivial
Supposons o < £p, en utilisant une fonction de Lyapunov, on montre que dans ce cas, ’équilibre
.. . 3
trivial est globalement asymptotiquement stable sur R:, .

Pour celaon a :

8(e,,7) = 5y =B + (26— e +2). @8)
Pour o = py,

j_0ods 00dy 0oz
S Oxdt  Oydt Oz dt

)(E—d)] <0. (2.9)

D’ot ¢ est une fonction de Lyapunov pour le systéme sur R3 si o < &p. De plus, dans ce cas
ona gz5 = 0 seulement siy =7 = o/p et x = 0. Alors le seul sous-ensemble invariant de ’ensemble
y =7 est l'équilibre sain, d’ou il est globalement asymptotiquement stable sur R3 .
e A I’équilibre non trivial
On considére maintenant le cas pathologique o > &p. On raméne I’équation au point d’équilibre

pathologique (x*,y*, 2*) par le changement de variable suivant :

u=x—zx,v=y—y,w=z—2",
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avec (z*,y*, 2*) = <a€—_£5p’ ¢, 62—_5{;}))

et on obtient le nouveau systéme suivant :

;

u=w — &u,
v=—(p+a)v—(£—9)u, (2.10)

w=xv+ &u — w.

\
On calcule les dérivées des fonctions suivantes qui sont bien connues dans la théorie des épidémies.

Pourz > 0,y > 0,2 >0,

] .

= (u—alog (z/2%) = = (x — 2")
€T

dt
=(z—-&r)(r—a") /fu

:z—fx—ix*+§x*, (2.11)
x

d (v—y"log(y/y")) = % (y—vy")

dt
2%
= —£U2+(5% —ay+&x — + &x”, (2.12)
Y Y
== log (+/) = Ly~ )
—(w—2"1og (2/2")) == (y —
di g Y y—y
:xy—z—ﬂz*—l—z*. (2.13)
z
En sommant ces équations, on obtient la fonction de Lyapunov
Yo (#,y,2) = (u—a"log (x/27)) + (v —y"log (y/y")) + (w — 2" log (2/27)) (2.14)
- uv z &
Yo (T,y,2) = —ng+5——x* <——|—£—+if —3{) : (2.15)
) Y r Yy z

On voit que ¥y(z,y, z) > 0 dans R®. Pour éliminer le deuxiéme terme de 1 (x,y, ), qui n’a pas

négatif, on considere la fonction de Lyapunov modifiée suivante :

Y = tho + (v—¢logy). (2.16)

5
£-0
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1l est clair que 1) est positive dans R3.

En dérivant cette fonction on trouve :

. 2
M Ry ( L& +x—y£—3§)
y y vy oz
0

_ v (p+2)
__?(HST)_"T (fﬂ
ox +&p . SRS
e (G ‘“*“"35)

oy
Le premier terme est négatif, pour le deuxiéme terme on a x* > 0 dans le cas pathologique.

(v @+x»+u@—6»§

2

_fg

(2.17)

Onposea = z/x > 0,b=&%/y > 0, et on considére

o(a, b)—a+b—|—€—2—3§ sur (0,00)%.

1l est clair que cette fonction est strictement positive pour a + b > 3¢ et pour ab < £*/3 mais
#(&,€) = 0 d’ou elle admet un minimum absolu dans (0,00)2. En calculant la dérivée de ¢ on

trouve :

d'ou (a,b) = (£, &) est l'unique minimum absolu.
Par suite on voit donc que pour toutes les valeurs de 0 > Ep et § € [0,€) la fonction v est une
fonction de Lyapunov pour le systéme (2.6)), etv) = 0 si et seulement siy = & et z = £

Dans le cas ouy = £ c’est-a-dire v = 0 on trouve :

= (€~ 8)u#0

sauf siu = 0, c’est-a-dire v = z*. Ainsi le seul ensemble invariant contenu dans I’ensemble w =0
est ’équilibre pathologique (x*,y*, 2*) = (x*, £, £x*), d’ou le théoréme de LaSalle implique donc
la convergence des solutions a ce point équilibre, pour toute valeur initiale non inclue dans ’ensemble
{0} x Ry x {0}.

Ceci montre que I’équilibre pathologique est globalement asymptotiquement stable sur

R3\ [{0} x Ry x {0}]. Si la condition initiale était dans {0} x Ry x {0}, les solutions converges

alors vers le point triviale (sain).

Ainsi, les théorémes (2.3.1) et (2.4.1) sont prouvés.
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Existence et unicité : un cas particulier

Soit le modéle suivant :

V() = A=AV () = 7V (2) / e, e+ 2 / "y / " Bly)k(z, y)ulx, t)dyds,
T 0 Tmin

min

gl t) 4 TV 5 )+ (ule) + Baute ) =2 [ B(0)Ge. )ty

V(O) = o,
U($, O) - 90(58)7
U(Zmin, t) = 0.

Dans le cas particulier ou B = 0 dans notre modéle, on établit Uexistence et l'unicité de la solution.

(Voir [10])

3.1 Equations et Conditions

On suppose que A > 0,7 > 0,7 >0, et 1 < T < & < Tpax < 00,
on suppose que la valeur initiale vy > 0, et on impose d la fonction initiale p(x) les hypothéses sui-

vantes :
i) >0
ii) o(Tmin) =0
iii) ¢ est lipschitzienne continue pour € [Tpin, Tmax|-

On impose des hypothéses similaires sur la fonction ji(x), avec ;1 > 0 et u est lipschitzienne continue

pour T € [Tmin, Tmax)-

25
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On examine le systéme d’équations et conditions suivant :

V() = A — V(1) — 7V (1) / " e ), (3.1)
V(O) = Vo, (32)
Ut<x> t) + TV(t)Ux(QT, t) = —,u(x)u(:z, t)a (3'3)
u(z,0) = o(z), (3.4)
w(Zmin, t) = 0. (3.5)

La solution de (3.1) et (3.3) pourt € [0,T] est (V (t),u(z,t)) ouV : [0,T] — R est lipschitzienne
continue pourt € [0, T}, et satisfait les équations et (3.2) pourt € [0, T], u(x,t) est lipschitzienne
continue par rapport 4 T avec & € [Tmin, Tmax| €t t € [0, T et satisfait les équations (3.3),(3.4), et (3.5).
On pose

U(t) = / u(z, t)dx (3.6)
et on définie deux fonctions supplémentaires :
t
r(t) == / V(t)ds, pourt e [0,T] (3.7)
0

1
"0 V)

En utilisant des technique standard, on obtient pour V (1) :

, pourt € [0,T] (3.8)

t
V(t) = e oOrtrU®dsy, 4y / e t=)=7 U@ g (3.9)
0

On fixe T = 1 et on utilise la méthode des caractéristiques pour obtenir une formule de la solution
de u(x,t). Dans le cas particulier avec k = 0 et T = 1.
On résout I’équation
ue(x,t) + V(tua(2,t) = —p(z)u(z, t) (3.10)
pourt > 0 et & € [Tin, Tmax), avec des conditions initiales u(x,0) = (x) et u(Tmpin, t) = 0.
On définit
w(z,r(t)) = u(x,t) (3.11)
et on note que

u(z,0) = w(z,0) = p(z). (3.12)

On résout d’abord I’équation intermédiaire

we(x,t) + we(x,t) = —p(z)vt)w(x,t) (3.13)
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pourt > 0 et & € [Tymin, Tmax], avec les conditions initiales w(x,0) = p(z) et w(Tmin, t) = 0.
On définit
ue(t) == w(c+t,t). (3.14)

Puis

uo(t) = wi(c+t,t) + wy(c+t,t)
= —pu(c+t)v(t)w(c+t,t)

= —pu(c+ t)v(t)u(t). (3.15)
Par conséquent, si on prend t, comme valeur initiale de t, alors
Uelt) = g (t)edio eI )s, (3.16)
Dans notre cas, ty = 0. De plus, on rappelle que c = x — t. Donc

Ue(t) = ug(0)edo Hers)(9)ds

= w(z — t,0)elo ma—ttsu(s)ds, (3.17)
On peut réécrire ceci comme suit :
( t
w(zr —t, O)efo p(z—t+s)v(s)ds Six >t 4 Toin
w(z,t) = (3.18)
kO six <€+ Tuin
(
o(x — t)elo ma—trar(s)ds Six >t + Tiin
= (3.19)
\0 siz <t 4 Tmin.

Ayant ainsi résolu I’équation intermédiaire, on peut revenir a (3.10). On a

ug(x, ) + V(t)ug(x,t) = we(x,r()r'(t) + V() w,(z,7(t))

= —p(z)u(z,t). (3.20)
En prenant en compte les bornes sur x, avec & € [Tin, Tmax|, On peut écrire

o(x —r(t))e” 0" pla—r(t)+s)v(s)ds SiT(t) + Tmin < T < Tpax

0 si Lmin S x S Trmin + T(t)
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Démonstration .

On montre que V (t) résout (3.1) avec la condition initiale (3.2) en différenciant I’expression (3.9),

en effet :
V(1) =vo [efcf HUE)ds (_y TU(t))]

1A { =t =T [[UE)S [ —(t=s)=T [ U(S)ds( v — TU(t))dS]

0

=\ — ~y |:'U0€f0 (v+7U(s))ds 4\ —'y(t 8)— Tf U(s)dsd8:|

0

— TU(t) |:’er fo (y+7U(t))ds + )\/ —y(t—s)—7 f: U(§)d§d8]
=A =V (t) =TV (1)U (1). (3.22)

On montre aussi que u(x,t) donné par (3.21), résout (3.3) sous réserve de (3.4) et (3.5). nous dif-

férencions la premiére ligne par rapport aux variables x et t, produisant les résultats suivants, pour

T € [Tmin, Tmax] €t pourt € [0,T] :

wp(,t) =¢'(x — r(t))e ha " M Orais

r(t T(t)
— oz —r(t))e” o pla—r(t)+s)u(s)ds (/ wix—r(t)+ s)V(s)ds) (3.23)
0
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() = — @/ (x — r()V(t)e S nemrOFame)ds

— (@ — r(t))e I8 HEr O (v (1) (@ — r(t) + () (r (D))
()
—V(t) /0 Wz —r(t)+ s)v(s)ds). (3.24)

La somme de V (t)u,(x,t) et u,(z,t) donne le terme —p(x)u(z, t), comme prévu dans I’équation (3.3).

O

3.2 Existence Local

Dans cette section, on utilise le théoréme de point fixe de Banach|1.1.1, également appelé théo-

réeme de contraction.
On applique le théoréme a un opérateur K, donné ci-dessous.

On suppose que ¢ satisfait les hypothéses (i), (1), et (iii) énoncées dans la premiére section.
Soit T > 0.C ([0, T]) est I’espace des fonctions continues sur [0, T'| avec la norme sup, notée ||.||.

Soit B = X+ (v + ||¢||) M. On définit un opérateur K, K : X0 — Xr, ou

Xr={V eC(0,7]),V(0) =vy,m < V(t) < M, et V(t) est lipschitzienne continue pour [0, T

avec la constante de Lipschitz inférieur ou égal a B}

avec

m = e~ (el Ty (3.25)

et

M = Vo + )\T (3.26)

On définit Uopérateur K pour chaque V € Xp par
t
(KV)(t) := e Jo+mUENdsy, -y )\/ e =)= LU g (3.27)
0

Bien que V' n’apparaisse pas explicitement dans le coté droit ci-dessus, on note que selon les définitions
données dans les équations (3.6), (3.7), et (3.8), la fonction V (t) détermine a la fois r(t) et v(t), puisque

u(z,t) est en fonction de ces derniéres, alors u(x,t) est déterminé par V (t) et donc U(t) aussi.

On va utiliser le théoréme du point fixe de Banach pour montrer que K a un point fixe unique
sur Xr.

D’abord, on a besoin de deux étapes.
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> Etape 0l: K: Xy — X
En effet,

Les affirmations (KV')(0) = vg et m < (KV)(t) < M sont vraies. De plus, (K'V')(t) est différen-
tiable ent, et |(KV)' (t)] = [N = v(KV)(t) — 7(KV)(t)U(t)], d’ou |(KV)'(t)| < B.

> Etape 02 : X7 est un sous espace fermé de C (|0, T]) par rapport a la norme sup.

En effet,
On considére une suite {V,,}>° | C X qui converge vers V dans C ([0,T)). Clairement V (0) = 0
car cela est vrai pour chaque éléments dans la suite {V,,}°_,. Pour la méme raison, m <V < M.
, : o V() — V()]
Pour compléter la preuve, on fixe les pointst, € [0,T] etty € [0, T, t; # to, et considére TSN
1
Pour tout € > 0, il existe N assez grand tel quen > N implique
V(t) = V(t)l _ V(1) = Va(t)| | [Valt) = Valta)] | [Valts) = V(E2)|
=t T [h— 1y |t — 1o |t — 1o
€ €
< + B+ . 3.28
|t — to |t — to (3.28)
Puisque € > 0 est arbitraire, on voit que
Vi) — Vit
Vit) ZVit)l (3.29)

[t — to] N

On est maintenant préts pour le théoréme.

Théoréme 3.2.1

K est un opérateur de X1 en X et K est une contraction strict pour un nombre réel T' > 0.
Cest, pourt € [0,T], |(KV)(t) — (KV)(t)| < C||V — V|| pour une constante C' < 1, ots C
peut dépendre de T'.
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Démonstration .

t
’(KV) (t) B (KV)(t)| _ ‘ (e fo,('erTU(s))ds,UO + )\/ e*'y(tfs)foSl U(é)d§d8)
0

t
_ (efg(w+fU(s))dsvo+)\/ ev(ts)ff;U(é)dﬁdS)
0

— ‘Uo [67 JErrU()ds _ - fg('y+7ﬁ(s))dsi|

t
) / [eﬂ(t*S)*Tﬁf U(s)ds _
0

o= (t=s)— [ U(§)d§} ds

< /tT(U( ) —Ul(s))ds +A/Ot T/:(U(g) —U(3))d3| ds

<mo/ U (s) |ds+)\r/ / U(5) — T(3)[d3 ds

<7 [tHU(t) — U@ + A [(&/2)IU () = U]

—rt(up + 2 )HU (&) = U@l (3.30)
On se concentre sur la quantité |U(t) — U(t)], (t) < 7(t).

1U(#)

Tl =|| [ tulet) - (e )
B (1)
<)
Tmin +7’(t)
o
xmin‘i‘F(t)

—QO(ZL“ _ ?(t))e OT( ) w(z—7(t)+s)v(s)ds

zmax‘i‘F(t)
<)
xmin‘i‘r(t)

oz — r(t))e o marO+s(s)ds

oz — r(t))e o mar@+s(s)ds

dx

oz — r(t))e Jo e=rsvis)ds

+ / lp(z — r(t)) — pla —T7(t))|e” O pa—r(t)+s)v(

min+?(t)

. /:r:max oz — 7)) | — 7O pa—r(t)+s)v(s)ds _
Imln"'?( )

+/ o —7(t) |e
Tmin +?(t)

dx

dx

— J7 ) wa—r(t)+s)v(s)ds _

s)dsdx

e IV ua—rt)w(s)ds | 7o

— I3 wa=r () +s)(s)ds| g,

+ \/xmax S0(1, . F(t)) fr(t) w(x—7(t)+s)v(s)ds _ — OF(t) w(x—7(t)+s)v(s)ds dr
xmin‘i’F(t)
=(I)+ (II)+ (III)+ (IV) + (V). (3.31)
On travaille séparément sur chacune des cing portions. On pose
[ ) [ (3.32)
V(r=t(#))
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et
r0)=0 (3.33)
par conséquent,
t t
r () =r71(0) + / v(s)ds = / v(s)ds (3.34)
0 0
On a également besoin de deux lemmes.
Lemme 3.2.1 |7(t) —r(t)| < t|V = V||
Démonstration .
t Pr—
70 =) < [ V()= Vilis
<tV -V]|. (3.35)
Ceci accomplit la preuve de lemme|[3.2.1]
Lemme 3.2.2 |v(t) — T(t)] < L ||V — V||etB/m)
Démonstration .
1 1
) —o(t) = - —
0 =701 = i~ vy
_ ‘V(F‘l(t)) AU ))
V(= )V (1))
L /e _ _ _
< S [IVE@) Ve @O+ IVE0)) =V o)l
J E— P _
< — IV =VI+IVIIIF @) =]
1 [ — ot
< s 7=V V[ te) = vt
m 0
1 = 1 b
< SV -V|[+-—B i [T(s) — v(s)|ds (3.36)
Par U'inégalité de Gronwall,
 Q— 2
[v(t) = 7(B)] < —5 ||V = V]|, (3.37)
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Ceci accomplit la preuve de lemme|[3.2.2
On procéde a (1), (I1), (II1I), (IV), et (V) :

wmin"l‘F(t)
-/
Tmin +7'(t)

S H@H[zminﬂ?max} ‘F(t) - T(t>’

< 19l wminamattV = Vi (3.38)

_ [r@

QD(-T o T(t))@ o z—r(t)+s)v(s)ds dr

o r - 7'(t) r—r s)v(s)as
(11) = / lp(z — (1)) — oz —F(t))|e Jo ma=r@+swls)ds g,

min+?(t)
<N N rntn ] [T (E) = 7 (D) (Zmaxe — Tanin)
< ll¢'
_ [T

(I17) = / - oz —7(t)) ‘e‘ 0 nar@+ae)ds _ o= i na—r@tap(s)ds| gy
wmin“rF(t)

minsoma] (Tmax — Tmin )E|V — V|| (3.39)

< [lell s

r(t)
/ pu(x —r(t) + s)v(s)ds

(®)

< el 12l i amasy sUP [P ()7 () = 7(2)]

< @l 1l i nd (/)Y = V| (3.40)

(IV) — /Zmax (,D(ZE . F(t)) ‘e— OF(t) wlx—rt)+s)v(s)ds e~ OF(t) w(x—7(t)+s)v(s)ds dr
xmin‘i’F(t)

7(t)
< llellzr / (e = 7(t) + s)v(s) — p(x = 7(t) + s)v(s)|ds
0
Sl i amd [P(E) = (@) sUD [ (5) | [7(2))]
< el 1 i e (/M) (MY = V]| (3.41)

(V)= / T e —T) e A T
xmin‘i’F(t)

< [lell e /OT(t) [z = 7(t) + 5) [v(s) — v(s)] |ds
< el 214l i ] P (2) = ()
<l sl (M) [(1/m2) [T = V] BP0] (3.42)
Tout a fait
1@ =TON < HYV = VI 1@l zmad + 19 |z e (Fnax = Tmin)

1Pt 128 formin emand (1/172) + NPl 20 12 i ] (M T/ 2)
m2
1@l el i ] (M /0 T

= t|[V - V||C(T) (3.43)
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ou

C(T) = [l rmsn zmss] + 1 N ominszinssd (Fmax = Zanin) + 10122 |4 i ) (1/2)
m?2
1@l I Mo LT /10) + @l 23 [ 8l i ] (M%) 5T ] - (349

Par conséquent,

_ A\ _ N
(&V)0 - (k)OI < 7t (w+ 5 ) [A7 - VIC@)
<M1V -V (3.45)
ou
AN
C(T) =T (UO + E) C(T) (3.46)
Alors il existe T > 0 tel que C(T)T? < 1 et ainsi, K est une contraction stricte. O

Par conséquent, par le théoréme de point fixe de Banach, V (t) est une solution unique de (3.27)

qui existe pour V € Xr.

Démonstration .

Par le théoreme il existe une solution unique V (t) d avec la condition initiale (3.2).
On peut utilisé V (t) avec (3.4), (3.7), (3.8), et (3.21), pour obtenir u(z,t). On voit par conséquent que
u(z,t) est déterminés uniquement par V (t), car u(t, x) est définie par r(t) et v(t) qui eux-méme sont
déterminés uniquement en fonction de V' (t), et par la condition initiale o(x), qui est fixe. Ce qui montre
que le couple (V (t), u(x,t)) est la solution unique de (3.1)-(3.5) pour x € [Tmin, Tmax) €t € [0,T7].

U
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3.3 Prolongement

Théoréme 3.3.1
Si il existe un prolongement de la solution trouvée dans le théoréme |3.2.2, aux valeurs de t
dans Uintervalle [0,T + €|, ot € > 0, alors ce prolongement est unique pourt € [0,T + €],

pour certain € > 0.

Démonstration .

On suppose qu’il y a une solution (V (t), u(x, t)) pour le probléme (3.1)-(3.5) pourt € [0, T + €.
V(t):=V({t+T) pour t € [0, €] (3.47)

et

u(z,t) == u(z,t+7T) pour T € [Tumin, Tmax) ,t € [0, €. (3.48)

~

On montre que (V (t),u(z,t)) est une solution de (3.9) et (3.21) pourt € [0, €| et satisfait

V(0) = V(T) = T (3.49)
et
u(z,0) = u(x,T) =: p(x), pour x € [Tmin, Tmax) - (3.50)

On détermine la valeur de 7(t), pourt € [0, €], comme suit :

=r(t+T)—r(T). (3.51)
De (3.51) on voit que le rang de la fonction 7, notée Ran(7), est donné par
Ran(r) = [0,r(e+T) —r(T)]. (3.52)

De plus, le domaine de U, ou Dom(V), est égal a Ran(7), dil a la définition de la fonction U, qui est
analogue a la définition Par conséquence, on détermine la valeur de U(s), pour s € [0, Ran(7)],

dans le lemme suivant.

Un modele de dynamique de la population des prions 35



CHAPITRE 3. EXISTENCE ET UNICITE : UN CAS PARTICULIER

Lemme 3.3.1 Pour s € [0, Ran(7)],

v(s) =v(s+r(T)). (3.53)

Démonstration .

On sait par leurs définitions que
1
/I/\(S) = =< (3.54)
V(r=i(s))
et
1 1

v(is+r(T)) = = = . (3.55)

Vir-t(s+r(T)) V(E—Ys+r(T))-T)
On vérifie d’abord que r—(s + r(T)) — T € Dom(V) = [0, €| :

r i (s+r(T)-T < e

sris+r(T)<e+T
ss+r(T)<r(e+T)
ss<r(e+T)—r(T). (3.56)

Alors I’équation (3.55) est bien définie.

Pour prouver ce lemme, on exige que les équations et (3.55) soient égaux, alors, on a besoin
s =r (s +r(T) T (3.57)
Pour le vérifier appliquez T sur les deux cotés :
s=7(r"s+r(T)-T)
=r [r’l(s +r(T)—-T+ T} —r(T)
=s+r(T)—r(T)

— 3. (3.58)

Apres avoir vérifié (3.57), on a prouvé le lemme.
Considérons ensuite ‘7’(75) :
V'(t) =V'(t+T)

=A—V(t+T) —TV(t—i—T)/ uw(z,t+ T)dx

— A=AV () + V(1) / " i e, (3.59)

Zmin
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En utilisant la méme technique précédemment et avec la valeur initiale donnée par (3.49) :

R t
V(t) = e JoOrtrU()dsg 4\ / —(t=a)=7 U3 g (3.60)
0
Par (3.21) et (3.49), on peut écrire
(et 1 T) olx—r(t+1T))e o pla—r (T +s)u()ds r(t+T) 4 Tmin < T < Tpax
u(x,t + =
0 SiTin < T < Tyin +7(E+T).
(3.61)

Considérons la premiére ligne de (3.61) :

r(t+T

oz —r(t+T))e Jo ™ ue—rE+T)+s)u(s)ds

f'r(t+T)

:Cp(aj — /r'(t + T))e_ fo"'(t> #(l‘_T(t‘FT)“I‘S)V(S)dSei r(t) ,LL(Q?*T(t+T)+S)l/(s)dS. (362)

En utilisant (3.21)), (3.50), et (3.51)),

oz — r(t + T))e i nla=rT)rau(s)ds
:gp(x o T’(t + T) + T(T) . ,,,( )) -Jy <T (z—r(t+T)+r(T)—r(T)+s)v(s)ds
=u(x —r({t+T)+r(T),T)

=¢(x —7(1), (3.63)

et
—f t+T> w@—r(+T)+s)v(s)ds _ e for(f""T)_r(T) w(x—r(t+T)+r(T)+s)v(s+r(T))ds

fr(t) 7(t)+s)V(s)d s (3.64)
Par conséquent,

{5(1} B ?(t))e_ O?(t)u(x—?(t)-l-s)ﬁ(s)ds si ?(t) + Toin < T < Tonax
u(z,t) = (3.65)

0 SETmin < T < Tyin + 7(t).
Maintenant, V (t) et T(x, t) ont respectivement les mémes formes que V (t) et u(z, t), avec une condition
initiale similaire. De plus, on peut définir une espace X, analogue a X, différent uniquement en ce
sens qu’il contient des fonctions définies sur Uintervalle |0, €| plutot que [0, T, avec toutes les limites
déterminées de maniere appropriée. Alors K : X, —> X, est une contraction stricte. Par un argument
identique a celui utilisé auparavant. Toujours par le théoréme de point fixe, on obtient une solution
unique (V (t),(x, 1)) sur un intervalle [0, €], oti e’ > 0.

Notre prolongement est donc unique pourt € [0,T + €']. U
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3.4 Intervalle Maximale D’existence Unique

Soit [0, T*| Uintervalle maximal tel qu’il existe une fonction unique V : [0, T*] — R, qui satisfait

(3.1), avec la condition initiale (3.2).

Lemme 3.4.1
Les limites lim V (t), lim r(¢), lim »~'(¢), lim v(t), et lim U(t) existes.
t—=T™* t—T™* t—=T* t—=T* t—=T*

Démonstration .

Soit) <t <t < T* Alors

n«a—vanévoA<v+ﬂﬂwm$—%}v+ﬂM@mS

t — t
/ e V(A=8) =7 [JU3)ds g / oV (t=8)=7 [[U(3)ds
0 0

+ A

= (I)+ (ID). (3.66)
On considére (I) et (I1) séparément :

(1) < wolt = t|(y + 7 sup U(s))

0<s<t
< wlf = 0y + ). e
t B ‘ )
(]I) < A / 6—7@—8)—7' ff U(§)d§d8 . / 6_7(2_5)_Tfst U<§)d§d3
0 0
t B B . .
—+ / 6_’7(75—8)_7' f: U(é)déds . / 6_’7(?5—5)—7' f: U(é)déds
0 0
t ; t
+ / B—V(t—s)—Tfst U(é)déds . / e—’y(t—S)—Tf: U(g)dgds :|
0 0
= M)+ ({IV)+ (V)] (3.68)
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De plus, on calcule (I11), (IV), et (V'), en effet

t _
t

<|t—t. (3.69)

t _ _
(IV) = / [6—v(¥—s)—ff§ U§)ds _ ,=(t=s)=7 [ U(§)d§} ds
0

t t t
§/ [7(%—5)—7/ U(s)ds| — [’y(t—s)—T/ U(5)ds||ds
0 s s
¢
§/ |yt — vt|ds
0
< yt|t — 1|
< AT |t —t]. (3.70)
t )
(V) = / |:€f'y(tfs)f7—f; U@)ds _ ,—y(t=s)—T [} U(§)d§} ds
0
t 7 t
< / (t—s) - T/ U(3)ds| — [y(t 8- T/ U(é)dé] ds
0 s s
t t
< / 7/ U(3)d3| ds
0 ¢
< 7T*|t — t|sup |U]
<l = 1l (6.71)
D’out la condition |V (t) — V (t)| < C|t — t| est satisfaite pour la constante
C=wv(y +7llell) + AL +AT" + 7Tl )] - (3.72)
e Pourr(t),
t t
@ = rlo)] = | [ Vs - / V(s)ds
0 0
¢
< / V(s)ds
¢
< IV[Ife — 1]
< M|||t =t (3.73)
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e Pour r=1(t),

e Pour v(t),

e - v
V(r=i(t) V(r(t)
_ ‘V(T_l(t)) - V(T_l(z))‘
V(r=t @)V (r=1(t))
< —||V'||| ) =
S%B\t—t\.

1)

e Pour U(t),

U(t) = U )] =

/ ( u(z,t)dr — / ( u(z,t)dx
/ (u(z,?) — u(z,t)) do
/;:;H(t)
a $min+r(g)
y
Imin‘f'r(t)
_ (,0(&3 _ r(t))e Mt) pu(x—r(t)+s)v(s)ds
mmin‘i"f’(t)
<)
xmin‘i”"(g)

+ / : |S0(x — T(f)) — (,0(17 . T(t))|e r(t) w(x—r(t)+s)v S)dsdl’
xmin‘i’r(t)

QO(JJ _ T(%))ei fg(z) w(z—r(t)+s)v(s)ds dr

o(x — (@) IO na—r@+sp()ds

dx

oz — r(@)e o na—r@+svis)ds| gy

+/:max ol —r(t)) |e

min+r(t)

N /:Jcmax So(x B r(t)) ‘ei fg(t) pa—r@+s)v(s)ds _ ,— f(}(t) p(z—r(t)+s)v(s)ds

min+7"(t)

=(I)+(I)+ (III)+ (IV).

BO pa=r@+sis)ds _ o= J3 we—r@+s)u(s)ds

(3.74)

(3.75)

dx

dx

(3.76)
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Ona:

(1) < [l¢llsuplr(t) = 7(?)
< [lollsup M|t — 1] (3.77)
(1) < (Tmax — Tain) | [|sup|7(t) — 7(T)

S (xmax - $min)||90,||supM|t - E| (378)

r(t)
/(t) pu(x —r(t) + s)v(s)ds

(I17) < (Zmax — Tmin) 9] sup

< (@max — Zmin) [ lsup | llsup [ V1] () — 7(2)]
< (Tmax — xmin)H‘PHSHPHNHSHp(l/m)Mﬁ — 1. (3.79)
r(t)
(V) < (Tmax — Tumin) || |sup /0 [(z =) + 5) — plz —r(t) + 5)] v(s)ds

< (Tmax = Zanin) | lsup |7 (E) lsup |1 llsup |17 (2) — 7 ()]
< (Tmax = Zanin) [ @ llsup MT|| 1 [l sup (1/m) M |t — 1]

< (Tmax — xmin)||90||sup||,U/||sup(M2/m)T*’t — 1. (3.80)
En faisant la somme on trouve

U(t) = U @) <[l[@llsupM + (Tmax — Zamin) €M + (Tmax = Timin) |0l sup || £4]|up (M /172)

(xmax - xmin”SOHSUPHPJ/Hsup(Mz/m)T*} |t - ﬂ (3.81)

+

et donc les limites existes. O

Théoréme 3.4.1

L’intervalle maximal d’existence est [0, 00). En d’autre termes, T* = occ.

Démonstration .

On suppose que T* est fini. Alors on peut définir les fonctions V' (t), r(t), r=1(t), v(t), U(t) au point
t="1T".

V(T") = tlir% V(t) (3.82)
r(T") = lim r(t) (3.83)
r N (T*) = Jim r(t) (3.84)
y(T") = lim v(t) (3.85)
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U(T*) = lim U(#). (3.86)
t—T*
De plus, on définit
vy = V(1) (3.87)

et

_ el (@) B mer @ G (T g < @ < e
p(z) = u(z,T") =
0 $i Tiin < T < Tpin + 7(T7).
(3.88)

Les conditions (i), (i1), et (iii) requises pour ¢ au début de ce chapitre s’appliquent également d ¢ :
i) Par sa définition (z) est non négatif.
.. . o — * _ = 7'(T*>;L(xmi,]+s)u(s)ds _
ii) Puisque p(Tmin) = 0, alors @(r(T™) + Tmin) = ©(Tmin)e ™ o =0.
iii) Par la définition de p(x) = 0 pour x € [Tmin, 7(T*) + Tmin|, et P est déterminé par la fonction
lipschitzienne continue p(x —1(T*))e I (T4 )u(s)ds pourx € [r(T*) + Timin, Tmax)- Par

conséquent p(x) est lipschitzienne continue.

On obtient V (t) etu(z,t), avec Ty et P :

B ¢
V(t) = e hOrtrU)dsg /\/ et =T [[ Ui g (3.89)
0

(3.90)

u(x,t) =

@({ﬂ B F(t))e r(t> w(x—7(t)+s)v(s)ds si ?(t) + Tooin < T < Tinax
0 ST Tiin < T < Tin + T(8).
Cela donne un systéme d’équation et de conditions dont les propriétés sont identiques a celles du sys-

téme d’équations (3.1 . On obtient de la méme maniére une solution unique (V (t),7(x,t)) de ce

systéme, sur un intervalle [O, T}, avec T > 0. Définit, pour 0 <t < T,

V(T* +1t) =V (t) (3.91)
u(z, T* +t) :=u(z,t) (3.92)
U(T*+t):=U(t). (3.93)

Puis, pourt € [0,T), les équations (3.1) et (3.91) déterminent que
VT +t)=V'(t) = A=V () — 7V ()U(1). (3.94)
De plus, par la définition de U(T* + t) pourt € [0, T dans (3.93), On a

V(T 4+t) = A=AV(T* +t) =7V (T" + ) U(T* + 1). (3.95)
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Donc V (t) satisfait (31)-(3.3) pourt € [0, +T].
On montre maintenant que u(x,t) satisfait 3-1)-(3.5) pourt € [0,T7* + T]. De ona

u(z,t) si0<t<T* et Tmin < T < Trax
u(z,t) =

u(x, t —T%) SiT*<t<T*+T etmn <2< Tmax

et on note que u(x,0) = u(x, T*). Par conséquent, pourt € (0,7 + T,

) _ )
Eu(z,t) = au(az,t —T7)
et
V) Lo t) = 7t — T (e, — %)
T U@t =17 priCe )

En combinant les équations (3.97) et (3.98), on trouve

o) 9] J_ . o 0 _ .
au(x, t) + TV(t)%u(x, t) = au(z,t —T+7V(Et—-T )%u(x,t —T%),

or

1)+ TV (1) Sl 1) = ()t )

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

Alors, la solution de (3.21)) est donnée par u(z,t) telle qu’elle est définie pour x € [Tpin, Tmax] €t

te 0,7 +T].

Donc (V(t),u(z,t)) satisfait 3-1)-(3-5) pourt € [0,T* + T)|. Cela contredit la maximalité de I'in-

tervalle [0, T*], ce qui prouve que T = .

O

Démonstration .

Un modele de dynamique de la population des prions
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D’apreés le théoréme|3.3.1, la solution est unique pour tout Iintervalle sur le quel elle est définie. Par
le théoréme |3.4.1] cet intervalle est [0, 00). O

Ainsi, dans le cas particulier k = 0, on a montré ’existence et ['unicité de la solution pour

T € [Tmin, Tmax) €t t € [0,00).
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CONCLUSION GENERALE

la dynamique des prions est d’une trés grande importance pour les laboratoires biologiques qui

traitent I'une des pathologies les plus dévastatrices.

Dans le premier chapitre on a étudie le comportement des solutions du modeéle a prion, ou on a trouvé
qu’il existe deux points d’équilibres un triviale (sain) et le deuxiéme pathologique et un certain Ry qui
dépend des paramétres du modeéle tel que si

o Ry <1, alors toutes les solutions convergent vers le point trivial (sain).

e Ry > 1, alors toutes les solutions convergent vers le point pathologique (endémique).

Dans le troisiéme chapitre on a étudie le modéle intégro-différentielle ou on a montrer ’existence et

Punicité globale des solutions.
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Résumé

Dans ce mémoire nous avons étudié un modele mathématique modélisant I’évolution des mala-
dies a PRION, mathématiquement parlant, nous avons étudié 1'existence de solutions d'un systéeme
constitué d’une équation différentielle, modélisant 1’évolution des monomeres de la protéine du
PRION, et d’une équation aux dérivées partielles, modélisant ’évolution des polymeéres résultant de

la polymérisation des protéines PRION.

Mots-clés : Prion, monomeéres, polyméres, équation différentielle, équation aux dérivées partielles .
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Abstract

In this thesis we studied a mathematical model describing the evolution of PRION diseases, we
studied mathematicaly the existence of solutions of a system constituted by differential equation
and partial differential equation, the first equation describes the evolution of PRION monomers

and the second one describes the evolution of polymers constituted by PRION monomers.

Keywords : PRION, monomers, polymers, differential equation and partial differential equation .
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