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Introduction

La théorie de la dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul clas-
sique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ses origines remontent a la fin du 17™¢
siécle, I’époque ot Newton et Leibniz ont développés les fondements du alcul différentiel
et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole % pour désignr la n'™¢ dérivée
d’une fonction f.

Le calcul fractionnaire a joué un roéle trés important dans divers domaines tels que la
mécanique, 1’électricité, la biologie, I’économie et le traitement du signal et des images.
Récemment, les équations différentielles fractionnaires et intégrales apparaissent natu-
rellement dans des domaines tels que la viscoélasticité, circuits électriques, 'oscillation
non linéaire des tremblements de terre, etc. Comme exemples motivants, nous suggé-
rons [15], [I8, 19, B3, B5].Au cours des derniéres décennies, les calculs fractionnaires de
Riemann-Liouville et de Caputo ont fait 'objet d’une attention accrue, voir les monogra-
phies [I], 25] 26, [34} 36}, 39, [51].

Un autre type de dérivée fractionnaire qui apparait avec les dérivées de Riemann-
Liouville et de Caputo c’etait la dérivée fractionnaire d” Hadamard introduit en 1892 [20].
La définition de la dérivée d’'Hadamard contient la fonction logarithmique d’exposant ar-
bitraire. Les détails et les propriétés de dérivée fractionnaire et de I'intégrale d’'Hadamard
sont disponibles dans [7], 8, 9, 24] 25| 20].

Les équations intégrales et les équations intégrales aléatoires ont été étudiés systé-
matiquement dans Bharucha-Reid [5] et Ladde et Lakshmikantham [27], respectivement.
Ce sont de bons modeéles dans diverses branches de la science et de I'ingénierie, car des
facteurs aléatoires et des incertitudes ont été pris en compte. Par conséquent, 1'étude
des équations différentielles fractionnaires avec des parameétres aléatoires semble étre na-
turelle, voir les monographies [47, 48] et les références qui y figurent. De maniére trés
récente, les équations différentielles fractionnaires & parameétres aléatoires ont été étudiées
par Lupulescu et Ntouyas [30], ainsi que par Lupulescu et al [31].

L’analyse fonctionnelle de probabilité est une discipline mathématique importante a
cause de ses applications aux modeéles probabilistes dans les problémes appliqués.

Notre principal but dans ce mémoire est ’étude de I'existence et 'unicité de solution
des problémes pour des équations différentielles aléatoire d’ordre fractionnaire.

Le mémoire est réparti en cing chapitres et est organisé de la maniére suivante :



6 INTRODUCTION

Le premier chapitre contient quelques notions et définitions des fonctions spécifiques
utiles tout au long de ce mémoire ainsi que les définitions de quelques opérateurs de dé-
rivations et d’intégrations fractionnaires au sens de Riemann-Liouville, de Caputo et de
Caputo-Hadamard et leurs propriétés.

Le deuxiéme chapitre contient des généralités sur les multi-fonctions ainsi que le
théoréme de sélection mesurable.

Le troisiéme chapitre contient des défénitions élémentaires et notions de base rela-
tives au théoréme de poin fixe aléatoire tel que, dans les section 1,2,3 et 4 nous présontons
respectivement les notions d’espace métrique généralisé, de matrice convergente, d’espace
de Banach généralisé et de variable alétoire. Dans la 5 éme section nous rappelons les
différents théorémes de point fixe aléatoire qui seront utiles dans la suite.

Le quatriéme chapitre nous prouvons 'existence et I'unicité ainsi que la compacité
de I'ensemble des solutions d’un systéme d’équations différentielles fractionnaires aléa-
toire :

‘D(t,w) = f(t,z(t,w),y(t,w),w),0 <a <1,t€0,b],
Diy(t,w) = g(t,z(t,w),y(t,w),w),0 < B <1,te0,b], ]
z(0,w) = zo(w),w €N (1)

(
y(0,w) = ylw),weQ,

ou f,g:[0,b] x R™ x R™ x  — R™ (€, .A) est un espace mesurable et zg,yo : Q2 — R™
sont des variables aléatoires. D%z est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de z(t,w)
par rapport a la variable ¢, 0 > 0.

Dans le cinquiéme chapitre nous donnons un résultat d’existence des solutions et
la compacité de I'ensembles des solutions d’un systéme d’équations différentielles frac-
tionnaires de type Hadamard, ou la preuve est basée sur des théorémes de points fixes
aléatoires a valeurs vectorielles, nous considérons alors le probléme suivant :

CHDog(t,w) = f(t,z(t,w),y(t,w),w),0 < a<1,te]|0,b],

CHDSy(t,w) = g(t,o(t,w),y(t,w),w),0 < B <1,tel0,b], @)
z(0,w) = 2o(w),w €N
y(ovw) = yO(w)vw € Qv

ou f,g:[0,b]xR™xR™xQ — R™, (£, F) est un espace mesurable et xq, yo : 2 — R™ sont

des variables aléatoires. “¥ Dz est la derivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard.



Chapitre 1

Calcul fractionnaire

1.1 Notation et Définitions

Soit Q = [a,b], (—o0 < a < b < 400) un intervalle fini ou infini de R. Nous désignons
par LP[a,b] 'ensemble des fonctions mesurables f sur 2 avec || f|| < oo, ou

1= ([ opa) 1 <p < soc

et
[flloc = sup [f(2)]-
a<t<b

Soit Q = [a, b], (—00 < a < b < 4+00) un intervalle fini de R. Nous désignons par AC|a, 0]
I’ensemble des fonctions absolument continues sur €2, ou

f(t) € ACla, bl < f(t) =c+ /t f(r)dr, f(1) € L(a,b).

Pour n € N on note AC™[a,b] I'espace des fonctions f(¢) ayan des dérivées continues
jusqu’a l'ordre n — 1 sur [a, b] tel que f*~! € AC]a, ] :

AC™a,b] = {f : [a,0] — R, f(t)""' € AC|a,b]},

et on a
n—1 (t . a)k t
ft) € A & £ = Y- UL W) + [ Oar.
k=1 ’ a
Nous utilisons également une modification pondérée de 'espace AC™[a, b], dans laquelle la

d
dérivée usuelle D = — est remplacée par la dérivée dite d-dérivée définie par § = tD = ta.
Nous désignons par AC§|a, b] I'espace des fonctions mesurables sur (a, b) définie par

ACY[a,b] = {f : [a,b] — R; 6" *g(t) € AC|a,b]}.

1.2 Fonctions spéciales

Les fonctions spéciales sont définies de maniére assez imprécise, puisqu’elles regroupent
les fonctions que I'usage (ou la fréquence d’utilisation) a fini par associer & un nom. Parmi
ces fonctions, la fonction Gamma et Béta qui jouent un role trés important dans le calcul
fractionnaire.

~J
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1.2.1 Fonction Gamma

Définition 1.2.1. La fonction Gamma est généralement définie par l'intégrale suivante

+o00
['(z) = / e tdt,
0

pour tout z € C avec Re(z) > 0.

Justification de ’existence de la fonction Gamma

Soit z € C alors 3!(x,y) € R? tel que z = z + iy et
+o0 )
I'(z +iy) = / o Wetdt,
0
Or t*~ 14w = =1 — r=leiwn®) — 4==1cos(y In(t)) + isin(y In(t))]. Alors

[z +iy) = /0+<>0 e "t" cos(yIn(t)) + isin(y In(t))]dt.

Pour z > 0 on pose

400 —+00
I - / et cos(y In(t))dt, et T = / et~ sin(y In(£))dt.
0 0

le™“" ! cos(y In(t))| <

e Si z = 1 on obtient

Donc les deux intégrales I; et I, convergent.
e Si x > 1 on considére

Ji = / e " L cos(yIn(t))dt, et Jo = / e 't cos(y In(t))dt avec ¢ > 0.
0 c

Comme x > 1 la fonction ¢t — e~ t*~! est continue. D’ou la convergence de .J;.
Puisque lim t**le~%*~1 = lim t**¢~* on a
t—o0

t—o0
—tyx—1 A
VA, 3B :Vt> B e 't" " < :
tw—l—l
ceci implique
oo oo dt A
/ et e < A/ — = —— < +o00.
B B ta:—l—l $B$

Par conséquence I et Iy convergent.
e Si0<x<1prenant ¢ >0

C C 1
/e—ttﬂc—ldtg/ "Nt = =",
0 0 x
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D’otu la convergence de J;.
lim t**le~t*~! = lim t**¢~! nous avons

t—o00 t—o00

A
VA>0,3c>0:e 7" <

— ¢z+l )

+00 A
/ e ittrdt < —
C

xer

ceci implique

Remarque 1.2.1. Si la partie rééelle de z est strictement positive alors la fonction I'(z)
est bien définie.

Propriétés de la fonction Gamma

Lemme 1.2.1. Soit z € C avec Re(z) >0 on a
I(z+1)=2zI(2) et I'(n)=(n—1)! pour tout n € N*.

Démonstration. Soit z € C avec Re(z) > 0 alors

+oo
['(z) = / t=te~tdt
0

tz —t 1 —+00
L ]goo+_/ e tdt
z 0

z

1 [Foe 1
== / tEDH et dt = “T(2 4 1).
zZ Jo z

D’ou
[(z+1) =zI'(2). (1.1)

D’aprés (|1.1]) pour tout z € N* on obtient

I'n+1)=nl'(n) =n(n—-1)..2.1 =nl.

Théoréme 1.2.1. La fonction T' est définie et de classe C™ sur ]0,+o0[, ses dérivées
successives sont données par la formule

+oo
1) () / e~ (In(@)) 47 1dt, ==z € [0, +oo].
0
Théoréme 1.2.2. (Prolongement de la fonction Gamma) La fonction T' s’étend (en une

(=n"

n!

fonction holomorphe) a C\ Z et pour tout entier négative n : lim(z — n)I'(z) =

c’est le résidu de —n.
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Lemme 1.2.2. Soit z € C avec Re(z)> 0 alors

|
lim ek = T(2),

T (24 1)(z +n)

et

1 iy 2
— = ze* <—+1>e’ﬁ, z % —n pour n € N.
g ’ #—np

Définition 1.2.2. (Equation d’Abel)
On considere ’equation intégrale

1 T__e®) = « x € la
>/a( dt = F(), o €0,1], z € [a,b], (1.2)

x —t)l-«

ot @ est la fonction inconnue et f est une fonction donnée.
Lequation [1.9 s’appelle équation d’Abel, et elle admet une solution définie par

B 1 d [* f(t)
p(t) = m%/a (x—t)adt'

1.2.2 Fonction Béta

Définition 1.2.3. La fonction Béta (ou la fonction de Bessel de seconde espéce) est
donnée par :
Pour tout (z,w) € C*avec Re(z) >0, on a

1
Blz,w) = / FY1 = )t
0

Justification de l'existence de la fonction Béta

e Si Re(z) > 0 et Re(w) > 1, alors la fonction t —s 7€) =1 (1 —£)Re()=1 st continue.
Ce qui donne

(/Olt“(l - t)W*ldt‘ < /01 $Re=1(1 _ pyRel@) =1y < o, (1.3)
e 5i Re(z) >0 et 0 < Re(w) < 1, on considére
Li(e) = /08 711 — )~ dt, pour € €]0,1].
En fait
T R

1 €
< |_ 1—1¢ Re(w)—1
|: Re(W)( ) 07
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et on obtient

|]1(€)| < Re(w) -

cect implique

(1) = /:1(1 — )Y dt < R;(w) < 0.

e 510 < Re(z) <1 et Re(w) > 1, on considére

1
Le) = / =711 — )~ dt, pour € €]0,1].

On a
1
|12<8>’ < / tRe(z)fl<1 . t)Re(w)fldt
1 1
< 75Re(z) 1_ 1— Re(z) ]
- Re(z)[ E Re(z)[ e
D’ou
! 1 1d 1
IO:‘ 1 =) dt| < .
20) = | [ =t < s

e 510 < Re(z) <1 et Re(w) > 1, on considére

c 1
Jy :/ N — )@ e, g :/ =1 — ) dt,
0 c

1
<
1-t — 1—c¢

le cas ou 0 <t <cona

obtient
CRe(z)

Re(2)(1 — ¢)1-Relw)’

1
‘le < (1 . C)Re(w)—l/ tRe(z)_ldt _
0

De méme si c <t <1 on déduit que

1

< = (1= )R,
- Re(w)cRe(z)—l[ (1=¢) )

BA

11

(1.4)

(1.5)

, alors 1 < (1 —t)fe@)=1 < (1 — ¢)fel@)=1 ¢t on

(1.6)

(1.7)

D’aprés , , , @ et on conclut que la fonction Béta est bien définie.

Propriétés de la fonction Béta
Théoréme 1.2.3. Soient (p,q) € C*: Re(p) > 0 et Re(q) > 0. Alors

L'(p)l'(q)

Blp.a) = Lp+q)

Démonstration. Soient (p,q) € C? : Re(p) > 0 et Re(g) > 0. On utilisant le

théoréme de Fubini, on obtient

“+oo “+oo
L'(p)'(q) = / / et e 5 dtds.
0 0
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On effectue le changement de variable r =t + s

L(p)T(q) = /O s { /O +Oo(r - t)qlerdr] dt

+oo +0oo
= / e’ [/ P (r — t)q_ldt] dr.
0 0

t
On pose — = s et on obtient
T

+o00 1

T'(p)(q) :/ e_T/ r(1 — )T i sP P~ dsdr
0 0
+oo

1 oo
:/ errpﬂl/ (1 — ) s? 1dsdr :/ e B(p, q).
0 0 0

Donc
I'(p)T'(q)

I'p+aq)
Proposition 1.2.1. Pour tout p,q € C: Re(p) > 0 et Re(q) > 0. On a
1. B(p,q) = B(a,p).
= B(

B(p,q) =

2. B(p.q) p+1,q9) +Bp,q+1).

3. B(p.q+1)=1B(p+1,q9) = ;L B(p,q).

4. Bp.g) = [, L Q/Q(sint)%l(cost)”ldt
oW 0 (Itipra 7, '

Proposition 1.2.2. Pour tout a,b € RT
b
[ =0t = - 0 B,

1.3 Intégrales et dérivations fractionnaires

Dans cette section on va présenter les notions de la dérivée et l'intégrale fractionnaire.
Il existe beaucoup d’approches différentes qui ont été utilisées pour généraliser la notion
de dérivation d’ordre non entiers, par exemple on a : la formule de Riemann-Liouville et
de Caputo.
Soit f : [a,b[— R une fonction continue ou intégrable et

I, :[a,b — R

pour une primitive seconde on aura :

i = [ ([ 1) a
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d’aprés le théoréme de Fubini nous raménons cette intégrale double a une intégrale simple

Z/;f(s)ds/atdt:/:@f(s)dsj

par une itération on obtient

1 X
I, f(z) = m/ (x — )" f(t)dt.
De méme maniére, on obtient
n 1 ’ n—1
B 1@ = = [ €=yt ar

Définition 1.3.1. Soient f € L'([a,b],R),a > 0. On appelle intégrale de Riemann-
Liouville de f lintégrale a gauche (respectivement a droite) suivante

1) = gy [ @00 o>

et
1

m/x (t —x)* " f(t)dt. x < b.

Lemme 1.3.1. Soient f € L'([a,b],R), alors
QIE, = I2.Q, et QI =1%.Q,
wvee (Q)(x) = fla+b ).
Proposition 1.3.1. Soit f € C([a,b],R) pour a, >0 On a
1000 f=18f et 19 1) f=127"F.

I f(x) =

Démonstration.

(Lo iy ) (@) = I3 (1 ) ()

1

=m/a (& — 0112, £)()dt

:ﬁ/j(m—t)a ) (/ (t — 5)° 1f(s)ds)dt
/ f(s / — 5) 7 a,

en y effectuant le changement de Varlable t=s+(z—s)r
/ (z — )1t — s)ﬁ_ldt = / (x—8)* 1 —r) "z — )5_17“5_1(1' — s)dr
s 0
1
= / (x — 8)* 1B (1 — ) tdr
0

1
— ot p-1 B 1 — afld

(x —s) /0 r7( T) r
~ (@ — 5" B(a, 9

:<£L’—
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(12, 1% f)(a) = m / " — ) f(s)ds = (1% f) (a).

De méme maniere on montre que [;* [, bﬂf f=1 baj’g f.
Proposition 1.3.2. Soient a, 3 > 0 alors

(IE o a>ﬁ+a717

I3[t —a)" ' f () = %
et

(b= 0711 (0) = g g 0= )

Lemme 1.3.2. Soit f € LP([a,b],R), 1 < p < 400, alors

(a) 3k >0 tel que
e e < EIfllees et MG Sl < B[ e,
(b—a)*

m,a>0.

avec k =
1 ~
(b) Si0<a<1etl<p<— alorsil existe k > 0 tel que
«

g fllee < Kl fllee et 11 fllee < Ellfllees VS € LP([a, B, R),

p
1—ap

avec q =

1.4 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4.1. Soit f une fonction de [a,b] dans R. On appelle dérivée d’ordre o €0, 1]
au sens de Riemann-Liouville les fonctions définies par

a ~d 1 )
Day (I)_d_xf(l—a)/a @ ah

a _d 1 il
Dy (@) __%F(l—a)/x (=)t

On note Dy, et Dy respectivement la dérivée a gauche et a droite.

et

Lemme 1.4.1. Soit f € AC([a,b],R) alors la fonction f admet des dérivées fractionnaires
D2, Dy presque par tout sur [a,b] avec DY f , Dy f € L"([a,b]), pour 1 <r < L. De

Dy, f(z) = ml_&) {(mf_(ag)a + /z (mf/_(tt))adt} ,

plus
R O R0
Dt = s l(b—x)@ v/ <t—x>adt]‘

et
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Définition 1.4.2. Soient o un réel strictement positif, n € N tel que [o] = n+ 1 et
f i [a,b] — R une fonction définie par

(Dg, f)(z) = ﬁ(%)n/j %Cﬁ

On note (I3 -“f)(x) = F(nl— a) /ax @ _j;t(;;)_nﬂ dt.

Lemme 1.4.2. Soient o € R* et n € N tel que [a] =n+1 et f : [a,b] — R une fonction
donnée. Supposons que Dy, f = 0. Alors

[aary

n—

o) = 'K +1)

CTE +1+a—n)

(.QT o a)K—i—a—n’

=
|

0

o les ¢;, sont des constantes quelconques.
Proposition 1.4.1. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrale. Alors

D [* — pn oo :Dn];lJr :]d7 n = [a] +1.

a4 a4 a4 a4 a4

Théoréme 1.4.1. Soient ay,as > 0,9 € L*([a,b],R) et f =122, Alors

o «@ _ a1+ _ a2+a
DaiDan_Dl 2f_D2 1

+ O+ a+ ’

Théoréme 1.4.2. Soit « réel strictement positif. Si (fn)nen+ est une suite de fonctions
de [a,b] dans R converge uniformément vers une fonction f continue sur |a,b]. Alors on
a

(Ig, Tim fo)(x) = lim (I3 fu)(z).

n—-+o0o n—-+o00

De plus, la suite (I§+fn)n€N* converge uniformément vers I, f.

1.4.1 Formule de Leibnitz pour l’intégrale d’ordre fractionnaire

Théoréme 1.4.3. Soit f € C([a,b],R) et g une fonction analytique sur [a,b], alors pour
tout a >0 on a

o) = 3 () Dozt

k=0

Théoréme 1.4.4. Soit v réel strictement positif. Si (f,)n, € N* est une suite de fonctions
de [a,b] dans R converge uniformément vers une fonction f continue sur [a,b]. Alors on
a

(Ig, lim f,)(x) = lim (I3 f,)(x).

n—-4o00 n—-—+o0o

De plus, la suite (IS, fn)nen= converge uniformément vers I, f.
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Proposition 1.4.2. Soit f € AC™(|a,b],R),a > 0. Alors
Jim D f = FmU et lim Dg,f = ™,
et

m—1 kn+a

(12, D2,

k:OF —n+oz+1)C(f)’

g\ F
avec Ci(f) = Ilirlrll+ [(%> e ] ().

Démonstration. Puisque f € AC"([a,b],R) alors

n—1
([E - a)k 1 ’ n—1 p(n
0 =3 S+ gy [ w0
n—1
N (= ;'a)kf(k)(a) 1o, fO) (),
k=0

Donc

k=0

~ () + Y p— s 1)

comme l'intégrale de Riemann-Liouville est holomorphe en «, elle est donc continue.

D’autre part la somme est nulle parceque les termes m sont nuls. En utilisant le
théoréme [L4.4] on obtient

lim (17 F ) (@) = [ (a)
D’ou
lim (DS, f)(x) = [0 (a).
D’aprés la proposition on obtient
Dy 1Dy f— fl=Dg, 13D f— Dy f=Dg, f— Dy, f=0.
et d’aprés le lemme [1.3.1|on a

I'(k+1) hta—
[aDa _ +a n
( E:Ck k+1+a—nﬂx @)

En composant les deux membres par [/, on obtient

Fk+1) 0w
(k+14+a—n)*"

(L Dy @) = (L)) = Y Grl(f)

(33 . a)k—i—a—n
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Pour tout 0 <k <m —1on a

i [(di) (12, D2 @) — (1250 ><x>] = KCW(f) + lim 3 G — "

r—a -
Jj#0

Alors

r—a

lim [(%) (Lo Doy f)() = (flflaf)(w)] = KICk(f),

mails comme
: d k n o : d k 1 ’ n— (7
i () oz =t (5) 5 [0 ez ne =

) = — i B0

on a

D’ou le résultat

« po S ) (1) ()
(1, Dy F —n+a+1) <hm+—>.

T—a k!
k=0

Théoréme 1.4.5. Soit a > 1 tel que [ — 1] =n. Si f € C"([a,b],R) alors

e TAGRIEEED

k=0

-1

s [P @) + LT ().

b ka—i—l
Lk —a+2)

Lemme 1.4.3. Soit « un réel strictement positif tel que o € N et [a] = n. Supposons que
f € C™(a,b],R), alors

(Dg f)(x) = F(ia) (%)n/:(x — )7L (4)dt.

1.5 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.5.1. Soient o un nombre réel positif avec n = [a] et f une fonction de [a, b]
dans R tel que Cg‘;—kkf(aﬂ = f®(a*) existe pour k =1,...,n— 1.
On appelle dérivée de f au sens de Caputo la fonction définie par

(“D*f)(x) = DELf = Taalf, all(z), pour x € la, b]

ol

3
—

I’—CL

k=0

Remarque 1.5.1. Ssa=ne&Nona “D*f =D*f.
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Théoréme 1.5.1. Soit f € AC™([a;b],R), et n = [ pour o € R*. Alors

“Difa) = (2 f)a) = ey [ o= )

Lemme 1.5.1. Soient a > 0 avec [a] =n et f une fonction de |a,b] dans R. On suppose
que les dérivées DS f et DS f existent. Alors

n—1

Dy f(x) = (Dg f)(@ ZF

k=0

Nk«
-« + 1) (z = a)
Lemme 1.5.2. On suppose que les conditions du lemme sont satisfaites, alors

‘Def = D*f si et seulemnt si (D*f)(a) = 0.

Théoréme 1.5.2. Soient a > 0 avec [o]) =n € N et f € AC™([a,b],R). Alors

 (@—a)t
17 “Df () = fla) = Y = fP(a)
k=0 ’
Démonstration. Soit f € AC"([a,b],R), donc
nfl( B )k
flo) =3 Y f 0 (a) 4 120 () (1.8)

et
CDaf _ [nfaf(n) _ [a cDaf _ [oz[nfaf(n)

Donc on obtient I® D% f = I" f(™ Finalement d’aprés on a

(Ig DG f)(x) = f(z) -

Lemme 1.5.3. Si f € C([a,b],R) et a > 0 alors lim (I"‘f)( ) =0.

n—»a

Lemme 1.5.4. Soient a, 3 € [0,1] avec a+ 3 <1 et f € C([a,b],R), alors
(“Dy “DJ)f =¢ D3+ f = (°D] D) f.

1.6 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo Hada-
mard

Définition 1.6.1. L’intégrale fractionnaire d’Hadamard d’ordre oo € Ry de la fonction
fila,b) = R™0<a<b<oo,c>0 est défini par

s = s [ (m) o,

ou I' est la fonction Fuler-Gamma.
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Définition 1.6.2. La dérwée d’Hadamard d’ordre o € Ry d’une fonction
fila,b) = R™0<a<b<oo,c>0 est donnée par

D210 = TN = mormr (1) (m) e,

S S

d
ot = ta, Uf(t) = f(t) et n = [a] avec [a] le plus petit entier supérieur ou égal a a.
Définition 1.6.3. Soit « >0 et n=[a]+ 1,¢ >0, si f € AC}, La dérivée fractionnaire
de Caputo-Hadamard d’ordre o de f est définie par :

CH na n—on 1 ! AN n ds
D2 A(0) = I8 1) = s [ ()T )
a condition que le coté droit existe.
La dérivée fractionnaire d’Hadamard est ['opérateur inverse a gauche de ['intégrale frac-
tionnaire d’Hadamard dans Uespace LP[a,b],1 < p < oo, c’est TDJof = f.
La modification de type Caputo des dérivées fractionnaires d’Hadamard a gauche et a
droite sont définies respectivement par

npegin = Do i) - 5 010 (1 1),

et

n—1
Sk f(b) b\ *
CH na _ Hpa _ _
Def(t) =HD [f(t) (mt) }
En particulier, st 0 < a < 1, alors

CHDef(t) = T Dy(t) — f(a)],

et
CHDf(t) =" Dy(t) — f(b)]-
Lemme 1.6.1. Soient a > 0,3 > 0, alors pour tout 0 < a < b < oo, 1 < p < x et
f € L*a,b)
DYJf = JYBf et JOJPf = JBy.
Lemme 1.6.2. Soient o > 0,n = [a] + 1 et f € Cla,b], alors
CHD>Jof(t) = f(t) t € [a,b].

Lemme 1.6.3. Soient o > 0,n = [a] + 1 et f € AC}[a,b] ou f € C"([a,b]), alors

st peg) = £ty - 3 IO (L)



Chapitre 2

(Généralités sur les multi-fonctions

2.1 Notations et définitions

Soit (X, d) un espace métrique ou un espace métrique généralisé et Y un sous-ensenble
de X.
On note :

e P(X)={Y C X;Y #0}

o P,(X) = {Y € P(X);Y vérifier la propriété "p"}, ot p peut étre : cl=fermé,
b=borné, cp=compact, cv=convexe, etc.
Alors :

e Pu(X)={Y C X;Y est fermé},
e Py(X)={Y C X;Y est borné},
o P.(X)={Y C XY est convexe},
o P.,(X)={Y C XY est compact},

® Pupep(X) =Pu(X) NP(X), ete ...
Définition 2.1.1. Une multifonction (ou application multivoque) F d’un espace X vers
Uespace P(Y') est une correspondance qui associe a tout élément x € X un sous-ensemble
F(z) de Y. On notera F : X — P(Y) (les notations F : X — 2¥ et F: X — Y sont
aussi utilisées dans la littérature).
Définition 2.1.2. On appelle graphe de la multifonction F, [’ensemble
Graph(F) ={(z,y) e X xY :y € F(X)}.

F est a graphe fermé si Graph(F) est fermé dans X x Y. On dira que F est fermée.

20
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Définition 2.1.3. On appelle image de F' ['union des images F(x)

et domaine de F [’ensemble
Dom(F) = {z € X, F(x) # 0}.

Définition 2.1.4. (a) Une multi-fonction F : X — P(Y) est a valeur fermée (resp
convezxe) si F'(x) est fermée (resp conveze) pour tout v € X
(b) F est dite bornée sur les bornés si l’ensemble

FA) = | Fla),

T€A

est borné dans 'Y pour chaque sous-ensenmble A € Py(X), i.e.

Sug{sup{HyHF,y € F(z)}} < .
xe

Enfin, on a la proposition suivante :
Proposition 2.1.1. Soit F': X — P(Y) une multifonction, et Ay, Ay deux sous-ensembles
de X. Alors

(a) F(A3UAs) = F(A) UF(As).

(b) F(A; N Ay) C F(A)) N F(Ay).

(¢c) Im(F)\ F(A) C F(X\A).

(d) Ay C Ay = F(A;) C F(A,).

2.2 Image réciproque d’une multifonction
Soit Ey, F5 deux ensembles et F' : Ey — P(F3) une application multivoque.

Définition 2.2.1. L’inverse F~1 de F est I'application multivoque de Ey dans E, définie
par la relation

v € Fl(y) &yeFlx)e (z,y) € Graph(F).

C’est-a-dire
Fly)={re€B :ycF(x)}={r € E :(v,y) € Graph(F)}.

L’une des différences entre les applications univoques et les applications multivoques
est que pour une fonction univoque, I'inverse d’un ensemble est défini de maniére unique,
par contre, il existe deux maniéres de définir I'image inverse d'un ensemble par une mul-
tifonction.
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Définition 2.2.2. Soit F' : E; — P(Es) une application multivoque et B un sous-
ensenmble de Fy. L’image tnverse de B par F' notée F__l(B), est définie par

FYB)={x € E,F(x)NB#0}.

Le noyau de F notée F'(B) est défini par
F Y (B)={z € Ey,F(x) C B}.

Proposition 2.2.1. Soit F': X — P(Y) une multi-fonction et A C X, B CY deux sous
ensembles de X,Y respectivement. Alors

(a) AC F7'(F(A)).
(b) F(F'(B)) C B.

2.3 Union, intersection, composition et produit carté-
sien de multifonctions

Définition 2.3.1. Si F,G : X — P(Y) sont des multi-applications, alors
(FUG)(z) = F(z) UG(z), (FNG)(x)=F(z)NG(z),

et
(F x G)(z) = F(z) x G(z).

Définition 2.3.2. Si F': X — P(Y) et G: X — P(Z) sont des multi-applications, alors
la compsition (G o F)(.) est définie par

(GoF)(x)= |J Gy

yEF ()

2.4 Propriétés principales

Proposition 2.4.1. Soit F,G : X — P(Y) deux multifonctions, et B un sous-ensemble
de Y. Alors

(a) (FUG)~'(B) = F_'(B)UGZ'(B) et (FUG){"(B) = F{'(B)UG;'(B).

(b) (FNG)-Y(B) = F-"(B)NGZ'(B) et F{'(B)NG{'(B) C (FNG);'(B).

Proposition 2.4.2. (a) Soient F,G : X — P(Y') deuz multifonctions, et B C'Y. Alors
(GoF)ZY(B) = F-H(GZX(B)) et (GoF)(B)=F (G\(B)),
(b) Soit F: X — P(Y) et G:Y — P(Z) deux multifonctions, BCY et C C Z. Alors

(Gx F)TH(BxC)=FYB)NG;'(C) et (Gx F)-'(BxC)=FY(B)nGZ*(C).
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2.5 Sélection mesurable

Définition 2.5.1. On dit que [ : Q — X est une sélection mesurable de F' si
fw) € F(w), Ywe Q.

Théoréme 2.5.1. Soient Y un espace métrique séparable et F' : Q — Py(Y) est mesu-
rable, alors F' est une sélection mesurable.

Théoréme 2.5.2. (Kuratowski-Rull Nardzewski)
Soit F: Q — P(X) une multi-fonction mesurable a images fermés non vides et supposons
X sparable. Alors F' admet au moins une sélection mesurable.

Remarque 2.5.1. Dans le théoreme précédent, on peut remplacer ['image de F fermée
par F' a valeur fermées.

Lemme 2.5.1. Soit (€2,)) un espace mesuré, X un espace polonais et
F:Q — PiX)

une fonction multivoque mesurable. Alors les assertions suivantes sonr équivalentes :
(a) F est mesurable.

(b) Il existe une suite de sélection (fn)nen mesurable de F' telle que
PQ) = (o) = 1),

Théoréme 2.5.3. Soit (€2, ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
F :Q — Py(X) une application multivoque.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) F est mesurable.
(b) Pour chaque x € X, la fonction w — h(w) = d(x, F(w)) est mesurable.

(c) F admet une sélection telle que

F(Q)={fu(w):n e N}

Théoréme 2.5.4. Soit (2,> ) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
F :Q — Py(X) une application multivoque. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) F~Y(D) e ", VD € B(X).

(2) F est fortement mesurable.

(8) F est mesurable.

(4) Pour chaque x € X, la fonction w — h(w) = d(z, F(w)) est mesurable.
(5) F admet des sélections telles que

F(Q)={fu(w):n e N}

(6) GrF € Q B(X).
Alors

(¢) (1) = (2)= ()= 4) = (5) = (6).

(b) Si X est un espace métrique complet, alors (3) = (5).

(c) Si X est o—compact, alors (2) = (3).

(d) Siy° = i et X est un espace complet, alors les propriétés (1)—(6) sont équivalentes.
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2.6 Sélection continue

Nous allons énoncer un théoréme trés important en analyse multivoque, le théoréme
de sélection de Michael. Mais d’abord nous allons commencer par deux lemmes :

Lemme 2.6.1. Soit (X, d) un espace métrique, Y un espace de Banach et Fy : X — P(X)
s.c.i. et Fy : X — P(Y) a graphe ouvert tel que Fy(x) N Fy(x) # 0, pour tout x € X.
Alors, Uopérateur multivoqgue Fy N Fy est s.c.i.

Lemme 2.6.2. Soit (X, d) un espace métrique, Y un espace de Banach et Fy : X — P(X)
s.c.i. Alors, pour tout € > 0, il existe une fonction continue f. : X — Y telle que pour
tout x € X, on a que f.(x) € V(F(z),¢).

Théoréme 2.6.1. (Théoréme de sélection de Michael)
Soit (X, d) un espace métrique, Y un espace de Banach et F': X — Py, (Y). Alors il
existe f : X — Y sélection continue de F.



Chapitre 3

Quelques théorémes de point fixe
aléatoire

3.1 Espace métrique généralisé

Dans cette section, nous introduisons quelques définitions et notations sur les espaces
métriques généralisés au sens de Perov. Ensuite nous donnons quelques notions topo-
logiques telles que la continuité et la compacité. On s’intéresse également a 1’étude de
quelques propriétés d'une matrice convergente et dans la derniére section nous donnons
quelques propriétés d’un espace de Banach généralisé.

Définition 3.1.1. [/6/(Distance)
Soit X un ensemble non vide. Une distance sur un ensemble X est une application d :
X x X — R vérifiant les propriétés suivantes :

(1) d(u,v) =0 si et seulement si u = v,

(ii) d(u,v) = d(v,u) pour tout u,v € X,
(111) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) pour tout u,v,w € X.
Définition 3.1.2. (Espace métrique)
Un espace metrique est un couple (X,d) ot X est un ensemble et d une distance sur X.
Définition 3.1.3. (Espace métrique généralisé)
On appelle (X, d) un espace métrique généralisé sur X si et seulement si d;(i =1,...,n)
sont des métriques sur X, avec

di(x,y)
d<$7y) =
dn(,y)

Définition 3.1.4. (Boule ouverte et Boule fermée)
Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Soient xg € X et r = (r1,...,1,) avec r; > 0.
On appelle boule ouverte de centre xq et de rayon r la partie suivante de X

B(zg,r) ={z € X : d(xp,x) <1} ={x € X : di(xo,z) <r;,i=1,...,n}.
On appelle boule fermée de centre xq et de rayon r la partie suivante de X

B(zg,r) ={r € X : d(xp,x) <r} ={v e X :di(xo,x) <ry;i=1,...,n}.

25
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Soit (X, d) un espace métrique généralisé qui définit les espaces métriques suivants :

X, =X,1=1,...,n Considérer HXi avec d :

=1

La diagonale de I'espace H X, défini par :

=1

X:{(a‘:,...,aj)EHXZ-:xEX,z':l,...,n}.

=1

Donc c’est un espace métrique avec la distance suivante

d*<(l', s ,I’), (ya s ay)) = Zdi<wiayi)7pour Chaque T,y € X.

=1

n
Il est clair que X est fermé dans H X;. X et X sont équivalents.
i=1
Ceci est montré dans le résultat suivant.

Lemme 3.1.1. [/6] Soit (X,d) un espace métrique généralisé, alors il existe h : X — X
application homéomorphisme.

Démonstration. Considérons I’application h : X — X définie par :
h(x) =n(z,--- ,z) pour tout x € X.

évidemment h est bijective.

e Prouvons que h est une application continue.
Soit x,y € X. Ainsi

n

d.(h(x), h(y)) < Zdi(x,y)-

5 5
Pour € > 0 nous prenons 0 = <—,--- ,—>, soit 9 € X et B(zo,d) = {x € X :
n n,

d(zg, ) < §}. Alors pour tout = € B(x,d) nous avons
dy(h(zo), h(x)) < e.
e Ensuite, Considérons I'application h~! : X — X définie par
i (z, -, 2) =, (z,---,x) € X.

Montrons que h~! est continue.
Soit (z,---,z),(y, -+ ,y) € X alors

d(h_l(mv"' 7x)7h_1(ya T 7y)) = d(l‘ﬁy)



3.1. Espace métrique généralisé 27

: L. >
Soit ¢ = (e1,--+,&,) > 0 nous prenons § = —min g; et (xg,- -+ ,x9) € X. L’en-
n 1<i<n

semble
B((xo,--- ,a0),0) = {($ ) e Xt do((zo,- - 70), (2, 1)) < 5}.

Pour (z,---,z) € B((xg, -+ ,p),d) nous avons

- 1
d.((xo, - ,20), (2, ,2)) <6 = Zdi($0,$) < — min ¢;.
i=1

n 1<i<n
Alors .
min &;
1<i< .
di(zg,7) < —=—, i=1,--- ,n=d(xg,z) < €.
n

D’ou h~! est continue.

3.1.1 Topologie d’un espace métrique généralisé

Les notions d’une suite convergente, suite de cauchy, complétude, partie ouverte et
fermée sont similaires & ceux des espaces métriques usuels. Dans ce qui suit nous présentons
quelques propriétés topologiques telles que la compacité et la continuité.

Définition 3.1.5. Soit (X, d) un espace métrique généralisé, on appelle la topologie mé-
trique la topologie engendrée par les boules ouverts B(x,r) pour x € X et r € R’ avec

T

(la plus petite des topologies contenant les boules ouvertes).

Définition 3.1.6. Soit (X,d) un espace métrique généralisé. On appelle ouvert toute
partie A de X telle que tout point de A est centre d’une boule ouverte contenue dans A.
Les ouverts ainsi définis sont ceux d’une topologie sur X, dite topologie associée a la
distance d. Les boules ouvertes sont des ouverts et les ouverts sont exactement les réunions
de boules ouvertes. L’espace topologique ainsi défini est encore noté (X, d).

Propriété 3.1.1. Soient ri,72 € R, siry <ry alors B(xg,m1) C B(zg,71) C B(wg,73).

Définition 3.1.7. Une partie A d’un espace métrique généralisé (X, d) est dite bornée si

les distances des points de A d un point five a € X sont majorées par un nombre fini ce

qui équivaut d ce que le diamétre 6(A) de A, défini par 6(A) = sup d(z,y), est fini.
(z,y)€ A2

Une application f d’un ensemble A dans un espace métrique généralisé (X,d) est dite

bornée si f(A) est bornée.
Remarque 3.1.1. La définition est indépendante du choiz de A.
Propriété 3.1.2. Soit x € E et A € P(E), alors :

AeV(z) < Ir >0 telle que B(z,r) C A.
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Propriété 3.1.3. La topologie d’un espace métrique généralisé est séparée.

Propriété 3.1.4. Une suite de points d’un espace métrique généralisé séparé a au plus
une limite.

Propriété 3.1.5. Une suite (z,)nen de points d’un espace métrique généralisé (X, d)
converge vers un point a si et seulement si la suite (d(a,x,))nen converge vers zéro dans
R
Définition 3.1.8. Soit (X, ||.||)un espace métrique généralisé, alors la suite (x,), s appelle
a) Suite de Cauchy si et seulement si¥V e >0, 3neN VpqgeN, pqg>n =
||zp — xq]| <e.
b) Suite convergente si et seulement si 3x € X Ve >0, dneN VpeN p>
n = ||z, —z|| <e.

Définition 3.1.9. On dit qu’un espace métrique généralisé (X,d) est complet si toute
suite de cauchy d’éléments de X est convergente.
Propriété 3.1.6. Dans un espace métrique généralisé

e toute suite convergente est de Cauchy.

o toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 3.1.10. Soit f une application d’un espace métrique généralisé X dans un
espace métrique généralisé X On dit que f est un homéomorphisme si f est une bijection
et si f et f~! sont continues. X et X sont alors dits homéomorphes.

3.1.2 Compacité

Définition 3.1.11. Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé et s’il vérifie
la propriété suivante (dite de Borel-Lebesque) : De tout recouvrement ouvert de X on peut
extraire un recouvrement fini.

Remarque 3.1.2. R n’est pas un compact.

Théoréme 3.1.1. Un espace métrique généralisé (X,d) est compact si et seulement s’il
vérifie la propriété suivante (dite de Bolzano-Weierstrass) : De toute suite de points de X
on peutl extraire une sous-suite convergente.

Corollaire 3.1.1. Un espace métrique généralisé compact est complet.

Théoréme 3.1.2. (Heine) Toute application continue d’un espace métrique généralisé
compact dans un espace métrique généralisé est uniformément continue.

Propriété 3.1.7. Le produit de deux espaces métriques généralisés compacts est un espace
compact.

Définition 3.1.12. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Une partie A de X est dite

compacte, si de toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite convergente
dans A-

Propriété 3.1.8. Soit (X,d) un espace métrique généralisé.
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o Toute partie compacte de X est fermée et bornée.

e 5i X est compact, toute partie fermée de X est compacte.

Définition 3.1.13. Soit un espace métrique généralisé (X,d). On dit que la famille
P

{zy;i=1,--- ,p} d’éléments de X est un e-r éseau de X si X = UE(mi,e) ot B(x,¢)
i=1

désigne la boule fermée de centre x et de rayon €.

Définition 3.1.14. On dit que (X,d) est précompact si Ve > 0 il existe un e-réseau de
X.

Théoréme 3.1.3. Un espace métrique généralisé (X,d) précompact et complet est com-
pact.

Démonstration. On a déja vu qu’un espace compact métrique est complet (d’aprés
corollaire . Il est aussi précompact. C’est donc la réciproque qui pose probléme.
Supposons donc X précompact et complet. Pour montrer sa compacité, nous allons utiliser
le théoréme de Bolzano-Weierstrass (Théoréme [3.1.1). Considérons donc une suite (z,)
de X. Nous allons en chercher une sous-suite convergeante. Il existe, par définition, pour

v entier > 1, y;i1,¥i2, -+ ,Yin, telles que les boules centrées sur les y; ; et de rayon %

recouvrent X. Construisons par récurrence sur ¢ 1 < 7, < N; telle qu’une infinité de

points x,, soit dans l'intersection des boule de rayon o centrée sur x;; pour [ > i- On

choisit alors a; € N, construit aussi par récurrence, telle que la suite des a; soit croissante,

et z,, soit dans l'intersection des boules de rayon o0 centrée sur x;; pour [ > 7. Ceci
définit une suite extraite de la suite des x,, dont on montre facilement qu’elle est de

Cauchy. Elle converge donc, par complétude de X. Donc, X est compact.

3.1.3 Continuité

Définition 3.1.15. Soit f: X — X une application entre deur espaces métriques géné-

ralisés (X, d) et (X,d). L’application f est continue en a € X si :
Ve e R}, In e R} Vo € X; < d(z,a) <n = d(f(z), fy)) < e.

* L’application f est continue si et seulement si elle est continue en tout point a € X.

Propriété 3.1.9. Soit (X,d;) et ()N(,dQ) deux espaces métriques généralisés et f une
application de X dans X.
Une condition nécessaire et suffisante pour que [ soit continue en un point a de X est

que pour toute suite (x,)nen de points de X tendant vers a, la suite (fn(x))nen tend vers

f(a).

Définition 3.1.16. Soit (X,dy) et (X,dy) deux espaces métriques généralisés et une

application f de X dans X. f est dite uniformément continue si :

Ve € R, 3n € RY,Y(z,y) € X% di(z,y) <n = dao(f(2), fy)) < e.
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Propriété 3.1.10. Une application uniformément continue est continue.

Propriété 3.1.11. Soient (X,d) , (Y,d) deux espaces métriques généralisés et
f: X — Y une application uniformément continue. Alors l'image par f de toute suite de
cauchy d’élément de X est une suite de cauchy d’élément de Y.

Définition 3.1.17. Soit (X,d;) et (X,d?) deux espaces métriques généralisés et une

application f de X dans X. f est dite lipschitzienne de rapport k si :
V(z,y) € X%, do(f(), f(y)) < kdi(z,y).

Propriété 3.1.12. Une application lipschitzienne est uniformément continue.

3.2 Matrice convergente

Dans cette section, on s’interesse a 1’étude de quelques propriétées d’une matrice
convergente.

Définition 3.2.1. Une matrice carrée de nombres réels est dite convergente vers zéro si et
seulement si son rayon spectral p(M) est strictement inférieur a 1. Autrement dit, toutes
les valeurs propres de M sont dans le disque unitaire ouvert i.e. |\| < 1 pour tout A € C
avec det(M — XI) =0, ou I est la matrice unitaire de M, (R).

Définition 3.2.2. [/1|] Soit (X,d) un espace métrique généralisé. L’application T : X —
X est une contraction sur X s’il existe une matrice M € M, y,(R,) tel que :

MY — 0 lorsque k — oo (3.1)
et
d(T(x), T(y)) < Md(z,y) (3.2)
pour tout x,y € X. Une matrice M qui satisfaite est dite convergente vers zéro.
Un résultat classique en analyse matricielle est le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.1. [[7] Soit M € M, y,(R,). Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) M est une matrice convergente vers zéro.
b) La matrice (I — M) est inversible et (I — M) ' =T+ M+ M?*+...+ M+ .. ..
c) Pour tout A € C, || <1 alors det(M — A\I) = 0.
d) (I—M)™I-M|<I.

Démonstration. Montrons que (d) = (a) :
Supposons (d), alors on a :
Se(I — M) =1~ MF!
ce qui est vrai pour S, = I + M + M? + ...+ MP*.
Puisque M et (I — M)~! ont des élements positives, on en déduit que :
Sy = (I =M1 —M)™!
— (I_M)—I_Mk+1<]_M)—1
< (I-M)"
De plus, (Sk)k>1 est une suite bornée. Puisqu’elle est croissante (sur des élements) par

définition, on en déduit qu’elle est convergente. En conséquence M* — 0 lorsque k —
00.
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Définition 3.2.3. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. L’opérateur N : X — X est
dit contractant s’il existe une matrice M € M« (Ry) qui converge vers zéro telle que

d(N(x),N(y)) < Md(x,y) pour tout z,y € X.
Pour n =1, nous retrouvons le résultat classique de la contraction de Banach.

Théoréme 3.2.2. [39] Soit (X,d) un espace métrique généralisé complet et N : X — X
un opérateur de contraction avec la matrice de Lipschitz M. Alors N a un point fize
unique T, et pour chaque o € X nous avons

d(N* (o), 2,) < M*(I — M) d(z0, N(x0)) pour tout k € N.

Définition 3.2.4. On appelle que la matrice non singuliére (a;;)1<ij<n € Muxn(Ry) a
la propriété de valeur absolue si
ATHAl < T,

o
|Al = (laij|)1<ij<n € Muxn(Ry).

Quelques exemples de matrice convergente

Soit A € M,,x,(R) verifiant la propriété (I — A)7'T — A| <1,
1) A= (a 2),011 a,b € Ry et max(a,b) < 1.

2)A—(8 _bc>,01‘1a,b€]R+eta+b<1,c<1.

S)A:(a :Z)701‘1a,b€R+et|a—b\<1,a>1,b>1.

Définition 3.2.5. Soit @ € Maya(R) un ordre de conservation (ou positif) si

D1 > Do, q1 > qo tmplique
Po P1
< .
@ (QO) = ¢ (Q1>

a —d
o-(“, ).

ot a,b,c,d >0 et det Q > 0. Alors Q= est un ordre de conservation.

dans le sense des composants.

Lemme 3.2.1. Soit

3.3 Espace de Banach généralisé

Dans cette partie, nous étudierons quelques propriétés d’espace de Banach généralisé.

Définition 3.3.1. Un espace métrique qui est complet s’appelle espace de Banach noté

(XD
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Définition 3.3.2. Un espace métrique généralisé dans lequel chaque suite est convergente
s’appelle espace de Banach généralisé.

Définition 3.3.3. Soit (X, ||.||)un espace de Banach généralisé, alors le sous-ensemble Y
de X s’appelle

a) Compact si et seulement si pour toute suite d’éléments de Y admet une sous-suite
convergente dans Y .

b) Fermé si et seulement si pour toute suite (z,), d’eléments de Y qui converge vers

un élément x € X, alors x € Y.

Définition 3.3.4. Un espace de Banach généralisé est complet si toute suite de Cauchy
est convergente.

3.4 Variable aléatoire

Dans cette section, nous introduisons des notations, des définitions et des théorémes
sur les variables aléatoires qui sont utilisées tout au long de ce mémoire.

Soit (£2,.4) un espace mesurable. Nous équipons 'espace métrique X soit une o —algébre
B(X) des sous-ensembles de Borel de X pour que (E,B(X)) devienne un espace mesu-
rable.

Définition 3.4.1. Une application x : Q) — X est appelée une variable aléatoire si
v (B)={weQ:z(w)B}C A
pout tout ensemble de Borel B C B(X).

Définition 3.4.2. Etant donné deux espaces métriques X et Y, une application A -
Q x X — Y est appelé un opérateur aléatoire si w — A(w,x) est mesurable pour tout
r € X. Nous désignons également un opérateur aléatoire A sur X par

Az)(w) = A(w, ), we Dz e X.

Définition 3.4.3. Un point fixe aléatoire de f est une fonction mesurable y : 0 — X
telle que
y(w) = f(w,y(w)) pour tout w € .

De fagon équivalente est une sélection pour la multi-application FixF,, : Q — P(X)
définit par
FizF,(z) ={r € X :x = f(w,z)}.

Théoréme 3.4.1. Soient (2, X) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et
F :Q — Pp(Y) une multi-application qui est mesurable. Alors F' est graph-mesurable.

Théoréme 3.4.2. Si G : Q — P, (Y) est une multi-application telle que le graphe Gr(G)
de G est mesurable, alors G est une selection mesurable.

Théoréme 3.4.3. Soient (2,%), Y un espace métrique généralisé séparable et F : Q —
Pr(Y) est mesurable, alors F' est une selection mesurable.
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Théoréme 3.4.4. Soient (2,Y), Y un espace métrique généralisé séparable. Si G : Q —
P.p est une multi-application telle que le graphe Gr(G) de G est mesurable, alors G est
une selection mesurable.

Démonstration. Soit G, : Q@ — P,,(X) définie par :
Gi(w) = (ho G)(w), pour tout w € Q.

Donc

gr(G.) = {(wy) eQxX:yeGiw)}

= {(w,y) €eQxX:ye(hoG)(w)}
{(wy) eQx X :h7l(y) € G(w)}

= {(w,2) e xh{X):2zeGw)}

Alors Gr(G,) est mesurable. D’aprés le théoréme il existe un unique fonction mesu-
rable x : 2 — X telle que

z(w) € (hoG,)(w), pour tout w € Q.
Alors h=! o x est une selection mesurable de la multi-application G.

Définition 3.4.4. Un opérateur aléatoire f : Q) x X — X est dit continue en xog € X
si lim ||z, — zo|| = 0 implique lim || f(w,x,) — f(w,z0)|| = 0.

Définition 3.4.5. Soient X etY deux espaces métriques, et A : QA x X — 'Y une variable
aléatoire.

1) Un opérateur aléatoire A est continu sur X si A(w,.) est continu pour chaque w € ).

2) A est compact si pour tout sous-ensemble C C X borné, A(w,C) est un sous-
ensemble relativement compact de Y pour chaque w € €.

Soient X,Y sont deux espaces métriques localement compacts et f: Q2 x X — Y. On
note par C(X,Y) Uespace des fonctions continues de X dans Y.

Lemme 3.4.1. f est une fonction de Carathédory si et seulement siw — f(w)(-) = f(w,-)
est une fonction mesurable de @ — C(X,Y).

Nous disons que (., .) est Lebesgue intégrable sur [1,0] si x : [1,b] — R™ est Lebesgue
intégrable sur [1,b] pour p.p w € .
Soit @ > 0. Si x : [0,b] x Q@ — R™ est le chemin de I’échantillon Lebesgue intégrable sur
[0, b] alors nous pouvons considérer 'intégrale fractionnaire
Iz(t,w) =

1/ -
m/o(t—s) x(s,w)ds,

et six:[1,0] x Q—R™

I AN
J%(t,w) = m/o (In g)o‘_lx(s,w)ds,
qui sera appelée 'intégrale fractionnelle de chemin d’échantillon de x, ot I' est la Fonction
gamma d’ Euler.
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Remarque 3.4.1. Si z(-,w) : [0,b] — R™ (resp x(-,w) : [1,0] — R™) est Lebesgue inté-
grable sur [0,b] (resp [1,b]) pour chaque w € Q, alors t — I%x(t,w) (resp t — Jx(t,w))
est aussi Lebesgue intégrable sur [0,b] (resp [1,b]) pour chaque w € €.

Définition 3.4.6. On dit qu’une fonction x : [0,b] — R™ est une fonction de Carathéo-
dory sit — x(t,w) est continue pour p.p. w € Q et w +— x(t,w) est mesurable pour chaque
t € [1,b], nous rappelons qu’une fonction Carathéodory est une fonction mesurable.

Proposition 3.4.1. Si x : [0,0] x Q@ — R™ est une fonction de Carathéodory, alors la
fonction (t,w) — [%x(t,w) est aussi une fonction de Carathéodory.

Proposition 3.4.2. Si x : [1,b] x Q — R™ est une fonction de Carathéodory, alors la
fonction (t,w) — Jx(t,w) est aussi une fonction de Carathéodory.

Proposition 3.4.3. Siz : [0,b] x Q — R™ admet une dérivée ent € [0,b] est absolument
continu sur [0,0] (c’est-a-dire que t — x(t,w) est absolument continu sur [0,b] pour p.p.
w € Q), alors la dérivée x'(t,w) existe pour X — p.p.t € [0, b].

Proposition 3.4.4. Si x : [1,b] x Q@ — R™ admet une dérivée en t € [1,b] comme
une application absolument continu sur [1,b] (c’est-a-dire que t — x(t,w) est absolument
continu sur [1,b] pour p.p. w € Q), alors la dérivée x'(t,w) existe pour A — p.p.t € [1,b].

Définition 3.4.7. Soient x : [0,b] X Q — R™ est une application absolument continu sur
[0,0] et a € (0,1]. Alors, pour A\ — p.p.t € [0,b] et pour p.p.w € Q, nous définissons la
dérwée fractionnaire de Caputo de x par

Doa(t,w) = I (t,w) = m;_a) /O (t — 5)=*a/(s, w)ds. (3.3)

Proposition 3.4.5. Si x : [0,b] x Q2 — R™ est une fonction de Carathédory alors
DI%x(t,w) = x(t,w) (3.4)
pour tout t € [0,0] et p.p. w € Q.

Proposition 3.4.6. Si z : [0,b] x Q@ — R™ est une application absolument continu sur
[0,0] alors
I“D%(t,w) = z(t,w) — z(0,w) (3.5)

pour tout t € [0,0] et p.p. w € Q.

Proposition 3.4.7. Si z : [1,b] x Q@ — R™ est une application absolument continu sur
[1,0] alors
JD(t,w) = z(t,w) — z(0,w) (3.6)

pour tout t € [1,0] et p.p. w € Q.

A la fin de cette section, nous présentons E, s est la fonction spéciale Mittag-Leffler
généralisée définie par

> 2k 1 A B
Bos(z) =S — = d\.
a2) =2 T(ka+B) 2mi /T N — 2

k=0
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3.5 Théorie du point fixe aléatoire

Dans cette section, nous donnons les versions aléatoires des théorémes des points fixes
de Pervo, Schauder et Krasnosel’skki dans un espace métrique généralisé.

Théoréme 3.5.1. [[6] Soient (Q, F) est un espace mesurable, X un espace de Banach
généralisé séparable réel et F' : Q2 x X — X wun opérateur aléatoire continue, et soit
M(w) € Muxn(RT) est une matrice de variables aléatoires telles que pour tout matrice
w € Q, M(w) converge vers 0 p.p et

d(F(w,z1), F(w,z2)) < M(w)d(z1,x2) pour tout z1,x2 € X,w € .

Alors il existe une variable aléatoire x : Q0 — X qui est le point fize aléatoire unique de
F.

Théoréme 3.5.2. Soient (0, F, ) un espace de probabilité, X un espace métrique géné-
ralisé séparable réel et T : Q) x X — X un opérateur aléatoire continue, et soit M(w) €
M (RT une variable aléatoire matricielle réelle non négative telle que p(M(w)) < 1 p.p
et

1T (w,z1) — T(w,zs||| < M(w)||x1 — 22| pour tout x1, 25 € X,w € Q.

Alors il existe une variable aléatoire y : Q0 — X qui est le point unique de T

Démonstration.
Soit £ = {w € Q : d(F(w, 1), F(w,x2)) < M(w)d(z1,x2) pour tout z1,z9 € X}, avec
1(E) = 1. nous avons pour chaque w € F fixe, il existe des un unique z(w) € X tel que
F(w,z(w)) = x(w). Soit y : 2 — X toute fonction mesurable arbitraire, nous définissons

(5 (w))nen, To(w) = y(w) par
Tp(w) = F(w, F" N w,y(w)), n€N.
(@0 (W), Tar(w)) < (MF (W) + .. M (w))d(20(w), 21(w)).

donc (z,,)nen est une suite de Cauchy. Alors il existe une variable aléatoire y, : Q@ — X
telle que
d(zp(w), ye(w)) — 0 quand n — oo.

Donc
d(y. (W), Fw,y:(w)) < d(y.(w), 2n(w)) + M(w)d(zn(w), y«(w)) — 0 quand n — oo.
Alors
Y«(w) = F(w, y«(w)) pour chaque w € F,
ainsi
Ys(w) =z(w), we E.
Théoréme 3.5.3. [/6/ (Théoréme de Pervo)
Soient (Q, F, u) un espace de probabilité, X un espace de Banach généralisé séparable réel

et F': Qx X — X un opérateur aléatoire continue, et soit M(w) € Myx,(RT) est une
matrice des variables aléatoires telles que M(w) converge vers 0 p.p et

d(F(w,x1), F(w,x9)) < M(w)d(xy,z3) pour tout x1,x2 € X, w € Q.

Alors il existe une variable aléatoire x : Q0 — X qui est le point fize aléatoire unique de

F.
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Théoréme 3.5.4. Soit T : Q) x X — X est un opérateur aléatoire presque strement
continu.
Supposons qu’il existe M(w) € Mayo(R) une matrice a des variables aléatoires telle que

p{w [T (w,21) = T(w, zo) || < M(w)llz —yl[}) = 1.
Puis pour tout réel X # 0 tel que p(M(w)) < |A| et
plw €z p(M(w)) < [Al} = L.

Il existe un opérateur aléatoire S c’est l'inverse de l'opérateur aléatoire (T'(w,.) — AI), Ix
désigner l'opérateur d’identité.

Théoréme 3.5.5. (Théoréme de Schauder)

Soient X un espace de Banach généralisé séparable, C' un sous-ensemble convexe fermé
séparable de X et F' : Q) x C' — C' un opérateur aléatoire continu. Supposons que pour
tout w € Q, F(w,C) est compact. Alors il existe un point fize aléatoire x : Q@ — C de F.

Démonstration. Soit w € 2. On considére l'opérateur F'(w,.) : C' — C définit par
F,(z)=F(w,x), z € X.

On définie F, : Q@ — P(X) par

et
X =A{(x,...,x) € HXi:J:EX,i: 1,...,n}.
i=1

Est un espace de Banach avec la norme suivante

n
lzl] =) " |lzll;, pour tout x € X.
=1

Comme h est une 'homéomorphisme

F,(w) € P¢(X) pour tout w € Q.

Puisque pour chaque w € 0, F(w,C) est compact, alors

F.(w) € Ps(C) pour tout w € ,

avec

C={(z,..,z) -z e C}.
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Soit K un sous-ensemble fermés non vides de C, alors

FUK) = {weQ: F(w)NnK #0}

Uper{w € Q: (z,...,2) = ho F(w,h 1 (z))}
Upec{w € Q: 7Yz, ...,x) = F(w,h7Y(z))}
= ﬂ;’le Uxiehfl(Km) {LU €0: Hh_l(ﬂfi, ,.Z'l) —

Fw, (g, ooy 7)) < €}

avec X
m ~ 1
€m = : et K, ={(z,...,x) € C:d((z,...,x),K) < E}

1
Alors N
F*_I(K) = m?r?:l Uxiehfl(Km) F_1<B(‘ri7 Em)7xi> S f

Ensuite, & partir du théoréme [3.5.3] il existe une fonction mesurable z : Q2 — C' telle que
r(w) = Flw,z(w)), we .
Par le résultat ci-dessus, nous présentons l’alternative non linéaire aléatoire suivante.

Théoréme 3.5.6. [/6/ (Théoréme de Leray-Schauder)

Soit X un espace de Banach généralisé séparable et F': Q2 x X — X un opérateur aléatoire
complétement continu. Alors, ou bien

(i) L’équation aléatoire F(w,z) = x a une solution aléatoire i.e. il y a une fonction
mesurable x : Q0 — X telle que F(w,z(w)) = x(w) pour tout w € ), ou bien

(ii) L’ensemble M = {x : Q — X mesurable, \(w)F(w,x) = x} est non bornné pour des
x: Q — X mesurable avec 0 < A(w) < 1 sur .

Enfin, nous prouvons le théoréme du point fixe de Krasnosel’ski aléatoire

Théoréme 3.5.7. (Théoréme de Krasnosel’skki)

Soit C' C X un sous-ensemble convexe compact et non vide d’un espace métrique généralisé
séparable X . supposons que T et B sont deux opérateurs aléatoires Qd x C' — X tels que :
(A1) T est un opérateur aléatoire continu,compact.

(A2) B est un opérateur aléatoire continu et M(w) un opérateur de contraction

(As) (I = M)7HI - M| <1

(Ay) Bw,C)+T(w,C) C C, we .

Alors B+T a au moins un point fixe aléatoire.

Démonstration. Soient w € 0,y € C et F, : C — C définit par

Foy(x) = B(w, z) + T(w,y).

D’aprés le théoréme il existe un point fixe unique de F,, ,(-) et (I — B(w,-))"! existe.
Nous définissons opérateur N, : C' — C par N, (y) = (I — B(w,-))'T(w,y). I est facile
de voir par le théoréeme du point fixe de Schauder que N, a au moins un point fixe. On
définit une application S : Q — P(C) par

Sw)={yeC:y=Bw,y) +T(wy)}
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Soit K un sous ensemble fermé de C avec

ST(K) = {weQ:Sw)nNK=#0D}
= {weQ:y=Bw,y)+T(w,y),y € K}.

puisque X est un espace métrique généralisé séparable il existe {y; : i € N} C K tel que
{yi 1 e N} =K.
Par conséquent

ST(K) = Hw e Q: llyi — Bw,y:) = T(w,p)|l < en},

i=1n=1

ou

S|

en=1 : |, (x,y) € X x X.

1

Donc S7'(K) est mesurable. Puisque B(w,+) + T'(w,-) est une application continu, alors
pour tout w € Q, S(w) € Py(C). Il existe y : Q@ — C une sélection mesurable de S qui est
un point fixe aléatoire de B 4+ T'. Le corollaire suivant est une conséquense du théoréme

B5.7).

Corollaire 3.5.1. Soit X un espace métrique généralisé séparable. supposons que T et B
sont deuz opérateurs aléatoires 2 x X — X tels que :
(A1) T est un opérateur aléatoire continu et compact.
(Az) B est un opérateur aléatoire continu et M(w) un opérateur de contraction
(As) (I = M)~ —M[< 1.
Si .
M= {x:Q — X est mesurable; \(w)T(w,z) + )\(w)B(m,w) =z(w)}
est borné pour tout A :  — R mesurable avec 0 < AMw) < 1 sur Q. Alors ’équation
aléatoire
r=T(w,z)+ B(w,z), € X

a au moins une solution.



Chapitre 4

Systémes d’équations différentielles
fractionnaires aléatoires

On considére le systéme d’equation différentielles fractionnaires aléatoires :
‘D%(t,w) = [f(t,z(t,w),y(t,w),w),0 <a <1,te€]0,b],
Diy(t,w) = g(t,z(t,w),y(t,w),w),0< B <1,te[0,b],
z(0,w) = zo(w),w € Q,
y(0,w) = yo(w),w € Q,
ou f,g:[0,b] x R™ x R™ x  — R™ (€, A) est un espace mesurable et zg,yo : 2 — R™

sont des variables aléatoires. D%z est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de (¢, w)
par rapport a la variable ¢, avec b > 0.

(4.1)

4.1 Existence et Unicité

Définition 4.1.1. Une fonction f :[0,b] x R™ x Q — R™ est dite opérateur aléatoire de
Carathéodory si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Uapplication (t,w) — f(t,z,w) est conjointement mesurable pour tout x € R™,
(ii) Uapplication v — f(t,z,w) est continue pour tout t € [0,b] et w € .
Définition 4.1.2. La fonction de Carathéodory f : [0,b] x R™ x Q — R™ est dite L'—

Carathéodory aléatoire si pour chaque nombre réel r > 0 il existe une fonction mesurable
et bornée h, € L'([0,b],R,) tel que

1t 2, w)l| < he(t,w), pp- t€[0,0]
pour tout w € Q et x € R avec ||z|| < 7.
Lemme 4.1.1. Considérons le probléme suivant :

{ ‘D(t,w) = f(t,z(t,w),y(t,w),w),0 <a <1

(0,w) = zo(w),w € (4.2)

ot (t,w) — f(t,z(t,w),y(t,w),w) une fonction mesurable et t — f(t, z(t,w), y(t,w),w)
est Lebesgue intégrable sur [0,b] pour p.p w € Q, alors la fonction x : [0,b] x Q@ — R™
est une solution du probleme si et seulement st

1

z(t,w) = xo(w) + m/o (t—8)* L f(s,2(s,w),y(s,w),w)ds,

39
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pour tout t € [0, b]et pour p.p w € 2,0 < a < 1.
Démonstration. Nous avons
‘D%(t,w) = f(t,z(t,w),y(t,w),w).
Nous appliquons 'opérateur (/%) E| aux deux membre précedent,
1D (t,w) = 1°f(t, 2(t,w), y(t,w),w).
D’aprés la proposition nous obtenons
I“D%%(t,w) = z(t,w) — (0, w).

Donc
r(t,w) —x(0,w) = If(t,2(t,w), y(t,w),w).

Et par la définition de 1%, nous avons :

z(t,w) —z(0,w) = ﬁ/g (t —5)* (s, w)ds.

Par conséquent

z(t,w) = z(0,w) + %06)/0 (t —8)* 'a(s,w)ds.

Alors

De méme, nous obtenons

y(t,w) = yo(w) + ﬁ/o (t — )" g(s, x(s,w),y(s,w),w)ds.

Nous rappelons le lemme de Gronwall pour les noyaux singuliers.

Lemme 4.1.2. [2]] Soient v : [0,b] — [0,00) est une fonction réelle et w(.) est une
fonction non négatif localement intégrable sur [0,b]. Supposons qu’il ezxiste des constantes
a>0et0<y<1 telles que

G
t) < w(t d
v()_w()+a/0 = s,
alors, il existe une constante K = K(f3) telle que

w(s)

(t —s)

ds, pour tout t € [0, 0].

o(t) < w(t) + Ka /t

lest I’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’odre .
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Théoréme 4.1.1. Soient X un espace topologique compact et Y un espace métrique. Soit
A une partie bornée de C'(X,Y) telle que

i) A est équicontinue,

ii) pour tout x dans X, l'ensemble A(x) = {f(x) : f € A} est relativement compacte
dans Y.
Alors A est relativement compacte dans C(X,Y') pour la topologie de la convergence
uniforme.

Notre premier résultat principal est I'existence et I'unicité de la solution aléatoire du

probléme (4.1).

Théoréme 4.1.2. Soient f, g : [0,b] x R™ xR™ xQ — R™ deux fonctions de Carathédory.
Supposons que la condition suivante est vérifiée
(H1) : Il existe py, pa, p3, pa = 2 — Ry sont des variables aléatoires telles que

1f(t,zy,w) = f(t,2,5,w)] < pr(w)lle =2l + p2(w)lly — yll, Vo, y, 2,5 € R™,
et

lg(t, 2, y,w) — g(t, 2, y,w)|| < ps(w)llz —Z|| + pa(w)lly — yll, Vo, y, 2,y € R™.
Si pour chaque w € €, M(w) converge vers 0, ot

bpr(w)  bpe(w)

—~ TNa+1) TH(a+1
M) = [ R ety

rpg+1) r'(B+1)

Alors le probleme admet une solution aléatoire unique.

Démonstration. Considérons pour tout w € €2 'opérateur
N : C([0,b],R™) x C([0,b],R™) — C([0,b],R™) x C([0,b],R™),

(x(t,w),y(t,w)) = (Nl(t’x(t7w>’y(t7w>>’NQ(t7x(t7w)7y(t7w)))7 ol

Ny (2 (t,w), y(t,w)) = To(w) + ﬁ / (t— )27 f(s,2(5,0), y(s,w), w)ds,
et

No(z(t,w), y(t,w)) = yo(w) + ﬁ/o (t — )" "tg(s,2(s,w),y(s,w),w)ds.

D’abord nous prouvons que N est un opérateur aléatoire sur C'([0, b], R™)xC([0, b], R™).
Puisque f et g sont des fonctions de Carathédory, alors f — (¢,z,y,w) et g — (t,2,y,w)
sont des applications mesurables et d’aprés la proposition nous avons conclu que les
applications

w— Ni(z(t,w),y(t,w)), w— No(z(t,w),y(t,w)).

sont mesurables. En conséquence, N est un opérateur aléatoire de C'([0, b], R™)xC([0, b], R™)
dans C([0, b],R™) x C([0,b], R™) pour tout w € 2.
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En suite nous prouvons que N satisfait toutes les conditions du théoréme [3.5.3| sur
C([0,8], R™) x C(]0,b], R™).
Soient (x,y), (Z,7) € C([0,b],R™) x C([0,b], R™), alors

1N (2(t, ), y(t,w)) — Ni(F(t W), 5t w)|| = Hﬁ/{)(t—s)a1(f(s,a:(3,w),y(s,w),w)
_f(t7f(t37w)v g(saw)’w))dsn

1 a—1
< Ta)/o (t— ) f(s,z(s,w),y(s,w),w)
—{(t,f(ts,w),g(s,w),w)Hds
< @ / (¢ = o) o) =T )
e / (t — 9 pa(@)] (s, w) — T(s,w)ds]
p1(w)t® ~
S F(T—(i-l))H :L’(.,u)) - x(vw)Hoo
Ppa(w)t™ -
oyl 96 =Tl
Alors
[Ny (2(.,w), y(.,w)) = Ni(, Z(,w), 5,0l < |lz— 5||oop1(w)$
= Tlebal) s
De méme, nous obtenons
bﬁ
Na(a(1), 50 ) = NafT (o), T Dlloe < e = Flhars@) 55

~ 3
+lly - y||oop4(w)%-

Par conséquent

—~

d(N(z(,w), y(w)), N(@(,,w),y(,,w))) < M(w)d(

2

(@) y(sw)), (2(5w), 5, W),

olt e w) =y w)lse
et
b "
B W) W)
M(w) = o bgL D A bgL Y

EERT I EER T

Puisque pour chaque w € €2, M (w) € Maya(R,) converge vers 0, alors du théoréme m
le probléme (4.1)) admet une solution aléatoire unique.

Ensuite, nous présentons un résultat d’existence sans conditions de Lipschitz. Nous
considérons les hypothéses suivantes :
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(H2) Pour chaque w € €, les deux fonctions f(.,.,.,w) et g(.,.,.,w) sont continues et
w— f(y.w), w—g(.,., .,w) sont mesurables.
(H3) 11 existe v1,72 : @ — Ry deux fonctions mesurabes et bornées telles que

1tz y,w) [< @) ll + [yl 19t 2,9, w) (1< 2 (@) (2] + vl

pour tout ¢ € [0,b],w € Q et z,y € R™.

Maintenant, nous prouvons le résultat d’existence du probléme (4.1]) en utilisant le
théoréme de point fixe aléatoire de Leary-Schauder dans ’espace de Banach généralisé.

Théoréme 4.1.3. Supposons que les hypothéses (Ha) et (Hs) sont vérifiées. Alors le
probleme admet une solution aléatoire unique défini sur [0,b]. De plus l’ensemble
des solutions

S(zo,v0) = {(z,y) : @ — C([0,b],R™) x C([0,b],R™) : (z(.,w),y(.,w)) solution du }
est compact.

Démonstration. Soit pour tout w € Q, N : C([0, b], R™)xC([0, ], R™) — C(]0, b], R™) x
C([0,b], R™). un opérateur aléatoire (nous avons déja défini dans le théoréme 4.1.2)).

Afin d’appliquer le théoréme [3.5.6] nous prouvons d’abord que N est complétement
continu. La preuve sera donnée dans plusieurs étapes :

e Etape 1 : Montrons pour tout w € Q, N(.,.) = (Ni(.,.), Na(.,.)) est continu.
Soit (x,,y,) une suite telle que (x,,y,) — (z,y) € C([0,b],R™) x C([0,b],R™)
quand n — oo. Alors

bO{
||N1(xn('vw)7yn<'7w))_Nl(x(‘vw)vy(‘vw))HOO < m“f(.,%(.,w),yn(.,W),W)

_f<'7x('vw)7y<'7w>7w>”00'

Comme f est une fonction continue, alors
1N (), 9 9)) = Ny (2,0, () o — 0, quand 1 — o,

De méme

bs
||N2(xn('7w)7y7Z<"w))_N2<x(‘7w)7y('vw>)||oo < m||g('7xN('vw)7yn('aw))

_g<'7x('7w>7y<'7w))”00'

Donc
| No(z (., w), yn(yw)) — Na(z(.,w), y(.,w))||ooc — 0, quand n — oo.

Alors N est continu.

e Etape 2 : Montrons que I'image de tout ensemble borné pour /N est un ensemble
borné dans C([0,b], R™) x C([0, b], R™).

En effet : il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, il existe une constante positive
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¢, telle que pour tout (z,y) € B, = {(z,y) € C([0,b],R™) x C([0,5],R™) : [|7ls0 <
¢, |yl < ¢}, nous avons :

IN(z,y,w)|[ec < €= ({1, ),
pour tout ¢ € [0.b],w € © nous obtenons

N1 (z(t, w), y (¢, w), )| = [|lzo(w) + ﬁ/o (t = )" f(s,2(s,w), y(5,w), w)ds|

nw) [*
<o)l + P [ 155,00, (5.). ) s

Par (H3), nous obtenons

20°
[Ny (a(t,w), y(tw), )] < ()] + =) =6
De méme, nous avons
208q
[N ((t, w), y(t, w), W)l < Jlyo(w)] + Y (w) = Lo,

p+1

Etape 3 : Montrons que I'image de tout ensemble borné pour /N est un ensemble
equicontinu dans C'([0,b], R™) x C([0, b], R™).

Considérons pour cela l’ensemble borné B, dans l'etape 2 et montrons que N(B,)
equicontinu

Soient 11,79 € J, 11 <719, et (z,y) € By, alors

— z(ry,w r,w 207(w) N re — 5)% Lds
[ N1 (z(r2, w), y(re, w)) — Ni(2(ri,w), y(ri,w))[| < I(a) {/ﬁ (ro —s)*"'d

1
+/ (r1 —8)* 7t — (ry — 5)* ds| .
0

Par conséquent

[N (2(r2, ), y(ra2,w)) = Ni(z(r1,w), y(ry,w ))||_%(T2—7’1)a—>0-
et
I¥afolr ), 2. 0) = Nota(ra o) ylras )| £ 574 1 = 1) 0

Quand |ry — 71| — 0,le membre droit de deux inégalités précédentes tendent vers 0,
d’ou la continuité de N.

D’aprés les étapes 1 & 3 et le théoreme d’ Azela-Ascoli : N(B,) est relativement
compact pour tout borné B, c’est-a-dire N est complétement continu.

Par conséquent

N : C([0,b],R™) x C([0,b], R™) x @ — C([0,b],R™) x C([0,b], R™). est continu et

complétement continu.
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e Etape 4 : Maintenant, il reste & montrer que
A(w) ={(z(.,w),y(.,w)) € C([0,b],R™) x C([0,0], R™) :

(x(,w),y(,w)) = Mw)N(z(.,w),y(.,,w),w), \(w) € (0,1)} est borné.

Soit (x,y) € A. Donc © = AMw)N;(z,y) et y = Mw)Ny(z,y) pour tout 0 < A < 1.
Alors pour chaque t € [0, 1], nous avons

z(t,w) = ANw) [xo(w) + ﬁ/o (t— )1 f(s,2(s,w),y(s,w),w)ds

le(tw)l| < ||)\(W)||||$0(W)+ﬁ / (t— )2 F(5,2(5,w), y(s,w), w)ds|
< Jlzo(w)] + ﬁ / (t — )7 (s, 2(5,0), y(s, w), )| ds.
D’aprés (Hs)

l(t, W) < llzo(w) + ﬁ/o N (W)t = 8)*(llz(s, )] + lly(s,w)l)ds.

Par conséquent

et ) < lao(w)] + 2 / (t — 5) (la(s,0)]| + ly(s,w)])ds.

I'(«)
et .
ly(t, w)[| < lyo(w) + %/O (t = )7z (s, )| + [ly(s, )| ds.
Donc

ottt )l < ot |+ 2] gy fas, o)l +ln(s. s,

or
¢ = [lzo(W)ll + [lyo(w)]]
par lemme de Gronwall, il existe K (min(«, 3)) > 0 tel que

ottt )] < cte (T + 2 [ (esypinedtas, pour vout ¢ € 0]

Alors

n(g)-1 [ NWw) | 12w)
2(t,w)|loo + Jy(t, w)]eo < ¢ + cb™n(@0) 1( + = K,
[2(t, w)l|oo + [ly(t, W) Ta) (9 K
Ce qui implique

Cela montrer que A est borné.
Comme une conséquence du théoréme [3.5.6] on déduit que N admet un point fixe
aléatoire w — (z(.,w), y(.,w)) qui est une solution du probléme (4.1)).
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e Etape 5 : Compacité de '’ensemble des solutions

Soit {(xn, Yn) fnen C S(zo,yo) est une suite. Pour tout n € N et pour w € Q fixé,
nous obtenons

zo(t,w) = ro(w) + L/O (t — ) f(s,20(5,w), Yn(s,w),w)ds,t € [0,)],

I(c)
et

Yn(t,w) = yo(w) + ﬁ/o (t =8 g(s, n(s,w), yn(s,w),w)ds, t € [0,D].

Comme dans I’étapes 2 et 3, nous pouvons prouver que la sous suite {(xp, , Yn, ) }ren
de {(x, Yn) }nen converge vers certain (z(.,w), y(.,w)) € C([0,b], R™)x C([0,b], R™),
tel que

w—z(t,w), w—y(tw)

sont des fonctions mesurables.
Puisque f(.,.,.,w) et g(.,.,.,w) sont des fonctions continues, donc

1 t -
) /0 (t—s5)*""f(s,2(s,w),y(s,w),w)ds,t € [0,b],

z(t,w) = zo(w) + o)

et
y(t,w) = yo(w) + ﬁ/{) (t — ) g(s,z(s,w),y(s,w),w)ds,t € [0,b].

Alors S(zo,yo) est compact.



Chapitre 5

Equations différentielles avec la dérivée
fractionnaire d’Hadamard

Nous considérons le systéme d’equations différentielles fractionnaires de type Caputo-
Hadamard

CHDog(t,w) = f(t,z(t,w),y(t,w),w),0 < a<1,te]0,b],

CHDby(t,w) = g(t,z(t,w),y(t,w),w),0 < B <1,te|0,b)], (5.1)
r(0,w) = zo(w),w € Q, '
y(0,w) = yo(w),w €N

ot f,g:[0,b]xR™xR™xQ — R™ (Q, F) est un espace mesurable et xg, 7 : 2 — R™ sont
des variables aléatoires. “¥ D%z est la derivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard
modifié.

5.1 Existence et unicité

Dans cette section, nous prouvons les résultats d’existence et la compacité de 1’en-
semble des solutions. Notons d’abord que si z,y : Q@ — C([1,b], R™) sont des fonctions
satisfaisant le systéme (5.1)), alors

r(t,w) = xo(w)—kﬁ/l (lné)ﬁ_l f(s,x(s,w),y(s,w),w)%, t e [1,b],
y(t,w) = yo(w)+ﬁ/l (lné) g(s,x(s,w),y(s,w),w)%, te[1,b].

Lemme 5.1.1. Considérons le probleme suivant :

{ CHDex(t,w) = ft,x(t,w),yt,w),w),0<a<1

z2(0,w) = xo(w),w €N (5.2)

Si (t,w) — f(t,x(t,w),y(t,w),w) est mesurable et t — f(t,x(t,w),y(t,w),w) est Le-
besgue intégrable sur [1,b] pour p.p w € , alors la fonction x : [1,b] X Q — R™ est une
solution du probleme si et seulement si

1 ds

ot =)+ [ () et uto 0L,

pour tout t € [1,0] et pour p.pw € Q,0 < a < 1.

47
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Démonstration. Nous avons
CHD(t,w) = f(t, z(t,w),y(t,w),w).
Nous appliquons l'opérateur (J*) Haux deux membre précédent,
JCH Dyt w) = JOf(t, x(t,w), y(s,w),w).
De la proposition [3.4.7, nous obtenons
JCH Dot w) = x(t,w) — 2(0,w).

Alors
z(t,w) — 2(0,w) = Jf(t, 2(t,w), y(t, w),w),

de la définition de J“, nous avons
IRV d
o(t.0) ~a(0) = o | (m;) s (s, ). y(s.0). )%
Par conséquent
1t e\ d
o) =)+ s [ (w2) Foiats) s, 0%
Nous rappelons le lemme de Gronwall pour les noyaux singuliers.
Lemme 5.1.2. [29] Soient v,a,a : [1,b] — [0,00) sont des fonctions continues. Si pour

tout t € [1,0],
o(t) < aft) + /1 t (log f>a_l @ds,

S

alors, il existe une constante K = K(f3) telle que
IS (@(t)T())* ot d
olt) < alt) + a(?) / [ % <log§) a(s)] =,
Ll k=1

pour tout t € [1,b].

Notre premier résultat principal est I'existence et I'unicité de la solution aléatoire du

probléme (j5.1]).

Théoréme 5.1.1. Soient f,g: [1,0] x R™ x R™ x Q — R™ sont des fonctions de Cara-
thédory.
Supposons que la condition suivante

(Hy) 1l existe p1,p2,ps3,pa : 2 — Ry sont des variables aléatoires telles que

1f(t, z,y,w) = f(t, 2,5, w)|| <pi(w)l|z — 2] + p2(0)lly = Yll, V2, y,2,5 € R™,
et

lg(t, 2, y,w) = g(t, 7,4, )| < ps(w)lle — 2| + pa(w)lly — 4ll, Ve, y, 7,5 € R™,

Lest I'intégrale fractionnaire d’Hadamard d’odre .
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est vérifiée. .
Si pour chaque w € Q, M(w) converge vers 0, o

(Ind)*p1(w)  (Inb)*pa(w)
oy | Tla+1) T(a+1)
MOD=1 mb)ps(w)  (0b)pa()

LB+1) LB+1)

Alors le probleme admet une solution aléatoire unique.

Démonstration. Considérons pour tout w € ) 'opérateur
N : C([1,b],R™) x C([1,b], R™)x — C([1,b],R™) x C([1,b],R™), défini par

(I(tvw)vy(tvw)) = (Nl(x(t,w),y(t,w)),NQ(x(t,w),y(t,w))), ou

Ni(z(t,w),y(t,w)) = zo(w) + m/l (mf) _ f(s,a:(s,w),y(s,w),w)%,

et

t B—1 s
No(z(t,w),y(t,w)) = yo(w) + ﬁ/l (ln é) g(s,z(s,w), y(s,w),w)%.

D’abord nous prouvons que N est un opérateur aléatoire sur C([1, 6], R™) x C([1, b], R™).
Puisque f et g sont des fonctions de Carathédory, alorsw — f(t,z,y,w) et w — g(t,z,y,w)
sont des applications mesurables et d’aprés la proposition nous concluons que les
applications

w— Ni(z(t,w),y(t,w)),w — No(z(t,w),y(t,w)),

sont mesurables. Par conséquence, N est un opérateur aléatoire de C'([1,b], R™)xC([1, b], R™)

dans C([1,b],R™) x C([1,b],R™).

Ensuite nous prouvons que N satisfait toutes les conditions du théoréme [3.5.3] sur

C([1, 0], R™) > C([1, b], R™).

Soient (x(.,w),y(.,w)), (Z(.,w),y(.,w)) € C([1,b],R™) x C([1,b],R™), alors

I 0,00 01000) ~ N0 700 = [y [ () s w6505,

— f(s,2(s,w), y(s,w w»%”

IN

5
~| =
:—\(* o
N

=

|+
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= (ln£>a_lp2(w)|| (5,0) — (5,)

ds

1<

I
pi(w) ' E i 1@ z(..w (., w
Sumﬁ<m9 2 (ow) = 3 w)
po(w) [t(, t\“'ds
+r<a>/1 (111;) Zhy0) = 3w
_pl(w) nt n )1 z(.. w (., w
= | = e w) 3w
p2<w) Int o1
+M)/O (It — )" 1= y(w) — 5, w)l|
pi(w)(Int)” ~
= Tt @)@k
' p;z"cfﬁf)) |y w) = 5w e
Alors
INy (2t w), y(tw)) — M@ (1 w), Gt < pr(w) 2] (., w) — T w)lln

) e ) = T

De méme, nous obtenons

Y
[Vafolt,),t,0)) = Nl TED] £ o)y ol o) = Tl
Y
o gyl ¥e) = Tl

Par conséquent

d(N(z(.,w),y(w)), N(@(.,w), y(-,w))) < M(w)d((z(.,w), y(-,w)), (Z(.,w),y(-,w))),

e g)) = ( () — ()]l ) |

(., w) = y( W)l
Puisque pour chaque w € €2, M (w) € Maya(R,) converge vers 0, alors du théoréme m
le probléme (5.1)) admet une solution aléatoire unique.

Ensuite, nous présentons le résultat d’existence sans conditions de Lipschitz. Nous
considérons les hypothéses suivantes :

(Hy) Pour chaque w € Q, les deux fonctions f(.,.,.,w) et ¢g(.,.,.,w) sont continues et
w—f(,.,,w),w—g(,..,w) sont mesurables.
(H3) 1l existe 71,72 : Q© — R, deux fonctions mesurabes et bornées telles que

1/t 2, y,w) [|< (@)l + vl g =, y,w) |< v2(w)(lz] + llyl),
pour tout ¢ € [1,b],w € Q et z,y € R™.
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Maintenant, nous prouvons le résultat d’existence du probléme (5.1) en utilisant le
théoréme de point fixe aléatoire de Leary-Schauder dans ’espace de Banach généralisé.

Théoréme 5.1.2. Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hz) sont vérifiées. Alors le
probléme admet une solution aléatoire unique définie sur [1,b], de plus ’ensemble
des solutions

S(zo,yo) = {(z,y) : @ — C([1, 0], R™)xC([1,b],R™) : (z(.,w), y(.,w)),w € Q solution du (5.1)}

est compact (i.e. pour toute suite (Tp,Yn)nen C S(To,yo) il existe une sous-suite de
(T, Yn)nen converger vers un élément (z,y) € S(xo,Yo))-

Démonstration.
Soit N : C([1,b],R™) x C([1,b],R™) — C([1,b],R™) x C([1,b],R™) I'opérateur aléa-

toire défini dans la démonstration du théoréme B.1.11

Afin d’appliquer le théoréme [3.5.6] nous prouvons d’abord que N est complétement
continu. La preuve sera donnée dans plusieurs étapes.

e Etape 1 : Montrons pour tout w € Q, N(.,.) = (Ni(.,.), Na(.,.)
Soit (2, y,) une suite telle que (xn,yn) — (z,y) € (C([L,0],R
quand n — oo. Alors

) est continu.
m

) x C([L, 6], R™))

Q

M40 ) 0) = Nl il S o sl i) )

_f('> :E(ww)a y('>w)7w)”00

Comme f est une fonction continue, alors

IN1 (20 (o w), yn (o w)) — Ni(z(o,w), y(,w))||eo — 0, quand n — oo.
De méme

(Inb)?
mng('»xn("w)a yn('vw)vw)

_g<'7x('7w>7y<'7w>’w)||00‘

HNQ(ZEH(WW)»yn("w)) - Ng(:v(.,w),y(.,w))ﬂoo S

Donc
| N2 (o), Yn (o w)) — Ni(z(o,w), (-, w))||eo — 0, quand n — oo.
Alors N est continu.
e Etape 2 : Motrons que I'image de tout ensemble borné par N est un ensemble
borné dans C([1,b], R™) x C([1,b], R™).
En effet, il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, il existe une constante positive

{ tel que pour tout (z,y) € B, = {(z,y) € C([1,b,R™) x C([1,b],R™) : ||z|le <
¢, |y]l < ¢}, nous avons

||N(x7yaw)||oo S l= (61,62),
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pour tout t € [1.b],w € Q on a

et = g5 [ (05)” st te |

Par (H,), nous obtenons

HNK$@#@4K@W»H§|deﬂV+§%$?j?%@@1=€1
De méme, nous avons
n I}
HM@@wwwmmémwMH%%%%%@y:@

Etape 3 : Motrons que l'image de tout ensemble borné par N est un ensemble
equicontinu dans C([1,b], R™) x C([1, b], R™).

Considérons pour cela ’ensemble borné B, de 'etape 2 et on montrons que N(B,)
est, equicontinu.

Soient 11,79 € J,r1 <19, €t (x,y) € By, nous avons donc

2gn(@) | [ ("2
IN1((r2,w), y(ra, @), @) = Nyl w), y(r,w),0)]| - < rm>{AO

o[ 32y

Par conséquent

IVilolra ), 02, 0) = Nilalra ) plra)ll < ok rs = )
+T2‘Eg;—i(-wl)) (In7g)* — (Inry)*] — 0,
et
B 297 (w) N s
[ N2 (2(ra, w), y(r2, ), w) — Na(a(ri,w),y(r,w),w)[| < T+ 1)(1n7“2 Inr)
29 (w)
+m [(Inry)? — (Inry)?] — 0.

Quand |ry — 7| — 0, d’ot la continuité de V.
En conséquence des étapes 1 & 3 et avec le théoréme d’Azela-Ascoli nous concluons
que N transforme B, en un ensemble précompact dans C([1, 6], R™) x C([1, b], R™).
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e Etape 4 : Maintenant, il reste & montrer que
A(w) =A{(z(,,w),y(, w)) € C([L, 0], R™) x C([1,b], R™) :

(z(,w),y(,w)) = AMw)N(z(.,w),y(.,w),w), A(w) € (0,1)} est borné.

Soit (z,y) € A, alors © = AMw)Ni(z,y) et y = AMw)Na(z,y) pour 0 < A < 1. Donc
pour chaque t € [1,b], nous avons

foft. )l = Nl + s [ (w2) " sGs.ats b)) 2

S A G R

d’aprés (Hj)

ds

ot < ool + s [ 2060 (102) " Qoo + s, )

e / (1t) (s, + lyts, DS,

Par conséquent

[, W) < flzo(w)

et
Ya(w) [* £\ ds
ot < el + 257 [ (102) et + Iyts, )%
Alors
fotte )l + Iyt < ce [ () (ot + s, )%

71 (@) 12(w) |
o) T(p) |~ minled)

¢ = [Jzo(w)]| + [lyo(w)

Par le lemme de Gronwall,

ot + Iyt < e+ [ [i FF ( t)]d_

Par conséquent

lo(w)ll + ()| < eBy(eT(7) (b)) = K.
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Ce qui implique
[2lle < Ku et lylloe < K.

Cela montrer que A est borné.

Par conséquence du théoréme [3.5.6] on déduit que N admet un point fixe aléatoire
w— (z(.,,w),y(.,w)) qui est une solution du probléme (5.1)).

Etape 5 : Compacité de I’ensemble des solutions.
Soit {(zn, Yn) tnen C S(xo,yo) une suite pour tout n € N et pour w € Q fixé, nous
obtenons

1 t

) = an(e) + s [ t (1 ) £ (5,205, 0) yn(5,10), ),

) =)+ o [ (02) gt o) s

Comme dans I’étapes 3 et 4, nous pouvons prouver que la sous suite {(xn, , Yn, ) }ren
de {(@n, Yn) }nen converge vers certain (z(.,w), y(.,w)) € C([1,b], R™)x C([1,b],R™),
tel que

w—z(t,w),w — y(t,w)

sont des fonctions mesurables.
Puisque f(.,.,.,w) et g(.,.,.,w) sont des fonctions continues, alors

ot = ao) + s [ (08) s a5, %,

) =)+ g [ (m2) om0, %

Donc S(zg,yo) est compact.

5.2 M?3-solution

Soit (2, F,P) espace de probabilité complet avec une filtration (F = F;);>0 satisfaisant

les conditions habituelles (i.e continue & droite et Fy contenant tous les ensembles P-
nuls). Pour un processus stochastique z : [0,7] x © — R™ nous écrirons z;(w) = z(t,w).
Nous disons que z(.,.) est conjointement mesurable si Uapplication (t,w) — x(t,w) est
mesurable sous la forme d’une application B([1,b] Q F) — B(R™). Pour w € , le chemin
t — x(t,w) est appelé continue & gauche si pour chaque t € [1, b

rs(w) — x(w) s Tt

Un processus x(t,w) est stochastiquement continu en un point s € [a, b] si pour chaque

e>0

ymP{w €Q:|x(t,w) —x(s,w)| > €} =0.
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Théoréme 5.2.1. Si x est un processus stochastique avec a des trajectoires continue a
droite, alors x(-,-) est mesurable.

Définition 5.2.1. Soient x et y sont des processus stochastiques, on dit que x est une
modification de y si pour tout t € [1,b]

P{w e Q: zy(w) = y(w)} = 1.

Théoréme 5.2.2. [38/ (Théoréme de continuité de Kolmogorov)
Supposons que (0, F, P, (x;)1>0), un processus stochastique. Si a, 3,0 > 0 tel que

Ellz; — a,|* < oft — 5", t,s € Ry,
alors le processus stochastique a une modification continue.

Théoréme 5.2.3. Si x un processus stochastique (ou aléatoire) R, alors x est mesurable.

Notation :

e On note par LP(Q, F,P,R™),p > 0, 'espace lineaire d’un variable aléatoire (classe
d’equivalence) = : Q@ — R™ tel que

E||z|]P < oc.
e MP(1,b) l'espace de (classe d’equivalence de) processus progressivement mesurable

x:[1,0] x Q@ — R™ tel que

b
/ |z¢]|2dt < 00, P, p.sw €, sip=0,
1

b £
E(/ thH?dt) < o0, sip>0.
1

e Notez que la propriété de mesurabilité progressive est indépendante du choix d’un
élément dans une classe d’équivalence x, et pour tout p > 0

MP(1,b) C LP(Q, F, P, LP(1,b,R™)),

et

un sous-espace linéaire fermé. Donc, pour chaque p € [1,00) l'espace M?(1,b) est
un espace de Banach munit de la norme

et = (B( [ helPar))

De plus M?(1,b) est un espace de Hilbert.
Définition 5.2.2. Le couple x,y s’appelle M?—solution du probléme st

oft.0) = 2o) + o | t (mf)a_ Flsva(o).y(s.).0) 2 P, pswe i e L]
et

t B-1 p
y(t,w) = yo(w) + ﬁ/l <ln é) g(s,x(s,w),y(s,w),w)%,?’, p.sw e Qte[l,0b].
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5.3 Existence et unicité de M2-solutions

Dans cette section, nous étudions ’existence, I'unicité, la continuité des modifications
et la continuité stochastique de la M?-solution. Introduisons maintenant les hypothéses
suivantes qui constitueront des outils de base dans le traitement des M?-solutions.

(Hy) Soient f, g : [1,b]xR™xR™xQ — R™ deux fonctions tels quew — f(.,.,.,w),q(.,.,.,w)
sont mesurables et t — f(t,.,.,.),g(t,.,.,.) sont continues et

1 £(.,0,0, )|[a2 < 00, |lg(-,0,0,.)|| a2 < 0.
(Hjs) 1l existe des nombres réels positives ¢y, ¢a, c3, ¢4 tel que
1tz y,w) = f(t, 7,5, 0)|| < alle =2 +ely -y, Voyr,7eR", we,
et
lg(t,z,y,w) = g(t, T, 9, 0)|| < cslle = 2| + cally —yll, Va,y,2,5 € R™, we Q.
Dans la suite nous supposons «, § € (3,1) et El|z[|> < oo, Ellyol* < o0.

Théoréme 5.3.1. Supposons que les conditions (Hy) et (Hs) sont vérifiées et la matrice
suivante M, € Mayxo(Ry) défini par

(Inb)*v2bc;  (Inb)*v/2bcy

Mo (w) = V2a —1T(a) +2a — 1T (a)
U (Inb)Pv2bes (Inb)Pv/2bcy

V20 —10(8) V28 —1I(p)

converge vers zéro. Alors le probléme admet une solution unique dans M?(1,b).

Démonstration. Considérons pour tout w € 2 'opérateur

N : M?(1,b) x M?(1,b) — M?(1,b) x M?(1,b), défini par

(x(t, w),y(t, w)) = (N1(x(t, w), y(t, w)), Na(z(t, w), y(t, w))), on

Ni(z(t,w),y(t,w)) = zo(w) + ﬁ/l (mf) _ f(s,a:(s,w),y(s,w),w)%,

S

et

t -1
Nalalt, o) ot =) + 1 [ (1) st alsodals o)L
D’abord nous prouvons que N est un opérateur aléatoire dans M?(1,b) x M?(1,b).
Puisque f et g sont des fonctions de Carathédory, alors f — (t,x,y,w) et g — (¢, z,y,w)
sont des applications mesurables et d’aprés la proposition [3.4.1| nous concluons que les
applications

wﬁNl(x@?w)?y(t?w))? w_>N2(x(t7w)>y(t7w))>
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sont mesurables, également

/16 [Ny (2 (t,w), y(t,w))|%dt - = /b [‘ /0 ( ) (s x(s,w),y(s,w),w)dssH ] dt

. / H / (mi) s y(s.w)w) 2
+2/ |zo(w)]|*dt
- blana
< 200 = Dlzo(w)[* + (2 lbza /Hfsxsw) y(s,w),w)| ds
< 26— Dllzo(w)* + (In / I1£(s,0,0,w)|2ds
n 2a b
*%/ [Cl”“sﬁwﬂiﬂ+c2||y<s,w>|| Jds
Donc
[ MGl vts.)lPds < 20 - Dol + G2 175,000

Par conséquent,

b
E/1 IV (2 (s,w), y(s,w)*ds < 2(b— 1)El|zo(w)]] +

20(In b)>* b )
*m/l [clllx(s,w>|| + &y (s, w)[Plds < oco.

lnb 201
( / 1(5,0,0,0) | %ds
2b(In b)?

G D / [clux<s,w>u2 +c2uy<s,w>n s < o0

De méme, nous obtenons

b (In 26
[ Ivatatssvts.0Pds < 20 = Dl + ol [ g(5,0.0.0) s

et
]E/l INo((s,w), y(s,w))[Pds - < 2(b— 1)[|Eyo(w)[|* +

M bc (s, w)|* + ¢ S, W s < 00
*(zﬂ-mz(ﬁ)/l[gn <, >|| + Ely(s,)|Fds < oo,

lbw
( (In /HgsOO )2ds

O
+<2g_1>p2(5>E/1[3n (5.0) [P + lly(s,) s < oo

Alors N est un opérateur aléatoire de M?(1,b) x M?(1,b) dans M?(1,b) x M?(1,b).

En suite nous prouvons que N satisfait toutes les conditions du théoréme dans
M?(1,b) x M?(1,b). Soient (z(.,w),y(.,w)), (@(.,w),y(.,,w)) € M?(1,b) x M?*(1,b), donc

2

HNl(x(t,w), y(t,w)) — N (Z(t,w), 4t w))
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@, | <1“i)a_l 75,205, 5,0, 0) = S5, 05,0), 5,0, )] 2|

s
2 2a 2
_F201 / ds/”xsw T(s,w)||*ds
2 -2
+ 02/ S/||ysw 7(s,w)||*ds
9 Int a—2
= F;l)/ <lnt - s) ﬁ/ |z(s,w) — Z(s,w)||*ds
a) Jo e’ Ji
2 2 Int 200—2 t
+ FQEQ)/ <1nt S) ds/ ly(s,w) —7(s,w)||*ds

2ci(Int)** 2 1t2°‘
2;1 ?FQ /Hxsw T(s,w)|? ds+ 02 = /Hysw y(s,w)l|*ds,

N

donc

b 2c
/ Ny (2 (5,0), (5, 0)) — Ny(F(s, ), (s, w))|%ds < %Cl 1“ / (s, w) — F(s,w) 2ds
1

2bc lnt 2"‘
204211“2 /Hysw y(s,w)||*ds.

Par conséquent

b
E( / [Ny (s, ), (s, ) = Ni(@(s, ), 75, ) |Pds)

2bci(Int)?
_Zbei(nt)* /Hxsw sw]ds

(2a — 1) F2
20c3(Int)?>
20421F2 /Hysw stst

De méme, nous obtenons

b
E / [N2(2(s,w), y(s,w)) = No(2(s,w), y(s, w))||2d8>

2bc2(Int)??
2531F2 /Hxsw sw”ds
2bc2(Int)??
2ﬁ411“2 /Hysw stst

alors

((/ [Va(a(s,). (s, ) <<sw>y<sw>>”2d5)>é
< iﬁf“f” < (/ L))
e (- ([ e-srs))
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et

(E (/b IN2(2(s,w), y(s,w)) — No(F(s,w), §(s,w))|” ds))é
\(/;;Cillnb < (/ (s, 0) — F(s w)l%ls))f
gnglfb ( </ ly(s,w) — (s, w)| ds)>2_

d(N(x,9), N(Z,7)) < M.d((z,y), (%))

d(z,y) = ( |z =yl ar )

[z =yl

Par conséquent

ou

Puisque M, € M n(Ry) converge vers zero, alors d’aprés le théoréme il existe une

unique M?2-solution du probléme (5.1)).

Théoréme 5.3.2. Supposons que Hy et Hs sont verifiées, alors pour tout x,y € M?(1,b)

o) = 2o0) + 5 | t (ﬁ) fls.a(s.0)y(s.0).0) 2. L <a<,

et

~ 1 t £\ ds 1
Zi(w) = yo(w) + W/l <ln ;) g(s,z(s,w),y(s,w),w)?, 5 < B<1

ont une modification continue. De plus t — z;, Z; sont stochastiquement continues.

Démonstration.
Tout d’abord nous prouvons que z; et z; ont une modification continue. Soient x,y
M?(1,b) et t,r € [1,b],r < t. Par les énigalités de Jensen et Holder, nous obtenons

VR ==l <o | [(l’“‘) - (mg)“‘l] (5. a(s. ). y(s.0). )|

X \/ﬁ [ ()" 166066,

1 [(m;)a_l—(ln;)a_l]
<t |

IN(e!

L (lnt)‘*—l 1 (6. as.0). p(s.) )]

S
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m— (1’5) L [ 550, 05,0,

< gyl =)l [ a0, o(s0).0)]ds
1 b
+ Mo +1) |(Int)* — (Inr)?| /1 Ilf(s,2(s,w), y(s,w),w)||ds
< gl =17 [ [ellswll + ealuts.w] s
b
+ ﬁ\(lnt —Inr)?| /1 | f(s,0,0,w)||ds
b
+ a0 = W] [ el w)ll + eals.w] s
b
+ m\(lnt)a — (lnr)o‘\/1 Il f(s,0,0,w)|ds

Par l'ingalité de Holder, nous obtenons

Viaw) =z W)l <

et

Vizaw) - 2wl <

Par conséquent

2b

b
gyl =] [ [llets. ) + Glats. )]s
2b

’ 2
—i—mmnt—lnr) |/1 H]:(S,0,0,w)H ds
()" = ur)*| [ [ellats, )P + (s,

b
(nt)® — () / 1£(5.0,0,w)|ds,

T+

b

ot

2b

['pB+1)
2b

+N6+U
b

+Hﬁ+n
b

Lpg+1)

b
(Int — Inr)?| / [Ble(s. )P + (s, )] ds
b
](lnt—lnfr)ﬂl/ l9(s,0,0,w)]|*ds
1
b
(0t = o] [ [Bllats ol + s, 2] ds

b
(I t)® — (lnr)? / l9(s,0,0,c)|%ds.
1

2b

Ev/llze(w) — 2z (w

Int —1Inr)®

Sl + il
Hf(7 07 07 )H?WQ

(Int)* — (Inr)®

M < gl
2b
_|_

F(ab—i- 1)

Tt
b

Tt

(Int —Inr)®

[l 3 + cEllyll

Hf(vo?O’ )H?\/[?’

(Int)* — (Inr)®
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et
2 2 2b Bl .2 2 2 2
E\/Hzt(w)_Zr(w)H < P(ﬁ—gbl)‘(lnt—hm") [CSHxHM2+C4”yHM2]
— = (It -1 ﬁ‘ 0,012
+F(ﬂ—i—1) (In n7)”||lg(.,0,0,.) |3
b
+ﬁzfﬁ<mw%wmmﬂkwwﬂruﬂm@4
— _(nt)? = (1 ﬁ‘ _ M2
gD~ War)7lel, 0.0, )
Comme r < t cela implique que
() — ()] = (o) — (nr)e
_ <lnt—lnr+lnt+1n7«)a_(1 o
= 5 5 nr)®.

En utilisant le fait que (Int¢)® une fonction convexe sur (0,Inb], nous obtenons

1 1
(Int)* — (Inr)* < §(lnt —Inr)* + §(lnt +Inr)* — (Inr)®
I 2 /Int  Inrye
—(Int —Inr)* 4+ — i—FE) — (Inr)>
Int —Inr)*  (Int)*  (lnr)®
%Dt . nr) (;;i)l + ( I;é — (Inr)®
(Int —Inr)* n (Int)*  (Inr)~

2 2 2

IN

IA

Par conséquent
(Int)* — (Inr)* < (Int — Inr)“.

61

En appliquant le théoréme des accroissements finis sur Int — Inr,r, ¢ € [1, ], on obtient

Ev/[[2(@) — z(@)] < F(az—iwlt—r\“[cﬂlx\lﬂz+c§|!y\|%ﬁ]
St 0.0, e
it =1 [l e + ol
St 0.0 e

et

Ev/[[zw) = Z @) < F(ﬁQ—i1)|vt—rlﬁ[cillacll?vfz+ci||y||?wz]
ot et 0.0, ) R
it~ [l + vl
el 0.0l

Il existe donc C,C > 0 tel que
Ev/[|2(w) = 2 (w)]| < Cft —r|**
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et

Ev/|z(w) — Z W) < Clt —r|™*! (5.4)

Donc, a partir du théoréme de Kolmogorov @ x; et Ty ont une modification continue.

Nous montrons maintenant que z et zZ sont stochastiquement continus. En effet, soit
t,s € [1,b] et € > 0, alors

P({w € Q1 [lze(w) — z (W)l > €}) = P({w € @ : V]ze(w) — 2 (W)l > Ve}).

En utilisant I'inégalité de Markov, on obtient que

P € 2 [() = 5(@)) > ) < BV = = @)

et
_ _ 1 - =
P({w € 0 |7() - @) > & < ZE(VIEE) - 5W@)
Par conséquent, - et (5.4) implique que
Plw € Q: [|2(w) - 2 (W) > ¢} < fn e — 0 quand t —r,
et

P{w e Q:||Z(w) — z.(w)|| > €} < %|t —r|?* — 0 quand t — 7~
€
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