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Introduction

La théorie de la dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul clas-
sique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ses origines remontent à la fin du 17me

siècle, l’époque où Newton et Leibniz ont développés les fondements du alcul différentiel
et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole dn

dtn
pour désignr la nime dérivée

d’une fonction f .

Le calcul fractionnaire a joué un rôle trés important dans divers domaines tels que la
mécanique, l’électricité, la biologie, l’économie et le traitement du signal et des images.
Récemment, les équations différentielles fractionnaires et intégrales apparaissent natu-
rellement dans des domaines tels que la viscoélasticité, circuits électriques, l’oscillation
non linéaire des tremblements de terre, etc. Comme exemples motivants, nous suggé-
rons [15, 18, 19, 33, 35].Au cours des dernières décennies, les calculs fractionnaires de
Riemann-Liouville et de Caputo ont fait l’objet d’une attention accrue, voir les monogra-
phies [1, 25, 26, 34, 36, 39, 51].

Un autre type de dérivée fractionnaire qui apparaît avec les dérivées de Riemann-
Liouville et de Caputo c’etait la dérivée fractionnaire d’ Hadamard introduit en 1892 [20].
La définition de la dérivée d’Hadamard contient la fonction logarithmique d’exposant ar-
bitraire. Les détails et les propriétés de dérivée fractionnaire et de l’intégrale d’Hadamard
sont disponibles dans [7, 8, 9, 24, 25, 26].

Les équations intégrales et les équations intégrales aléatoires ont été étudiés systé-
matiquement dans Bharucha-Reid [5] et Ladde et Lakshmikantham [27], respectivement.
Ce sont de bons modèles dans diverses branches de la science et de l’ingénierie, car des
facteurs aléatoires et des incertitudes ont été pris en compte. Par conséquent, l’étude
des équations différentielles fractionnaires avec des paramètres aléatoires semble être na-
turelle, voir les monographies [47, 48] et les références qui y figurent. De manière trés
récente, les équations différentielles fractionnaires à paramètres aléatoires ont été étudiées
par Lupulescu et Ntouyas [30], ainsi que par Lupulescu et al [31].

L’analyse fonctionnelle de probabilité est une discipline mathématique importante a
cause de ses applications aux modèles probabilistes dans les problèmes appliqués.

Notre principal but dans ce mémoire est l’étude de l’existence et l’unicité de solution
des problèmes pour des équations différentielles aléatoire d’ordre fractionnaire.

Le mémoire est réparti en cinq chapitres et est organisé de la manière suivante :
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6 INTRODUCTION

Le premier chapitre contient quelques notions et définitions des fonctions spécifiques
utiles tout au long de ce mémoire ainsi que les définitions de quelques opérateurs de dé-
rivations et d’intégrations fractionnaires au sens de Riemann-Liouville, de Caputo et de
Caputo-Hadamard et leurs propriétés.

Le deuxième chapitre contient des généralités sur les multi-fonctions ainsi que le
théorème de sélection mesurable.

Le troisième chapitre contient des défénitions élémentaires et notions de base rela-
tives au théorème de poin fixe aléatoire tel que, dans les section 1,2,3 et 4 nous présontons
respectivement les notions d’espace métrique généralisé, de matrice convergente, d’espace
de Banach généralisé et de variable alétoire. Dans la 5 ème section nous rappelons les
différents théorèmes de point fixe aléatoire qui seront utiles dans la suite.

Le quatrième chapitre nous prouvons l’existence et l’unicité ainsi que la compacité
de l’ensemble des solutions d’un système d’équations différentielles fractionnaires aléa-
toire : 

cDαx(t, ω) = f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω), 0 < α < 1, t ∈ [0, b],
cDβy(t, ω) = g(t, x(t, ω), y(t, ω), ω), 0 < β < 1, t ∈ [0, b],

x(0, ω) = x0(ω), ω ∈ Ω
y(0, ω) = y0(ω), ω ∈ Ω,

(1)

où f, g : [0, b]× Rm × Rm × Ω → Rm, (Ω,A) est un espace mesurable et x0, y0 : Ω → Rm

sont des variables aléatoires. cDαx est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de x(t, ω)
par rapport à la variable t, b > 0.

Dans le cinquième chapitre nous donnons un résultat d’existence des solutions et
la compacité de l’ensembles des solutions d’un système d’équations différentielles frac-
tionnaires de type Hadamard, où la preuve est basée sur des théorèmes de points fixes
aléatoires a valeurs vectorielles, nous considérons alors le problème suivant :

CHDαx(t, ω) = f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω), 0 < α < 1, t ∈ [0, b],
CHDβy(t, ω) = g(t, x(t, ω), y(t, ω), ω), 0 < β < 1, t ∈ [0, b],

x(0, ω) = x0(ω), ω ∈ Ω
y(0, ω) = y0(ω), ω ∈ Ω,

(2)

où f, g : [0, b]×Rm×Rm×Ω → Rm, (Ω,F) est un espace mesurable et x0, y0 : Ω → Rm sont
des variables aléatoires. CHDαx est la derivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard.



Chapitre 1

Calcul fractionnaire

1.1 Notation et Définitions
Soit Ω = [a, b], (−∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini ou infini de R. Nous désignons

par Lp[a, b] l’ensemble des fonctions mesurables f sur Ω avec ‖f‖ < ∞, où

‖f‖p =
(∫ b

a

|f(t)|pdt
) 1

p
, 1 < p < +∞,

et
‖f‖∞ = sup

a≤t≤b
|f(t)|.

Soit Ω = [a, b], (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini de R. Nous désignons par AC[a, b]
l’ensemble des fonctions absolument continues sur Ω, où

f(t) ∈ AC[a, b] ⇔ f(t) = c +

∫ t

a

f ′(τ)dτ, f(τ) ∈ L(a, b).

Pour n ∈ N on note ACn[a, b] l’espace des fonctions f(t) ayan des dérivées continues
jusqu’à l’ordre n− 1 sur [a, b] tel que fn−1 ∈ AC[a, b] :

ACn[a, b] = {f : [a, b] → R, f(t)n−1 ∈ AC[a, b]},
et on a

f(t) ∈ ACn[a, b] ⇔ f(t) =
n−1∑
k=1

(t− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ t

a

f (n)(τ)dτ .

Nous utilisons également une modification pondérée de l’espace ACn[a, b], dans laquelle la

dérivée usuelle D =
d

dt
est remplacée par la dérivée dite δ-dérivée définie par δ = tD = t

d

dt
.

Nous désignons par ACn
δ [a, b] l’espace des fonctions mesurables sur (a, b) définie par

ACn
δ [a, b] = {f : [a, b] → R; δn−1g(t) ∈ AC[a, b]}.

1.2 Fonctions spéciales
Les fonctions spéciales sont définies de manière assez imprécise, puisqu’elles regroupent

les fonctions que l’usage (ou la fréquence d’utilisation) a fini par associer à un nom. Parmi
ces fonctions, la fonction Gamma et Bêta qui jouent un rôle trés important dans le calcul
fractionnaire.
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8 Chapitre 1. Calcul fractionnaire

1.2.1 Fonction Gamma

Définition 1.2.1. La fonction Gamma est généralement définie par l’intégrale suivante

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt,

pour tout z ∈ C avec Re(z) > 0.

Justification de l’existence de la fonction Gamma

Soit z ∈ C alors ∃!(x, y) ∈ R2 tel que z = x + iy et

Γ(x + iy) =

∫ +∞

0

tx−1+iye−tdt.

Or tx−1+iy = tx−1tiy = tx−1eiy ln(t) = tx−1[cos(y ln(t)) + i sin(y ln(t))]. Alors

Γ(x + iy) =

∫ +∞

0

e−ttx−1[cos(y ln(t)) + i sin(y ln(t))]dt.

Pour x > 0 on pose

I1 =

∫ +∞

0

e−ttx−1 cos(y ln(t))dt, et I2 =

∫ +∞

0

e−ttx−1 sin(y ln(t))dt.

On a
|e−ttx−1 cos(y ln(t))| ≤ e−t

t1−x
, et |e−ttx−1 sin(y ln(t))| ≤ e−t

t1−x
.

• Si x = 1 on obtient ∫ +∞

0

e−t

t1−x
dt =

∫ +∞

0

e−tdt = 1.

Donc les deux intégrales I1 et I2 convergent.
• Si x > 1 on considère

J1 =

∫ c

0

e−ttx−1 cos(y ln(t))dt, et J2 =

∫ ∞

c

e−ttx−1 cos(y ln(t))dt avec c > 0.

Comme x > 1 la fonction t 7−→ e−ttx−1 est continue. D’où la convergence de J1.
Puisque lim

t→∞
tx+1e−ttx−1 = lim

t→∞
t2xe−t on a

∀A,∃B : ∀t ≥ B e−ttx−1 ≤ A

tx+1
,

ceci implique ∫ +∞

B

e−ttx−1dt ≤ A

∫ +∞

B

dt

tx+1
=

A

xBx
< +∞.

Par conséquence I1 et I2 convergent.
• Si 0 < x < 1 prenant c > 0∫ c

0

e−ttx−1dt ≤
∫ c

0

tx−1dt =
1

x
cx.
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D’où la convergence de J1.
lim
t→∞

tx+1e−ttx−1 = lim
t→∞

t2xe−t nous avons

∀A > 0,∃c > 0 : e−tt1−x ≤ A

tx+1
,

ceci implique ∫ +∞

c

e−tt1−xdt ≤ A

xcx
.

Remarque 1.2.1. Si la partie réèelle de z est strictement positive alors la fonction Γ(z)
est bien définie.

Propriétés de la fonction Gamma

Lemme 1.2.1. Soit z ∈ C avec Re(z) > 0 on a

Γ(z + 1) = zΓ(z) et Γ(n) = (n− 1)! pour tout n ∈ N∗.

Démonstration. Soit z ∈ C avec Re(z) > 0 alors

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt

= [
tze−t

z
]+∞0 +

1

z

∫ +∞

0

tze−tdt

=
1

z

∫ +∞

0

t(z−1)+1e−tdt =
1

z
Γ(z + 1).

D’où
Γ(z + 1) = zΓ(z). (1.1)

D’aprés (1.1) pour tout z ∈ N∗ on obtient

Γ(2) = 1Γ(1) = 1!

Γ(3) = 2Γ(2) = 2.1Γ(1) = 2!

...

Γ(n + 1) = nΓ(n) = n(n− 1)...2.1 = n!.

Théorème 1.2.1. La fonction Γ est définie et de classe C∞ sur ]0, +∞[, ses dérivées
successives sont données par la formule

Γ(k)(x) =

∫ +∞

0

e−t(ln(x))ktx−1dt, z = x ∈ [0, +∞[.

Théorème 1.2.2. (Prolongement de la fonction Gamma) La fonction Γ s’étend (en une

fonction holomorphe) à C \ Z et pour tout entier négative n : lim
z→n

(z − n)Γ(z) =
(−1)n

n!
c’est le résidu de −n.
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Lemme 1.2.2. Soit z ∈ C avec Re(z)> 0 alors

lim
n→+∞

n!nz

z(z + 1)
...(z + n)

= Γ(z),

et
1

Γ(z)
= zezγ

n∏
k=1

(z

k
+ 1

)
e−

z
k , z 6= −n pour n ∈ N.

Définition 1.2.2. (Equation d’Abel)
On considère l’equation intégrale

1

Γ(α)

∫ x

a

ϕ(t)

(x− t)1−α
dt = f(t), α ∈]0, 1[, x ∈ [a, b], (1.2)

où ϕ est la fonction inconnue et f est une fonction donnée.
L’equation 1.2 s’appelle équation d’Abel, et elle admet une solution définie par

ϕ(t) =
1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt.

1.2.2 Fonction Bêta

Définition 1.2.3. La fonction Bêta (ou la fonction de Bessel de seconde espèce) est
donnée par :
Pour tout (z, ω) ∈ C2avec Re(z) > 0, on a

B(z, ω) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)ω−1dt.

Justification de l’existence de la fonction Bêta

• Si Re(z) > 0 et Re(ω) > 1, alors la fonction t 7−→ tRe(z)−1(1− t)Re(ω)−1 est continue.
Ce qui donne ∣∣∣ ∫ 1

0

tz−1(1− t)ω−1dt
∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

tRe(z)−1(1− t)Re(ω)−1dt < ∞. (1.3)

• Si Re(z) > 0 et 0 < Re(ω) < 1, on considère

I1(ε) =

∫ ε

0

tz−1(1− t)ω−1dt, pour ε ∈]0, 1[.

En fait

|I1(ε)| ≤
∫ ε

0

|(1− t)ω−1|dt

≤
[
− 1

Re(ω)
(1− t)Re(ω)−1

]ε

0

,
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et on obtient
|I1(ε)| ≤

1

Re(ω)
[−(1− ε)Re(ω)−1 + 1],

ceci implique

|I1(1)| =
∫ ε

0

|(1− t)ω−1|dt ≤ 1

Re(ω)
< ∞. (1.4)

• Si 0 < Re(z) < 1 et Re(ω) > 1, on considère

I2(ε) =

∫ 1

ε

tz−1(1− t)ω−1dt, pour ε ∈]0, 1[.

On a

|I2(ε)| ≤
∫ 1

ε

tRe(z)−1(1− t)Re(ω)−1dt

≤ 1

Re(z)
[tRe(z)]1ε =

1

Re(z)
[1− εRe(z)].

D’où

I2(0) =
∣∣∣ ∫ 1

0

tz−1(1− t)ω−1dt| ≤ 1

Re(z)
. (1.5)

• Si 0 < Re(z) < 1 et Re(ω) > 1, on considère

J1 =

∫ c

0

tz−1(1− t)ω−1dt, J2 =

∫ 1

c

tz−1(1− t)ω−1dt,

le cas ou 0 < t ≤ c on a
1

1− t
≤ 1

1− c
, alors 1 < (1 − t)Re(ω)−1 ≤ (1 − c)Re(ω)−1 et on

obtient

|J1| ≤ (1− c)Re(ω)−1

∫ 1

0

tRe(z)−1dt =
cRe(z)

Re(z)(1− c)1−Re(ω)
. (1.6)

De même si c ≤ t < 1 on déduit que

|J1| ≤
1

Re(ω)cRe(z)−1
[1− (1− c)Re(ω)]. (1.7)

D’aprés (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) et (1.7) on conclut que la fonction Bêta est bien définie.

Propriétés de la fonction Bêta

Théorème 1.2.3. Soient (p, q) ∈ C2 : Re(p) > 0 et Re(q) > 0. Alors

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)
.

Démonstration. Soient (p, q) ∈ C2 : Re(p) > 0 et Re(q) > 0. On utilisant le
théorème de Fubini, on obtient

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

tp−1e−tsq−1e−sdtds.
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On effectue le changement de variable r = t + s

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

tp−1

[∫ +∞

0

(r − t)q−1e−rdr

]
dt

=

∫ +∞

0

e−r

[∫ +∞

0

tp−1(r − t)q−1dt

]
dr.

On pose
t

r
= s et on obtient

Γ(p)Γ(q) =

∫ +∞

0

e−r

∫ 1

0

r(1− s)q−1rq−1sp−1rp−1dsdr

=

∫ +∞

0

e−rrp+q−1

∫ 1

0

(1− s)q−1sp−1dsdr =

∫ +∞

0

rp+q−1e−rB(p, q).

Donc
B(p, q) =

Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)
.

Proposition 1.2.1. Pour tout p, q ∈ C : Re(p) > 0 et Re(q) > 0. On a
1. B(p, q) = B(q, p).

2. B(p, q) = B(p + 1, q) + B(p, q + 1).

3. B(p, q + 1) = q
p
B(p + 1, q) = q

p+q
B(p, q).

4. B(p, q) =
∫ +∞

0

tp−1

(1 + t)p+q
= 2

∫ π
2

0

(sin t)2p−1(cos t)2q−1dt.

Proposition 1.2.2. Pour tout a, b ∈ R+∫ b

a

(b− u)p−1(u− a)q−1du = (b− a)p+q−1B(p, q).

1.3 Intégrales et dérivations fractionnaires
Dans cette section on va présenter les notions de la dérivée et l’intégrale fractionnaire.

Il existe beaucoup d’approches différentes qui ont été utilisées pour généraliser la notion
de dérivation d’ordre non entiers, par exemple on a : la formule de Riemann-Liouville et
de Caputo.
Soit f : [a, b[−→ R une fonction continue ou intégrable et

I1
a+ : [a, b[ −→ R

x 7−→ I1
a+f(x) =

∫ x

a

f(t)dt,

pour une primitive seconde on aura :

I2
a+f(x) =

∫ x

a

(∫ t

a

f(s)ds

)
dt,
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d’aprés le théorème de Fubini nous ramènons cette intégrale double a une intégrale simple

I2
a+f(x) =

∫ x

a

f(s)ds

∫ t

a

dt =

∫ x

a

(x− s)

1!
f(s)ds,

par une itération on obtient

In
a+f(x) =

1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt.

De même manière, on obtient

In
b−f(x) =

1

(n− 1)!

∫ b

x

(t− x)n−1f(t)dt.

Définition 1.3.1. Soient f ∈ L1([a, b], R), α > 0. On appelle intégrale de Riemann-
Liouville de f l’intégrale à gauche (respectivement à droite) suivante

Iα
a+f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > a,

et

Iα
b−f(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt. x < b.

Lemme 1.3.1. Soient f ∈ L1([a, b], R), alors

QIα
a+ = Iα

b−Q, et QIα
b− = Iα

a+Q,

avec (Qf)(x) = f(a + b− x).

Proposition 1.3.1. Soit f ∈ C([a, b], R) pour α, β > 0 On a

Iα
a+.Iβ

a+f = Iα+β
a+ f, et Iα

b−.Iβ
b−f = Iα+β

b− f.

Démonstration.

(Iα
a+Iβ

a+f)(x) = Iα
a+(Iβ

a+f)(x)

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(Iβ
a+f)(t)dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1 1

Γ(β)

(∫ t

a

(t− s)β−1f(s)ds

)
dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s)ds

∫ x

s

(x− t)α−1(t− s)β−1dt,

en y effectuant le changement de variable t = s + (x− s)r∫ x

s

(x− t)α−1(t− s)β−1dt =

∫ 1

0

(x− s)α−1(1− r)α−1(x− s)β−1rβ−1(x− s)dr

=

∫ 1

0

(x− s)α+β−1rβ(1− r)α−1dr

= (x− s)α+β−1

∫ 1

0

rβ(1− r)α−1dr

= (x− s)α+β−1B(α, β)

= (x− s)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.
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D’où
(Iα

a+Iβ
a+f)(x) =

1

Γ(α + β)

∫ x

a

(x− s)α+β−1f(s)ds = (Iα+β
a+ f)(x).

De même manière on montre que Iα
b−Iβ

b−f = Iα+β
b− f.

Proposition 1.3.2. Soient α, β > 0 alors

Iα
a+[(t− a)β−1]f(x) =

Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)β+α−1,

et
Iα
b−[(b− t)β−1]f(x) =

Γ(β)

Γ(β + α)
(b− x)β+α−1.

Lemme 1.3.2. Soit f ∈ Lp([a, b], R), 1 < p < +∞, alors
(a) ∃k > 0 tel que

‖Iα
a+f‖Lp ≤ k‖f‖Lp , et ‖Iα

b−f‖Lp ≤ k‖f‖Lp ,

avec k =
(b− a)α

Γ(α + 1)
, α > 0.

(b) Si 0 < α < 1 et 1 < p <
1

α
alors il existe k̃ > 0 tel que

‖Iα
a+f‖Lq ≤ k̃‖f‖Lp et ‖Iα

b−f‖Lq ≤ k̃‖f‖Lp , ∀f ∈ Lp([a, b], R),

avec q =
p

1− αp
.

1.4 Dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Définition 1.4.1. Soit f une fonction de [a, b] dans R. On appelle dérivée d’ordre α ∈]0, 1[
au sens de Riemann-Liouville les fonctions définies par

Dα
a+f(x) =

d

dx

1

Γ(1− α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α
dt,

et

Dα
b−f(x) = − d

dx

1

Γ(1− α)

∫ b

x

f(t)

(t− x)α
dt.

On note Da+ et Db− respectivement la dérivée à gauche et à droite.

Lemme 1.4.1. Soit f ∈ AC([a, b], R) alors la fonction f admet des dérivées fractionnaires
Dα

a+, Dα
b− presque par tout sur [a, b] avec Dα

a+f , Dα
b−f ∈ Lr([a, b]), pour 1 ≤ r < 1

α
. De

plus

Dα
a+f(x) =

1

Γ(1− α)

[
f(a)

(x− a)α
+

∫ x

a

f ′(t)

(x− t)α
dt

]
,

et

Dα
b−f(x) = − 1

Γ(1− α)

[
f(b)

(b− x)α
+

∫ b

x

f ′(t)

(t− x)α
dt

]
.
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Définition 1.4.2. Soient α un réel strictement positif, n ∈ N tel que [α] = n + 1 et
f : [a, b] → R une fonction définie par

(Dα
a+

f)(x) =
1

Γ(n− α)

( d

dx

)n
∫ x

a

f(t)

(x− t)α−n+1
dt.

On note (In−α
a+

f)(x) =
1

Γ(n− α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)α−n+1
dt.

Lemme 1.4.2. Soient α ∈ R+ et n ∈ N tel que [α] = n + 1 et f : [a, b] → R une fonction
donnée. Supposons que Dα

a+
f = 0. Alors

f(x) =
n−1∑
K=0

cK
Γ(K + 1)

Γ(K + 1 + α− n)
(x− a)K+α−n,

où les ck sont des constantes quelconques.

Proposition 1.4.1. Soit f : [a, b] → R une fonction intégrale. Alors

Dα
a+

Iα
a+

= Dn
a+

In−α
a+

Iα
a+

= DnIn
a+

= Id, n = [α] + 1.

Théorème 1.4.1. Soient α1, α2 > 0, ϕ ∈ L1([a, b], R) et f = Iα1+α2
a ϕ. Alors

Dα1
a+

Dα2
a+

f = Dα1+α2
a+

f = Dα2+α1
a+

f.

Théorème 1.4.2. Soit α réel strictement positif. Si (fn)n∈N∗ est une suite de fonctions
de [a, b] dans R converge uniformément vers une fonction f continue sur [a, b]. Alors on
a

(Iα
a+

lim
n→+∞

fn)(x) = lim
n→+∞

(Iα
a+

fn)(x).

De plus, la suite (Iα
a+

fn)n∈N∗ converge uniformément vers Iα
a+

f .

1.4.1 Formule de Leibnitz pour l’intégrale d’ordre fractionnaire

Théorème 1.4.3. Soit f ∈ C([a, b], R) et g une fonction analytique sur [a, b], alors pour
tout α > 0 on a

Iα
a+(fg)(x) =

+∞∑
k=0

(
−α
k

)
Dkg(x)Iα+k

a+ f(x).

Théorème 1.4.4. Soit α réel strictement positif. Si (fn)n ∈ N∗ est une suite de fonctions
de [a, b] dans R converge uniformément vers une fonction f continue sur [a, b]. Alors on
a

(Iα
a+ lim

n→+∞
fn)(x) = lim

n→+∞
(Iα

a+fn)(x).

De plus, la suite (Iα
a+fn)n∈N∗ converge uniformément vers Iα

a+f.
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Proposition 1.4.2. Soit f ∈ ACn([a, b], R), α > 0. Alors

lim
α→+m

Dα
a+f = f (m−1), et lim

α→−m
Dα

a+f = f (m),

et

(Iα
a+Dα

a+f)(x) = f(x)−
m−1∑
k=0

(x− a)k−n+α

Γ(k − n + α + 1)
Ck(f),

avec Ck(f) = lim
x→a+

[(
d

dx

)k

In−α
a+ f

]
(x).

Démonstration. Puisque f ∈ ACn([a, b], R) alors

f(x) =
n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f (n)(t)dt

=
n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) + Iα

a+f (n)(x).

Donc

(Dα
a+f)(x) =

(
d

dx

)n

I2n−α
a+ f (n)(x) +

n∑
k=0

(x− a)k−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(a)

= (In−α
a+ f (n))(x) +

n−α∑
k=0

(x− a)k−α

Γ(k − α + 1)
f (k)(a).

comme l’intégrale de Riemann-Liouville est holomorphe en α, elle est donc continue.
D’autre part la somme est nulle parceque les termes 1

Γ(k+1−m)
sont nuls. En utilisant le

théorème 1.4.4 on obtient
lim
α→m

(In−α
a+ f (n))(x) = f (n)(x).

D’où
lim
α→m

(Dα
a+f)(x) = f (n)(x).

D’aprés la proposition 1.4.1 on obtient

Dα
a+[IαDα

a+f − f ] = Dα
a+Iα

a+Dα
a+f −Dα

a+f = Dα
a+f −Dα

a+f = 0.

et d’aprés le lemme 1.3.1 on a

(IαDα
a+f)(x)− f(x) =

n−1∑
k=0

Ck(f)
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
(x− a)k+α−n.

En composant les deux membres par In−α
a+ , on obtient

(In
a+Dα

a+f)(x)− (In−α
a+ f)(x) =

n−1∑
k=0

Ck(f)
Γ(k + 1)

Γ(k + 1 + α− n)
In−α
a+ (x− a)k+α−n

=
n−1∑
k=0

Ck(f)(x− a)k.
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Pour tout 0 ≤ k ≤ m− 1 on a

lim
x→a

[(
d

dx

)k

(In
a+Dα

a+f)(x)− (In−α
a+ f)(x)

]
= k!Ck(f) + lim

x→a

n−1∑
j 6=0

C̄j(x− a)k.

Alors

lim
x→a

[(
d

dx

)k

(In
a+Dα

a+f)(x)− (In−α
a+ f)(x)

]
= k!Ck(f),

mais comme

lim
x→a

(
d

dx

)k

(In
a+Dα

a+f)(x) = lim
x→a

(
d

dx

)k
1

n!

∫ x

a

(x− t)n−1(Dα
a+f)(x) = 0,

on a

Ck(f) = − lim
x→a

(In−α
a+ f)(x)

k!
.

D’où le résultat

(Iα
a+Dα

a+f)(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

(x− a)k−n+α

Γ(k − n + α + 1)

(
lim
x→a

(In−α
a+ f)(x)

k!

)
.

Théorème 1.4.5. Soit α > 1 tel que [α− 1] = n. Si f ∈ Cn([a, b], R) alors

1

Γ(1− α)

∫ b

a

(b− x)−αf(x)dx =
n−1∑
k=0

(b− a)k−α+1

Γ(k − α + 2)
f (k)(a) + In−α+1

a+ f (n)(b).

Lemme 1.4.3. Soit α un réel strictement positif tel que α ∈ N et [α] = n. Supposons que
f ∈ Cn([a, b], R), alors

(Dα
a f)(x) =

1

Γ(−α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)−α−1f(t)dt.

1.5 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.5.1. Soient α un nombre réel positif avec n = [α] et f une fonction de [a, b]

dans R tel que dk

dxk f(a+) = f (k)(a+) existe pour k = 1, . . . , n− 1.
On appelle dérivée de f au sens de Caputo la fonction définie par

(cDαf)(x) = Dα
a [f − Tn−1[f, a]](x), pour x ∈ [a, b]

où

Tn−1[f, a](x) =
n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a).

Remarque 1.5.1. Si α = n ∈ N on a cDαf = Dαf .
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Théorème 1.5.1. Soit f ∈ ACn([a; b], R), et n = [α] pour α ∈ R+. Alors

cDα
a f(x) = (In−α

a f (n))(x) =
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt.

Lemme 1.5.1. Soient α ≥ 0 avec [α] = n et f une fonction de [a, b] dans R. On suppose
que les dérivées cDα

a f et Dα
a f existent. Alors

cDα
a f(x) = (Dα

a f)(x)−
n−1∑
k=0

Dk(a)

Γ(k − α + 1)
(x− a)k−α.

Lemme 1.5.2. On suppose que les conditions du lemme 1.5.1 sont satisfaites, alors

cDα
a f = Dα

a f si et seulemnt si (Dkf)(a) = 0.

Théorème 1.5.2. Soient α > 0 avec [α] = n ∈ N et f ∈ ACn([a, b], R). Alors

Iα
a

cDα
a f(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a).

Démonstration. Soit f ∈ ACn([a, b], R), donc

f(x) =
n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) + Iα

a f (n)(x) (1.8)

et
cDα

a f = In−α
a f (n) → Iα

a
cDα

a f = Iα
a In−α

a f (n).

Donc on obtient Iα
a

cDα
a f = In

a f (n) Finalement d’aprés (1.8) on a

(Iα
a

cDα
a f)(x) = f(x)−

n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a).

Lemme 1.5.3. Si f ∈ C([a, b], R) et α > 0 alors lim
n→a+

(Iα
a f)(x) = 0.

Lemme 1.5.4. Soient α, β ∈ [0, 1] avec α + β ≤ 1 et f ∈ C1([a, b], R), alors

(cDα
a

cDβ
a )f =c Dα+β

a f = (cDβ
a

cDα
a )f.

1.6 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo Hada-
mard

Définition 1.6.1. L’intégrale fractionnaire d’Hadamard d’ordre α ∈ R+ de la fonction
f : [a, b] → Rm, 0 < a < b ≤ ∞, c > 0 est défini par

Jα
c+

f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

c

(
ln

t

s

)α−1

f(s)
ds

s
,

où Γ est la fonction Euler-Gamma.
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Définition 1.6.2. La dérivée d’Hadamard d’ordre α ∈ R+ d’une fonction
f : [a, b] → Rm, 0 < a < b ≤ ∞, c > 0 est donnée par

HDα
c+

f(t) = δn(Jn−α
c+

f)(t) =
1

Γ(n− α)

(
t
d

dt

)n
∫ t

c

(
ln

t

s

)n−α−1

f(s)
ds

s
,

où δ := t
d

dt
, δ0f(t) = f(t) et n = [α] avec [α] le plus petit entier supérieur ou égal à α.

Définition 1.6.3. Soit α ≥ 0 et n = [α] + 1, c > 0, si f ∈ ACn
δ , La dérivée fractionnaire

de Caputo-Hadamard d’ordre α de f est définie par :

CHDα
c+

f(t) = Jn−α
c+

δnf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

c

(
ln

t

s

)n−α−1

δnf(s)
ds

s
,

à condition que le côté droit existe.
La dérivée fractionnaire d’Hadamard est l’opérateur inverse à gauche de l’intégrale frac-
tionnaire d’Hadamard dans l’espace Lp[a, b], 1 ≤ p ≤ ∞, c’est HDαJαf = f .
La modification de type Caputo des dérivées fractionnaires d’Hadamard à gauche et à
droite sont définies respectivement par

CHDαf(t) = HDα
[
f(t)−

n−1∑
k=0

δkf(a)

k!

(
ln

t

a

)k]
,

et
CHDαf(t) = HDα

[
f(t)−

n−1∑
k=0

δkf(b)

k!

(
ln

b

t

)k]
.

En particulier, si 0 < α < 1, alors

CHDαf(t) = HDα[y(t)− f(a)],

et
CHDαf(t) = HDα[y(t)− f(b)].

Lemme 1.6.1. Soient α > 0, β > 0, alors pour tout 0 < a < b < ∞, 1 ≤ p < ∞ et
f ∈ L2(a, b)

DαJαf = Jα−βf et JαJβf = Jα+βf.

Lemme 1.6.2. Soient α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ C[a, b], alors

CHDαJαf(t) = f(t) t ∈ [a, b].

Lemme 1.6.3. Soient α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ ACn
δ [a, b] ou f ∈ Cn([a, b]), alors

JαCHDαf(t) = f(t)−
n−1∑
k=0

δkf(a)

k!

(
ln

t

a

)k

.



Chapitre 2

Généralités sur les multi-fonctions

2.1 Notations et définitions

Soit (X, d) un espace métrique ou un espace métrique généralisé et Y un sous-ensenble
de X.
On note :

• P(X) = {Y ⊂ X; Y 6= ∅}

• Pp(X) = {Y ∈ P(X); Y vérifier la propriété "p"}, où p peut être : cl=fermé,
b=borné, cp=compact, cv=convexe, etc.
Alors :

• Pcl(X) = {Y ⊂ X; Y est fermé},

• Pb(X) = {Y ⊂ X; Y est borné},

• Pcv(X) = {Y ⊂ X; Y est convexe},

• Pcp(X) = {Y ⊂ X; Y est compact},

• Pcv,cp(X) = Pcv(X) ∩ Pcp(X), etc . . .

Définition 2.1.1. Une multifonction (ou application multivoque) F d’un espace X vers
l’espace P(Y ) est une correspondance qui associe à tout élément x ∈ X un sous-ensemble
F (x) de Y . On notera F : X → P(Y ) (les notations F : X → 2Y et F : X ( Y sont
aussi utilisées dans la littérature).

Définition 2.1.2. On appelle graphe de la multifonction F , l’ensemble

Graph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (X)}.

F est à graphe fermé si Graph(F ) est fermé dans X × Y . On dira que F est fermée.

20
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Définition 2.1.3. On appelle image de F l’union des images F (x)

Im(F ) =
⋃
x∈X

F (x),

et domaine de F l’ensemble

Dom(F ) = {x ∈ X, F (x) 6= ∅}.

Définition 2.1.4. (a) Une multi-fonction F : X → P(Y ) est à valeur fermée (resp
convexe) si F (x) est fermée (resp convexe) pour tout x ∈ X

(b) F est dite bornée sur les bornés si l’ensemble

F (A) =
⋃
x∈A

F (x),

est borné dans Y pour chaque sous-ensenmble A ∈ Pb(X), i.e.

sup
x∈A

{sup{‖y‖F , y ∈ F (x)}} < ∞.

Enfin, on a la proposition suivante :

Proposition 2.1.1. Soit F : X → P(Y ) une multifonction, et A1, A2 deux sous-ensembles
de X. Alors

(a) F (A1 ∪ A2) = F (A1) ∪ F (A2).

(b) F (A1 ∩ A2) ⊂ F (A1) ∩ F (A2).

(c) Im(F ) \ F (A) ⊂ F (X \ A).

(d) A1 ⊂ A2 ⇒ F (A1) ⊂ F (A2).

2.2 Image réciproque d’une multifonction

Soit E1, E2 deux ensembles et F : E1 → P(E2) une application multivoque.

Définition 2.2.1. L’inverse F−1 de F est l’application multivoque de E2 dans E1 définie
par la relation

x ∈ F−1(y) ⇔ y ∈ F (x) ⇔ (x, y) ∈ Graph(F ).

C’est-à-dire

F−1(y) = {x ∈ E1 : y ∈ F (x)} = {x ∈ E1 : (x, y) ∈ Graph(F )}.

L’une des différences entre les applications univoques et les applications multivoques
est que pour une fonction univoque, l’inverse d’un ensemble est défini de manière unique,
par contre, il existe deux manières de définir l’image inverse d’un ensemble par une mul-
tifonction.
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Définition 2.2.2. Soit F : E1 → P(E2) une application multivoque et B un sous-
ensenmble de E2. L’image inverse de B par F notée F−1

− (B), est définie par

F−1
− (B) = {x ∈ E1, F (x) ∩B 6= ∅}.

Le noyau de F notée F−1
+ (B) est défini par

F−1
+ (B) = {x ∈ E1, F (x) ⊂ B}.

Proposition 2.2.1. Soit F : X → P(Y ) une multi-fonction et A ⊂ X,B ⊂ Y deux sous
ensembles de X, Y respectivement. Alors

(a) A ⊂ F−1
+ (F (A)).

(b) F (F−1
+ (B)) ⊂ B.

2.3 Union, intersection, composition et produit carté-
sien de multifonctions

Définition 2.3.1. Si F, G : X → P(Y ) sont des multi-applications, alors

(F ∪G)(x) = F (x) ∪G(x), (F ∩G)(x) = F (x) ∩G(x),

et
(F ×G)(x) = F (x)×G(x).

Définition 2.3.2. Si F : X → P(Y ) et G : X → P(Z) sont des multi-applications, alors
la compsition (G ◦ F )(.) est définie par

(G ◦ F )(x) =
⋃

y∈F (x)

G(y).

2.4 Propriétés principales

Proposition 2.4.1. Soit F, G : X → P(Y ) deux multifonctions, et B un sous-ensemble
de Y . Alors

(a) (F ∪G)−1
− (B) = F−1

− (B) ∪G−1
− (B) et (F ∪G)−1

+ (B) = F−1
+ (B) ∪G−1

+ (B).

(b) (F ∩G)−1
− (B) = F−1

− (B) ∩G−1
− (B) et F−1

+ (B) ∩G−1
+ (B) ⊆ (F ∩G)−1

+ (B).

Proposition 2.4.2. (a) Soient F, G : X → P(Y ) deux multifonctions, et B ⊆ Y . Alors

(G ◦ F )−1
− (B) = F−1

− (G−1
− (B)) et (G ◦ F )−1

+ (B) = F−1
+ (G−1

− (B)),

(b) Soit F : X → P(Y ) et G : Y → P(Z) deux multifonctions, B ⊆ Y et C ⊆ Z. Alors

(G×F )−1
+ (B×C) = F−1

+ (B)∩G−1
+ (C) et (G×F )−1

− (B×C) = F−1
− (B)∩G−1

− (C).
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2.5 Sélection mesurable
Définition 2.5.1. On dit que f : Ω → X est une sélection mesurable de F si

f(ω) ∈ F (ω), ∀ω ∈ Ω.

Théorème 2.5.1. Soient Y un espace métrique séparable et F : Ω → Pf (Y ) est mesu-
rable, alors F est une sélection mesurable.

Théorème 2.5.2. (Kuratowski-Rull Nardzewski)
Soit F : Ω → P(X) une multi-fonction mesurable à images fermés non vides et supposons
X sparable. Alors F admet au moins une sélection mesurable.

Remarque 2.5.1. Dans le théorème précédent, on peut remplacer l’image de F fermée
par F à valeur fermées.

Lemme 2.5.1. Soit (Ω,
∑

) un espace mesuré, X un espace polonais et

F : Ω → Pf (X)

une fonction multivoque mesurable. Alors les assertions suivantes sonr équivalentes :
(a) F est mesurable.
(b) Il existe une suite de sélection (fn)n∈N mesurable de F telle que

F (Ω) = {fn(ω) : n ≥ 1}.

Théorème 2.5.3. Soit (Ω,
∑

) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
F : Ω → Pf (X) une application multivoque.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) F est mesurable.
(b) Pour chaque x ∈ X, la fonction ω 7−→ h(ω) = d(x, F (ω)) est mesurable.
(c) F admet une sélection telle que

F (Ω) = {fn(ω) : n ∈ N}.

Théorème 2.5.4. Soit (Ω,
∑

) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et
F : Ω → Pf (X) une application multivoque. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) F−1(D) ∈

∑
, ∀D ∈ B(X).

(2) F est fortement mesurable.
(3) F est mesurable.
(4) Pour chaque x ∈ X, la fonction ω 7−→ h(ω) = d(x, F (ω)) est mesurable.
(5) F admet des sélections telles que

F (Ω) = {fn(ω) : n ∈ N}.

(6) GrF ∈
∑⊗

B(X).
Alors

(a) (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (5) ⇒ (6).

(b) Si X est un espace métrique complet, alors (3) ⇒ (5).

(c) Si X est σ−compact, alors (2) ⇒ (3).

(d) Si
∑

=
∑̂

et X est un espace complet, alors les propriétés (1)−(6) sont équivalentes.
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2.6 Sélection continue
Nous allons énoncer un théorème trés important en analyse multivoque, le théorème

de sélection de Michael. Mais d’abord nous allons commencer par deux lemmes :

Lemme 2.6.1. Soit (X, d) un espace métrique, Y un espace de Banach et F1 : X → P(X)
s.c.i. et F2 : X → P(Y ) à graphe ouvert tel que F1(x) ∩ F2(x) 6= ∅, pour tout x ∈ X.
Alors, l’opérateur multivoque F1 ∩ F2 est s.c.i.

Lemme 2.6.2. Soit (X, d) un espace métrique, Y un espace de Banach et F1 : X → P(X)
s.c.i. Alors, pour tout ε > 0, il existe une fonction continue fε : X → Y telle que pour
tout x ∈ X, on a que fε(x) ∈ V (F (x), ε).

Théorème 2.6.1. (Théorème de sélection de Michael)
Soit (X, d) un espace métrique, Y un espace de Banach et F : X → Pf,cv(Y ). Alors il
existe f : X → Y sélection continue de F .



Chapitre 3

Quelques théorèmes de point fixe
aléatoire

3.1 Espace métrique généralisé
Dans cette section, nous introduisons quelques définitions et notations sur les espaces

métriques génèralisés au sens de Perov. Ensuite nous donnons quelques notions topo-
logiques telles que la continuité et la compacité. On s’intéresse également à l’étude de
quelques propriétés d’une matrice convergente et dans la dernière section nous donnons
quelques propriétés d’un espace de Banach généralisé.

Définition 3.1.1. [46](Distance)
Soit X un ensemble non vide. Une distance sur un ensemble X est une application d :
X ×X → R+ vérifiant les propriétés suivantes :

(i) d(u, v) = 0 si et seulement si u = v,
(ii) d(u, v) = d(v, u) pour tout u, v ∈ X,
(iii) d(u, v) ≤ d(u, ω) + d(ω, v) pour tout u, v, ω ∈ X.

Définition 3.1.2. (Espace métrique)
Un espace metrique est un couple (X, d) où X est un ensemble et d une distance sur X.

Définition 3.1.3. (Espace métrique généralisé)
On appelle (X, d) un espace métrique généralisé sur X si et seulement si di(i = 1, . . . , n)
sont des métriques sur X, avec

d(x, y) :=

 d1(x, y)
...

dn(x, y)

 .

Définition 3.1.4. (Boule ouverte et Boule fermée)
Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Soient x0 ∈ X et r = (r1, . . . , rn) avec ri > 0.
On appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon r la partie suivante de X

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) < r} = {x ∈ X : di(x0, x) < ri, i = 1, . . . , n}.

On appelle boule fermée de centre x0 et de rayon r la partie suivante de X

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) ≤ r} = {x ∈ X : di(x0, x) ≤ ri, i = 1, . . . , n}.

25
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Soit (X, d) un espace métrique généralisé qui définit les espaces métriques suivants :

Xi = X, i = 1, . . . , n Considérer
n∏

i=1

Xi avec d̄ :

d̄((xi, . . . , xn), (yi, . . . , yn)) =
n∑

i=1

di(xi, yi).

La diagonale de l’espace
n∏

i=1

Xi défini par :

X̃ =
{

(x, . . . , x) ∈
n∏

i=1

Xi : x ∈ X, i = 1, . . . , n
}

.

Donc c’est un espace métrique avec la distance suivante

d∗((x, . . . , x), (y, . . . , y)) =
n∑

i=1

di(xi, yi), pour chaque x, y ∈ X.

Il est clair que X̃ est fermé dans
n∏

i=1

Xi. X et X̃ sont équivalents.

Ceci est montré dans le résultat suivant.

Lemme 3.1.1. [46] Soit (X, d) un espace métrique généralisé, alors il existe h : X → X̃
application homéomorphisme.

Démonstration. Considérons l’application h : X → X̃ définie par :

h(x) = n(x, · · · , x) pour tout x ∈ X.

évidemment h est bijective.
• Prouvons que h est une application continue.

Soit x, y ∈ X. Ainsi

d∗(h(x), h(y)) ≤
n∑

i=1

di(x, y).

Pour ε > 0 nous prenons δ =
( ε

n
, · · · ,

ε

n

)
, soit x0 ∈ X et B(x0, δ) = {x ∈ X :

d(x0, x) < δ}. Alors pour tout x ∈ B(x0, δ) nous avons

d∗(h(x0), h(x)) < ε.

• Ensuite, Considérons l’application h−1 : X̃ → X définie par

h−1(x, · · · , x) = x, (x, · · · , x) ∈ X̃.

Montrons que h−1 est continue.
Soit (x, · · · , x), (y, · · · , y) ∈ X̃ alors

d(h−1(x, · · · , x), h−1(y, · · · , y)) = d(x, y).
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Soit ε = (ε1, · · · , εn) > 0 nous prenons δ =
1

n
min

1≤i≤n
εi et (x0, · · · , x0) ∈ X̃. L’en-

semble

B((x0, · · · , x0), δ) =
{

(x, · · · , x) ∈ X̃ : d∗((x0, · · · , x0), (x, · · · , x)) < δ
}

.

Pour (x, · · · , x) ∈ B((x0, · · · , x0), δ) nous avons

d∗((x0, · · · , x0), (x, · · · , x)) < δ ⇒
n∑

i=1

di(x0, x) <
1

n
min

1≤i≤n
εi.

Alors

di(x0, x) <
min

1≤i≤n
εi

n
, i = 1, · · · , n ⇒ d(x0, x) < ε.

D’où h−1 est continue.

3.1.1 Topologie d’un espace métrique généralisé

Les notions d’une suite convergente, suite de cauchy, complétude, partie ouverte et
fermée sont similaires à ceux des espaces métriques usuels. Dans ce qui suit nous présentons
quelques propriétés topologiques telles que la compacité et la continuité.

Définition 3.1.5. Soit (X, d) un espace métrique généralisé, on appelle la topologie mé-
trique la topologie engendrée par les boules ouverts B(x, r) pour x ∈ X et r ∈ Rn

+ avec

r =

 r1
...
rn

 ,

(la plus petite des topologies contenant les boules ouvertes).

Définition 3.1.6. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. On appelle ouvert toute
partie A de X telle que tout point de A est centre d’une boule ouverte contenue dans A.
Les ouverts ainsi définis sont ceux d’une topologie sur X, dite topologie associée à la
distance d. Les boules ouvertes sont des ouverts et les ouverts sont exactement les réunions
de boules ouvertes. L’espace topologique ainsi défini est encore noté (X, d).

Propriété 3.1.1. Soient r1, r2 ∈ Rn
+, si r1 < r2 alors B(x0, r1) ⊂ B(x0, r1) ⊂ B(x0, r2).

Définition 3.1.7. Une partie A d’un espace métrique généralisé (X, d) est dite bornée si
les distances des points de A á un point fixe a ∈ X sont majorées par un nombre fini ce
qui équivaut á ce que le diamètre δ(A) de A, défini par δ(A) = sup

(x,y)∈A2

d(x, y), est fini.

Une application f d’un ensemble A dans un espace métrique généralisé (X, d) est dite
bornée si f(A) est bornée.

Remarque 3.1.1. La définition 3.1.7 est indépendante du choix de A.

Propriété 3.1.2. Soit x ∈ E et A ∈ P(E), alors :

A ∈ V(x) ⇔ ∃r > 0 telle que B(x, r) ⊂ A.
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Propriété 3.1.3. La topologie d’un espace métrique généralisé est séparée.

Propriété 3.1.4. Une suite de points d’un espace métrique généralisé séparé a au plus
une limite.

Propriété 3.1.5. Une suite (xn)n∈N de points d’un espace métrique généralisé (X, d)
converge vers un point a si et seulement si la suite (d(a, xn))n∈N converge vers zéro dans
Rn

+.

Définition 3.1.8. Soit (X, ‖.‖)un espace métrique généralisé, alors la suite (xn)n s’appelle
a) Suite de Cauchy si et seulement si ∀ ε > 0, ∃ n ∈ N, ∀ p, q ∈ N, p, q ≥ n ⇒

||xp − xq|| < ε.
b) Suite convergente si et seulement si ∃ x ∈ X ∀ ε > 0, ∃ n ∈ N, ∀ p ∈ N, p ≥

n ⇒ ||xp − x|| < ε.

Définition 3.1.9. On dit qu’un espace métrique généralisé (X, d) est complet si toute
suite de cauchy d’éléments de X est convergente.

Propriété 3.1.6. Dans un espace métrique généralisé
• toute suite convergente est de Cauchy.
• toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 3.1.10. Soit f une application d’un espace métrique généralisé X dans un
espace métrique généralisé X̃ On dit que f est un homéomorphisme si f est une bijection
et si f et f−1 sont continues. X et X̃ sont alors dits homéomorphes.

3.1.2 Compacité

Définition 3.1.11. Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé et s’il vérifie
la propriété suivante (dite de Borel-Lebesgue) : De tout recouvrement ouvert de X on peut
extraire un recouvrement fini.

Remarque 3.1.2. R n’est pas un compact.

Théorème 3.1.1. Un espace métrique généralisé (X, d) est compact si et seulement s’il
vérifie la propriété suivante (dite de Bolzano-Weierstrass) : De toute suite de points de X
on peut extraire une sous-suite convergente.

Corollaire 3.1.1. Un espace métrique généralisé compact est complet.

Théorème 3.1.2. (Heine) Toute application continue d’un espace métrique généralisé
compact dans un espace métrique généralisé est uniformément continue.

Propriété 3.1.7. Le produit de deux espaces métriques généralisés compacts est un espace
compact.

Définition 3.1.12. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. Une partie A de X est dite
compacte, si de toute suite d’éléments de A on peut extraire une sous-suite convergente
dans A·

Propriété 3.1.8. Soit (X, d) un espace métrique généralisé.
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• Toute partie compacte de X est fermée et bornée.
• Si X est compact, toute partie fermée de X est compacte.

Définition 3.1.13. Soit un espace métrique généralisé (X, d). On dit que la famille

{xi; i = 1, · · · , p} d’éléments de X est un ε-r éseau de X si X =
p⋃

i=1

B(xi, ε) où B(x, ε)

désigne la boule fermée de centre x et de rayon ε.

Définition 3.1.14. On dit que (X, d) est précompact si ∀ε > 0 il existe un ε-réseau de
X.

Théorème 3.1.3. Un espace métrique généralisé (X, d) précompact et complet est com-
pact.

Démonstration. On a déjá vu qu’un espace compact métrique est complet (d’aprés
corollaire (3.1.1). Il est aussi précompact. C’est donc la réciproque qui pose problème.
Supposons donc X précompact et complet. Pour montrer sa compacité, nous allons utiliser
le théorème de Bolzano-Weierstrass (Théorème 3.1.1). Considérons donc une suite (xn)
de X. Nous allons en chercher une sous-suite convergeante. Il existe, par définition, pour

i entier ≥ 1, yi,1, yi,2, · · · , yi,Ni
telles que les boules centrées sur les yi,j et de rayon

1

2j

recouvrent X. Construisons par récurrence sur i 1 ≤ ji ≤ Ni telle qu’une infinité de

points xn soit dans l’intersection des boule de rayon
1

2l
centrée sur xl,jl

pour l ≥ i· On
choisit alors ai ∈ N, construit aussi par récurrence, telle que la suite des ai soit croissante,

et xai
soit dans l’intersection des boules de rayon

1

2l
centrée sur xl,jl

pour l ≥ i. Ceci
définit une suite extraite de la suite des xn, dont on montre facilement qu’elle est de
Cauchy. Elle converge donc, par complétude de X. Donc, X est compact.

3.1.3 Continuité

Définition 3.1.15. Soit f : X → X̃ une application entre deux espaces métriques géné-
ralisés (X, d) et (X̃, d̃). L’application f est continue en a ∈ X si :

∀ε ∈ Rn
+,∃η ∈ Rn

+,∀x ∈ X; < d(x, a) < η ⇒ d̃(f(x), f(y)) < ε.

? L’application f est continue si et seulement si elle est continue en tout point a ∈ X.

Propriété 3.1.9. Soit (X, d1) et (X̃, d2) deux espaces métriques généralisés et f une
application de X dans X̃.
Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit continue en un point a de X est
que pour toute suite (xn)n∈N de points de X̃ tendant vers a, la suite (fn(x))n∈N tend vers
f(a).

Définition 3.1.16. Soit (X, d1) et (X̃, d2) deux espaces métriques généralisés et une
application f de X dans X̃. f est dite uniformément continue si :

∀ε ∈ Rn
+,∃η ∈ Rn

+,∀(x, y) ∈ X2; d1(x, y) < η ⇒ d2(f(x), f(y)) < ε.



30 Chapitre 3. Quelques théorèmes de point fixe aléatoire

Propriété 3.1.10. Une application uniformément continue est continue.

Propriété 3.1.11. Soient (X, d) , (Y, d̃) deux espaces métriques généralisés et
f : X → Y une application uniformément continue. Alors l’image par f de toute suite de
cauchy d’élément de X est une suite de cauchy d’élément de Y.

Définition 3.1.17. Soit (X, d1) et (X̃, d2) deux espaces métriques généralisés et une
application f de X dans X̃. f est dite lipschitzienne de rapport k si :

∀(x, y) ∈ X2, d2(f(x), f(y)) < kd1(x, y).

Propriété 3.1.12. Une application lipschitzienne est uniformément continue.

3.2 Matrice convergente
Dans cette section, on s’interesse à l’étude de quelques propriétées d’une matrice

convergente.

Définition 3.2.1. Une matrice carrée de nombres réels est dite convergente vers zéro si et
seulement si son rayon spectral ρ(M) est strictement inférieur à 1. Autrement dit, toutes
les valeurs propres de M sont dans le disque unitaire ouvert i.e. |λ| < 1 pour tout λ ∈ C
avec det(M − λI) = 0, où I est la matrice unitaire de Mn×n(R).

Définition 3.2.2. [41] Soit (X, d) un espace métrique généralisé. L’application T : X →
X est une contraction sur X s’il existe une matrice M ∈ Mn×n(R+) tel que :

Mk −→ 0 lorsque k −→∞ (3.1)

et
d(T (x), T (y)) ≤ Md(x, y) (3.2)

pour tout x, y ∈ X. Une matrice M qui satisfaite (3.1) est dite convergente vers zéro.

Un résultat classique en analyse matricielle est le théorème suivant.

Théorème 3.2.1. [42] Soit M ∈ Mn×n(R+). Les assertions suivantes sont équivalentes :
a) M est une matrice convergente vers zéro.
b) La matrice (I −M) est inversible et (I −M)−1 = I + M + M2 + . . . + Mk + . . . .
c) Pour tout λ ∈ C, |λ| < 1 alors det(M − λI) = 0.
d) (I −M)−1|I −M | ≤ I.

Démonstration. Montrons que (d) =⇒ (a) :
Supposons (d), alors on a :

Sk(I −M) = I −Mk+1

ce qui est vrai pour Sk = I + M + M2 + . . . + Mk.
Puisque M et (I −M)−1 ont des élements positives, on en déduit que :

Sk = (I −Mk+1)(I −M)−1

= (I −M)−1 −Mk+1(I −M)−1

≤ (I −M)−1.

De plus, (Sk)k≥1 est une suite bornée. Puisqu’elle est croissante (sur des élements) par
définition, on en déduit qu’elle est convergente. En conséquence Mk −→ 0 lorsque k −→
∞.



3.3. Espace de Banach généralisé 31

Définition 3.2.3. Soit (X, d) un espace métrique généralisé. L’opérateur N : X → X est
dit contractant s’il existe une matrice M ∈Mn×n(R+) qui converge vers zéro telle que

d(N(x), N(y)) ≤ Md(x, y) pour tout x, y ∈ X.

Pour n = 1, nous retrouvons le résultat classique de la contraction de Banach.

Théorème 3.2.2. [39] Soit (X, d) un espace métrique généralisé complet et N : X → X
un opérateur de contraction avec la matrice de Lipschitz M . Alors N a un point fixe
unique x∗ et pour chaque x0 ∈ X nous avons

d(Nk(x0), x∗) ≤ Mk(I −M)−1d(x0, N(x0)) pour tout k ∈ N.

Définition 3.2.4. On appelle que la matrice non singulière (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn×n(R+) a
la propriété de valeur absolue si

A−1|A| ≤ I,

où
|A| = (|aij|)1≤i,j≤n ∈Mn×n(R+).

Quelques exemples de matrice convergente

Soit A ∈Mn×n(R) verifiant la propriété (I − A)−1|I − A| ≤ I,

1) A =

(
a 0
0 b

)
, où a, b ∈ R+ et max(a, b) < 1.

2) A =

(
a −c
0 b

)
, où a, b ∈ R+ et a + b < 1, c < 1.

3) A =

(
a −a
b −b

)
, où a, b ∈ R+ et |a− b| < 1, a > 1, b > 1.

Définition 3.2.5. Soit Q ∈M2×2(R) un ordre de conservation (ou positif) si
p1 ≥ p0, q1 ≥ q0 implique

Q

(
p0

q0

)
≤ Q

(
p1

q1

)
.

dans le sense des composants.

Lemme 3.2.1. Soit
Q =

(
a −d
−c d

)
,

où a, b, c, d ≥ 0 et det Q > 0. Alors Q−1 est un ordre de conservation.

3.3 Espace de Banach généralisé
Dans cette partie, nous étudierons quelques propriétés d’espace de Banach généralisé.

Définition 3.3.1. Un espace métrique qui est complet s’appelle espace de Banach noté
(X, ‖ ‖).
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Définition 3.3.2. Un espace métrique généralisé dans lequel chaque suite est convergente
s’appelle espace de Banach généralisé.

Définition 3.3.3. Soit (X, ‖.‖)un espace de Banach généralisé, alors le sous-ensemble Y
de X s’appelle

a) Compact si et seulement si pour toute suite d’éléments de Y admet une sous-suite
convergente dans Y .

b) Fermé si et seulement si pour toute suite (xn)n d’eléments de Y qui converge vers
un élément x ∈ X, alors x ∈ Y .

Définition 3.3.4. Un espace de Banach généralisé est complet si toute suite de Cauchy
est convergente.

3.4 Variable aléatoire
Dans cette section, nous introduisons des notations, des définitions et des théorèmes

sur les variables aléatoires qui sont utilisées tout au long de ce mémoire.

Soit (Ω,A) un espace mesurable. Nous équipons l’espace métrique X soit une σ−algèbre
B(X) des sous-ensembles de Borel de X pour que (E,B(X)) devienne un espace mesu-
rable.

Définition 3.4.1. Une application x : Ω → X est appelée une variable aléatoire si

x−1(B) = {ω ∈ Ω : x(ω)B} ⊂ A

pout tout ensemble de Borel B ⊂ B(X).

Définition 3.4.2. Étant donné deux espaces métriques X et Y , une application A :
Ω × X → Y est appelé un opérateur aléatoire si ω → A(ω, x) est mesurable pour tout
x ∈ X. Nous désignons également un opérateur aléatoire A sur X par

A(x)(ω) = A(ω, x), ω ∈ Ω, x ∈ X.

Définition 3.4.3. Un point fixe aléatoire de f est une fonction mesurable y : Ω → X
telle que

y(w) = f(ω, y(ω)) pour tout ω ∈ Ω.

De façon équivalente est une sélection pour la multi-application FixFω : Ω → P(X)
définit par

FixFω(x) = {x ∈ X : x = f(ω, x)}.

Théorème 3.4.1. Soient (Ω, Σ) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable et
F : Ω → Pf (Y ) une multi-application qui est mesurable. Alors F est graph-mesurable.

Théorème 3.4.2. Si G : Ω → Pcp(Y ) est une multi-application telle que le graphe Gr(G)
de G est mesurable, alors G est une selection mesurable.

Théorème 3.4.3. Soient (Ω, Σ), Y un espace métrique généralisé séparable et F : Ω →
Pf (Y ) est mesurable, alors F est une selection mesurable.
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Théorème 3.4.4. Soient (Ω, Σ), Y un espace métrique généralisé séparable. Si G : Ω →
Pcp est une multi-application telle que le graphe Gr(G) de G est mesurable, alors G est
une selection mesurable.

Démonstration. Soit G∗ : Ω → Pcp(X) définie par :

G∗(ω) = (h ◦G)(ω), pour tout ω ∈ Ω.

Donc
Gr(G∗) = {(ω, y) ∈ Ω×X : y ∈ G∗(ω)}

= {(ω, y) ∈ Ω×X : y ∈ (h ◦G)(ω)}
= {(ω, y) ∈ Ω×X : h−1(y) ∈ G(ω)}
= {(ω, z) ∈ Ω× h−1(X) : z ∈ G(ω)}.

Alors Gr(G∗) est mesurable. D’aprés le théorème 3.5.3 il existe un unique fonction mesu-
rable x : Ω → X telle que

x(ω) ∈ (h ◦G∗)(ω), pour tout ω ∈ Ω.

Alors h−1 ◦ x est une selection mesurable de la multi-application G.

Définition 3.4.4. Un opérateur aléatoire f : Ω×X → X est dit continue en x0 ∈ X
si lim

n→∞
‖xn − x0‖ = 0 implique lim

n→∞
‖f(ω, xn)− f(ω, x0)‖ = 0.

Définition 3.4.5. Soient X et Y deux espaces métriques, et A : Ω×X → Y une variable
aléatoire.

1) Un opérateur aléatoire A est continu sur X si A(ω, .) est continu pour chaque ω ∈ Ω.

2) A est compact si pour tout sous-ensemble C ⊂ X borné, A(ω,C) est un sous-
ensemble relativement compact de Y pour chaque ω ∈ Ω.

Soient X, Y sont deux espaces métriques localement compacts et f : Ω×X → Y . On
note par C(X, Y ) l’espace des fonctions continues de X dans Y.

Lemme 3.4.1. f est une fonction de Carathédory si et seulement si ω → f(ω)(·) = f(ω, ·)
est une fonction mesurable de Ω → C(X, Y ).

Nous disons que x(., .) est Lebesgue intégrable sur [1, b] si x : [1, b] → Rm est Lebesgue
intégrable sur [1, b] pour p.p ω ∈ Ω.
Soit α > 0. Si x : [0, b] × Ω → Rm est le chemin de l’échantillon Lebesgue intégrable sur
[0, b] alors nous pouvons considérer l’intégrale fractionnaire

Iαx(t, ω) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s, ω)ds,

et si x : [1, b]× Ω → Rm

Jαx(t, ω) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(ln
t

s
)α−1x(s, ω)ds,

qui sera appelée l’intégrale fractionnelle de chemin d’échantillon de x, où Γ est la Fonction
gamma d’ Euler.
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Remarque 3.4.1. Si x(·, ω) : [0, b] → Rm (resp x(·, ω) : [1, b] → Rm) est Lebesgue inté-
grable sur [0, b] (resp [1, b]) pour chaque ω ∈ Ω, alors t 7→ Iαx(t, ω) (resp t 7→ Jαx(t, ω))
est aussi Lebesgue intégrable sur [0, b] (resp [1, b]) pour chaque ω ∈ Ω.

Définition 3.4.6. On dit qu’une fonction x : [0, b] → Rm est une fonction de Carathéo-
dory si t 7→ x(t, ω) est continue pour p.p. ω ∈ Ω et ω 7→ x(t, ω) est mesurable pour chaque
t ∈ [1, b], nous rappelons qu’une fonction Carathéodory est une fonction mesurable.

Proposition 3.4.1. Si x : [0, b] × Ω → Rm est une fonction de Carathéodory, alors la
fonction (t, ω) 7→ Iαx(t, ω) est aussi une fonction de Carathéodory.

Proposition 3.4.2. Si x : [1, b] × Ω → Rm est une fonction de Carathéodory, alors la
fonction (t, ω) 7→ Jαx(t, ω) est aussi une fonction de Carathéodory.

Proposition 3.4.3. Si x : [0, b]×Ω → Rm admet une dérivée en t ∈ [0, b] est absolument
continu sur [0, b] (c’est-à-dire que t 7→ x(t, ω) est absolument continu sur [0, b] pour p.p.
ω ∈ Ω), alors la dérivée x′(t, ω) existe pour λ− p.p.t ∈ [0, b].

Proposition 3.4.4. Si x : [1, b] × Ω → Rm admet une dérivée en t ∈ [1, b] comme
une application absolument continu sur [1, b] (c’est-à-dire que t 7→ x(t, ω) est absolument
continu sur [1, b] pour p.p. ω ∈ Ω), alors la dérivée x′(t, ω) existe pour λ− p.p.t ∈ [1, b].

Définition 3.4.7. Soient x : [0, b]×Ω → Rm est une application absolument continu sur
[0, b] et α ∈ (0, 1]. Alors, pour λ − p.p.t ∈ [0, b] et pour p.p.ω ∈ Ω, nous définissons la
dérivée fractionnaire de Caputo de x par

Dαx(t, ω) = I1−αx(t, ω) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− s)−αx′(s, ω)ds. (3.3)

Proposition 3.4.5. Si x : [0, b]× Ω → Rm est une fonction de Carathédory alors

DαIαx(t, ω) = x(t, ω) (3.4)

pour tout t ∈ [0, b] et p.p. ω ∈ Ω.

Proposition 3.4.6. Si x : [0, b] × Ω → Rm est une application absolument continu sur
[0, b] alors

IαDαx(t, ω) = x(t, ω)− x(0, ω) (3.5)

pour tout t ∈ [0, b] et p.p. ω ∈ Ω.

Proposition 3.4.7. Si x : [1, b] × Ω → Rm est une application absolument continu sur
[1, b] alors

JαDαx(t, ω) = x(t, ω)− x(0, ω) (3.6)

pour tout t ∈ [1, b] et p.p. ω ∈ Ω.

À la fin de cette section, nous présentons Eα,β est la fonction spéciale Mittag-Leffler
généralisée définie par

Eα,β(z) :=
∞∑

k=0

zk

Γ(kα + β)
=

1

2πi

∫
Υ

λα−βeλ

λα − z
dλ.
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3.5 Théorie du point fixe aléatoire
Dans cette section, nous donnons les versions aléatoires des théorèmes des points fixes

de Pervo, Schauder et Krasnosel’skki dans un espace métrique généralisé.

Théorème 3.5.1. [46] Soient (Ω,F) est un espace mesurable, X un espace de Banach
généralisé séparable réel et F : Ω × X → X un opérateur aléatoire continue, et soit
M(ω) ∈ Mn×n(R+) est une matrice de variables aléatoires telles que pour tout matrice
ω ∈ Ω, M(ω) converge vers 0 p.p et

d(F (ω, x1), F (ω, x2)) ≤ M(ω)d(x1, x2) pour tout x1, x2 ∈ X, ω ∈ Ω.

Alors il existe une variable aléatoire x : Ω → X qui est le point fixe aléatoire unique de
F .

Théorème 3.5.2. Soient (Ω,F , µ) un espace de probabilité, X un espace métrique géné-
ralisé séparable réel et T : Ω × X → X un opérateur aléatoire continue, et soit M(ω) ∈
Mn×n(R+ une variable aléatoire matricielle réelle non négative telle que ρ(M(ω)) < 1 p.p
et

‖T (ω, x1)− T (ω, x2|‖ ≤ M(ω)‖x1 − x2‖ pour tout x1, x2 ∈ X,ω ∈ Ω.

Alors il existe une variable aléatoire y : Ω → X qui est le point unique de T .

Démonstration.
Soit E = {ω ∈ Ω : d(F (ω, x1), F (ω, x2)) ≤ M(ω)d(x1, x2) pour tout x1, x2 ∈ X}, avec
µ(E) = 1. nous avons pour chaque ω ∈ E fixe, il existe des un unique x(ω) ∈ X tel que
F (ω, x(ω)) = x(ω). Soit y : Ω → X toute fonction mesurable arbitraire, nous définissons
(xn(ω))n∈N, x0(ω) = y(ω) par

xn(ω) = F (ω, F n−1(ω, y(ω)), n ∈ N.

on a
d(xn(ω), xn+k(ω)) ≤ (Mk(ω) + ...Mn+k(ω))d(x0(ω), x1(ω)).

donc (xn)n∈N est une suite de Cauchy. Alors il existe une variable aléatoire y∗ : Ω → X
telle que

d(xn(ω), y∗(ω)) → 0 quand n →∞.

Donc

d(y∗(ω), F (ω, y∗(ω)) ≤ d(y∗(ω), xn(ω)) + M(ω)d(xn(ω), y∗(ω)) → 0 quand n →∞.

Alors
y∗(ω) = F (ω, y∗(ω)) pour chaque ω ∈ E,

ainsi
y∗(ω) = x(ω), ω ∈ E.

Théorème 3.5.3. [46] (Théorème de Pervo)
Soient (Ω,F , µ) un espace de probabilité, X un espace de Banach généralisé séparable réel
et F : Ω × X → X un opérateur aléatoire continue, et soit M(ω) ∈ Mn×n(R+) est une
matrice des variables aléatoires telles que M(ω) converge vers 0 p.p et

d(F (ω, x1), F (ω, x2)) ≤ M(ω)d(x1, x2) pour tout x1, x2 ∈ X, ω ∈ Ω.

Alors il existe une variable aléatoire x : Ω → X qui est le point fixe aléatoire unique de
F .
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Théorème 3.5.4. Soit T : Ω × X → X est un opérateur aléatoire presque sûrement
continu.
Supposons qu’il existe M(ω) ∈M2×2(R+) une matrice a des variables aléatoires telle que

µ({ω : ‖T (ω, x1)− T (ω, x2)‖ ≤ M(ω)‖x− y‖}) = 1.

Puis pour tout réel λ 6= 0 tel que ρ(M(ω)) < |λ| et

µ{ω ∈ Ω : ρ(M(ω)) < |λ|} = 1.

Il existe un opérateur aléatoire S c’est l’inverse de l’opérateur aléatoire (T (ω, .)−λI), IX

désigner l’opérateur d’identité.

Théorème 3.5.5. (Théorème de Schauder)
Soient X un espace de Banach généralisé séparable, C un sous-ensemble convexe fermé
séparable de X et F : Ω × C → C un opérateur aléatoire continu. Supposons que pour
tout ω ∈ Ω, F (ω,C) est compact. Alors il existe un point fixe aléatoire x : Ω → C de F .

Démonstration. Soit ω ∈ Ω. On considère l’opérateur F (ω, .) : C → C définit par

Fω(x) = F (ω, x), x ∈ X.

On définie F̃∗ : Ω → P(X̃) par

F̃∗(ω) = {(x, x, . . . , x) ∈ X : (x, . . . , x) = h ◦ F (ω, h−1(x))}

avec h : X → X̃ définie par

h(x) = (x, . . . , x), x ∈ X.

et

X̃ = {(x, . . . , x) ∈
n∏

i=1

Xi : x ∈ X, i = 1, ..., n}.

Est un espace de Banach avec la norme suivante

||x|| =
n∑

i=1

||x||i, pour tout x ∈ X.

Comme h est une l’homéomorphisme

F̃∗(ω) ∈ Pf (X̃) pour tout ω ∈ Ω.

Puisque pour chaque ω ∈ Ω, F (ω,C) est compact, alors

F̃∗(ω) ∈ Pf (C̃) pour tout ω ∈ Ω,

avec
C̃ = {(x, ..., x) : x ∈ C}.
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Soit K un sous-ensemble fermés non vides de C, alors

F̃−1
∗ (K) = {ω ∈ Ω : F̃∗(ω) ∩K 6= ∅}

= ∪x∈K{ω ∈ Ω : (x, ..., x) = h ◦ F (ω, h−1(x))}
= ∪x∈C{ω ∈ Ω : h−1(x, ..., x) = F (ω, h−1(x))}
= ∩∞m=1 ∪xi∈h−1(Km) {ω ∈ Ω : ||h−1(xi, ..., xi)− F (ω, h−1(xi, ..., xi))|| < εm}

avec

εm :=


1
m...
1
m

 et Kn = {(x, ..., x) ∈ C̃ : d((x, ..., x), K) <
1

m
}.

Alors
F̃−1
∗ (K) = ∩∞m=1 ∪xi∈h−1(Km) F−1(B(xi, εm), xi) ∈ F .

Ensuite, à partir du théorème 3.5.3, il existe une fonction mesurable x : Ω → C telle que

x(ω) = F (ω, x(ω)), ω ∈ Ω.

Par le résultat ci-dessus, nous présentons l’alternative non linéaire aléatoire suivante.

Théorème 3.5.6. [46] (Théorème de Leray-Schauder)
Soit X un espace de Banach généralisé séparable et F : Ω×X → X un opérateur aléatoire
complètement continu. Alors, ou bien
(i) L’équation aléatoire F (ω, x) = x a une solution aléatoire i.e. il y a une fonction
mesurable x : Ω → X telle que F (ω, x(ω)) = x(ω) pour tout ω ∈ Ω, ou bien
(ii) L’ensemble M = {x : Ω → X mesurable, λ(ω)F (ω, x) = x} est non bornné pour des
x : Ω → X mesurable avec 0 < λ(ω) < 1 sur Ω.

Enfin, nous prouvons le théorème du point fixe de Krasnosel’ski aléatoire

Théorème 3.5.7. (Théorème de Krasnosel’skki)
Soit C ⊂ X un sous-ensemble convexe compact et non vide d’un espace métrique généralisé
séparable X. supposons que T et B sont deux opérateurs aléatoires Ω×C −→ X tels que :
(A1) T est un opérateur aléatoire continu,compact.
(A2) B est un opérateur aléatoire continu et M(ω) un opérateur de contraction
(A3) (I −M)−1|I −M | ≤ I.
(A4) B(ω,C) + T (ω,C) ⊂ C, ω ∈ Ω.
Alors B + T a au moins un point fixe aléatoire.

Démonstration. Soient ω ∈ Ω, y ∈ C et Fy : C → C définit par

Fω,y(x) = B(ω, x) + T (ω, y).

D’aprés le théorème 3.5.3 il existe un point fixe unique de Fω,y(·) et (I−B(ω, ·))−1 existe.
Nous définissons l’opérateur Nω : C → C par Nω(y) = (I −B(ω, ·))−1T (ω, y). Il est facile
de voir par le théorème du point fixe de Schauder que Nω a au moins un point fixe. On
définit une application S : Ω → P(C) par

S(ω) = {y ∈ C : y = B(ω, y) + T (ω, y)}.
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Soit K un sous ensemble fermé de C avec

S−(K) = {ω ∈ Ω : S(ω) ∩K 6= ∅}
= {ω ∈ Ω : y = B(ω, y) + T (ω, y), y ∈ K}.

puisque X est un espace métrique généralisé séparable il existe {yi : i ∈ N} ⊂ K tel que

{yi : i ∈ N} = K.

Par conséquent

S−(K) =
∞⋃
i=1

∞⋂
n=1

{ω ∈ Ω : ‖yi −B(ω, yi)− T (ω, yi)‖ < εn},

où

εn =


1
n...
1
n

 , (x, y) ∈ X ×X.

Donc S−1(K) est mesurable. Puisque B(ω, ·) + T (ω, ·) est une application continu, alors
pour tout ω ∈ Ω, S(ω) ∈ Pcl(C). Il existe y : Ω → C une sélection mesurable de S qui est
un point fixe aléatoire de B + T . Le corollaire suivant est une conséquense du théorème
(3.5.7).

Corollaire 3.5.1. Soit X un espace métrique généralisé séparable. supposons que T et B
sont deux opérateurs aléatoires Ω×X → X tels que :
(A1) T est un opérateur aléatoire continu et compact.
(A2) B est un opérateur aléatoire continu et M(ω) un opérateur de contraction
(A3) (I −M)−1|I −M | ≤ I.
Si

M = {x : Ω → X est mesurable ; λ(ω)T (ω, x) + λ(ω)B(
x

λ(ω)
, ω) = x(ω)}

est borné pour tout λ : Ω → R mesurable avec 0 < λ(ω) < 1 sur Ω. Alors l’équation
aléatoire

x = T (ω, x) + B(ω, x), x ∈ X

a au moins une solution.



Chapitre 4

Systèmes d’équations différentielles
fractionnaires aléatoires

On considère le système d’equation différentielles fractionnaires aléatoires :
cDαx(t, ω) = f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω), 0 < α < 1, t ∈ [0, b],
cDβy(t, ω) = g(t, x(t, ω), y(t, ω), ω), 0 < β < 1, t ∈ [0, b],

x(0, ω) = x0(ω), ω ∈ Ω,
y(0, ω) = y0(ω), ω ∈ Ω,

(4.1)

où f, g : [0, b]× Rm × Rm × Ω → Rm, (Ω,A) est un espace mesurable et x0, y0 : Ω → Rm

sont des variables aléatoires. cDαx est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de x(t, ω)
par rapport à la variable t, avec b > 0.

4.1 Existence et Unicité
Définition 4.1.1. Une fonction f : [0, b]×Rm × Ω → Rm est dite opérateur aléatoire de
Carathéodory si les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) l’application (t, ω) → f(t, x, ω) est conjointement mesurable pour tout x ∈ Rm,
(ii) l’application x → f(t, x, ω) est continue pour tout t ∈ [0, b] et ω ∈ Ω.

Définition 4.1.2. La fonction de Carathéodory f : [0, b] × Rm × Ω → Rm est dite L1−
Carathéodory aléatoire si pour chaque nombre réel r > 0 il existe une fonction mesurable
et bornée hr ∈ L1([0, b], R+) tel que

‖f(t, x, ω)‖ ≤ hr(t, ω), p.p. t ∈ [0, b]

pour tout ω ∈ Ω et x ∈ R avec ‖x‖ ≤ r.

Lemme 4.1.1. Considérons le problème suivant :{
cDαx(t, ω) = f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω), 0 < α < 1

x(0, ω) = x0(ω), ω ∈ Ω
(4.2)

où (t, ω) 7→ f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω) une fonction mesurable et t 7−→ f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω)
est Lebesgue intégrable sur [0, b] pour p.p ω ∈ Ω, alors la fonction x : [0, b] × Ω −→ Rm

est une solution du problème (4.2) si et seulement si

x(t, ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)ds,

39
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pour tout t ∈ [0, b]et pour p.p ω ∈ Ω, 0 < α < 1.

Démonstration. Nous avons

cDαx(t, ω) = f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω).

Nous appliquons l’opérateur (Iα) 1 aux deux membre précedent,

IαcDαx(t, ω) = Iαf(t, x(t, ω), y(t, ω), ω).

D’aprés la proposition 3.4.6, nous obtenons

IαcDαx(t, ω) = x(t, ω)− x(0, ω).

Donc
x(t, ω)− x(0, ω) = Iαf(t, x(t, ω), y(t, ω), ω).

Et par la définition de Iα, nous avons :

x(t, ω)− x(0, ω) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s, ω)ds.

Par conséquent

x(t, ω) = x(0, ω) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1x(s, ω)ds.

Alors

x(t, ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)αf(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)ds.

De même, nous obtenons

y(t, ω) = y0(ω) +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1g(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)ds.

Nous rappelons le lemme de Gronwall pour les noyaux singuliers.

Lemme 4.1.2. [21] Soient v : [0, b] → [0,∞) est une fonction réelle et w(.) est une
fonction non négatif localement intégrable sur [0, b]. Supposons qu’il existe des constantes
a > 0 et 0 < γ < 1 telles que

v(t) ≤ w(t) + a

∫ t

0

v(s)

(t− s)γ
ds,

alors, il existe une constante K = K(β) telle que

v(t) ≤ w(t) + Ka

∫ t

0

w(s)

(t− s)γ
ds, pour tout t ∈ [0, b].

1est l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’odre α.
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Théorème 4.1.1. Soient X un espace topologique compact et Y un espace métrique. Soit
A une partie bornée de C(X,Y ) telle que

i) A est équicontinue,
ii) pour tout x dans X, l’ensemble A(x) = {f(x) : f ∈ A} est relativement compacte

dans Y .
Alors A est relativement compacte dans C(X, Y ) pour la topologie de la convergence
uniforme.

Notre premier résultat principal est l’existence et l’unicité de la solution aléatoire du
problème (4.1).

Théorème 4.1.2. Soient f, g : [0, b]×Rm×Rm×Ω → Rm deux fonctions de Carathédory.
Supposons que la condition suivante est vérifiée
(H1) : Il existe p1, p2, p3, p4 : Ω → R+ sont des variables aléatoires telles que

‖f(t, x, y, ω)− f(t, x̃, ỹ, ω)‖ ≤ p1(ω)‖x− x̃‖+ p2(ω)‖y − ỹ‖,∀x, y, x̃, ỹ ∈ Rm,

et

‖g(t, x, y, ω)− g(t, x̃, ỹ, ω)‖ ≤ p3(ω)‖x− x̃‖+ p4(ω)‖y − ỹ‖,∀x, y, x̃, ỹ ∈ Rm.

Si pour chaque ω ∈ Ω, M̃(ω) converge vers 0, où

M̃(ω) =


bαp1(ω)

Γ(α + 1)

bαp2(ω)

Γ(α + 1)
bβp3(ω)

Γ(β + 1)

bβp4(ω)

Γ(β + 1)

 .

Alors le problème (4.1) admet une solution aléatoire unique.

Démonstration. Considérons pour tout ω ∈ Ω l’opérateur
N : C([0, b], Rm)× C([0, b], Rm) → C([0, b], Rm)× C([0, b], Rm),

(x(t, ω), y(t, ω)) 7→ (N1(t, x(t, ω), y(t, ω)), N2(t, x(t, ω), y(t, ω))), où

N1(x(t, ω), y(t, ω)) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)ds,

et

N2(x(t, ω), y(t, ω)) = y0(ω) +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1g(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)ds.

D’abord nous prouvons que N est un opérateur aléatoire sur C([0, b], Rm)×C([0, b], Rm).
Puisque f et g sont des fonctions de Carathédory, alors f → (t, x, y, ω) et g → (t, x, y, ω)
sont des applications mesurables et d’aprés la proposition 3.4.1 nous avons conclu que les
applications

ω → N1(x(t, ω), y(t, ω)), ω → N2(x(t, ω), y(t, ω)).

sont mesurables. En conséquence, N est un opérateur aléatoire de C([0, b], Rm)×C([0, b], Rm)
dans C([0, b], Rm)× C([0, b], Rm) pour tout ω ∈ Ω.
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En suite nous prouvons que N satisfait toutes les conditions du théorème 3.5.3 sur
C([0, b], Rm)× C([0, b], Rm).
Soient (x, y), (x̃, ỹ) ∈ C([0, b], Rm)× C([0, b], Rm), alors

‖N1(x(t, ω), y(t, ω))−N1(x̃(t, ω), ỹ(t, ω))‖ =
∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)

−f(t, x̃(s, ω), ỹ(s, ω), ω))ds‖

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)

−f(t, x̃(s, ω), ỹ(s, ω), ω)‖ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p1(ω)‖ x(s, ω)− x̃(s, ω)‖ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1p2(ω)‖ y(s, ω)− ỹ(s, ω)ds‖

≤ p1(ω)tα

Γ(α + 1)
‖ x(., ω)− x̃(., ω)‖∞

+
p2(ω)tα

Γ(α + 1)
‖ y(., ω)− ỹ(., ω)‖∞.

Alors

‖N1(x(., ω), y(., ω))−N1(., x̃(., ω), ỹ(., ω))‖∞ ≤ ‖x− x̃‖∞p1(ω)
bα

Γ(α + 1)

+‖y − ỹ‖∞p2(ω)
bα

Γ(α + 1)
.

De même, nous obtenons

‖N2(x(., ω), y(., ω))−N2(x̃(., ω), ỹ(., ω))‖∞ ≤ ‖x− x̃‖∞p3(ω)
bβ

Γ(β + 1)
+‖y − ỹ‖∞p4(ω) bβ

Γ(β+1)
.

Par conséquent

d(N(x(., ω), y(., ω)), N(x̃(., ω), ỹ(., ω))) ≤ M̃(ω)d((x(., ω), y(., ω)), (x̃(., ω), ỹ(., ω))),

où
d(x, y) =

(
‖x(., ω)− y(., ω)‖∞
‖x(., ω)− y(., ω)‖∞

)
.

et

M̃(ω) =


bα

Γ(α + 1)
p1(ω)

bα

Γ(α + 1)
p2(ω)

bβ

Γ(β + 1)
p3(ω)

bβ

Γ(β + 1)
p4(ω)

 .

Puisque pour chaque ω ∈ Ω, M̃(ω) ∈M2×2(R+) converge vers 0, alors du théorème 3.5.1
le problème (4.1) admet une solution aléatoire unique.

Ensuite, nous présentons un résultat d’existence sans conditions de Lipschitz. Nous
considérons les hypothèses suivantes :
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(H2) Pour chaque ω ∈ Ω, les deux fonctions f(., ., ., ω) et g(., ., ., ω) sont continues et
ω → f(., ., ., ω), ω → g(., ., ., ω) sont mesurables.
(H3) Il existe γ1, γ2 : Ω → R+ deux fonctions mesurabes et bornées telles que

‖f(t, x, y, ω) ‖≤ γ1(ω)(‖x‖+ ‖y‖), ‖g(t, x, y, ω) ‖≤ γ2(ω)(‖x‖+ ‖y‖),

pour tout t ∈ [0, b], ω ∈ Ω et x, y ∈ Rm.

Maintenant, nous prouvons le résultat d’existence du problème (4.1) en utilisant le
théorème de point fixe aléatoire de Leary-Schauder dans l’espace de Banach généralisé.

Théorème 4.1.3. Supposons que les hypothèses (H2) et (H3) sont vérifiées. Alors le
problème (4.1) admet une solution aléatoire unique défini sur [0, b]. De plus l’ensemble
des solutions

S(x0, y0) = {(x, y) : Ω → C([0, b], Rm)× C([0, b], Rm) : (x(., ω), y(., ω)) solution du (4.1)}

est compact.

Démonstration. Soit pour tout ω ∈ Ω, N : C([0, b], Rm)×C([0, b], Rm) → C([0, b], Rm)×
C([0, b], Rm). un opérateur aléatoire (nous avons déjà défini dans le théorème 4.1.2).

Afin d’appliquer le théorème 3.5.6 nous prouvons d’abord que N est complètement
continu. La preuve sera donnée dans plusieurs étapes :

• Etape 1 : Montrons pour tout ω ∈ Ω, N(., .) = (N1(., .), N2(., .)) est continu.
Soit (xn, yn) une suite telle que (xn, yn) → (x, y) ∈ C([0, b], Rm) × C([0, b], Rm)
quand n →∞. Alors

‖N1(xn(., ω), yn(., ω))−N1(x(., ω), y(., ω))‖∞ ≤ bα

Γ(α + 1)
‖f(., xn(., ω), yn(., ω), ω)

−f(., x(., ω), y(., ω), ω)‖∞.

Comme f est une fonction continue, alors

‖N1(xn(., ω), yn(., ω))−N1(x(., ω), y(., ω))‖∞ → 0, quand n →∞.

De même

‖N2(xn(., ω), yn(., ω))−N2(x(., ω), y(., ω))‖∞ ≤ bβ

Γ(β + 1)
‖g(., xn(., ω), yn(., ω))

−g(., x(., ω), y(., ω))‖∞.

Donc

‖N2(xn(., ω), yn(., ω))−N2(x(., ω), y(., ω))‖∞ → 0, quand n →∞.

Alors N est continu.
• Etape 2 : Montrons que l’image de tout ensemble borné pour N est un ensemble

borné dans C([0, b], Rm)× C([0, b], Rm).
En effet : il suffit de montrer que pour tout q > 0, il existe une constante positive
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`, telle que pour tout (x, y) ∈ Bq = {(x, y) ∈ C([0, b], Rm)× C([0, b], Rm) : ‖x‖∞ ≤
q, ‖y‖∞ ≤ q}, nous avons :

‖N(x, y, ω)‖∞ ≤ ` = (`1, `2),

pour tout t ∈ [0.b], ω ∈ Ω nous obtenons

‖N1(x(t, ω), y(t, ω), ω)‖ = ‖x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)ds‖

≤ ‖x0(ω)‖+
γ1(ω)

Γ(α)

∫ b

0

‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖ds.

Par (H3), nous obtenons

‖N1(x(t, ω), y(t, ω), ω)‖ ≤ ‖x0(ω)‖+
2bαq

α + 1
γ1(ω) := `1.

De même, nous avons

‖N2(x(t, ω), y(t, ω), ω)‖ ≤ ‖y0(w)‖+
2bβq

β + 1
γ2(ω) := `2.

• Etape 3 : Montrons que l’image de tout ensemble borné pour N est un ensemble
equicontinu dans C([0, b], Rm)× C([0, b], Rm).
Considérons pour cela l’ensemble borné Bq dans l’etape 2 et montrons que N(Bq)
equicontinu
Soient r1, r2 ∈ J, r1 < r2, et (x, y) ∈ Bq, alors

‖N1(x(r2, ω), y(r2, ω))−N1(x(r1, ω), y(r1, ω))‖ ≤ 2qγ1(ω)

Γ(α)

[∫ r2

r1

(r2 − s)α−1ds

+

∫ r1

0

(r1 − s)α−1 − (r2 − s)α−1ds

]
.

Par conséquent

‖N1(x(r2, ω), y(r2, ω))−N1(x(r1, ω), y(r1, ω))‖ ≤ 4qγ1(ω)

Γ(α + 1)
(r2 − r1)

α → 0.

et

‖N2(x(r2, ω), y(r2, ω))−N2(x(r1, ω), y(r1, ω))‖ ≤ 4qγ2(ω)

Γ(β + 1)
(r2 − r1)

β → 0.

Quand |r2 − r1| → 0,le membre droit de deux inégalités précédentes tendent vers 0,
d’où la continuité de N.
D’aprés les étapes 1 à 3 et le théorème d’ Azela-Ascoli : N(Bq) est relativement
compact pour tout borné Bq, c’est-à-dire N est complètement continu.
Par conséquent
N : C([0, b], Rm) × C([0, b], Rm) × Ω → C([0, b], Rm) × C([0, b], Rm). est continu et
complètement continu.
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• Etape 4 : Maintenant, il reste à montrer que

A(ω) = {(x(., ω), y(., ω)) ∈ C([0, b], Rm)× C([0, b], Rm) :

(x(., ω), y(., ω)) = λ(ω)N(x(., ω), y(., ω), ω), λ(ω) ∈ (0, 1)} est borné.

Soit (x, y) ∈ A. Donc x = λ(w)N1(x, y) et y = λ(ω)N2(x, y) pour tout 0 < λ < 1.
Alors pour chaque t ∈ [0, 1], nous avons

x(t, ω) = λ(ω)

[
x0(ω) +

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)ds

]

‖x(t, ω)‖ ≤ ‖λ(ω)‖‖x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)ds‖

≤ ‖x0(w)‖+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖ds.

D’aprés (H3)

‖x(t, ω)‖ ≤ ‖x0(ω)‖+
1

Γ(α)

∫ t

0

γ1(ω)(t− s)α−1(‖x(s, ω)‖+ ‖y(s, ω)‖)ds.

Par conséquent

‖x(t, ω)‖ ≤ ‖x0(ω)‖+
γ1(ω)

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(‖x(s, ω)‖+ ‖y(s, ω)‖)ds.

et

‖y(t, ω)‖ ≤ ‖y0(ω)‖+
γ2(ω)

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1(‖x(s, ω)‖+ ‖y(s, ω)‖)ds.

Donc

‖x(t, ω)‖+‖y(t, ω)‖ ≤ c+

[
γ1(ω)

Γ(α)
+

γ2(ω)

Γ(β)

] ∫ t

0

(t−s)min(α,β)−1(‖x(s, ω)‖+‖y(s, ω)‖)ds,

or
c = ‖x0(ω)‖+ ‖y0(ω)‖

par lemme 4.1.2 de Gronwall, il existe K(min(α, β)) > 0 tel que

‖x(t, ω)‖+‖y(t, ω)‖ ≤ c+c

(
γ1(ω)

Γ(α)
+

γ2(ω)

Γ(β)

) ∫ t

0

(t−s)min(α,β)−1ds, pour tout t ∈ [0.b].

Alors

‖x(t, ω)‖∞ + ‖y(t, ω)‖∞ ≤ c + cbmin(α,β)−1

(
γ1(ω)

Γ(α)
+

γ2(ω)

Γ(β)

)
:= K∗.

Ce qui implique
‖x‖∞ ≤ K∗ et ‖y‖∞ ≤ K∗.

Cela montrer que A est borné.
Comme une conséquence du théorème 3.5.6, on déduit que N admet un point fixe
aléatoire ω → (x(., ω), y(., ω)) qui est une solution du problème (4.1).
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• Etape 5 : Compacité de l’ensemble des solutions
Soit {(xn, yn)}n∈N ⊂ S(x0, y0) est une suite. Pour tout n ∈ N et pour ω ∈ Ω fixé,
nous obtenons

xn(t, ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, xn(s, ω), yn(s, ω), ω)ds, t ∈ [0, b],

et

yn(t, ω) = y0(ω) +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1g(s, xn(s, ω), yn(s, ω), ω)ds, t ∈ [0, b].

Comme dans l’étapes 2 et 3, nous pouvons prouver que la sous suite {(xnk
, ynk

)}k∈N
de {(xn, yn)}n∈N converge vers certain (x(., ω), y(., ω)) ∈ C([0, b], Rm)×C([0, b], Rm),
tel que

ω → x(t, ω), ω → y(t, ω)

sont des fonctions mesurables.
Puisque f(., ., ., ω) et g(., ., ., ω) sont des fonctions continues, donc

x(t, ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)ds, t ∈ [0, b],

et

y(t, ω) = y0(ω) +
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− s)β−1g(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)ds, t ∈ [0, b].

Alors S(x0, y0) est compact.



Chapitre 5

Équations différentielles avec la dérivée
fractionnaire d’Hadamard

Nous considérons le système d’equations différentielles fractionnaires de type Caputo-
Hadamard 

CHDαx(t, ω) = f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω), 0 < α < 1, t ∈ [0, b],
CHDβy(t, ω) = g(t, x(t, ω), y(t, ω), ω), 0 < β < 1, t ∈ [0, b],

x(0, ω) = x0(ω), ω ∈ Ω,
y(0, ω) = y0(ω), ω ∈ Ω

(5.1)

où f, g : [0, b]×Rm×Rm×Ω → Rm, (Ω,F) est un espace mesurable et x0, y0 : Ω → Rm sont
des variables aléatoires. CHDαx est la derivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard
modifié.

5.1 Existence et unicité
Dans cette section, nous prouvons les résultats d’existence et la compacité de l’en-

semble des solutions. Notons d’abord que si x, y : Ω → C([1, b], Rm) sont des fonctions
satisfaisant le système (5.1), alors

x(t, ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
, t ∈ [1, b],

y(t, ω) = y0(ω) +
1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln

t

s

)β−1

g(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
, t ∈ [1, b].

Lemme 5.1.1. Considérons le problème suivant :{
CHDαx(t, ω) = f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω), 0 < α < 1

x(0, ω) = x0(ω), ω ∈ Ω
(5.2)

Si (t, ω) 7→ f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω) est mesurable et t 7−→ f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω) est Le-
besgue intégrable sur [1, b] pour p.p ω ∈ Ω, alors la fonction x : [1, b]× Ω −→ Rm est une
solution du problème (5.2) si et seulement si

x(t, ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
,

pour tout t ∈ [1, b] et pour p.p ω ∈ Ω, 0 < α < 1.

47
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Démonstration. Nous avons
CHDαx(t, ω) = f(t, x(t, ω), y(t, ω), ω).

Nous appliquons l’opérateur (Jα) 1 aux deux membre précédent,

JαCHDαx(t, ω) = Jαf(t, x(t, ω), y(s, ω), ω).

De la proposition 3.4.7, nous obtenons

JαCHDαx(t, ω) = x(t, ω)− x(0, ω).

Alors
x(t, ω)− x(0, ω) = Jαf(t, x(t, ω), y(t, ω), ω),

de la définition de Jα, nous avons

x(t, ω)− x(0, ω) =
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
.

Par conséquent

x(t, ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
.

Nous rappelons le lemme de Gronwall pour les noyaux singuliers.

Lemme 5.1.2. [29] Soient v, a, ā : [1, b] → [0,∞) sont des fonctions continues. Si pour
tout t ∈ [1, b],

v(t) ≤ a(t) +

∫ t

1

(
log

t

s

)α−1
v(s)

s
ds,

alors, il existe une constante K = K(β) telle que

v(t) ≤ a(t) + ā(t)

∫ t

1

[
∞∑

k=1

(ā(t)Γ(α))k

Γ(kα)

(
log

t

s

)α−1

a(s)

]
ds

s
,

pour tout t ∈ [1, b].

Notre premier résultat principal est l’existence et l’unicité de la solution aléatoire du
problème (5.1).

Théorème 5.1.1. Soient f, g : [1, b]× Rm × Rm × Ω → Rm sont des fonctions de Cara-
thédory.
Supposons que la condition suivante
(H1) Il existe p1, p2, p3, p4 : Ω → R+ sont des variables aléatoires telles que

‖f(t, x, y, ω)− f(t, x̃, ỹ, ω)‖ ≤ p1(ω)‖x− x̃‖+ p2(ω)‖y − ỹ‖,∀x, y, x̃, ỹ ∈ Rm,

et

‖g(t, x, y, ω)− g(t, x̃, ỹ, ω)‖ ≤ p3(ω)‖x− x̃‖+ p4(ω)‖y − ỹ‖,∀x, y, x̃, ỹ ∈ Rm,

1est l’intégrale fractionnaire d’Hadamard d’odre α.
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est vérifiée.
Si pour chaque ω ∈ Ω, M̃(ω) converge vers 0, où

M̃(ω) =


(ln b)αp1(ω)

Γ(α + 1)

(ln b)αp2(ω)

Γ(α + 1)
(ln b)βp3(ω)

Γ(β + 1)

(ln b)βp4(ω)

Γ(β + 1)

 .

Alors le problème (5.1) admet une solution aléatoire unique.

Démonstration. Considérons pour tout ω ∈ Ω l’opérateur
N : C([1, b], Rm)× C([1, b], Rm)× → C([1, b], Rm)× C([1, b], Rm), défini par

(x(t, ω), y(t, ω)) 7→ (N1(x(t, ω), y(t, ω)), N2(x(t, ω), y(t, ω))), où

N1(x(t, ω), y(t, ω)) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
,

et

N2(x(t, ω), y(t, ω)) = y0(ω) +
1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln

t

s

)β−1

g(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
.

D’abord nous prouvons que N est un opérateur aléatoire sur C([1, b], Rm)×C([1, b], Rm).
Puisque f et g sont des fonctions de Carathédory, alors ω → f(t, x, y, ω) et ω → g(t, x, y, ω)
sont des applications mesurables et d’aprés la proposition 3.4.2 nous concluons que les
applications

ω → N1(x(t, ω), y(t, ω)), ω → N2(x(t, ω), y(t, ω)),

sont mesurables. Par conséquence, N est un opérateur aléatoire de C([1, b], Rm)×C([1, b], Rm)
dans C([1, b], Rm)× C([1, b], Rm).

Ensuite nous prouvons que N satisfait toutes les conditions du théorème 3.5.3 sur
C([1, b], Rm)× C([1, b], Rm).

Soient (x(., ω), y(., ω)), (x̃(., ω), ỹ(., ω)) ∈ C([1, b], Rm)× C([1, b], Rm), alors

‖N1(x(t, ω), y(t, ω))−N1(x̃(t, ω), ỹ(t, ω))‖ =
∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

(f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)

− f(s, x̃(s, ω), ỹ(s, ω), ω))
ds

s

∥∥∥
≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)

− f(t, x̃(s, ω), ỹ(s, ω), ω)‖ds

s

≤ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

p1(ω)‖ x(s, ω)− x̃(s, ω)‖ds

s
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+
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

p2(ω)‖ y(s, ω)− ỹ(s, ω)‖ds

s

≤ p1(ω)

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1
ds

s
‖ x(., ω)− x̃(., ω)‖

+
p2(ω)

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1
ds

s
‖ y(., ω)− ỹ(., ω)‖

=
p1(ω)

Γ(α)

∫ ln t

0

(ln t− s)α−1ds

s
‖ x(., ω)− x̃(., ω)‖

+
p2(ω)

Γ(α)

∫ ln t

0

(ln t− s)α−1ds

s
‖ y(., ω)− ỹ(., ω)‖

≤ p1(ω)(ln t)α

Γ(α + 1)
‖ x(., ω)− x̃(., ω)‖∞

+
p2(ω)(ln t)α

Γ(α + 1)
‖ y(., ω)− ỹ(., ω)‖∞.

Alors

‖N1(x(t, ω), y(tω))−N1(x̃(t, ω), ỹ(t, ω))‖ ≤ p1(ω) (ln t)α

Γ(α+1)
‖ x(., ω)− x̃(., ω)‖∞

+p2(ω)
(ln t)α

Γ(α + 1)
‖ y(., ω)− ỹ(., ω)‖∞.

De même, nous obtenons

‖N2(x(t, ω), y(t, ω))−N2(x̃(t, ω), ỹ(t, ω))‖ ≤ p3(ω)
(ln t)β

Γ(β + 1)
‖ x(., ω)− x̃(., ω)‖∞

+p4(ω)
(ln t)β

Γ(β + 1)
‖ y(., ω)− ỹ(., ω)‖∞.

Par conséquent

d(N(x(., ω), y(., ω)), N(x̃(., ω), ỹ(., ω))) ≤ M̃(ω)d((x(., ω), y(., ω)), (x̃(., ω), ỹ(., ω))),

où
d(x(., ω), y(., ω)) =

(
‖x(., ω)− y(., ω)‖∞
‖x(., ω)− y(., ω)‖∞

)
.

Puisque pour chaque ω ∈ Ω, M̃(ω) ∈M2×2(R+) converge vers 0, alors du théorème 3.5.1
le problème (5.1) admet une solution aléatoire unique.

Ensuite, nous présentons le résultat d’existence sans conditions de Lipschitz. Nous
considérons les hypothèses suivantes :

(H2) Pour chaque ω ∈ Ω, les deux fonctions f(., ., ., ω) et g(., ., ., ω) sont continues et
ω → f(., ., ., ω), ω → g(., ., ., ω) sont mesurables.

(H3) Il existe γ1, γ2 : Ω → R+ deux fonctions mesurabes et bornées telles que

‖f(t, x, y, ω) ‖≤ γ1(ω)(‖x‖+ ‖y‖), ‖g(t, x, y, ω) ‖≤ γ2(ω)(‖x‖+ ‖y‖),

pour tout t ∈ [1, b], ω ∈ Ω et x, y ∈ Rm.
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Maintenant, nous prouvons le résultat d’existence du problème (5.1) en utilisant le
théorème de point fixe aléatoire de Leary-Schauder dans l’espace de Banach généralisé.

Théorème 5.1.2. Supposons que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées. Alors le
problème (5.1) admet une solution aléatoire unique définie sur [1, b], de plus l’ensemble
des solutions

S(x0, y0) = {(x, y) : Ω → C([1, b], Rm)×C([1, b], Rm) : (x(., ω), y(., ω)), ω ∈ Ω solution du (5.1)}

est compact (i.e. pour toute suite (xn, yn)n∈N ⊂ S(x0, y0) il existe une sous-suite de
(xn, yn)n∈N converger vers un élément (x, y) ∈ S(x0, y0)).

Démonstration.
Soit N : C([1, b], Rm) × C([1, b], Rm) → C([1, b], Rm) × C([1, b], Rm) l’opérateur aléa-

toire défini dans la démonstration du théorème 5.1.1.

Afin d’appliquer le théorème 3.5.6 nous prouvons d’abord que N est complètement
continu. La preuve sera donnée dans plusieurs étapes.

• Etape 1 : Montrons pour tout ω ∈ Ω, N(., .) = (N1(., .), N2(., .)) est continu.
Soit (xn, yn) une suite telle que (xn, yn) → (x, y) ∈ (C([1, b], Rm) × C([1, b], Rm))
quand n →∞. Alors

‖N1(xn(., ω), yn(., ω))−N1(x(., ω), y(., ω))‖∞ ≤ (ln b)α

Γ(α + 1)
‖f(., xn(., ω), yn(., ω), ω)

−f(., x(., ω), y(., ω), ω)‖∞

Comme f est une fonction continue, alors

‖N1(xn(., ω), yn(., ω))−N1(x(., ω), y(., ω))‖∞ → 0, quand n →∞.

De même

‖N2(xn(., ω), yn(., ω))−N2(x(., ω), y(., ω))‖∞ ≤ (ln b)β

Γ(β + 1)
‖g(., xn(., ω), yn(., ω), ω)

−g(., x(., ω), y(., ω), ω)‖∞.

Donc

‖N2(xn(., ω), yn(., ω))−N1(x(., ω), y(., ω))‖∞ → 0, quand n →∞.

Alors N est continu.

• Etape 2 : Motrons que l’image de tout ensemble borné par N est un ensemble
borné dans C([1, b], Rm)× C([1, b], Rm).
En effet, il suffit de montrer que pour tout q > 0, il existe une constante positive
` tel que pour tout (x, y) ∈ Bq = {(x, y) ∈ C([1, b], Rm) × C([1, b], Rm) : ‖x‖∞ ≤
q, ‖y‖∞ ≤ q}, nous avons

‖N(x, y, ω)‖∞ ≤ ` = (`1, `2),
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pour tout t ∈ [1.b], ω ∈ Ω on a

‖N1(x(t, ω), y(t, ω))‖ =
∥∥∥x0(ω) +

1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s

∥∥∥
≤ ‖x0(ω)‖+

1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖ds

s
.

Par (H2), nous obtenons

‖N1(x(t, ω), y(t, ω))‖ ≤ ‖x0(ω)‖+
2(ln b)αq

Γ(α + 1)
γ1(ω) := `1.

De même, nous avons

‖N2(x(t, ω), y(t, ω))‖ ≤ ‖y0(ω)‖+
2(ln b)βq

Γ(β + 1)
γ2(ω) := `2.

• Etape 3 : Motrons que l’image de tout ensemble borné par N est un ensemble
equicontinu dans C([1, b], Rm)× C([1, b], Rm).
Considérons pour cela l’ensemble borné Bq de l’etape 2 et on montrons que N(Bq)
est equicontinu.
Soient r1, r2 ∈ J, r1 < r2, et (x, y) ∈ Bq, nous avons donc

‖N1(x(r2, ω), y(r2, ω), ω)−N1(x(r1, ω), y(r1, ω), ω)‖ ≤ 2qγ1(ω)

Γ(α)

[∫ r2

r1

(
ln

r2

s

)α−1 ds

s

+

∫ r1

0

(
ln

r1

s

)α−1

−
(
ln

r2

s

)α−1 ds

s

]
.

Par conséquent

‖N1(x(r2, ω), y(r2, ω), ω)−N1(x(r1, ω), y(r1, ω), ω)‖ ≤ 2qγ1(ω)

Γ(α + 1)
(ln r2 − ln r1)

α

+
2qγ1(ω)

Γ(α + 1)
[(ln r2)

α − (ln r1)
α] → 0,

et

‖N2(x(r2, ω), y(r2, ω), ω)−N2(x(r1, ω), y(r1, ω), ω)‖ ≤ 2qγ1(ω)

Γ(β + 1)
(ln r2 − ln r1)

β

+
2qγ1(ω)

Γ(β + 1)

[
(ln r2)

β − (ln r1)
β
]
→ 0.

Quand |r2 − r1| → 0, d’où la continuité de N .
En conséquence des étapes 1 à 3 et avec le théorème d’Azela-Ascoli nous concluons
que N transforme Bq en un ensemble précompact dans C([1, b], Rm)×C([1, b], Rm).
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• Etape 4 : Maintenant, il reste à montrer que

A(ω) = {(x(., ω), y(., ω)) ∈ C([1, b], Rm)× C([1, b], Rm) :

(x(., ω), y(., ω)) = λ(ω)N(x(., ω), y(., ω), ω), λ(ω) ∈ (0, 1)} est borné.

Soit (x, y) ∈ A, alors x = λ(ω)N1(x, y) et y = λ(ω)N2(x, y) pour 0 < λ < 1. Donc
pour chaque t ∈ [1, b], nous avons

‖x(t, ω)‖ = ‖λ(ω)‖‖x0(w) +
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
‖

≤ ‖x0(w)‖+
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖ds

s
,

d’aprés (H3)

‖x(t, ω)‖ ≤ ‖x0(ω)‖+
1

Γ(α)

∫ t

1

γ1(ω)

(
ln

t

s

)α−1

(‖x(s, ω)‖+ ‖y(s, ω)‖)ds

s
.

Par conséquent

‖x(t, ω)‖ ≤ ‖x0(ω)‖+
γ1(ω)

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

(‖x(s, ω)‖+ ‖y(s, ω)‖)ds

s
,

et

‖y(t, ω)‖ ≤ ‖y0(ω)‖+
γ2(ω)

Γ(β)

∫ t

1

(
ln

t

s

)β−1

(‖x(s, ω)‖+ ‖y(s, ω)‖)ds

s
.

Alors

‖x(t, ω)‖+ ‖y(t, ω)‖ ≤ c + c

∫ t

1

(
ln

t

s

)γ−1

(‖x(s, ω)‖+ ‖y(s, ω)‖)ds

s
,

avec
c = ‖x0(ω)‖+ ‖y0(ω)‖+

γ1(ω)

Γ(α)

γ2(ω)

Γ(β)
, γ = min(α, β).

Par le lemme 5.1.2 de Gronwall,

‖x(t, ω)‖+ ‖y(t, ω)‖ ≤ c + c

∫ t

1

[
∞∑

k=1

(cΓ(γ))k

Γ(kγ)

(
ln

t

s

)kγ−1
]

ds

s

≤ c + c

∞∑
k=1

(cΓ(γ))k

Γ(kγ + 1)
(ln t)kγ

≤ c

[
1 +

∞∑
k=1

(cΓ(γ)(ln t)γ)k

Γ(kγ + 1)

]
= cEγ(cΓ(γ)(ln b)γ).

Par conséquent

‖x(., ω)‖+ ‖y(., ω)‖ ≤ cEγ(cΓ(γ)(ln b)γ) := K∗.
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Ce qui implique
‖x‖∞ ≤ K∗ et ‖y‖∞ ≤ K∗.

Cela montrer que A est borné.

Par conséquence du théorème 3.5.6, on déduit que N admet un point fixe aléatoire
ω → (x(., ω), y(., ω)) qui est une solution du problème (5.1).

• Etape 5 : Compacité de l’ensemble des solutions.
Soit {(xn, yn)}n∈N ⊂ S(x0, y0) une suite pour tout n ∈ N et pour ω ∈ Ω fixé, nous
obtenons

xn(t, ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, xn(s, ω), yn(s, ω), ω)ds,

et

yn(t, ω) = y0(w) +
1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln

t

s

)β−1

g(s, xn(s, ω), yn(s, ω), ω)ds.

Comme dans l’étapes 3 et 4, nous pouvons prouver que la sous suite {(xnk
, ynk

)}k∈N
de {(xn, yn)}n∈N converge vers certain (x(., ω), y(., ω)) ∈ C([1, b], Rm)×C([1, b], Rm),
tel que

ω → x(t, ω), ω → y(t, ω)

sont des fonctions mesurables.
Puisque f(., ., ., ω) et g(., ., ., ω) sont des fonctions continues, alors

x(t, ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, xn(s, ω), yn(s, ω), ω)
ds

s
,

et

y(t, ω) = y0(ω) +
1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln

t

s

)β−1

g(s, xn(s, ω), yn(s, ω), ω)
ds

s
.

Donc S(x0, y0) est compact.

5.2 M 2-solution
Soit (Ω,F , P) espace de probabilité complet avec une filtration (F = Ft)t≥0 satisfaisant

les conditions habituelles (i.e continue à droite et F0 contenant tous les ensembles P-
nuls). Pour un processus stochastique x : [0, T ]× Ω → Rm nous écrirons xt(ω) = x(t, ω).
Nous disons que x(., .) est conjointement mesurable si l’application (t, ω) → x(t, ω) est
mesurable sous la forme d’une application B([1, b]

⊗
F) → B(Rm). Pour ω ∈ Ω, le chemin

t → x(t, ω) est appelé continue à gauche si pour chaque t ∈ [1, b]

xs(ω) → xt(ω) s ↑ t.

Un processus x(t, ω) est stochastiquement continu en un point s ∈ [a, b] si pour chaque
ε > 0

lim
t→s

P{ω ∈ Ω : ‖x(t, ω)− x(s, ω)‖ > ε} = 0.
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Théorème 5.2.1. Si x est un processus stochastique avec a des trajectoires continue à
droite, alors x(·, ·) est mesurable.

Définition 5.2.1. Soient x et y sont des processus stochastiques, on dit que x est une
modification de y si pour tout t ∈ [1, b]

P{ω ∈ Ω : xt(ω) = yt(ω)} = 1.

Théorème 5.2.2. [38] (Théorème de continuité de Kolmogorov)
Supposons que (Ω,F , P, (xt)t≥0), un processus stochastique. Si α, β̄, σ > 0 tel que

E‖xt − xs‖α ≤ σ|t− s|1+β, t, s ∈ R+,

alors le processus stochastique a une modification continue.

Théorème 5.2.3. Si x un processus stochastique (ou aléatoire) R, alors x est mesurable.

Notation :

• On note par Lp(Ω,F , P, Rm), p > 0, l’espace lineaire d’un variable aléatoire (classe
d’equivalence) x : Ω → Rm tel que

E‖x‖p < ∞.

• Mp(1, b) l’espace de (classe d’equivalence de) processus progressivement mesurable
x : [1, b]× Ω → Rm tel que∫ b

1

‖xt‖2dt < ∞, P, p.s ω ∈ Ω, si p = 0,

et

E
(∫ b

1

‖xt‖2dt

) p
2

< ∞, si p > 0.

• Notez que la propriété de mesurabilité progressive est indépendante du choix d’un
élément dans une classe d’équivalence x, et pour tout p ≥ 0

Mp(1, b) ⊂ Lp(Ω,F , P, Lp(1, b, Rm)),

un sous-espace linéaire fermé. Donc, pour chaque p ∈ [1,∞) l’espace M2(1, b) est
un espace de Banach munit de la norme

‖x‖Mp =
(
E

( ∫ b

1

‖xt‖2dt
) p

2
) 1

p
.

De plus M2(1, b) est un espace de Hilbert.

Définition 5.2.2. Le couple x, y s’appelle M2−solution du problème (5.2) si

x(t, ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
, P, p.s ω ∈ Ω, t ∈ [1, b],

et

y(t, ω) = y0(ω) +
1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln

t

s

)β−1

g(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
, P, p.s ω ∈ Ω, t ∈ [1, b].
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5.3 Existence et unicité de M 2-solutions

Dans cette section, nous étudions l’existence, l’unicité, la continuité des modifications
et la continuité stochastique de la M2-solution. Introduisons maintenant les hypothèses
suivantes qui constitueront des outils de base dans le traitement des M2-solutions.

(H4) Soient f, g : [1, b]×Rm×Rm×Ω → Rm deux fonctions tels que ω → f(., ., ., ω), g(., ., ., ω)
sont mesurables et t → f(t, ., ., .), g(t, ., ., .) sont continues et

‖f(., 0, 0, .)‖M2 < ∞, ‖g(., 0, 0, .)‖M2 < ∞.

(H5) Il existe des nombres réels positives c1, c2, c3, c4 tel que

‖f(t, x, y, ω)− f(t, x̃, ỹ, ω)‖ ≤ c1‖x− x̃‖+ c2‖y − ỹ‖, ∀x, y, x̃, ỹ ∈ Rm, ω ∈ Ω,

et

‖g(t, x, y, ω)− g(t, x̃, ỹ, ω)‖ ≤ c3‖x− x̃‖+ c4‖y − ỹ‖, ∀x, y, x̃, ỹ ∈ Rm, ω ∈ Ω.

Dans la suite nous supposons α, β ∈ (1
2
, 1) et E‖x0‖2 < ∞, E‖y0‖2 < ∞.

Théorème 5.3.1. Supposons que les conditions (H4) et (H5) sont vérifiées et la matrice
suivante M̃∗ ∈M2×2(R+) défini par

M̃∗(ω) =


(ln b)α

√
2bc1√

2α− 1Γ(α)

(ln b)α
√

2bc2√
2α− 1Γ(α)

(ln b)β
√

2bc3√
2β − 1Γ(β)

(ln b)β
√

2bc4√
2β − 1Γ(β)

 .

converge vers zéro. Alors le problème (5.1) admet une solution unique dans M2(1, b).

Démonstration. Considérons pour tout ω ∈ Ω l’opérateur
N : M2(1, b)×M2(1, b) → M2(1, b)×M2(1, b), défini par

(x(t, ω), y(t, ω)) 7→ (N1(x(t, ω), y(t, ω)), N2(x(t, ω), y(t, ω))), où

N1(x(t, ω), y(t, ω)) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
,

et

N2(x(t, ω), y(t, ω)) = y0(ω) +
1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln

t

s

)β−1

g(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
.

D’abord nous prouvons que N est un opérateur aléatoire dans M2(1, b)×M2(1, b).
Puisque f et g sont des fonctions de Carathédory, alors f → (t, x, y, ω) et g → (t, x, y, ω)
sont des applications mesurables et d’aprés la proposition 3.4.1 nous concluons que les
applications

ω → N1(x(t, ω), y(t, ω)), ω → N2(x(t, ω), y(t, ω)),
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sont mesurables, également∫ b

1

‖N1(x(t, ω), y(t, ω))‖2dt =

∫ b

1

[∥∥∥x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, w), y(s, w), w)
ds

s

∥∥∥2
]

dt

≤ 2

Γ2(α)

∫ b

1

∥∥∥∫ t

0

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s

∥∥∥2

dt

+2

∫ b

1

‖x0(ω)‖2dt

≤ 2(b− 1)‖x0(ω)‖2 +
b(ln b)2α

(2α− 1)Γ2(α)

∫ b

1

‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖2ds

≤ 2(b− 1)‖x0(ω)‖2 +
2b(ln b)2α

(2α− 1)Γ2(α)

∫ b

1

‖f(s, 0, 0, ω)‖2ds

+
2b(ln b)2α

(2α− 1)Γ2(α)

∫ b

1

[c2
1‖x(s, ω)‖2 + c2

2‖y(s, ω)‖2]ds.

Donc∫ b

1

‖N1(x(s, ω), y(s, ω))‖2ds ≤ 2(b− 1)‖x0(ω)‖2 +
2b(ln b)2α

(2α− 1)Γ2(α)

∫ b

1

‖f(s, 0, 0, ω)‖2ds

+
2b(ln b)2α

(2α− 1)Γ2(α)

∫ b

1

[c2
1‖x(s, ω)‖2 + c2

2‖y(s, ω)‖2]ds < ∞.

Par conséquent,

E
∫ b

1

‖N1(x(s, ω), y(s, ω))‖2ds ≤ 2(b− 1)E‖x0(ω)‖2 +
2b(ln b)2α

(2α− 1)Γ2(α)
E

∫ b

1

‖f(s, 0, 0, ω)‖2ds

+
2b(ln b)2α

(2α− 1)Γ2(α)
E

∫ b

1

[c2
1‖x(s, ω)‖2 + c2

2‖y(s, ω)‖2]ds < ∞.

De même, nous obtenons∫ b

1

‖N2(x(s, ω), y(s, ω))‖2ds ≤ 2(b− 1)‖y0(ω)‖2 +
2b(ln b)2β

(2β − 1)Γ2(β)

∫ b

1

‖g(s, 0, 0, ω)‖2ds

+
2b(ln b)2β

(2β − 1)Γ2(β)

∫ b

1

[c2
3‖x(s, ω)‖2 + c2

4‖y(s, ω)‖2]ds < ∞,

et

E
∫ b

1

‖N2(x(s, ω), y(s, ω))‖2ds ≤ 2(b− 1)‖Ey0(ω)‖2 +
2b(ln b)2β

(2β − 1)Γ2(β)
E

∫ b

1

‖g(s, 0, 0, ω)‖2ds

+
2b(ln b)2β

(2β − 1)Γ2(β)
E

∫ b

1

[c2
3‖x(s, ω)‖2 + c2

4‖y(s, ω)‖2]ds < ∞.

Alors N est un opérateur aléatoire de M2(1, b)×M2(1, b) dans M2(1, b)×M2(1, b).

En suite nous prouvons que N satisfait toutes les conditions du théorème 3.2.2 dans
M2(1, b)×M2(1, b). Soient (x(., ω), y(., ω)), (x̃(., ω), ỹ(., ω)) ∈ M2(1, b)×M2(1, b), donc∥∥∥N1(x(t, ω), y(t, ω))−N1(x̃(t, ω), ỹ(t, ω))

∥∥∥2
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=
∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1 [
f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)− f(s, x̃(s, ω), ỹ(s, ω), ω)

]ds

s

∥∥∥2

≤ 2c2
1

Γ2(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)2α−2ds

s2

∫ t

1

‖x(s, ω)− x̃(s, ω)‖2ds

+
2c2

2

Γ2(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)2α−2ds

s2

∫ t

1

‖y(s, ω)− ỹ(s, ω)‖2ds

=
2c2

1

Γ2(α)

∫ ln t

0

(
ln t− s

)2α−2ds

es

∫ t

1

‖x(s, ω)− x̃(s, ω)‖2ds

+
2c2

2

Γ2(α)

∫ ln t

0

(
ln t− s

)2α−2ds

es

∫ t

1

‖y(s, ω)− ỹ(s, ω)‖2ds

≤ 2c2
1(ln t)2α

(2α− 1)Γ2(α)

∫ t

1

‖x(s, ω)− x̃(s, ω)‖2ds +
2c2

2(ln t)2α

(2α− 1)Γ2(α)

∫ t

1

‖y(s, ω)− ỹ(s, ω)‖2ds,

donc∫ b

1

‖N1(x(s, ω), y(s, ω))−N1(x̃(s, ω), ỹ(s, ω))‖2ds ≤ 2bc2
1(ln t)2α

(2α− 1)Γ2(α)

∫ b

1

‖x(s, ω)− x̃(s, ω)‖2ds

+
2bc2

2(ln t)2α

(2α− 1)Γ2(α)

∫ b

1

‖y(s, ω)− ỹ(s, ω)‖2ds.

Par conséquent

E
( ∫ b

1

‖N1(x(s, ω), y(s, ω))−N1(x̃(s, ω), ỹ(s, ω))‖2ds
)

≤ 2bc2
1(ln t)2α

(2α− 1)Γ2(α)
E

( ∫ b

1

‖x(s, ω)− x̃(s, ω)‖2ds
)

+
2bc2

2(ln t)2α

(2α− 1)Γ2(α)
E

( ∫ b

1

‖y(s, ω)− ỹ(s, ω)‖2ds
)
.

De même, nous obtenons

E
( ∫ b

1

‖N2(x(s, ω), y(s, ω))−N2(x̃(s, ω), ỹ(s, ω))‖2ds
)

≤ 2bc2
3(ln t)2β

(2β − 1)Γ2(β)
E

( ∫ b

1

‖x(s, ω)− x̃(s, ω)‖2ds
)

+
2bc2

4(ln t)2β

(2β − 1)Γ2(β)
E

( ∫ b

1

‖y(s, ω)− ỹ(s, ω)‖2ds
)
.

alors (
E

(∫ b

1

‖N1(x(s, ω), y(s, ω))−N1(x̃(s, ω), ỹ(s, ω))‖2 ds

)) 1
2

≤
√

2bc1(ln b)α√
(2α− 1)Γ(α)

(
E

(∫ b

1

‖x(s, ω)− x̃(s, ω)‖2ds

)) 1
2

+

√
2bc2(ln b)α√

(2α− 1)Γ(α)

(
E

(∫ b

1

‖y(s, ω)− ỹ(s, ω)‖2ds

)) 1
2

,
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et (
E

(∫ b

1

‖N2(x(s, ω), y(s, ω))−N2(x̃(s, ω), ỹ(s, ω))‖2 ds

)) 1
2

≤
√

2bc3(ln b)β√
(2β − 1)Γ(β)

(
E

(∫ b

1

‖x(s, ω)− x̃(s, ω)‖2ds

)) 1
2

+

√
2bc4(ln b)β√

(2β − 1)Γ(β)

(
E

(∫ b

1

‖y(s, ω)− ỹ(s, ω)‖2ds

)) 1
2

.

Par conséquent
d(N(x, y), N(x̃, ỹ)) ≤ M̃∗d((x, y), (x̃, ỹ))

où

d(x, y) =

(
‖x− y‖M2

‖x− y‖M2

)
.

Puisque M̃∗ ∈Mn×n(R+) converge vers zero, alors d’aprés le théorème 3.2.2 il existe une
unique M2-solution du problème (5.1).

Théorème 5.3.2. Supposons que H4 et H5 sont verifiées, alors pour tout x, y ∈ M2(1, b)

zt(ω) = x0(ω) +
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln

t

s

)α−1

f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
,
1

2
< α < 1,

et

z̄t(ω) = y0(ω) +
1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln

t

s

)β−1

g(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)
ds

s
,
1

2
< β < 1

ont une modification continue. De plus t → zt, z̄t sont stochastiquement continues.

Démonstration.
Tout d’abord nous prouvons que zt et z̄t ont une modification continue. Soient x, y ∈
M2(1, b) et t, r ∈ [1, b], r < t. Par les énigalités de Jensen et Hölder, nous obtenons

√
‖zt(ω)− zr(ω)‖ ≤

√√√√ 1

Γ(α)

∫ r

1

[(
ln

t

s

)α−1

−
(
ln

r

s

)α−1
]
‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖ds

s

+

√
1

Γ(α)

∫ t

r

(
ln

t

s

)α−1

‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)||ds

s

≤ 1

Γ(α)

∫ r

1

√√√√[(
ln t

s

)α−1 −
(
ln r

s

)α−1
]

s
‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)|‖ds

+
1

Γ(α)

∫ t

r

√(
ln

t

s

)α−1 ‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖
s

ds

≤ 1

Γ(α)

∫ r

1

[(
ln

t

s

)α−1

−
(
ln

r

s

)α−1
]

ds

s

∫ r

1

‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖ds
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+
1

Γ(α)

∫ t

r

(
ln

t

s

)α−1
ds

s

∫ t

r

‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖ds

≤ 2

Γ(α + 1)
|(ln t− ln r)α|

∫ b

1

‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖ds

+
1

Γ(α + 1)
|(ln t)α − (ln r)α|

∫ b

1

‖f(s, x(s, ω), y(s, ω), ω)‖ds

≤ 2

Γ(α + 1)
|(ln t− ln r)α|

∫ b

1

[
c1‖x(s, ω)‖+ c2‖y(s, ω)‖

]
ds

+
2

Γ(α + 1)
|(ln t− ln r)α|

∫ b

1

‖f(s, 0, 0, ω)‖ds

+
1

Γ(α + 1)
|(ln t)α − (ln r)α|

∫ b

1

[
c1‖x(s, ω)‖+ c2‖y(s, ω)‖

]
ds

+
1

Γ(α + 1)
|(ln t)α − (ln r)α|

∫ b

1

‖f(s, 0, 0, ω)‖ds

Par l’ingalité de Hölder, nous obtenons

√
‖zt(ω)− zr(ω)‖ ≤ 2b

Γ(α + 1)
|(ln t− ln r)α|

∫ b

1

[
c2
1‖x(s, ω)‖2 + c2

2‖y(s, ω)‖2
]
ds

+
2b

Γ(α + 1)
|(ln t− ln r)α|

∫ b

1

‖f(s, 0, 0, ω)‖2ds

+
b

Γ(α + 1)
|(ln t)α − (ln r)α|

∫ b

1

[
c2
1‖x(s, ω)‖2 + c2

2‖y(s, ω)‖2
]
ds

+
b

Γ(α + 1)
|(ln t)α − (ln r)α|

∫ b

1

‖f(s, 0, 0, ω)‖2ds,

et√
‖z̄t(ω)− z̄r(ω)‖ ≤ 2b

Γ(β + 1)
|(ln t− ln r)β|

∫ b

1

[
c2
3‖x(s, ω)‖2 + c2

4‖y(s, ω)‖2
]
ds

+
2b

Γ(β + 1)
|(ln t− ln r)β|

∫ b

1

‖g(s, 0, 0, ω)‖2ds

+
b

Γ(β + 1)
|(ln t)β − (ln r)β|

∫ b

1

[
c2
3‖x(s, ω)‖2 + c2

4‖y(s, ω)‖2
]
ds

+
b

Γ(β + 1)
|(ln t)β − (ln r)β|

∫ b

1

‖g(s, 0, 0, ω)‖2ds.

Par conséquent

E
√
‖zt(ω)− zr(ω)‖ ≤ 2b

Γ(α + 1)

∣∣∣(ln t− ln r)α
∣∣∣[c2

1‖x‖2
M2 + c2

2‖y‖2
M2

]
+

2b

Γ(α + 1)

∣∣∣(ln t− ln r)α
∣∣∣‖f(., 0, 0, .)‖2

M2

+
b

Γ(α + 1)

∣∣∣(ln t)α − (ln r)α
∣∣∣[c2

1‖x‖2
M2 + c2

2‖y‖2
M2

]
+

b

Γ(α + 1)

∣∣∣(ln t)α − (ln r)α
∣∣∣‖f(., 0, 0, .)‖2

M2 ,
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et

E
√
‖z̄t(ω)− z̄r(ω)‖ ≤ 2b

Γ(β + 1)

∣∣∣(ln t− ln r)β
∣∣∣[c2

3‖x‖2
M2 + c2

4‖y‖2
M2

]
+

2b

Γ(β + 1)

∣∣∣(ln t− ln r)β
∣∣∣‖g(., 0, 0, .)‖2

M2

+
b

Γ(β + 1)

∣∣∣(ln t)β − (ln r)β
∣∣∣[c2

3‖x‖2
M2 + c2

4‖y‖2
M2

]
+

b

Γ(β + 1)

∣∣∣(ln t)β − (ln r)β
∣∣∣‖g(., 0, 0, .)‖2

M2 .

Comme r < t cela implique que

|(ln t)α − (ln r)α| = (ln t)α − (ln r)α

=
( ln t− ln r

2
+

ln t + ln r

2

)α

− (ln r)α.

En utilisant le fait que (ln t)α une fonction convexe sur (0, ln b], nous obtenons

(ln t)α − (ln r)α ≤ 1

2
(ln t− ln r)α +

1

2
(ln t + ln r)α − (ln r)α

=
1

2
(ln t− ln r)α +

2α

2

( ln t

2
+

ln r

2

)α

− (ln r)α

≤ (ln t− ln r)α

2
+

(ln t)α

22−α
+

(ln r)α

22−α
− (ln r)α

≤ (ln t− ln r)α

2
+

(ln t)α

2
− (ln r)α

2
.

Par conséquent
(ln t)α − (ln r)α ≤ (ln t− ln r)α.

En appliquant le théorème des accroissements finis sur ln t− ln r, r, t ∈ [1, b], on obtient

E
√
‖zt(ω)− zr(ω)‖ ≤ 2b

Γ(α + 1)
|t− r|α

[
c2
1‖x‖2

M2 + c2
2‖y‖2

M2

]
+

2b

Γ(α + 1)
|t− r|α‖f(., 0, 0, .)‖2

M2

+
b

Γ(α + 1)
|t− r|α

[
c2
1‖x‖2

M2 + c2
2‖y‖2

M2

]
+

b

Γ(α + 1)
|t− r|α‖f(., 0, 0, .)‖2

M2 ,

et
E

√
‖z̄t(ω)− z̄r(ω)‖ ≤ 2b

Γ(β + 1)
|t− r|β

[
c2
3‖x‖2

M2 + c2
4‖y‖2

M2

]
+

2b

Γ(β + 1)
|t− r|β‖g(., 0, 0, .)‖2

M2

+
b

Γ(β + 1)
|t− r|β

[
c2
3‖x‖2

M2 + c2
4‖y‖2

M2

]
+

b

Γ(β + 1)
|t− r|β‖g(., 0, 0, .)‖2

M2 .

Il existe donc C, C̄ > 0 tel que

E
√
‖zt(ω)− zr(ω)‖ ≤ C|t− r|α+1 (5.3)
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et
E

√
‖z̄t(ω)− z̄r(ω)‖ ≤ C|t− r|β+1 (5.4)

Donc, à partir du théorème de Kolmogorov 5.2.2 xt et x̄t ont une modification continue.

Nous montrons maintenant que z et z̄ sont stochastiquement continus. En effet, soit
t, s ∈ [1, b] et ε > 0, alors

P({ω ∈ Ω : ‖zt(ω)− zr(ω)‖ > ε}) = P({ω ∈ Ω :
√
‖zt(ω)− zr(ω)‖ >

√
ε}).

En utilisant l’inégalité de Markov, on obtient que

P({ω ∈ Ω : ‖zt(ω)− zr(ω)‖) > ε}) ≤ 1√
ε
E

(√
‖zt(ω)− zr(ω)‖

)
,

et
P({ω ∈ Ω : ‖z̄t(ω)− z̄r(ω)‖) > ε} ≤ 1√

ε
E

(√
‖z̄t(ω)− z̄r(ω)‖

)
.

Par conséquent, (5.3) et (5.4) implique que

P{ω ∈ Ω : ‖zt(ω)− zr(ω)‖ > ε} ≤ C√
ε
|t− r|α+1 −→ 0 quand t −→ r,

et
P{ω ∈ Ω : ‖z̄t(ω)− z̄r(ω)‖ > ε} ≤ C√

ε
|t− r|β+1 −→ 0 quand t −→ r.
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