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INTRODUCTION

La modélisation mathématique en épidémiologie a été crée par le mathé-
maticien Daniel Bernoulli. Il s’agit en fait du premier modèle mathématique
inspiré d’une problématique épidémiologique.
Une maladie est dite épidémique si elle apparait pendant une période relati-
vement courte dans une population.

Ce mémoire est consacré à l’étude du modèle de transmission de la ma-
ladie pour trouver le taux de reproduction de base qui est le nombre moyen
de nouvelles infections, et vérifier que la maladie va s’éteindre ou envahir
une population (maladie épidémique), et que la maladie persiste dans une
population (maladie endémique).

Le type de modélisation utilisé pour la conception des modèles épidémio-
logiques est appelés modèles compartimentaux :
Compartiment : c’est l’unité fonctionnelle du modèle et il peut avoir ou

non une réalité biologique [16].
Modèle compartimental : c’est un modèle dans lequel la population est

virtuellement divisée en un nombre de compartiments donnè, qui inter-
agissent entre eux selon certaines règles [11].

Il existe différentes sortes de compartiments dans la modélisation épidémio-
logique :
Susceptibles : Ce compartiment représente les personnes qui ne sont pas

encore infectées, mais ils peuvent être exposés à la maladie ou être
infectés directement.
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Exposés : Ce compartiment est représenté lorsque la maladie nécessite une
période de latence, les personnes contaminées ne sont pas immédiate-
ment capables de contaminer les personnes susceptibles. Elles sont donc
exposés à la maladie.

Infectieux : Ce compartiment contient les personnes infectés et celles qui
sont capables de transmettre la maladie dans la population (conta-
gieux).

Guéris : Ce compartiment contient les personnes qui ont été infectées et ils
sont guéris avec une immunité temporaire ou permanente.

Ce mémoire est composée de deux chapitres et une annexe,

Dans le premier chapitre on étudie le modèle de transmission du maladie :

ẋi = fi(x) = Fi(x)− Vi(x),

et on cherche le taux de reproduction de base R0 avec la méthode de next-
generation matrix (« matrice de la génération suivante » [6]), ce taux est
un paramètre de seuil pour des modèles épidémiologique, c’est-à-dire qu’il
détermine la stabilité de l’équilibre sans maladie (en anglais : Disease Free
Equilibrium, DFE).

Dans le deuxième chapitre on étudie le modèle SEIRS dans une popu-
lation constante : 

Ṡ = −βg(I)S + ν − νS + δR,

Ė = βg(I)S − (ε+ ν)E,

İ = εE − (γ + ν)I,

Ṙ = γI − (δ + ν)R,

et on prouve que ce modèle persiste quand R0 > 1.

Dans l’annexe, on donne quelques définitions et théorèmes qu’on a utilisé
dans ce mémoire.

Et à la fin des chapitres, des conclusions sont données pour tout ce qu’on
a fait dans ce mémoire.



CHAPITRE 1

MODÈLES COMPARTIMENTAUX
EN ÉPIDÉMIOLOGIE

De nombreux modèles épidémiologiques ont un équilibre sans maladie
DFE auquel la population reste en l’absence de maladie. Ces modèles ont
généralement un paramètre de seuil qui est le taux de reproduction de base
R0 [18]. Ce nombre est la quantité la plus importante en épidémiologie des
maladies infectieuses, il est présenté pour un modèle général de transmission
des maladies compartimentales basé sur un système d’équations différentielles
ordinaires (EDO).
La méthode de next-generation matrix est utilisée pour trouvée le R0 dans
un modèle en compartiment de la propagation des maladies infectieuses.

1.1 Modèle de transmission de la maladie
On considère un modèle épidémiologique comportant n classes ou com-

partiments homogènes. On classe les compartiments de sorte que les premiers
m compartiments correspondent aux individus infectés, avec m < n.
L’interprétation épidémiologique du modèle doit déterminer la distinction
entre compartiments infectés et non infectés (plus d’une interprétation soit
possible pour certains modèles).
On ne peut pas déterminé le R0 à partir de la structure du modèle mathéma-
tique seul mais dépend de la définition des compartiments qui contiennent
les individus infectés et non infectés [18].

3



1.1. MODÈLE DE TRANSMISSION DE LA MALADIE 4

Soit x = (x1, . . . , xn)t , avec chaque xi > 0 le nombre d’individus dans
chaque compartiment à l’instant t. Alors, on définit Xs , l’ensemble de tous
les états sans maladie, par :

Xs = {x > 0|xi = 0, i = 1, . . . ,m}.
Pour calculer R0, il est important de distinguer les nouvelles infections

et tous les autres changements dans chaque compartiment.
– On note Fi(x) le taux d’apparition de nouveaux infectés, dans le com-

partiment i.
– On note V+

i (x) le taux de transfert des individus dans le compartiment
i (déplacement, vieillissement, guérison, etc . . .).

– On note V−i (x) le taux de transfert des individus hors du compartiment
i (mortalité, infection, mouvement, etc . . .).

Le modèle de transmission de la maladie (voir la Figure 1.1) est consti-
tué des conditions initiales non-négatives ainsi que le système d’équations
suivant :

ẋi = fi(x) = Fi(x)− Vi(x), i = 1, . . . , n. (1.1)

où Vi(x) = V−i (x)− V+
i (x).

xi

Fi(x)

V+
i (x)

V−i (x)

Figure 1.1 – Le modèle de transmission de la maladie

De la nature du modèle épidémiologique nous avons les hypothèses sui-
vantes pour les fonctions introduites :

(H1) Si x > 0, Alors Fi,V−i ,V+
i > 0 pour i = 1, . . . , n.

Chaque fonction représente un transfert dirigé d’individus, ils sont tous
non négatives.

(H2) Si xi = 0. En particulier, si x ∈ Xs, alors V−i = 0 pour i = 1, . . . ,m.
S’il n’ y a rien dans un compartiment, rien ne peut en sortir.



1.1. MODÈLE DE TRANSMISSION DE LA MALADIE 5

On considère le modèle de transmission de la maladie donné par (1.1) avec
fi(x), i = 1, . . . , n, satisfaisant les conditions (H1) et (H2). Si xi = 0, alors
fi(x) > 0.
(H3) Si i > m alors, Fi = 0.

Les compartiments d’indice supérieur à m sont des non infectés. Par
définition, il ne peut apparaître dans les compartiments des infectés.

(H4) Si x ∈ Xs, alors Fi(x) = 0 et V+
i (x) = 0 pour i = 1, . . . ,m.

Dans la population sans maladie, il ne peut apparaître de nouveaux
infectés. Autrement dit, il n’y a pas d’immigration d’infectieux.

(H5) Si F(x) = 0, alors toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne
Df(x0) ont des parties réelles négatives.

En effet, la condition (H5) est basée sur les dérivées de f près d’un DFE.
On définit un DFE de (1.1) comme étant une solution d’équilibre locale-
ment asymptotiquement stable du modèle sans maladie, c’est-à-dire, (1.1)
Restreinte à Xs.
On considère une population proche du DFE x0. Si la population reste proche
du DFE (c’est-à-dire si l’introduction de quelques individus infectieux n’en-
traîne pas d’épidémie) alors la population retournera au DFE selon le système
linéarisé :

ẋ = Df(x0)(x− x0), (1.2)

où Df(x0) est la dérivée [∂fi/∂xj] évaluée au DFE x0. Nous limitons notre
attention aux systèmes dans lesquels le DFE est stable en l’absence de nou-
velle infection, i.e F(x) = 0.

Les hypothèses listées ci-dessus permettent de partitionner la matrice
Df(x0) comme indiqué par le lemme suivant :

Lemme 1.1 [18]
Si x0 est un DFE de (1.1) et fi(x) satisfait (H1)-(H5), alors les dérivées
DF(x0) et DV(x0) sont partitionnées comme :

DF(x0) =

(
F 0
0 0

)
, DV(x0) =

(
V 0
J3 J4

)
,

où F et V sont les matrices m×m définies par :

F =

[
∂Fi
∂xj

(x0)

]
et V =

[
∂Vi
∂xj

(x0)

]
, avec 1 6 i, j 6 m.

De plus, F est non-négative, V est une M-matrice non singulière et toutes les
valeurs propres de J4 ont une partie réelle positive.



1.2. TAUX DE REPRODUCTION DE BASE 6

Preuve. Soit x0 ∈ Xs un DFE, on a par (H3) et (H4), (∂Fi/∂xj) (x0) = 0 si
soit i > m ou j > m. De même, par (H2) et (H4), si x ∈ Xs alors Vi(x) = 0
pour i 6 m. Par conséquent, (∂Vi/∂xj) (x0) = 0 pour i 6 m et j > m.

Soit {ej} les vecteurs de base euclidiens. C’est-à-dire, ej est la jème co-
lonne de la matrice d’identité n× n. Puis pour j = 1, . . . ,m,(

∂Vi
∂xj

)
(x0) = lim

h→0+

(
Vi(x0 + hej)− Vi(x0)

h

)
,

et par (H1) et (H4), puisque Fi(x0) = 0,

∂Fi
∂xj

(x0) = lim
h→0+

Fi(x0 + hej)

h
> 0,

d’où F est non-négative.
Pour i = 1, . . . ,m , si i 6= j alors le ième composant de x0+hej = 0 , et d’après
(H1) et (H2), V−i (x0 + hej) = 0, donc Vi(x0 + hej) = −V+

i (x0 + hej) 6 0.
On déduit,

∂Vi
∂xj

(x0) = lim
h→0+

−V+
i (x0 + hej)

h
6 0.

Alors, pour i 6= j, V est une Z-matrice. De plus on a d’après (H5) toutes les
valeurs propres de V ont des parties réelles positives, ce qui prouve que V
est une M-matrice non singulière et les valeurs propres de J4 ont une partie
réelle positive. �

1.2 Taux de reproduction de base
On désigne par R0 le taux de reproduction de base, c’est le" nombre

moyen attendu de nouveaux cas d’infection, engendrés par un individu in-
fectieux moyen dans une population entièrement constituée des susceptibles"
[6]. Si R0 < 1, alors un individu infecté produit, en moyenne, moins d’une
nouvelle infection au cours de sa période d’infectiosité, et l’infection peut
s’éteindre (elle ne peut pas se développer).
Par contre, si R0 > 1, chaque individu infecté produit, en moyenne, plus
d’une nouvelle infection, et la maladie peut envahir la population [8].

Dans le cas d’un seul compartiment infecté, R0 est simplement le produit
du taux d’infection et de la durée moyenne de l’infection.
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1.2.1 Interprétation biologique

Un nombre de reproduction de base plus général peut être défini comme le
nombre de nouvelles infections produites par un individu infectieux typique
dans une population à un DFE.

Définition 1.2 On appelle force d’infection θ la probabilité par unité de
temps (le taux), pour qu’un susceptible devient infecté.

Pour déterminer le destin d’un individu infectieux typique introduit dans
la population, on considère la dynamique du système linéarisé (1.2) avec
ré-infection désactivée (F = 0). C’est le système :

ẋ = −DV(x0)(x− x0). (1.3)

Par (H5), le DFE est localement asymptotiquement stable dans ce système.
Ainsi, (1.3) peut être utilisé pour déterminer le sort d’un petit nombre d’indi-
vidus infectés introduits dans une population sans maladie. Le temps attendu
que le nombre d’individus infectés passe dans chaque compartiment est donné
par l’intégrale

∫∞
0
φ(t)dt, où φ(t) est la solution de (1.3). En effet, la ième

composante de φ(t) est interprétée comme la probabilité que le nombre d’in-
dividus infectés (introduit à l’instant t = 0) est en état de maladie i à l’instant
t (voir [1]). La solution de (1.3) est φ(t) = e−V tφ(0), où l’exponentielle d’une
matrice A est définie par la série de Taylor :

eA = I + A+
A2

2
+
A3

3!
+ . . .+

Ak

k!
+ . . . ,

cette série converge pour tout t. Alors,
∫∞

0
φ(t)dt = V −1φ(0).

On considère le sort d’un individu infecté introduit dans une population
sans maladie. L’entrée (i, j) de V −1 peut être interprétée comme le temps
attendu qu’un individu infecté initialement introduit dans le compartiment
j dépense dans le compartiment i.
L’entrée (i, j) de la matrice F est le taux d’infections secondaires produites
dans le compartiment i par un individu infecté dans le compartiment j.
Par conséquent, le nombre attendu d’infections secondaires produites par
l’individu infectés est donné par :∫ ∞

0

Fe−V tφ(0)dt = FV −1φ(0).

L’entrée (i, j) de FV −1 est le nombre attendu d’infections secondaires dans
le compartiment i produites par l’individu initialement dans le compartiment
j.
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D’après Lemme (1.1) F est non-négative et V est une M-matrice non
singulière donc inversible et toutes ses valeurs propres ont des parties réelles
positives, V −1 est non-négative (Lemme (A.10)), tout comme FV −1. On
appelle FV −1 la next-generation matrix [6] pour le modèle et on a,

R0 = ρ(FV −1), (1.4)

où ρ(A) est le rayon spectral d’une matrice A.

1.2.2 Stabilité de l’équilibre sans maladie DFE

Le nombre de reproduction de base est lié à la stabilité de DFE (R0 est
un seuil).

Lemme 1.3 [1]
Si F est non-négative. Alors, R0 = ρ(FV −1) < 1 si et seulement si les valeurs
propres de (F − V ) ont des parties réelles négative.

Preuve. On a d’après Lemme (1.1), F est non-négative et V est une M-
matrice non singulière, alors V −1 > 0, donc FV −1 > 0, et on a I −FV −1 est
une Z-matrice, alors d’après Lemme (A.10),

(I − FV −1)−1 > 0⇐⇒ (I − FV −1) est une M-matrice non singulière,
⇐⇒ ρ(FV −1) < 1.

Les matrices V et (I − FV −1) sont inversibles. Par conséquent,

(I − FV −1)−1 > 0⇐⇒ V −1(I − FV −1) > 0,

⇐⇒ (V (I − FV −1)−1 > 0,

⇐⇒ (V − F )−1 > 0.

(V −F ) est une Z-matrice, alors d’après Lemme (A.10), (I−FV −1)−1 > 0 si
et seulement si (V −F ) est une M-matrice non singulière et toutes ses valeurs
propres ont une partie réelle positive. Alors, les valeurs propre de (F − V )
ont une partie réelle négative. �

Théorème 1.4 [18]
On considère le modèle de transmission de la maladie donné par (1.1) avec
f(x) satisfaisant les conditions (H1)-(H5). Si x0 est un DFE du modèle,
alors x0 est localement asymptotiquement stable si R0 < 1, mais instable si
R0 > 1.
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Preuve. On a par Lemme (1.1) :

Df(x0) = DF(x0)−DV(x0),

=

(
F 0
0 0

)
−
(
V 0
J3 J4

)
,

=

(
F − V 0
−J3 −J4

)
.

Les valeurs propres de Df(x0) sont F−V et −J4, d’après Lemme (1.1) toutes
les valeurs propres de −J4 ont une partie réelle négative. Alors, DFE est lo-
calement asymptotiquement stable si les valeurs propres de F − V ont une
partie réelle négative.
D’après Lemme (1.1), F est non-négative et V est une M-matrice non sin-
gulière, et d’après Lemme (1.3) les valeurs propre de (F − V ) ont une partie
réelle négative si et seulement si ρ(FV −1) < 1. Par conséquent, DFE est
localement asymptotiquement stable si R0 = ρ(FV −1) < 1.

L’instabilité pour R0 > 1 peut être établir par l’argument de continuité.
Si R0 6 1, alors pour tout ε > 0,

ρ(FV −1) < 1 + ε⇐⇒ ((1 + ε)I − FV −1) est une M-matrice non singulière,
⇐⇒ ((1 + ε)I − FV −1)−1 > 0, " Lemme (A.10) "
⇐⇒ V −1((1 + ε)I − FV −1)−1 > 0,

⇐⇒ ((1 + ε)V − F )−1 > 0,

d’après la preuve du lemme (1.3), les valeurs propres de ((1 + ε)V − F ) ont
une partie réelle positive. Puisque ε > 0 est arbitraire, et les valeurs propres
sont des fonctions continues, alors toutes les valeurs propres de V − F ont
une partie réelle non-négative.
Pour inverser l’argument, on suppose que toutes les valeurs propres de V −F
ont une partie réelle non-négative. Pour tout ε > 0, on a d’après la preuve
du Lemme (1.3) :

(V + εI − F ) est une M-matrice non singulière ⇐⇒ ρ(F (V + εI)−1) < 1,

et puisque ε > 0 est arbitraire, ρ(FV −1) 6 1.
Alors, (F − V ) a au moins une valeur propre avec une partie réelle positive
si et seulement si ρ(FV −1) > 1, et DFE est instable pour R0 > 1. �
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1.3 Applications

1.3.1 Modèle de Ross

Le modèle de Ross [15] est donné par :

{
ẋ = mab1y(1− x)− γx,
ẏ = b2a(1− y)x− µy, (1.5)

où x et y représentent respectivement les densités des humains infectieux et
des femelles anophèles 1 infectieuses. La population humaine H est supposée
constante, celle des femelles anophèles V aussi. Le paramètre m = V

H
est la

densité vectorielle,

a : le nombre moyen des piqûres, que fait un moustique par unité de
temps,

b1 : la probabilité pour une piqûre par un moustique infecté de déclencher
une infection chez un humain,

b2 : la probabilité pour un moustique susceptible piquant un humain in-
fectieux de s’infecter,

γ : la vitesse moyenne pour un individu de guérison,
µ : taux de mortalité des moustiques,

1/γ : la durée moyenne d’une infection,
1/µ : la vie moyenne d’un moustique.
Ce système est en densité, on va le réécrire en nombres. On pose Ih = xH les
populations respectives des humains dans le compartiment des infectieux, et
Iv = yV pour les moustiques infectieux. D’où :

İh = ab1Iv

(
H − Ih
H

)
− γIh,

İv = b2a(V − Iv)
Ih
H
− µIv,

(1.6)

et on a,

F1 =ab1Iv

(
H − Ih
H

)
, F2 =b2a(V − Iv)

Ih
H
,

V1 =γIh, V2 =µIv.

1. Moustiques du paludisme.



1.3. APPLICATIONS 11

Alors,

F =

ab1Iv

(
H − Ih
H

)
b2a(V − Iv)

Ih
H

 et V =

(
γIh
µIv

)
. (1.7)

Le DFE est x0 = (0, 0)t. D’où,

F =

(
0 ab1

mb2a 0

)
, V =

(
γ 0
0 µ

)
.

Donc, on peut calculer l’inverse de V ,

V −1 =
1

detV

(
µ 0
0 γ

)
,

=
1

γµ

(
µ 0
0 γ

)
,

=


1

γ
0

0
1

µ

 ,

et on obtient,

FV −1 =

 0
ab1

µ

m
b2a

γ
0

 .

Pour calculer le rayon spectral de FV −1, on trouve les valeurs propres de la
matrice :

ρ(FV −1) = max

±
√
ma2b1b2

γµ

 .

Par conséquent,

R0 =

√
ma2b1b2

γµ
.
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1.3.2 Modèle Kermack et McKendrick

Ce modèle (Figure 1.2) se compose d’un système de trois équations
différentielle non-linéaires [3] :

Ṡ = −βIS,
İ = βIS − γI,
Ṙ = γI.

(1.8)

L’interprétation de ce modèle est donnée comme suit :
S : la densité des susceptibles,
I : la densité des infectés,
R : la densité des retirés,
β : le taux de transmission d’infection,
γ : le taux de guérison,

1/γ : la durée moyenne de l’infection.

S I R
βSI γI

Figure 1.2 – Schéma de transmission du modèle SIR.

Puisque la période de temps est courte, ce modèle n’a aucune dynamique
vitale (naissances et décès). Alors, la densité totale est constante égale à N ,
où N = S + I +R, et on a Ṡ + İ + Ṙ = 0.
On suppose initialement que les individus sont susceptibles, puis infectieux,
puis retirées. Donc il suffit de considérer le système sur le plan (S, I) puisque
si l’on connait, on connait R. Le système (1.8) devient :{

Ṡ = −βIS,
İ = βIS − γI. (1.9)

Les nouvelles infections apparaissent dans le compartiment I. Par conséquent,

F =βSI, V =γI.

Une solution d’équilibre, avec I = 0 doit avoir R = 0 et S = S0, a la forme
x0 = (S0, 0, 0)t, où S0 = N . On suppose que S0 est un DFE. Alors on a :

F =βS0, V =γ,
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et on obtient,

FV −1 =
β

γ
S0 =

β

γ
N.

D’où,

R0 =
β

γ
N.

2éme méthode [5] :
Par l’interprétation biologique de R0, on le défini comme suit :

R0 = cp∆T,

avec :

c : le nombre moyen de contacts,
p : la probabilité de transmission de la maladie,

∆T : la période moyenne d’inféctiosité,
cp : le contact réussi.

Et on a,

R0 = βN
1

γ
.

Alors, on montre que :
- Le contact réussi cp = βN ,

- La période d’inféctiosité ∆T =
1

γ
.

On suppose que la population N est susceptible, alors le contact dans la
population initiale se fait avec toute la population N multipliée par le taux
de transmission, d’où cp = βN .

Pour prouver que ∆T = 1/γ, on suppose que les infectés deviennent
contagieux, on pose :
P (t) : la probabilité d’être toujours contagieux à l’instant t après l’infection.
On a alors : {

P (t+ h)− P (t) = −γP (t)h,

P (0) = 1.
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En appliquant la limite :lim
h→0

P (t+ h)− P (t)

h
= lim

h→0
−γP (t),

P (0) = 1.

⇒


dP (t)

dt
= −γP (t),

P (0) = 1.

Quand on intègre, on obtient :

P (t) = e−γt.

Soit X une variable aléatoire X : Ω −→ R+, et ω ∈ Ω.
X(ω) : la durée d’infectiosité de l’individu.
Avec P (t) = P (X(ω) > t) = e−γt,
La fonction de répartition : F (t) = P (X(ω) ≤ t) = 1− e−γt,
La fonction de densité : f(t) = F ′(t) = γe−γt.
L’espérance est égale à :

E(t) =

∫ +∞

0

tf(t)dt =
1

γ
.

D’où le résultat.

1.3.3 Modèle de traitement

On considère un modèle basé sur le modèle de la tuberculose avec traite-
ment [4] (voir la Figure 1.3 [18]). Alors, la population est divisée en quatre
compartiments, qui sont :

S : les individus susceptibles à la tuberculose,
E : les individus exposés,
I : les individus infectieux,
T : les individus traités.

et on a :
N : la densité totale de population ou la taille de la population.

Les individus susceptibles et traités devient exposés aux taux β1I/N et β2I/N
respectivement(β est le taux de contact effectif par individu), où

N = E + I + S + T.
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Les individus exposés devient infectieux au taux ν. Tous les nouveaux-nés
b(N) sont susceptibles, et tous les individus meurent au taux d > 0. Les
taux de traitement sont r1 pour les individus exposés et r2 pour les individus
infectieux. Cependant, seulement une fraction q des traitements d’infectieux
sont réussis. Les individus infectieux traités sans succès devient exposés
(p = 1− q).

Figure 1.3 – Schéma de transmission du modèle EIST .

Le modèle de transmission de la maladie comprend les équations différen-
tielles suivantes ainsi que les conditions initiales non négatives :

Ė = β1SI/N + β2TI/N − (d+ ν + r1)E + pr2I, (1.10a)

İ = νE − (d+ r2)I, (1.10b)

Ṡ = b(N)− dS − β1SI/N, ( 1.10c)

Ṫ = −dT + r1E + qr2I − β2TI/N. ( 1.10d)

La progression de E vers I et l’échec du traitement ne sont pas considérés
comme de nouvelles infections, mais plutôt comme la progression d’un in-
dividu infecté à travers les différents compartiments. Alors, pour m = 2 et
d’après (H3), Fi = 0 si i > 2. Alors on a :

F1 =β1SI/N + β2TI/N,

F2 =0,

V1 =(d+ ν + r1)E − pr2I,

V2 =− νE + (d+ r2)I,

V3 =− b(N) + dS + β1SI/N,

V4 =dT − r1E − qr2I + β2TI/N.
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Les compartiments infectés sont E et I. Par conséquent,

F =

(
β1SI/N + β2TI/N

0

)
et V =

(
(d+ ν + r1)E − pr2I
−νE + (d+ r2)I

)
. (1.11)

Une solution d’équilibre, avec E = I = 0 doit avoir T = 0 et S = S0,
a la forme suivante : x0 = (0, 0, S0, 0)t, où S0 est une solution positive de
b(S0)/d = S0. Pour S0 = 1 est un DFE. Alors,

F =

(
0 β1

0 0

)
, V =

(
d+ ν + r1 −pr2

−ν d+ r2

)
.

Donc, on peut calculer l’inverse de V ,

V −1 =
1

(d+ ν + r1)(d+ r2)− νpr2

(
d+ r2 pr2

ν d+ ν + r1

)
,

et on obtient,

FV −1 =

 β1ν

(d+ ν + r1)(d+ r2)− νpr2

β1(d+ ν + r1)

(d+ ν + r1)(d+ r2)− νpr2

0 0

 .

Pour calculer le rayon spectral de FV −1, on trouve les valeurs propres de la
matrice :

ρ(FV −1) = max

{
β1ν

(d+ ν + r1)(d+ r2)− νpr2

, 0

}
.

Par conséquent,

R0 =
β1ν

(d+ ν + r1)(d+ r2)− νpr2

.



CHAPITRE 2

PERSISTANCE UNIFORME DE LA
MALADIE DU MODÈLE SEIRS

On étudie le modèle épidémiologique SEIRS avec incidence non linéaire
générale dans une population constante(voir Figure 2.1).


Ṡ = −βg(I)S + ν − νS + δR,

Ė = βg(I)S − (ε+ ν)E,

İ = εE − (γ + ν)I,

Ṙ = γI − (δ + ν)R.

(2.1)

Avec S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) = I0, R(0) = R0, sont des conditions ini-
tiales.

S E I Rν

νS νE νI νR

βg(I)S εE γI

δR

Figure 2.1 – Schéma de transmission du modèle SEIRS avec dynamique
vitale.

17
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2.1 Interprétation du modèle SEIRS
L’interprétation de ce modèle est donnée comme suit :

S(t) : la fraction de la population susceptible à l’instant t,
E(t) : la fraction de la population exposée à l’instant t,
I(t) : la fraction de la population infectée à l’instant t,
R(t) : la fraction de la population retirée avec une immunité temporaire à

l’instant t,
β > 0 : le coefficient de transmission,
ν > 0 : le taux de natalité constant (supposé égal au taux de mortalité na-

turelle constant),
δ ≥ 0 : le taux constant de perte d’immunité,
ε > 0 : le taux constant auquel les individus exposés deviennent infectieux,
γ > 0 : le taux constant de retiration des individus infectieux,
βg(I)S : le taux d’incidence non linéaire,
1/ε : la période infectieuse moyenne,
1/γ : la période d’exposition moyenne.
g(I) représente le coefficient de transmission avec g(0) = 0 et g(I) > 0 pour
I ∈ (0, 1] et g ∈ C1(0, 1]. La population totale est constante, S+E+I+R = 1.

Tous les nouveaux-nés sont supposés susceptibles. Alors, Les individus
sont susceptibles, puis exposés, puis infectieux, puis retirées avec la possibi-
lité de redevenir susceptibles avec le taux de perte d’immunité δ.
Si l’immunité est supposée permanente, c’est-à-dire δ = 0, alors ce modèle
devient un modèle SEIR. Dans ce cas, les individus, une fois infectés et en-
levés, ne redeviendront pas susceptibles. C’est un modèle approprié pour les
maladies comme la rougeole et la varicelle.

Remarques :

1. Les modèles épidémiologiques standards utilisent un taux d’incidence
bilinéaire βIS.

2. Si la population est saturée d’infectieux, le taux d’incidence peut dé-
pendre non-linéairement de I.

3. La forme d’incidence non linéaire qui incorpore la saturation des infec-
tieux est g(I) = Ip/(1+aIp), où p et a sont des paramètres positifs [17].
On note que g′(0) n’existe pas quand p < 1, et que g′(0) = 1 quand
p = 1.
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4. La forme d’incidence générale βg(I)S permet un traitement unifié pour
tous ces cas biologiquement importants.

2.2 Étude du modèle SEIRS
Les fonctions du système (2.1) sont des fonctions de C∞, elles sont donc

continues et localement lipschitziennes.

La région possible pour (2.1) est le cône non négatif R4
+ qui peut être

invariant par rapport à (2.1). Étant donné des conditions initiales non néga-
tives, la solution existe et a des composantes non négatives pour tout t ≥ 0.
Alors on a :

Γ = {(S,E, I, R) ∈ R4
+ : S + E + I +R = 1}. (2.2)

L’addition des équations dans (2.1) implique que le simplex tridimensionnel
est positivement invariant dans R4

+. Il suffit donc d’étudier la dynamique de
(2.1) sur Γ.

Le système (2.1) a toujours un DFE, x0 = (1, 0, 0, 0). Puisque g(I) en (2.1)
n’est pas supposé être C1 en x0, l’analyse de stabilité linéaire ne s’applique
pas, alors une fonction locale de Lyapunov doit être construite pour étudier
la stabilité de Lyapunov de x0 [17]. On a l’hypothèse suivante sur la fonction
de force d’infection g(I) :

(H)

(1) g ∈ C1(0, 1], g(0) = 0, g(I) > 0, pour I ∈ (0, 1].

(2) c = lim
I→0+

g(I)

I
≤ +∞, quand 0 < c < +∞, g(I) ≤ cI,

pour I suffisamment petit.

2.2.1 Taux de reproduction de base du modèle SEIRS

On utilise,la méthode de next-generation matrix pour trouver le R0. On
a alors :

F1 =− βg(I)S, V1 =− ν + νS − δR,
F2 =βg(I)S, V2 =(ε+ ν)E,

F3 =0, V3 =− εE + (γ + ν)I,

F4 =0, V4 =− γI + (δ + ν)R.
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Les compartiments d’infection sont E et I. Par conséquent,

F =

(
βg(I)S

0

)
et V =

(
(ε+ ν)E

−εE + (γ + ν)I

)
. (2.3)

Une solution d’équilibre, avec E = I = 0 doit avoir R = 0 et S = 1, a la
forme suivante : x0 = (1, 0, 0, 0)t, avec x0 est un DFE. Alors,

F =

(
0 βg′(0)
0 0

)
, V =

(
ε+ ν 0
−ε γ + ν

)
.

Donc, on peut calculer l’inverse de V ,

V −1 =
1

(ε+ ν)(γ + ν)

(
γ + ν 0
ε ε+ ν

)
,

=


1

(ε+ ν)
0

ε

(ε+ ν)(γ + ν)

1

(γ + ν)

 ,

et on obtient,

FV −1 =

 g′(0)βε

(ε+ ν)(γ + ν)

g′(0)β

γ + ν
0 0

 .

Pour calculer le rayon spectral de FV −1, on trouve les valeurs propres de la
matrice :

ρ(FV −1) = max

{
g′(0)βε

(ε+ ν)(γ + ν)
, 0

}
.

Par conséquent,

R0 =
g′(0)βε

(ε+ ν)(γ + ν)
.

Avec g′(0) = limI→0+
g(I)−g(0)

I
et d’après (H) on a g(0) = 0. Alors,

g′(0) = limI→0+
g(I)
I

= c, pour 0 < c < +∞. D’où :

R0 =
cβε

(ε+ ν)(γ + ν)

Remarque :

• Lorsque g(I) = I ou g(I) = I/(1 + aI), alors c = g′(0) = 1 et R0

prennent la forme βε/(ε+ ν)(γ + ν), avec :
ε/(ε+ ν) : la fraction survivant à la classe exposée,
1/(γ + ν) : la période infectieuse moyenne.
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2.2.2 Stabilité du modèle SEIRS

La proposition suivante montre que le paramètre R0 satisfait une pro-
priété de seuil avec la valeur de seuil 1.

Théorème 2.1 [17]
On suppose que g(I) satisfait (H). Alors, pour le système (2.1)on a :

(i) x0 = (1, 0, 0, 0) est localement asymptotiquement stable si R0 ≤ 1,
(ii) x0 est instable si R0 > 1 ; dans ce cas, toutes les trajectoires partant
d’un voisinage suffisamment petit de x0 dans Γ s’éloignent de x0, sauf
celles sur le plan de coordonnées S−R (le cas de l’absence d’infection),
qui convergent vers x0 dans ce plan.

Preuve. En utilisant S +E + I +R = 1, on peut réduire (2.1) à un système
tridimensionnel. L’équilibre correspond maintenant à (0, 0, 0) dans l’espace
(E, I,R), et la région possible est :

T = {(E, I,R) ∈ R3
+ : E + I +R ≤ 1}. (2.4)

Considérant une fonction de Lyapunov :

V = E +
ε+ ν

ε
I. (2.5)

On calcule le dériver :

V̇ = Ė +
ε+ ν

ε
İ,

= βg(I)(1− E − I −R)− (ε+ ν)E +
ε+ ν

ε
(εE − (γ + ν)I),

= βg(I)(1− E − I −R)− ε+ ν

ε
(γ + ν)I.

On pose σ = βε/(ε+ ν)(γ + ν), on obtient :

V̇ =
βI

σ

(
βε

(ε+ ν)(γ + ν)

g(I)

I
(1− E − I −R)− 1

)
.

Si R0 ≤ 1, alors pour (E, I,R) ∈ T suffisamment proche de (0, 0, 0) et
d’après (H) on a :

βε

(ε+ ν)(γ + ν)

g(I)

I
6 R0 6 1.
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On multiplie en (1− E − I −R) et on soustrait 1, on obtient :

βε

(ε+ ν)(γ + ν)

g(I)

I
(1− E − I −R)− 1 6 −E − I −R 6 0.

On multiplie en
βI

σ
, on obtient :

βI

σ

(
βε

(ε+ ν)(γ + ν)

g(I)

I
(1− E − I −R)− 1

)
6 0.

Par conséquent,

V̇ 6 0.

Alors, V̇ ≤ 0 si R0 ≤ 1, pour (E, I,R) ∈ T suffisamment proche de (0, 0, 0),
et V̇ = 0 ne tient que lorsque I = 0. D’après théorème de Lyapunov, si
V̇ < 0,∀(E, I,R) ∈ T \{(0, 0, 0)}, alors (0, 0, 0) est asymptotiquement stable.
Puisque {(0, 0, 0)} est la plus grand sous-ensemble invariant dans T où V̇ = 0,
et d’après théorème d’invariance de LaSalle, le DFE x0 est localement asymp-
totiquement stable.

SiR0 > 1, alors V̇ > 0 pour (E, I,R) ∈ T suffisamment proche de (0, 0, 0)
sauf quand I = 0. Alors, d’après le théorème de Chetaev, x0 est instable.

Dans le cas de l’absence d’infection, i.e E = I = 0, on a :

Ṙ(t) = −(δ + ν)R(t) =⇒ Ṙ(t)

R(t)
= −(δ + ν).

Quand on intègre, on obtient :

R(t) = R(0)e−
∫+∞
0 (δ+ν)dt.

R(t) tend vers 0 quand t tend vers +∞. Ainsi, toute solution du système
tridimensionnel démarrant suffisamment près de (0, 0, 0) et non de l’axe R
s’éloigne de (0, 0, 0). Et on a :

Ṡ(t) = ν − νS(t) =⇒ Ṡ(t)

S(t)− 1
= −ν.

Quand on intègre, on obtient :

S(t)− 1 = S(0)e−
∫+∞
0 νdt.

S(t) converge vers 1 quand t tend vers +∞.
Donc toutes les trajectoires partant d’un voisinage suffisamment petit sur le
plan de coordonnées S −R convergent vers x0. �
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2.3 Persistance uniforme de la maladie
On étudie la persistance uniforme de (2.1) dans Γ̊, l’intérieur de Γ, quand

R0 > 1. On dit que le système (2.1) est uniformément persistant s’il existe
une constante 0 < ε0 < 1 telle que, toute solution (S(t), E(t), I(t), R(t)) de
(2.1) avec (S(0), E(0), I(0), R(0)) ∈ Γ̊ satisfait :

lim inf
t→∞

S(t) > ε0, lim inf
t→∞

E(t) > ε0,

lim inf
t→∞

I(t) > ε0, lim inf
t→∞

R(t) > ε0.
(2.6)

Si (2.1) est uniformément persistant, la maladie est endémique. Dans ce cas,
les fractions infectieux et latentes persistent au-dessus d’un certain niveau
positif.
On peut définir l’endémicité de la maladie en utilisant l’une des notions de
la persistance faible. Cependant, la persistance de (2.1) est équivalente à la
persistance uniforme définie ci-dessus, ce qu’on va montrer dans le théorème
suivante :

Théorème 2.2 [17]
En supposant que g(I) satisfait (H), le système (2.1) est uniformément per-
sistant si et seulement si R0 > 1.

Preuve. On a d’après la Proposition (2.1), si R0 ≤ 1, x0 est localement
asymptotiquement stable, cela implique que le système (2.1) ne persiste pas.
Si R0 > 1, on utilise des résultats de persistance uniforme du Théorème
(A.27). On choisit X = R3 et E = T , avec T est positivement invariant
et il existe un unique équilibre (0, 0, 0) sur la frontière de T tel que l’en-
semble invariant maximal N sur ∂T est le singleton {(0, 0, 0)}. En utilisant
S + E + I + R = 1, on reviendra à la région initiale Γ et on aura N = {x0}
sur la frontière ∂Γ et il est isolé. Ainsi, l’hypothèse (H’) du Théorème (A.27)
est vérifiée pour (2.1).
Alors, la condition de persistance uniforme dans le théorème (A.27) est satis-
faite pour R0 > 1, et la persistance uniforme du système (2.1) est équivalente
à l’instabilité de x0. �



CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans le premier chapitre on a étudié le modèle de transmission de la
maladie et on a montré que la stabilité de DFE est liée à l’interprétation
épidémiologique du nombre de reproduction de base R0. D’où,
• Si R0 < 1, le DFE x0 est localement asymptotiquement stable et un in-
dividu infecté produit, en moyenne, moins d’un nouvel individu infecté au
cours de sa période d’infectiosité, et l’infection ne peut pas se développer.
• Si R0 > 1, x0 est instable et chaque individu infecté produit, en moyenne,
plus d’une nouvelle infection, et la maladie peut envahir la population c’est-
à-dire il y a un épidémie.

Dans le deuxième chapitre on a analysé un modèle épidémiologique SEIRS
et on a prouvé que :
• Le DFE x0 est localement asymptotiquement stable si R0 ≤ 1 et la maladie
s’éteindre.
• Si R0 > 1, x0 est instable et la maladie persiste uniformément. Alors, la
maladie est endémique.
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ANNEXE A

Pour étudier la stabilité des équilibres, il faut d’abord cité les notions
d’existence et d’unicité des solutions.

On considère une application f : U −→ Rn avec :{
dy

dt
(t) = f(y(t)), t ∈ R+,

y(t0) = y0.
(A.1)

où U un ouvert de Rn.

Définition A.1 La fonction y ∈ C1(U) est dite solution de (A.1) si y vérifie
l’équation. (A.1)

Définition A.2 L’application f est localement Lipschitzienne par rapport à
y sur U si :

∀y1, y2 ∈ U,∀t > 0,∃k ∈ R+, ‖ f(y1)− f(y2) ‖∞6 k ‖ y1 − y2 ‖∞ .

Théorème A.3 (Cauchy-Lipschitz [13])
Si f est une fonction continue sur U et localement Lipschitzienne par rapport
à y, alors pour tout t > 0 le problème (A.1) admet une solution unique.

Définition A.4 (Fonction contractante)
f est dite contractante (ou une contraction) s’il existe une constante k tel
que,

k ∈ [0, 1[⇒‖ f(y1)− f(y2) ‖∞6 k ‖ y1 − y2 ‖∞ .
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Définition A.5 Un point y∗ est dit point stationnaire (ou équilibre) de (A.1)
f(y∗) = 0.

Définition A.6 On appelle rayon spectral d’une matrice A, la valeur maxi-
male du module des valeurs propres de A.

ρ(A) = max
i∈Sp(A)

|λi|,

où Sp(A) désigne le spectre de A ou l’ensemble des valeurs propres de A.

Définition A.7 (M-matrice)
On dit qu’une matrice A est une M-matrice si :

– Ces éléments diagonaux sont négatifs,
– Ces éléments hors diagonaux sont positifs,
– A est inversible (det(A) 6= 0) et A−1 est définie positive.

Définition A.8 Une matrice A = [aij] est une Z-matrice si aij 6 0 pour tous
i 6= j. Si A peut être exprimé sous la forme A = sI − B où I est la matrice
d’identité, B est une matrice non-négative et s > 0 telle que ρ(B) < s, alors
A est une M-matrice non singulière.

Définition A.9 On dit qu’une matrice carrée réelle A est une M-matrice
non singulière (inversible) si c’est une Z-matrice et si toutes ses valeurs
propres ont une partie réelle strictement positive.

Lemme A.10 [1, 2]
Si A est une Z-matrice, alors A−1 > 0 si et seulement si A est une M-matrice
non singulière.

A.1 Linéarisation d’un système différentiel
Soit f : U ⊂ Rn −→ Rn est une fonction de classe C1. On suppose que

y∗ ∈ U soit un point d’équilibre de :

ẏ =
dy

dt
(t) = f(y(t)), (A.2)

avec y ∈ C1(U).

• On suppose que u(t) = y(t)− y∗, on a alors,

du

dt
= f(y∗ + u).
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En faisant un développement de Taylor au voisinage de y∗, on obtient
du

dt
= Au+O(‖ u2 ‖), où A est la matrice jacobienne de f au point y∗.

• On suppose que :
u1(t) = y1(t)− y∗1(t),

u2(t) = y2(t)− y∗2(t).

Alors, en faisant le développement de Taylor, on obtient :

u1

dt
=
∂f1

∂y1

u1 +
∂f1

∂y2

u2 +O(‖ (u1, u2) ‖2
∞),

u2

dt
=
∂f2

∂y1

u1 +
∂f2

∂y2

u2 +O(‖ (u1, u2) ‖2
∞).

Avec la matrice jacobienne :

A =


∂f1

∂y1

∂f1

∂y2

∂f21

∂y1

∂f2

∂y2

 .

A.2 Stabilité des équilibres
Définition A.11 Un équilibre y∗ de (A.2) est dit stable si pour tout ε positif,
il existe η positif tel que pour toute solution y(t) de (A.2), on a :

‖ y0 − y∗ ‖∞< η =⇒‖ y(t)− y∗ ‖∞< ε,∀t ≥ 0.

Définition A.12 Un équilibre y∗ de (A.2) est dit instable s’il existe ε positif,
pour tout η positif, tel que pour toute solution y(t) de (A.2), on a :

‖ y0 − y∗ ‖∞< η =⇒‖ y(t)− y∗ ‖∞≥ ε,∀t ≥ 0.

Définition A.13 L’équilibre y∗ est dit asymptotiquement stable s’il est stable,
et il existe η positif tel que pour toute solution y(t) de (A.2) on a :

‖ y0 − y∗ ‖∞< η =⇒ lim
t→∞
‖ y(t)− y∗ ‖∞= 0.
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Stabilité d’un système linéaire

Soit le système linéaire suivant :

ẏ = Ay,

où A est une matrice n× n.
Théorème A.14 [9]
Soient λ1, λ2, . . . , λm (m ≥ n) les valeurs propres distinctes de la matrice A,
et y∗ le point d’équilibre de ce système.

- Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles ou
négatives alors l’équilibre est stable.
- Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement
négatives alors l’équilibre est asymptotiquement stable.
- Si l’une des valeurs propres de A a une partie réelle positive alors
l’équilibre est instable.

Stabilité d’un système non linéaire

En considère le système (A.2), la matrice jacobienne de f évaluée au point

d’équilibre y∗ est notée par Jf (y∗) =
∂f

∂y
(y∗).

Le linéarisé du système non linéaire (A.2) en y∗ est le système :

ẏ = Ay, (A.3)

où, A = Jf (y).
Théorème A.15 [9]

- Si toutes les valeur propre de A ont des parties réelles négatives, alors
la solution y = 0 de (A.3) est asymptotiquement stable.
- S’il existe au moins une valeur propre positive de A, alors la solution
y = 0 de (A.3) est instable.

Remarque :

• La stabilité asymptotique de l’origine pour la linéarisation implique
une stabilité asymptotique de l’équilibre d’un système non linéaire. De
plus, l’instabilité de l’origine pour la linéarisation implique l’instabilité
d’un équilibre d’un système non linéaire [3].

D’où, y∗ est asymptotiquement stable pour (A.2) si toutes les valeur propre
de A ont des parties réelles négatives, et y∗ est instable pour (A.2) s’il existe
au moins une valeur propre positive de A.
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Portrait de phase

Figure 2 – Cas planaire

A.3 Théorie de Lyapounov
Définition A.16 Soit V : U ⊂ Rn −→ Rn une fonction continue. Alors,
• V est dite définie positive sur U si :

(i) V (0) = 0,
(ii) V (y) > 0,∀y ∈ U\{0}.

• V est dite définie négative, si −V est définie positive.

Définition A.17 (Fonction de Lyapunov)
Une fonction V : U ⊂ Rn −→ Rn est dite fonction de Lyapunov pour (A.1)
si :

(i) V est définie positive,
(ii) V̇ (y) < 0,∀y ∈ U\{0}.

Théorème A.18 (Stabilité de Lyapunov [12, 14])
Soit y∗ = 0 un point d’équilibre de (A.1) et V une fonction définie positive
sur un voisinage de y∗.

(i) Si V̇ (y) ≤ 0, ∀y ∈ U\{0} alors 0 est stable,
(ii) Si V̇ (y) < 0,∀y ∈ U\{0} alors 0 est asymptotiquement stable.



A.4. PERSISTANCE 30

Théorème A.19 (Théorème d’invariance de LaSalle [9])
Soit Rn 3 y −→ V (y) de classe C1 et définie positive, si :

V̇ (y) ≤ 0.

Alors, pour toute condition initiale y0, la solution de (A.1) converge asympto-
tiquement vers le plus grand sous-ensemble invariant contenu dans l’ensemble
des points ξ ∈ Rn tels que V̇ (ξ) = 0

Théorème A.20 (Instabilité de Chetaev [10])
Soit y∗ = 0 un point d’équilibre de (A.1) et V une fonction définie positive
sur un voisinage de y∗. Si V̇ (y) > 0, ∀y ∈ U\{0} alors 0 est instable.

A.4 Persistance
Définition A.21 (Espace métrique)
Un espace métrique (X, d) est un ensemble non vide X avec une fonction d
qui satisfait aux axiomes suivants :

(1) d(x, y) = d(y, x), pour tous x, y ∈ X.
(2) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), pour tous x, y, z ∈ X.
(3) d(x, x) = 0, pour tout x ∈ X.
(4) d(x, y) 6= 0, pour tous x, y ∈ X avec x 6= y.

d(x, y) mesure la distance entre x et y. d est appelé une métrique sur X. Si
(4) ne tient pas, d est appelé semi-métrique.

Définition A.22 Pour singleton M = {y} avec M ⊂ X, et pour tout ε > 0,
on définit :

S(M, ε) = {y : y ∈ X, d(y,M) < ε}.

S[M, ε] = {y : y ∈ X, d(y,M) 6 ε}.

Définition A.23 (Flot)
Un flot sur Rn est une application continue

Φ : R× Rn −→ Rn,

(t, x) −→ Φ(t, x),

vérifiant :
(1) Φ(0, x) = x,
(2) Φ(t, x) ◦ Φ(s, x) = Φ(t+ s, x) = x pour t, s ∈ R.
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Définition A.24 (Dissipativité)
Le système (A.1) est dit dissipatif s’il existe α > 0, tel que y(t, y0) est définie
pour tout t ≥ 0 et lim sup

t→∞
‖y(t, y0)‖∞ < α.

Définition A.25 (Persistance faible)
Le système (A.1) est faiblement persistant pour toute solution (A.1) satisfait,
lim sup
t→∞

‖y(t, y0)‖∞ > 0.

Définition A.26 (Persistance uniforme)
Le système (A.1) est uniformément persistant, s’il existe une constante ε > 0
telle que toute solution (A.1) satisfait, lim inf

t→∞
‖y(t, y0)‖∞ > ε.

Soit X un espace métrique avec la métrique d et soit Φ un flot continu dé-
fini sur X. Soit E un sous-ensemble fermé de X avec ∂E et E̊ non vides. On
suppose que Φ est positivement invariant sur E. Alors E̊ est aussi positive-
ment invariant, mais la frontière ∂E peut ne pas être positivement invariante.
D’après [7], on dénote la restriction de Φ à ∂E par ∂Φ et on note que ∂E n’est
pas, en général, positivement invariant. Soit N l’ensemble invariant maximal
de ∂Φ sur ∂E. On suppose que N est un ensemble invariant fermé et qu’il
existe un recouvrement {Nα}α∈A de N , où A est un ensemble d’indices non
vides, N ⊂ ∂E, N ⊂ ∪α∈ANα, et Nα(α ∈ A) sont deux à deux ensembles
invariants fermés disjoints. De plus, on propose l’hypothèse suivante :

(H’)

(1) Tous Nα sont des ensembles invariants isolés du flot Φ.
(2) Tout sous-ensemble fini de {Nα}α∈A ne forme pas un cycle limite.
(3) Tout sous-ensemble compact de ∂E contient, au plus, un nombre

fini d’ensembles de {Nα}α∈A.

Théorème A.27 [7]
Soit E un sous-ensemble fermé, positivement invariant, de X sur lequel un
flot continu Φ est défini. Supposons qu’il y ait une constante α > 0 telle
que Φ soit un point dissipatif sur S[∂E, α] ∩ E̊ et que l’hypothèse (H’) soit
vérifiée. Alors le flot Φ est uniformément persistant si et seulement si

W+(Nα) ∩ S[∂E, α] ∩ E̊ = ∅,

pour tout α ∈ A, où W+(Nα) = {y ∈ X : Λ+(y) ⊂ Nα}.
et Λ+(y) = {x ∈ X : il y a une séquence {tn} ⊂ R+ avec, tn → +∞ et
Φ(x, tn)→ y quand n→∞}.
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