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INTRODUCTION

La modélisation mathématique en épidémiologie a été crée par le mathé-
maticien Daniel Bernoulli. 11 s’agit en fait du premier modéle mathématique
inspiré d’'une problématique épidémiologique.

Une maladie est dite épidémique si elle apparait pendant une période relati-
vement courte dans une population.

Ce mémoire est consacré a I’étude du modéle de transmission de la ma-
ladie pour trouver le taux de reproduction de base qui est le nombre moyen
de nouvelles infections, et vérifier que la maladie va s’éteindre ou envahir
une population (maladie épidémique), et que la maladie persiste dans une
population (maladie endémique).

Le type de modélisation utilisé pour la conception des modeéles épidémio-
logiques est appelés modéles compartimentaux :

Compartiment : c’est I'unité fonctionnelle du modele et il peut avoir ou
non une réalité biologique [16].

Modéle compartimental : c’est un modéle dans lequel la population est
virtuellement divisée en un nombre de compartiments donné, qui inter-
agissent entre eux selon certaines régles [11].

Il existe différentes sortes de compartiments dans la modélisation épidémio-
logique :
Susceptibles : Ce compartiment représente les personnes qui ne sont pas

encore infectées, mais ils peuvent étre exposés a la maladie ou étre
infectés directement.



Exposés : Ce compartiment est représenté lorsque la maladie nécessite une
période de latence, les personnes contaminées ne sont pas immeédiate-
ment capables de contaminer les personnes susceptibles. Elles sont donc
exposés a la maladie.

Infectieux : Ce compartiment contient les personnes infectés et celles qui
sont capables de transmettre la maladie dans la population (conta-
gieux).

Guéris : Ce compartiment contient les personnes qui ont été infectées et ils
sont guéris avec une immunité temporaire ou permanente.

Ce mémoire est composée de deux chapitres et une annexe,

Dans le premier chapitre on étudie le modéle de transmission du maladie :
i = filz) = Fi(x) = Vi(x),

et on cherche le taux de reproduction de base Ry avec la méthode de next-
generation matrix (« matrice de la génération suivante » [0]), ce taux est
un parameétre de seuil pour des modeéles épidémiologique, c’est-a-dire qu’il
détermine la stabilité de 1’équilibre sans maladie (en anglais : Disease Free
Equilibrium, DFE).

Dans le deuxiéme chapitre on étudie le modéle SETRS dans une popu-
lation constante :

S= —Bg(I)S+v—vS+dR,
E= g(I)S— (= +)E,

[= ¢E—(y+v),

R= ~I—(§+V)R,

et on prouve que ce modéle persiste quand Ry > 1.

Dans I'annexe, on donne quelques définitions et théorémes qu’on a utilisé
dans ce mémoire.

Et a la fin des chapitres, des conclusions sont données pour tout ce qu’on
a fait dans ce mémoire.



CHAPITRE 1

MODELES COMPARTIMENTAUX
EN EPIDEMIOLOGIE

De nombreux modéles épidémiologiques ont un équilibre sans maladie
DFE auquel la population reste en 1’absence de maladie. Ces modé¢les ont
généralement un parameétre de seuil qui est le taux de reproduction de base
Ro [18]. Ce nombre est la quantité la plus importante en épidémiologie des
maladies infectieuses, il est présenté pour un modeéle général de transmission
des maladies compartimentales basé sur un systéme d’équations différentielles
ordinaires (EDO).

La méthode de next-generation matrix est utilisée pour trouvée le Ry dans
un modeéle en compartiment de la propagation des maladies infectieuses.

1.1 Modéle de transmission de la maladie

On considére un modéle épidémiologique comportant n classes ou com-
partiments homogeénes. On classe les compartiments de sorte que les premiers
m compartiments correspondent aux individus infectés, avec m < n.
L’interprétation épidémiologique du modeéle doit déterminer la distinction
entre compartiments infectés et non infectés (plus d’une interprétation soit
possible pour certains modéles).

On ne peut pas déterminé le Ry a partir de la structure du modéle mathéma-
tique seul mais dépend de la définition des compartiments qui contiennent
les individus infectés et non infectés [I§].
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Soit © = (x1,...,1,)" , avec chaque x; > 0 le nombre d’individus dans
chaque compartiment a 'instant ¢. Alors, on définit X, , 'ensemble de tous
les états sans maladie, par :

Xs={z>20z; =0,i=1,...,m}.

Pour calculer Ry, il est important de distinguer les nouvelles infections
et tous les autres changements dans chaque compartiment.
— On note F;(z) le taux d’apparition de nouveaux infectés, dans le com-
partiment ¢.
— On note V;"(z) le taux de transfert des individus dans le compartiment
i (déplacement, vieillissement, guérison, etc . . .).
— On note V; () le taux de transfert des individus hors du compartiment
i (mortalité, infection, mouvement, etc . . .).
Le modeéle de transmission de la maladie (voir la FIGURE est consti-
tué des conditions initiales non-négatives ainsi que le systéme d’équations
suivant :

ou Vi(z) = V7 (z) — V().

)

FIGURE 1.1 — Le modéle de transmission de la maladie
De la nature du modéle épidémiologique nous avons les hypothéses sui-
vantes pour les fonctions introduites :
(H1) Sixz >0, Alors F;,V; ,V;F > 0pouri=1,...,n.

Chaque fonction représente un transfert dirigé d’individus, ils sont tous
non négatives.

(H2) Si x; = 0. En particulier, si x € X, alors V; =0 pouri=1,...,m.

S’il n’ y a rien dans un compartiment, rien ne peut en sortir.
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On considére le modéle de transmission de la maladie donné par avec
filz), i =1,..., n, satisfaisant les conditions (H1) et (H2). Si z; = 0, alors
fi(z) 2 0.
(H3) Sii> m alors, F; = 0.
Les compartiments d’indice supérieur a m sont des non infectés. Par
définition, il ne peut apparaitre dans les compartiments des infectés.

(H4) Six e X,, alors Fi(z) =0et V(z) =0pouri=1,...,m.

Dans la population sans maladie, il ne peut apparaitre de nouveaux
infectés. Autrement dit, il n’y a pas d’'immigration d’infectieux.

(H5) Si F(x) = 0, alors toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne
D f(xo) ont des parties réelles négatives.

En effet, la condition (H5) est basée sur les dérivées de f prés d’'un DFE.
On définit un DFE de comme étant une solution d’équilibre locale-
ment asymptotiquement stable du modéle sans maladie, c’est-a-dire,
Restreinte a X;.

On considére une population proche du DFE z. Si la population reste proche
du DFE (c’est-a-dire si I'introduction de quelques individus infectieux n’en-
traine pas d’épidémie) alors la population retournera au DFE selon le systéme
linéarisé :

T = Df(xo)(z — x0), (1.2)
ou Df(xzg) est la dérivée [0f;/0x;] évaluée au DFE z,. Nous limitons notre
attention aux systémes dans lesquels le DFE est stable en ’absence de nou-
velle infection, i.e F(x) = 0.

Les hypotheses listées ci-dessus permettent de partitionner la matrice
D f(zo) comme indiqué par le lemme suivant :

Lemme 1.1 [1§/
Si xg est un DFE de (1.1)) et fi(x) satisfait (H1)-(H5), alors les dérivées
DF(zo) et DV(x) sont partitionnées comme :

D}'(xo):<]g 8) DV(xO):(}]/g 24)

ou F et V sont les matrices m X m définies par :

OF; oV o
— = < <m.
F {a% (xo)] et 'V {83:]- ($0)1 ., avec 1 <i,5<m

De plus, F' est non-négative, V est une M-matrice non singuliére et toutes les
valeurs propres de Jy ont une partie réelle positive.
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Preuve. Soit 2y € X, un DFE, on a par (H3) et (H4), (0F;/0x;) (x¢) = 0 si
soit ¢ > m ou j > m. De méme, par (H2) et (H4), si z € X alors V;(z) =0
pour i < m. Par conséquent, (0V;/0x;) (zo) = 0 pour i < m et j > m.

Soit {e;} les vecteurs de base euclidiens. C’est-a-dire, e; est la jéme co-

lonne de la matrice d’identité n x n. Puis pour j =1,...,m,
8V2 . Vz($0 + he ) — Vz(mo)
(83:]-) (o) B0 ( h ’
et par (H1) et (H4), puisque F;(zo) = 0,
OF; . Fi(zo + hey)
= lim =2~ 7 >
o, ) = T .

d’out F' est non-négative.

Pouri=1,...,m,si¢ # jalors le iéme composant de zo+he; = 0, et d’aprés
(H1) et (H2), V; (zo + he;) = 0, donc Vi(zg + he;) = =V (2o + he;) < 0.
On déduit,

. —yr .
Wi ) — tim Vi (@0t hey)

< 0.
Oz, h—0+ h

Alors, pour i # j, V est une Z-matrice. De plus on a d’aprés (H5) toutes les
valeurs propres de V' ont des parties réelles positives, ce qui prouve que V
est une M-matrice non singuliére et les valeurs propres de J; ont une partie
réelle positive. [J

1.2 Taux de reproduction de base

On désigne par Ry le taux de reproduction de base, c’est le" nombre
moyen attendu de nouveaux cas d’infection, engendrés par un individu in-
fectieux moyen dans une population entiérement constituée des susceptibles"
[6]. Si Ry < 1, alors un individu infecté produit, en moyenne, moins d’une
nouvelle infection au cours de sa période d’infectiosité, et 'infection peut
s’éteindre (elle ne peut pas se développer).

Par contre, si Ry > 1, chaque individu infecté produit, en moyenne, plus
d’une nouvelle infection, et la maladie peut envahir la population [8].

Dans le cas d’un seul compartiment infecté, R, est simplement le produit
du taux d’infection et de la durée moyenne de l'infection.
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1.2.1 Interprétation biologique

Un nombre de reproduction de base plus général peut étre défini comme le
nombre de nouvelles infections produites par un individu infectieux typique
dans une population & un DFE.

Définition 1.2 On appelle force d’infection 6 la probabilité par unité de
temps (le tauz), pour qu’un susceptible devient infecté.

Pour déterminer le destin d’un individu infectieux typique introduit dans
la population, on considére la dynamique du systéme linéaris¢ (1.2)) avec
ré-infection désactivée (F' = 0). Clest le systéme :

&= —DV(x)(z — x9). (1.3)

Par (H5), le DFE est localement asymptotiquement stable dans ce systéme.
Ainsi, peut étre utilisé pour déterminer le sort d’un petit nombre d’indi-
vidus infectés introduits dans une population sans maladie. Le temps attendu
que le nombre d’individus infectés passe dans chaque compartiment est donné
par U'intégrale [ ¢(t)dt, ou ¢(t) est la solution de (L.3). En effet, la iéme
composante de ¢(t) est interprétée comme la probabilité que le nombre d’in-
dividus infectés (introduit a I'instant ¢ = 0) est en état de maladie 7 & I'instant
t (voir [1]). La solution de (1.3]) est ¢(t) = e=V!®(0), ot 'exponentielle d’une
matrice A est définie par la série de Taylor :
A A2 A3 Ak
€ —I+A+7+§+...+E+...,

cette série converge pour tout ¢. Alors, [ ¢(t)dt = V~'¢(0).

On considére le sort d'un individu infecté introduit dans une population

sans maladie. L’entrée (i,7) de V! peut étre interprétée comme le temps
attendu qu’un individu infecté initialement introduit dans le compartiment
j dépense dans le compartiment 7.
L’entrée (i,7) de la matrice F' est le taux d’infections secondaires produites
dans le compartiment ¢ par un individu infecté dans le compartiment j.
Par conséquent, le nombre attendu d’infections secondaires produites par
I'individu infectés est donné par :

/ h Fe Vip(0)dt = FV¢(0).

0

L’entrée (i,7) de FV ™! est le nombre attendu d’infections secondaires dans
le compartiment ¢ produites par 'individu initialement dans le compartiment

VE
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D’aprés Lemme F' est non-négative et V' est une M-matrice non
singuliére donc inversible et toutes ses valeurs propres ont des parties réelles
positives, V™1 est non-négative (Lemme (A.10)), tout comme FV~!. On
appelle FV ™1 la next-generation matriz [6] pour le modeéle et on a,

Ro = p(FV), (14)

ot p(A) est le rayon spectral d’une matrice A.

1.2.2 Stabilité de I’équilibre sans maladie DFE

Le nombre de reproduction de base est li¢ a la stabilité de DFE (R est
un seuil).

Lemme 1.3 [i)
Si F est non-négative. Alors, Ro = p(FV ') < 1 si et seulement si les valeurs
propres de (F' — V') ont des parties réelles négative.

Preuve. On a d’aprés Lemme ((1.1)), F' est non-négative et V est une M-
matrice non singuliére, alors V! > 0, donc FV~! >0, et ona I — FV ! est
une Z-matrice, alors d’aprés Lemme (|A.10)),

(I —FV 1) >0<= (I — FV ') est une M-matrice non singuliére,
«— p(FV ™ < 1.

Les matrices V et (I — FV ') sont inversibles. Par conséquent,

I—-FVH1'>0«<= VI II-FVH>o,
— (VI -FVH)1t>o,
— (V-F)'>o.

(V — F) est une Z-matrice, alors d’aprés Lemme (A.10), (I — FV~1)~! > 0si
et seulement si (V — F') est une M-matrice non singuliére et toutes ses valeurs
propres ont une partie réelle positive. Alors, les valeurs propre de (F — V)
ont une partie réelle négative. [

Théoréme 1.4 [18/

On considére le modéle de transmission de la maladie donné par (1.1)) avec
f(z) satisfaisant les conditions (H1)-(HS5). Si xo est un DFE du modéle,
alors xq est localement asymptotiquement stable si Rg < 1, mais instable si
Ro > 1.
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Preuve. On a par Lemme ([1.1) :

Df(l'o) = Df(l’o) — DV(QZ'()),

_(F O V o0

- (o o) a <J3 J4)’

_(F-=V 0

(0
Les valeurs propres de D f(zg) sont F —V et —J;, d’aprés Lemme (|1.1)) toutes
les valeurs propres de —J; ont une partie réelle négative. Alors, DFE est lo-
calement asymptotiquement stable si les valeurs propres de FF — V' ont une
partie réelle négative.
D’aprés Lemme , F' est non-négative et V' est une M-matrice non sin-
gulicre, et d’aprés Lemme les valeurs propre de (F'— V') ont une partie

réelle négative si et seulement si p(FV ') < 1. Par conséquent, DFE est
localement asymptotiquement stable si Ry = p(FV 1) < 1.

L’instabilité pour Ry > 1 peut étre établir par 'argument de continuité.
Si Rg < 1, alors pour tout € > 0,

p(FV ) <1+e<+= ((1+¢)l — FV') est une M-matrice non singuliére,
< (1+e) - FV 1)1 >0, " Lemme "
=V 1+l -FVH1t>o,
— (1+e)V-F)'>0,

d’aprés la preuve du lemme ([.3)), les valeurs propres de ((1+ €)V — F) ont
une partie réelle positive. Puisque € > 0 est arbitraire, et les valeurs propres
sont des fonctions continues, alors toutes les valeurs propres de V' — F' ont
une partie réelle non-négative.

Pour inverser ’argument, on suppose que toutes les valeurs propres de V — F
ont une partie réelle non-négative. Pour tout ¢ > 0, on a d’apres la preuve

du Lemme ([1.3)) :

(V + €l — F) est une M-matrice non singuliére <= p(F(V +el)™') <1,

et puisque € > 0 est arbitraire, p(FV 1) < 1.
Alors, (F' — V') a au moins une valeur propre avec une partie réelle positive
si et seulement si p(FV 1) > 1, et DFE est instable pour Ry > 1. O
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1.3 Applications

1.3.1 Modéle de Ross

Le modéle de Ross [15] est donné par :

= maby(l —z) — vz,
. 1.5
{ y= bea(l —y)z — py, (1.5)

ol x et y représentent respectivement les densités des humains infectieux et
des femelles anophélesE] infectieuses. La population humaine H est supposée
constante, celle des femelles anophéles V' aussi. Le paramétre m = % est la
densité vectorielle,

a : le nombre moyen des piqiires, que fait un moustique par unité de
temps,

b1 : la probabilité pour une piqtire par un moustique infecté de déclencher
une infection chez un humain,

by : la probabilité pour un moustique susceptible piquant un humain in-
fectieux de s’infecter,

v : la vitesse moyenne pour un individu de guérison,
1 taux de mortalité des moustiques,

1/~ :la durée moyenne d’'une infection,

1/p : la vie moyenne d’un moustique.

Ce systéme est en densité, on va le réécrire en nombres. On pose I, = ©H les
populations respectives des humains dans le compartiment des infectieux, et
I, = yV pour les moustiques infectieux. D’ou :

. H -1
I = ablfy( h)—m,

H

_ ; (1.6)
I, = bya(V — Iv)ﬁh — pul,,
et on a,
- H — Ih . Ih
Fl —ablL, ( H ) y FZ —bQCZ(V — IU)H,
Vi =1, Vo =pl,y.

1. Moustiques du paludisme.
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Alors,
H -1,
ablfv ( >
bya(V — Iv)ﬁh v

Le DFE est 2o = (0,0)". D’ou,
o 0 (lbl [ 0
F= (mbza 0)’ V= (O ,u)'
Donc, on peut calculer 'inverse de V/,
1 w0
Vo=
detV (O ’y) ’

2 (07)
vy \O v/’

1
-0
N e
- e
0 =
1
et on obtient,
b
0 aov
-1 _ o
FV— = bya
m— 0
7

Pour calculer le rayon spectral de FV 1, on trouve les valeurs propres de la
matrice :

ma2b1 b2

p(FV™!) = max ¢ +
i

Par conséquent,

ma2b1 b2
oo
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1.3.2 Modéle Kermack et McKendrick

Ce modele (FIGURE [1.2) se compose d'un systéme de trois équations
différentielle non-linéaires [3] :

§= -pIS,
I'= pIS—nI, (1.8)
R= ~I.

L’interprétation de ce modéle est donnée comme suit :
S : la densité des susceptibles,

: la densité des infectés,

: la densité des retirés,

: le taux de transmission d’infection,

2 ™ W~

: le taux de guérison,

1/~ : la durée moyenne de 'infection.

FIGURE 1.2 — Schéma de transmission du modéle STR.

Puisque la période de temps est courte, ce modéle n’a aucune dynamique
vitale (naissances et décés). Alors, la densité totale est constante égale a N,
oW N=S+I+R etonaS+I+R=0.

On suppose initialement que les individus sont susceptibles, puis infectieux,
puis retirées. Donc il suffit de considérer le systéme sur le plan (S, 1) puisque
si 'on connait, on connait R. Le systéme devient :

S = —pIS,
{[’: BIS —~I. (1.9)

Les nouvelles infections apparaissent dans le compartiment /. Par conséquent,
F =pBS1, Y =~I.

Une solution d’équilibre, avec I = 0 doit avoir R = 0 et S = Sy, a la forme
xo = (Sp,0,0)", ot Sy = N. On suppose que Sy est un DFE. Alors on a :

F :ﬂS()? V =7,
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et on obtient,

D’ou,

2°me méthode [5] :
Par I'interprétation biologique de Ry, on le défini comme suit :

Ro = cpAT,

avec

¢ : le nombre moyen de contacts,
p : la probabilité de transmission de la maladie,
AT :la période moyenne d’inféctiosité,
cp : le contact réussi.

Et on a,

1
Ro :ﬁN—
v

Alors, on montre que :

- Le contact réussi ¢cp = BN,

1

- La période d’inféctiosité AT = —.

Y
On suppose que la population N est susceptible, alors le contact dans la
population initiale se fait avec toute la population N multipliée par le taux

de transmission, d’ou c¢p = BN.

Pour prouver que AT = 1/7, on suppose que les infectés deviennent
contagieux, on pose :
P(t) : la probabilité d’étre toujours contagieux a I'instant ¢ apreés l'infection.
On a alors :

{P(t +h) — P(t) = —yP(t)h,
1

=
—
(@)
SN—

I
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En appliquant la limite :

. P(t+h)—-P(t)
A

P(0) = 1.

[0~ e,

P(0) =1.
Quand on intégre, on obtient :
P(t) =e .

Soit X une variable aléatoire X : Q — R*, et w € Q.

X (w) : la durée d’infectiosité de I'individu.

Avec P(t) = P(X(w) > t) = e,

La fonction de répartition : F(t) = P(X(w) <t)=1—e",
La fonction de densité : f(t) = F'(t) = ye .

L’espérance est égale a :

D’ou le résultat.

1.3.3 Modéle de traitement

On considére un modéle basé sur le modéle de la tuberculose avec traite-
ment [4] (voir la FIGURE |1.3| [18]). Alors, la population est divisée en quatre
compartiments, qui sont :

S : les individus susceptibles a la tuberculose,
FE : les individus exposés,
I : les individus infectieux,
T : les individus traités.
et on a :
N : la densité totale de population ou la taille de la population.

Les individus susceptibles et traités devient exposés aux taux S11/N et 521 /N
respectivement ([ est le taux de contact effectif par individu), ou

N=FE+I+S5S+T.
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Les individus exposés devient infectieux au taux v. Tous les nouveaux-nés
b(N) sont susceptibles, et tous les individus meurent au taux d > 0. Les
taux de traitement sont r; pour les individus exposés et ro pour les individus
infectieux. Cependant, seulement une fraction ¢ des traitements d’infectieux
sont réussis. Les individus infectieux traités sans succes devient exposés

(p=1-7q).

S {2 3
b(N) &/j.")f /N ZoE y

3, TI/N

vE| |\prad

U«

FIGURE 1.3 — Schéma de transmission du modéle EIST.

Le modéle de transmission de la maladie comprend les équations différen-
tielles suivantes ainsi que les conditions initiales non négatives :

E = BSI/N + ByTI/N — (d+ v +11)E + praol, (1.10a)
[=vE—(d+m)l, (1.10b)
S =b(N) —dS — ,SI/N, (1.10¢)
T = —dT +rFE + qrol — 3TT/N. (1.10d)

La progression de E vers I et 1’échec du traitement ne sont pas considérés
comme de nouvelles infections, mais plutdét comme la progression d’un in-
dividu infecté a travers les différents compartiments. Alors, pour m = 2 et
d’apres (H3), F; =0sii> 2. Alors on a :

F1=p1SI/N + 5,TI/N,

Fy =0,

Vi =(d+v+mr)E —prl,
Vo=—vE+ (d+r9)l,

V3 =—b(N)+dS + 1SI/N,
V,=dTl' —riE — qrol + 55TI/N.
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Les compartiments infectés sont F et I. Par conséquent,

_ (BSI/N + B, TI/N _(d+v+r)E —prod
]—"—(1 0 2 > et v_< _VE+Ed+T2)[2). (1.11)

Une solution d’équilibre, avec £ = [ = 0 doit avoir T = 0et S = Sy,
a la forme suivante : xy = (0,0, Sp,0)!, ou Sy est une solution positive de

b(Sp)/d = Sp. Pour Sy =1 est un DFE. Alors,

. 0 61 . d+V+T’1 —pro
F_<O 0)’ V_( —v d—H"g)'

Donc, on peut calculer l'inverse de V/,

Vol — 1 d+ry pra
<d+V+T1)(d+T2)—VpT2 v d+v+mr)’

et on obtient,

Biv fi(d+v+r)
FVv—1l= (d+v+r)(d+ry) —vpry (d4+v+r)(d+ 1) — vpre
0 0

Pour calculer le rayon spectral de £V =1, on trouve les valeurs propres de la
matrice :

-1\ _ < pv
pEV™) = ma {(d—l—y—l—rl)(d—l—rg)—z/prg’o}'

Par conséquent,

Biv

Ro = )
0 (d+v+mr)(d+ry) —vpre




CHAPITRE 2

PERSISTANCE UNIFORME DE LA
MALADIE DU MODELE SEIRS

On étudie le modéle épidémiologique SETRS avec incidence non linéaire
générale dans une population constante(voir FIGURE [2.1)).

S: —Bg(I)S +v—vS +0R,
I= eE—(v+v), '
R= ~I—(6+Vv)R.

Avec S(0) = Sp, E(0) = Ey, 1(0) = Iy, R(0) = Ry, sont des conditions ini-

tiales.

FIGURE 2.1 — Schéma de transmission du modéle SETRS avec dynamique

vitale.

17
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2.1 Interprétation du modéle SEIRS

L’interprétation de ce modéle est donnée comme suit :
S(t) :la fraction de la population susceptible a I'instant ¢,
E(t) : la fraction de la population exposée a l'instant t,
I(t) : la fraction de la population infectée a I'instant ¢,

R(t) : la fraction de la population retirée avec une immunité temporaire a
I'instant ¢,

£ >0 : le coefficient de transmission,

v >0 : le taux de natalité constant (supposé égal au taux de mortalité na-
turelle constant),

0 > 0 : le taux constant de perte d’immunité,
g > 0 : le taux constant auquel les individus exposés deviennent infectieux,
v > 0 : le taux constant de retiration des individus infectieux,
Bg(I)S :le taux d’incidence non linéaire,

1/e : la période infectieuse moyenne,

1/~ : la période d’exposition moyenne.
g(I) représente le coefficient de transmission avec g(0) = 0 et g(I) > 0 pour
I € (0,1] et g € C'(0, 1]. La population totale est constante, S+ E+I+R = 1.

Tous les nouveaux-nés sont supposés susceptibles. Alors, Les individus

sont susceptibles, puis exposés, puis infectieux, puis retirées avec la possibi-
lité de redevenir susceptibles avec le taux de perte d’'immunité ¢.
Si 'immunité est supposée permanente, c’est-a-dire 6 = 0, alors ce modéle
devient un modeéle SETR. Dans ce cas, les individus, une fois infectés et en-
levés, ne redeviendront pas susceptibles. C’est un modéle approprié pour les
maladies comme la rougeole et la varicelle.

Remarques :

1. Les modéles épidémiologiques standards utilisent un taux d’incidence
bilinéaire SIS.

2. Si la population est saturée d’infectieux, le taux d’incidence peut dé-
pendre non-linéairement de 1.

3. La forme d’incidence non linéaire qui incorpore la saturation des infec-
tieux est g(I) = I?/(1+alP), ou p et a sont des paramétres positifs [17].
On note que ¢'(0) n’existe pas quand p < 1, et que ¢’(0) = 1 quand
p=1.
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4. La forme d’incidence générale Sg(I)S permet un traitement unifié pour
tous ces cas biologiquement importants.

2.2 Etude du modéle SEITRS

Les fonctions du systéme (2.1]) sont des fonctions de C*°, elles sont donc
continues et localement lipschitziennes.

La région possible pour 1' est le cone non négatif Ry qui peut étre
invariant par rapport a (2.1)). Etant donné des conditions initiales non néga-
tives, la solution existe et a des composantes non négatives pour tout ¢ > 0.
Alors on a :

I'={(S,E,[,R)eR,:S+E+I+R=1} (2.2)

L’addition des équations dans (2.1) implique que le simplex tridimensionnel
est positivement invariant dans Ri. Il suffit donc d’étudier la dynamique de

(2.1) sur T

Le systéme a toujours un DFE, 2y = (1,0, 0,0). Puisque g(I) en
n’est pas supposé étre C! en x, I'analyse de stabilité linéaire ne s’applique
pas, alors une fonction locale de Lyapunov doit étre construite pour étudier
la stabilité de Lyapunov de o [I7]. On a ’hypothése suivante sur la fonction
de force d’infection ¢([) :

(1) g€C'(0,1], g(0) =0, g(I) > 0,pour I € (0, 1],
1
(H) (2) ¢= lim ¥§+oo,quand0<c<+oo,g(]) <cl,

I—0t
pour I suffisamment petit.

2.2.1 Taux de reproduction de base du modéle SEIRS

On utilise,la méthode de next-generation matrix pour trouver le Ry. On
a alors :

Fi=—pg(I)S, Vi=—v+vS—90R,
F2 =Pg(I)S, Vs =(e +v)E,
F3 =0, Vs =—cB+ (v +v)l,

Fi =0, Vi=—7yl+0+v)k
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Les compartiments d’infection sont ' et I. Par conséquent,

P () v (L) e

Une solution d’équilibre, avec £ = I = 0 doit avoir R = 0et S =1, ala
forme suivante : o = (1,0,0,0)", avec o est un DFE. Alors,

(0 B4'(0) _f(fe+v O
P=(o ") v= (L0,

Donc, on peut calculer I'inverse de V/,

vl 1 y+v 0
(e+v)(y+v)\ & e+v)’

et on obtient,

g(pe  40)p
FV'= (5—1—1/)0(74—V) ’y—[l)—u

Pour calculer le rayon spectral de F'V =1, on trouve les valeurs propres de la
matrice :

p(Fv—l)zmax{ g'(0)Be 0}.

e+v)(y+v)
Par conséquent,
9'(0)5e
(e+v)(y+v)
Avec ¢'(0) = lim; o+ L;g(()) et d’aprés (H) on a g(0) = 0. Alors,
¢'(0) = lim;_,o+ # = ¢, pour 0 < ¢ < +o00. D'ou :

cfPe
e+v)(v+v)

R():

Ro -
Remarque :

e Lorsque g(I) = 1 ou g(I) = I/(1 + al), alors ¢ = ¢’(0) = 1 et Ry
prennent la forme fe/(e + v)(y + v), avec :
e/(e +v) : la fraction survivant a la classe exposée,
1/(v+v) : la période infectieuse moyenne.
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2.2.2 Stabilité du modéle SEIRS

La proposition suivante montre que le parameétre R satisfait une pro-
priété de seuil avec la valeur de seuil 1.

Théoréme 2.1 [17]
On suppose que g(I) satisfait (H). Alors, pour le systeme (2.1))on a :
(i) xo = (1,0,0,0) est localement asymptotiquement stable si Ry < 1,

(11) xq est instable si Ry > 1; dans ce cas, toutes les trajectoires partant
d’un voisinage suffisamment petit de xog dans I' s’éloignent de xg, sauf
celles sur le plan de coordonnées S— R (le cas de l'absence d’infection),
qui convergent vers xy dans ce plan.

Preuve. En utilisant S+ E + [ + R = 1, on peut réduire (2.1)) & un systéme
tridimensionnel. L’équilibre correspond maintenant a (0,0,0) dans l’espace
(E,I,R), et la région possible est :

T={EIReR :E+I+R<1}. (2.4)

Considérant une fonction de Lyapunov :

E+v

V=E+ I. (2.5)

On calcule le dériver :

E+ VUV

V=~FE+ I,
— Bg(N(1—E—I—R)— (e +E+ L EE— (v+0)]),
— Bg((1—E—T-R)— Y+

On pose 0 = fBe/(e +v)(y + v), on obtient :

. pBI fe g(I)
LED?(@+WW+W IG—E—I—M—&>

Si Ry < 1, alors pour (F, I, R) € T suffisamment proche de (0,0,0) et
d’aprés (H) on a :

<Ro< 1
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On multiplie en (1 — E — I — R) et on soustrait 1, on obtient :

fBe g(I)
(e+v)(v+v) I

1-E—-I-R -1<-E—-I1-R<0,

I
On multiplie en B—, on obtient :
o

ﬁ( Be g)
o \(e+v)(y+v) I

(1—E—]—R)—1) <0.

Par conséquent,
V <0.

Alors, V < 0si Ry < 1, pour (E,I,R) € T suffisamment proche de (0,0,0),
et V = 0 ne tient que lorsque I = 0. D’aprés théoréme de Lyapunov, si
V <0,Y(E,I,R) € T\{(0,0,0)}, alors (0,0, 0) est asymptotiquement stable.
Puisque {(0,0,0)} est la plus grand sous-ensemble invariant dans 7 ou V = 0,
et d’apres théoréme d’invariance de LaSalle, le DFE z est localement asymp-
totiquement stable.

Si Ry > 1,alors V > 0 pour (E, I, R) € T suffisamment proche de (0,0, 0)
sauf quand I = 0. Alors, d’aprés le théoreme de Chetaev, z( est instable.

Dans le cas de I'absence d’infection, i.e E=1=0,0n a :
. R(t)
t)=—(0 )= —==—(¢ .
R(t) (0 +v)R(t) 0 (0+v)
Quand on intégre, on obtient :

R(t) = R(0)e™ o™+t

R(t) tend vers 0 quand t tend vers +o0o. Ainsi, toute solution du systéme
tridimensionnel démarrant suffisamment prés de (0,0,0) et non de l'axe R
s’éloigne de (0,0,0). Et on a :

Sit)y=v—-vS(t) = =" = —1.
Quand on intégre, on obtient :

S(t) — 1= S(0)e Jo vt

S(t) converge vers 1 quand ¢ tend vers +o0.
Donc toutes les trajectoires partant d’un voisinage suffisamment petit sur le
plan de coordonnées S — R convergent vers xg. [
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2.3 Persistance uniforme de la maladie

On étudie la persistance uniforme de dans IO‘, I'intérieur de I', quand
Ro > 1. On dit que le systéme est uniformément persistant s’il existe
une constante 0 < g9 < 1 telle que, toute solution (S(t), E(t), I(t), R(t)) de
avec (S(0), E(0),1(0), R(0)) € T satisfait :

liminf S(t) > &y, 1itm inf E(t) > &,
—00

oo e (2.6)
liminf I(t) > g¢, liminf R(t) > &y.
t—o0 t—o0

Si est uniformément persistant, la maladie est endémique. Dans ce cas,
les fractions infectieux et latentes persistent au-dessus d’un certain niveau
positif.

On peut définir 'endémicité de la maladie en utilisant I'une des notions de
la persistance faible. Cependant, la persistance de ([2.1)) est équivalente a la
persistance uniforme définie ci-dessus, ce qu’on va montrer dans le théoréme
suivante :

Théoréme 2.2 [17/
En supposant que g(I) satisfait (H), le systéme (2.1)) est uniformément per-
sistant si et seulement st Rg > 1.

Preuve. On a d’aprés la Proposition , si Rp < 1, xp est localement
asymptotiquement stable, cela implique que le systéme (2.1) ne persiste pas.
Si Ry > 1, on utilise des résultats de persistance uniforme du Théoréme
(A27). On choisit X = R® et E = T, avec T est positivement invariant
et il existe un unique équilibre (0,0,0) sur la frontiére de T tel que len-
semble invariant maximal N sur 0T est le singleton {(0,0,0)}. En utilisant
S+ E+ 1+ R =1, on reviendra a la région initiale I et on aura N = {z¢}
sur la frontiére OI" et il est isolé. Ainsi, ’hypothese (H’) du Théoréme
est vérifiée pour ([2.1)).

Alors, la condition de persistance uniforme dans le théoréeme est satis-
faite pour Ry > 1, et la persistance uniforme du systeme est équivalente

a l'instabilité de xq. [



CONCLUSION GENERALE

Dans le premier chapitre on a étudié le modéle de transmission de la
maladie et on a montré que la stabilité de DFE est liée a l'interprétation
épidémiologique du nombre de reproduction de base Ry. Do,

e Si Ry < 1, le DFE x4 est localement asymptotiquement stable et un in-
dividu infecté produit, en moyenne, moins d’un nouvel individu infecté au
cours de sa période d’infectiosité, et I'infection ne peut pas se développer.

e Si Ry > 1, xg est instable et chaque individu infecté produit, en moyenne,
plus d’une nouvelle infection, et la maladie peut envahir la population c’est-
a-dire il y a un épidémie.

Dans le deuxiéme chapitre on a analysé un modéle épidémiologique SEIRS
et on a prouvé que :
e Le DFE z( est localement asymptotiquement stable si Ry < 1 et la maladie
s’éteindre.
e Si Ry > 1, xg est instable et la maladie persiste uniformément. Alors, la
maladie est endémique.
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ANNEXE A

Pour étudier la stabilité des équilibres, il faut d’abord cité les notions
d’existence et d’unicité des solutions.

On considére une application f : U — R™ avec :

{ Wiy= s, 1er, (a1
y(to) = o

ou U un ouvert de R™.

Définition A.1 La fonction y € C*(U) est dite solution de (A1) siy vérifie

Uéquation. (A.1))

Définition A.2 L’application f est localement Lipschitzienne par rapport a
y sur U si:

Vy1,y2 € U’Vt > 07 dk € R+7 H f(yl) - f(y2) HOO< k H Y1 — Y2 HOO :

Théoréme A.3 (Cauchy-Lipschitz [13])
Si f est une fonction continue sur U et localement Lipschitzienne par rapport
ay, alors pour tout t > 0 le probléme (A.1]) admet une solution unique.

Définition A.4 (Fonction contractante)
f est dite contractante (ou une contraction) s’il existe une constante k tel
que,

ke [0, 1= fly1) = fy) o< K [ 11 — 92 [|oo -

25
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Définition A.5 Un point y* est dit point stationnaire (ou équilibre) de ((A.1))
fly™) =0.

Définition A.6 On appelle rayon spectral d’une matrice A, la valeur maxi-
male du module des valeurs propres de A.

A) = )\ia
p(A) = max |\

ot Sp(A) désigne le spectre de A ou l'ensemble des valeurs propres de A.

Définition A.7 (M-matrice)
On dit qu’une matrice A est une M-matrice si :
— (Cles éléments diagonaux sont négatifs,
— Cles éléments hors diagonaux sont positifs,
— A est inversible (det(A) # 0) et A~ est définie positive.

Définition A.8 Une matrice A = [a;;] est une Z-matrice si a;; < 0 pour tous
1 # 7. Si A peut étre exprimé sous la forme A = sl — B ou I est la matrice
d’identité, B est une matrice non-négative et s > 0 telle que p(B) < s, alors
A est une M-matrice non singuliére.

Définition A.9 On dit qu’une matrice carrée réelle A est une M-matrice
non singuliére (inversible) si c’est une Z-matrice et si toutes ses valeurs
propres ont une partie réelle strictement positive.

Lemme A.10 [1, [Z/
Si A est une Z-matrice, alors A~ > 0 si et seulement si A est une M-matrice
non singuliére.

A.1 Linéarisation d’un systéme différentiel

Soit f : U C R®™ — R™ est une fonction de classe C!. On suppose que
y* € U soit un point d’équilibre de :

i =0 = F) (A2)

avec y € CH(U).

e On suppose que u(t) = y(t) — y*, on a alors,

d
d—:f = fy" +u).
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En faisant un développement de Taylor au voisinage de y*, on obtient

d
d—Q; = Au+ O(]| u* ||), ot A est la matrice jacobienne de f au point y*.

e On suppose que :
ui(t) = yi(t) — yi (1),

us(t) = ya(t) — ys(t).

Alors, en faisant le développement de Taylor, on obtient :

— = U + —yu2 + O(|| (u1,u2) ”io)’

w_0f 05 :
T T 8y2u2+O<H (u1, uz) %)

Avec la matrice jacobienne :

of on

Oy1 Oys

A pum
051 0,
Oyr Oy

A.2 Stabilité des équilibres

Définition A.11 Un équilibre y* de (A.2)) est dit stable si pour tout € positif,
il existe m positif tel que pour toute solution y(t) de (A.2), on a :

v =¥ llo<n =]l y(t) = ¥" < &,Vt > 0.

Définition A.12 Un équilibre y* de (A.2)) est dit instable s’il existe € positif,
pour tout 1 positif, tel que pour toute solution y(t) de (A.2)), on a :

90 =¥ lloo<n =]l y(t) = ¥" [|c>€,Vt > 0.

Définition A.13 L’équilibre y* est dit asymptotiquement stable sl est stable,
et il existe n positif tel que pour toute solution y(t) de (A.2) on a :

90— 4" llae< 0 = Jim || y(t) = 4" o= 0.
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Stabilité d’un systéme linéaire
Soit le systéme linéaire suivant :

y = Ay,
ol A est une matrice n x n.
Théoréme A.14 [9/
Soient A1, Aa, ..., Ay (M > n) les valeurs propres distinctes de la matrice A,
et y* le point d’équilibre de ce systeme.
- Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles ou
négatives alors l’équilibre est stable.

- Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement
négatives alors l’équilibre est asymptotiquement stable.

- St lune des valeurs propres de A a une partie réelle positive alors
l’équilibre est instable.

Stabilité d’un systéme non linéaire

En consideére le systéme (A.2)), la matrice jacobienne de f évaluée au point

d’équilibre y* est notée par J;(y*) = a—(y*)
Le linéarisé du systéme non linéaire (A.2|) en y* est le systéme :

y = Ay, (A.3)
Ofl, A= Jf (y)

Théoréme A.15 [J/
- Si toutes les valeur propre de A ont des parties réelles négatives, alors
la solution y = 0 de (A.3)) est asymptotiquement stable.

- Sl existe au moins une valeur propre positive de A, alors la solution
y =0 de (A.3) est instable.

Remarque :

e La stabilité asymptotique de l'origine pour la linéarisation implique
une stabilité asymptotique de ’équilibre d’un systéme non linéaire. De
plus, I'instabilité de 'origine pour la linéarisation implique I'instabilité
d’un équilibre d’un systéme non linéaire [3].

D’ou, y* est asymptotiquement stable pour (A.2)) si toutes les valeur propre
de A ont des parties réelles négatives, et y* est instable pour (A.2)) 'l existe
au moins une valeur propre positive de A.
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Portrait de phase

FIGURE 2 — Cas planaire

A.3 Théorie de Lyapounov

Définition A.16 Soit V : U C R" — R" une fonction continue. Alors,
o V est dite définie positive sur U si :

(i) V(0) =0,
(1) V(y) > 0,y € U\{0}.

o VV est dite définie négative, st —V est définie positive.

Définition A.17 (Fonction de Lyapunov)
Une fonction V : U C R" — R" est dite fonction de Lyapunov pour (A.1)
St :

(i) V est définie positive,

(i) V(y) <0,vy € U\{0}.

Théoréme A.18 (Stabilité de Lyapunov [12,1]))
Soit y* = 0 un point d’équilibre de (A.1]) et V' une fonction définie positive
sur un voisinage de y*.

(i) SiV(y) <0,Yy € U\{0} alors 0 est stable,

(i) Si V(y) < 0,Yy € U\{0} alors 0 est asymptotiquement stable.
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Théoréme A.19 (Théoréme d’invariance de LaSalle [9])
Soit R >y — V(y) de classe C' et définie positive, si :

V(y) <0.

Alors, pour toute condition initiale yo, la solution de (A.1) converge asympto-
tiquement vers le plus grand sous-ensemble invariant contenu dans ’ensemble
des points & € R™ tels que V(§) =0

Théoréme A.20 (Instabilité de Chetaev [10])
Soit y* = 0 un point d’équilibre de (A.1) et V' une fonction définie positive
sur un voisinage de y*. St V(y) > 0,Vy € U\{0} alors 0 est instable.

A.4 Persistance

Définition A.21 (Espace métrique)
Un espace métrique (X,d) est un ensemble non vide X avec une fonction d
qui satisfait aur axiomes suivants :

(1) d(z,y) = d(y, x), pour tous z,y € X.
(2) d(z,z)
(3) d(z,z) =0, pour tout x € X.
(4) d(z,y)

d(x,y) mesure la distance entre x et y. d est appelé une métrique sur X. Si
(4) ne tient pas, d est appelé semi-métrique.

(x,2) < d(z,y) + d(y, z), pour tous x,y,z € X.

(z,y) # 0, pour tous x,y € X avec x # y.

Définition A.22 Pour singleton M = {y} avec M C X, et pour tout € > 0,
on définit :
S(M,e) ={y:y € X, dy, M) <e}.

SM el ={y:y € X, dy. M) < e}
Définition A.23 (Flot)
Un flot sur R™ est une application continue
d:RxR"— R",
(tv .I‘) — (I)(tv .’L’),

vérifiant :

(1) (0,z) = =z,

(2) @(t,x) 0 O(s,z) = P(t +s,2) = pourt,s € R.
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Définition A.24 (Dissipativité)
Le systeme (A.1)) est dit dissipatif s’il existe o > 0, tel que y(t,yo) est définie
pour tout t > 0 et limsup ||y(t, yo)||o < .

t—00

Définition A.25 (Persistance faible)
Le systéeme (A.1)) est faiblement persistant pour toute solution (A.1)) satisfait,

limsup ||y (¢, yo)[loe > 0.
t—o00

Définition A.26 (Persistance uniforme)
Le systéeme (A.1)) est uniformément persistant, s’il existe une constante € > 0
telle que toute solution (A.1)) satisfait, litm inf ||y(t,y0)||o > €.

—00

Soit X un espace métrique avec la métrique d et soit ® un flot continu dé-
fini sur X. Soit E un sous-ensemble fermé de X avec OF et E non vides. On
suppose que ® est positivement invariant sur E. Alors E est aussi positive-
ment invariant, mais la frontiére OE peut ne pas étre positivement invariante.
D’apreés [7], on dénote la restriction de ® & OF par 0P et on note que IF n’est
pas, en général, positivement invariant. Soit N I’ensemble invariant maximal
de 0P sur OF. On suppose que N est un ensemble invariant fermé et qu’il
existe un recouvrement { N, }aea de N, ot A est un ensemble d’indices non
vides, N C OE, N C UyeaN,, et Ny(a € A) sont deux a deux ensembles
invariants fermés disjoints. De plus, on propose 'hypothése suivante :

(1) Tous N, sont des ensembles invariants isolés du flot .
(2) Tout sous-ensemble fini de {N,}aca ne forme pas un cycle limite.

(3) Tout sous-ensemble compact de JF contient, au plus, un nombre
fini d’ensembles de { N, }aca.

(H)

Théoréme A.27 [7/

Soit £ un sous-ensemble fermé, positivement invariant, de X sur lequel un
flot continu ® est défini. Supposons qu’il y ait une constante o > 0 telle
que ® soit un point dissipatif sur S[OE,a] N E et que Uhypothése (H’) soit
vérifiée. Alors le flot ® est uniformément persistant si et seulement si

W*(N,) N S[OE, o] NE =0,

pour tout a € A, ou WH(N,) ={y € X : AT (y) C N,}.
et AT(y) = {z € X :ily a une séquence {t,} C RT avec, t, — +oo et
O(x,t,) — y quand n — co}.
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