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Introduction générale

La théorie des échelle de temps a été introduit par le mathématicien Allemand
STEFAN HILGER en 1988 dans sa these de doctorat, il a des applications dans
tous les domaines nécessitant la modélisation simultanée de données discretes et
continues, ou une échelle de temps T est un sous-ensemble non vide fermé de 1’en-
semble des nombres réels R.

Beaucoup de résultats que I'on rencontre dans I’étude des équations différentielles
et de différence restent valable dans le cas des échelles de temps.
Actuellement,’étude des équations dynamiques est un champ large dans les mathé-
matiques pures et appliquées sur I'existence et 'unicité des solutions.

Les théorie de l'oscillation est une branche importante de la théorie des équations
dynamiques appliquée  liée & 1’étude des phénomenes oscillantes en technologie et
sciences naturelles et sociales.

Par exemple en électricité (oscillations libres d'un circuit LC?) et en chimie (réac-
tions oscillantes ,ondes chimiques), etc.

Ce mémoire se compose de trois chapitres.

e PREMIER CHAPITRE :

Dans ce chapitre , nous présentons quelques préliminaires concernant les calculs sur
les échelles de temps,puis nous introduisons des résultat principaux sur la différen-
tiabilité et I'intégration.

e DEUXIEME CHAPITRE :

Il s’agit dans ce chapitre d’étudier les criteres d’oscillation pour la résolution d’équa-

tions dynamiques partielles sur échelles de temps.



e TROISIEME CHAPITRE :
Dans ce chapitre, on s’intéresse aux Théoremes d’oscillation pour la résolution
d’équations dynamiques partielles sur échelles de temps et nous étudions le com-
portement asymptotique de cette équation.

Ces résultats seront illustrés par des exemples.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les échelles de temps et nous présentons
également des résultats principaux sur la différentiabilité et 'intégration. De plus,
nous définissons la fonction exponentielle sur les échelles de temps, en fin rappelons
quelques théoremes et définitions.

La plupart de ces résultats seront énoncés sans preuve. pour plus de détails on peut

consultées [5] et [0].

1.1 La Théorie des échelles de temps

Une échelle de temps est un sous-ensemble fermé non vide de I’ensemble des
nombres réels. La théorie des équations dynamiques unifie les théories des équations

différentielles et des équations aux différences.

1.1.1 Calculs sur les échelles de temps

Définition 1.1.1. /5, 6] Une échelle de temps T est un ensemble non vide fermé de

I’ensemble des nombres réels R.
Exemple 1.1.1. Les ensembles R, 7 et N sont des exemples des échelles de temps.

Exemple 1.1.2. Soit h un nombre réel positif fizé, on définit [’échelle de temps par
hZ. -
hZ :={hz:z€Z}=A...,—3h,—2h,—h,0, h,2h,3h...}.



Exemple 1.1.3. Soit ¢ un nombre réel positif fizé. On définit Uéchelle de temps ¢

par :

Z={q:2€2yu{0}={.¢%q¢"q " 1,¢,¢ ¢, ..} U{0}.

Exemple 1.1.4. Les ensembles suivantes : C, Q , R — Q ,[0,1] ,]0, 1] ne sont pas
des échelle de temps.

Définition 1.1.2. [5, 0] Soit T une échelle de temps. Pourt € T, on définit I’opé-

rateur de saut-avant o : T — T par

ot):=inf{s €T : s>t}
et l'opérateur de saut-arriere p: T — T par

p(t) :=sup{s € T : s < t}.

Par convention, on supposera que :

e inf() =supT, i.eo(t) =t si T admet un mazimum t, dense adroite.

e sup() =infT, i.e p(t) =t si T admet un minimum t.

Définition 1.1.3. /5, 0] La fonction de granulation p: T — [0,00) par

p(t) :==o(t) —t.

Exemple 1.1.5. Soit T = {0,1,2,3,4} , alors on a :
c0)=1,0(1)=2,0(2)=3,0(3)=4.
o(4)=inf{se€T:s>4}=inf@ =supT = 4.

(
p(1) = 0,p(2) = 1,p(3) = 2,p(4) = 3.
(

)
p(0) =sup{s € T:s <0} =sup() =infT = 0.
p(0)=1-0=1pu(1)=2-1=1p2)=3-2=1,
uB)=4—-3=1,pu(4) =4—4=0.

Les définitions ci-dessus pour 'opérateur de saut avant et 'opérateur de saut

arriere prétent a la classifications des points dans une échelle de temps.



Définition 1.1.4. /5, 0] Soit T échelle de temps, t € T. On dira que :

1. Sio

)
)=t ett>infT, on dit que t est un point dense d gauche.

n

., .
e

S —~

~

. St un point est dispersé a droite et a gauche,(i.e p(t) <t < o(t)), on dit qu’il
est isolé.
6. Si un point est dense a droite et a gauche (i.et = o(t) = p(t)), on dit qu’il est
dense.
Exemple 1.1.6. Soit T une échelle de temps, t € T.
- SiT=R,onaoc(t)=p(t)=tetu(t)=0, donc, chaque point de R est dense.
- 81T = hZ, avec h > 0, alors

ot)y=t+h, plt)y=t—~h, u(t)=nh.

Donc, chaque point de hZ. est isolé.

TABLE 1.1 — Exemple d’échelles de temps
T | w@) | o) | p)
R 0 t t

Z 1 t+1|t—1
hZ, h t+h|t—nh
| (g=1t| qt
2N t 2t

N+ Q[+

Définition 1.1.5. [5, 0] Soit T une échelle de temps.
o Si T admet un mazimum M dispersé a gauche, alors on pose TF := T — {M},
sinon T* := T.

e S5i T admet un minimum m dispersé a droit, alors on pose Ty := T — {m},
sinon T, = T.
Définition 1.1.6. Soit f : T — R une fonction, on définit la fonction f7: T — R

par :

fot) = (foo)t) = f(a(t)), pour tout t € T.



1.1.2 Différentiabilité sur les échelles de temps

Maintenant nous considérons une fonction f : T — R et on définit la delta

dérivée de f en un point t € T* de la facon suivante.

Définition 1.1.7. [5, 6] Soientt f : T — R une fonction et t € T*. On dit que f est
A-différentiable en t s’il existe un nombre réel f2(t) € R tel que pour tout &€ > 0, il

existe un voisinage U de t (i.e, U = (t — 0,t +0)NT pour certain § > 0) tel que
77(0) = £(5) — FAW(o(t) — 9) <elo(t) — s, pour tout s € U.

On appelle f2(t) la A-dérivée de f en t.
Si f est A-différentiable en tout t € TF, alors f2 : T — R est appelée la A-dérivée
de f sur T*.

Rappelons quelques propriétés de la delta dérivée qui sont utilisées dans ce tra-

vail.

Théoréme 1.1.1. [5, (] Soient f ‘T — R une fonction et t € T*.

1. Si f est A-différentiable en t, alors [ est continue en t.

2. Si t est dispersé a droite et f est une fonction continue en t, alors f est

différentiable en t et

fA) =
u(t)
3. Sit est dense a droite alors f est A-différentiable en t, si seulement si
t) —
lim M existe et finie. Dans ce cas on a

s—t t— s

4. St [ est différentiable en t, alors

Fo(t) = f(t) + ut) f2(1).



Théoréme 1.1.2. [5, 0] Soient f, g :T — R deux fonction A-différentiables en

t € T*. Alors on a les propriétés suivantes :

1. f4+9g:T — R est A-différentiable en t et
(f +9)2(t) = f2(t) + g2 (2).
2. Pour tout constante « € R, af : T — R est A-différentiable en t et
(af)2(t) = af>(1).
3. f,g: T — R est A-différentiable en t et

(f92(t) = fA(0)g(t) + flo(t)g™(1)
= f(Og*(t) + f2 (gl (D).

4. ST f(t)fo(t) # 0, alors } est A-différentiable en t et

0N A
() O =~ w70y

5. Sig(t)g?(t) #0, alors f est A-différentiable en t et
g

A A . A
(f) 0! <t>§<t> (g2 ()

g (t)g(a(t))

Exemple 1.1.7. Soit f(t) = t?, la dérivée de f est :

fA[) =t+o(t) =2t + p(t).

e SiT = R alors p(t) = 0 et on trouve f2(t) =2t = f'(t).

e SiT = Z alors u(t) =1 et on a f2(t) =2t + 1.

e SiT = hZ tel que h>0 alors pu(t) = h et on a f2(t) = 2t + h.

Enfin, nous présentons la propriété de la composée (f o g)2, pour f: R — R et

g: T — R. Elle a été démontrée par Christian P6tzsche en 1988.



Théoreme 1.1.3. Soient f : R — R wune fonction continument différentiable et
g : T — R une fonction A-différentiable.

Alors f o g est A-différentiable et on a la formule suivante :
A A v o
Fog® 0 =g>®) | [ £ by )+ (1= n)g" ()] dn] .

1.1.3 Intégration sur les échelles de temps

Pour introduire la notion de la A-intégrabilité sur les échelles de temps, nous
avons besoin tout d’abord de décrire les fonctions qui sont intégrables et pour cela

nous présentons les concepts suivants :

Définition 1.1.8. /5, 6] Nous dirons qu’une fonction f : T — R est réguliére si sa
limite a droite existe en tout point dense a droite de T et sa limite a gauche existe

en tout point dense a gauche de T.

Théoréme 1.1.4. Soit f : T — R une fonction réguliere, alors il existe une fonction

F' qui est pré-différentiable avec de domaine D telle que :
FA(t) = f(t), pour tout t € D.

Toute fonction F' s’appelle pré-antidérivée de f.

Définition 1.1.9. /5, 0] Soit f : T — R une fonction réquliére, on définit l'intégrale
indéfinie par :

/f(t)At = F(t) + C,
ou C est une constante arbitraire et F' est la primitive de f.
Définition 1.1.10. /7, 6/ Soit f : T — R une fonction réguliére, on définit l'intégrale
de Cauchy par

/bf(t)At := F(b) — F(a), pour tout a,b € T.

Définition 1.1.11. /5, 6/ La fonction F : T — R est appelée antidérivée de
f:T—R, si
FA(t) = f(1), pour tout t € T".



Définition 1.1.12. [5, 6] Une fonction f : T — R est dite rd-continue si elle est
continue en tout point dense a droite de T et si sa limite d gauche existe et finie en
tout point dense a gauche de T.

On note l’ensemble des fonctions f: T — R rd-continue sur T par :
Crg = Crg(T) = Cry(T, R).

L’ensemble des fonctions f: T — R est A-différentiable et ses dérivées rd-continue
sur T par :

Crd - Cid(T) = Cr1d<T7 R)

Théoréme 1.1.5 (Existence d’Antidérivées|, 6]). Chaque fonction rd-continue a

une antidérivée. En particulier si ty € T, alors F' défini par :

¢
F(t) = / f(r)AT, pour tout t € T.

to
est une antidérivée de f.

Théoréme 1.1.6. /5, (] Soient f,g: T — R deux fonctions, on a :
1. Si f est continue, alors [ est rd-continue.
2. Si f est rd-continue, alors f est réguliere.
3. L’opérateur de saut avant o est rd-continue.
4. Si [ est rd-continue ou réguliere, alors f oo c’est ainsi.
5. Si f est continue et g est rd-continue ou réquliere, alors f o g est également

rd-continue ou réquliere respectivement.

Le théoreme suivant fournit plusieurs propriétés élémentaires de la delta inté-

grale.

Théoréeme 1.1.7. [5, (] Sia,b,ce T, a € R et f,g € Cra(T,R), alors

Z/af + g(t t—a/f At—l—/
2/ /f(t)At
3/f At_/f At+/f



: /bf() ()AL= (Fg)(0) — (Fo)a) — [ 721

[rw

Si|f(t)| < g(t) surfa,b)N'T, alors

v

R

/ " ()] < / g()At.

b
7. 81 f(t) >0, pour tout a <t <b, alors / ft)At > 0.
o(t)

Pour tout t € T, alors / F(T)A(T) = p(t) f(2).

t

S0

1.1.4 L’intégrale de Lebesgue sur les échelles de temps

Dans cette section, , nous définissons une théorie de la mesure et I'intégration
pour définir la A-mesure et la A-intégrabilité sur les échelles de temps T bornées ou

a:=minT et b:= maxT.

Définition 1.1.13. [5] Soit Fy une famille d’intervalles fermés a gauche et ouverts

a droite de T de la forme
[c,d) ={teT:c<t<d}.

ouc,d €T et c <d.

Définition 1.1.14. [8] On définit une mesure additive my : F; — R par
my ([e,d)) =d —c.

Une mesure extérieure mi : P (T) — R est définie par :

pour un ensemble arbitraire £ C T

k=m
inf{zklm( k) B C UAkcwecAke]:l} si b¢ E,
mi (E) = k=1

+00 st be E.

10



Définition 1.1.15. [5] Un ensemble A C T est A-mesurable si la relation
mi (E) =my (ENA) +mp (BN (T\A)),

est vérifiée pour tout ensemble E C T.

Maintenant, on considere la famille
M(mi])={ACT: Aest A — mesurable},

et la mesure pua comme étant la restriction de mj sur ’ensemble M (m7).
Nous présentons plusieurs concepts de la mesure générale et de l'intégration,
appliqués a 'espace mesurable complet avec le triplet (T, M (m}), ua). Cet espace

mesuré est utilisé pour définir la A-mesurabilitéé et la A-intégrabilité des fonctions

f:T—R
Lemme 1.1.1. [8] L’ensemble de tous les points dispersés a droit de T est dénom-
brable, c’est-a-dire, il eviste I C N et {t;},.; C T tels que
R:={teT:o(t)>t}={ti},;- (1.1)
Pour E C T, nous définissons

IE:{ZEItZGEﬂR},

avec I C Net {t;},., C T.
Voici une correspondance intéressante qui existe entre la mesure ua sur T et la

mesure de Lebesgue pu, sur R.

Théoréme 1.1.8. [§] Soit A C T. Alors A est A-mesurable si et seulement si A
est mesurable pour la mesure de Lebesgque. Dans ce cas, si b ¢ A, nous avons la
propriété suivante

Ha(A) = 3 (o(t) — 1) + u(A).

i€lp
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Définition 1.1.16. Soit une fonction f : T — R, nous avons besoin d’une fonction

auziliaire qui prolonge f d Uintervalle [a,b], IE la,b] — R définie par :

_ { F() siteT, o)

f(t) = ' ‘
f(t) site(t,o(t)), pouriel.

Proposition 1.1.1. /5] Soient f : T — R et f son extention sur [a,b]. Alors, f est

A—mesurable si et seulement si, f est mesurable au sens de Lebesqgue.

Théoréme 1.1.9. [8] Soient E C T un ensemble A—mesurable tel que b ¢ E et
E =EU (U, (t;,0(t;))). Si f : T — R une fonction A— intégrable, alors

[ 1A= [ f)ds + 30 pu(t) £ (1)

B i€lp

Définition 1.1.17 (Espace de Lebesgue sur les échelles de temps). Soit p € R avec

1 <p<ooetsoit ECT un ensemble A-mesurable ; on pose
L% (E,R) := {f :E— R; f est A — mesurable et /E\f]pAt < oo}.

On note la norme sur L} (E,R)

gz = (17 @ At)’l’.

1.1.5 Fonction exponentielle
Définition 1.1.18. [12] Soit h > 0, on définit les nombres complezes de Hilger par :
1
(Ch::{ze(c:z#}.
h
et l'axe imaginaire de Hilger
Zh::{zeC:—ZglmZSZ}.

Pour h =0, on pose par définition Cy = C , Zy = C.

12



Définition 1.1.19. [/2] On dit que la fonction P : T — R est régressive si

1+ pu(t)p(t) # 0, pourtout te T

On note l'espace des fonctions rd-continues régressives par :
R =R(T) =R(T,R)
On munit cet ensemble de l’addition définie pour tous p,q € R par :

(PP @)(t) == p(t) + q(t) + u(t)p(t)q(t);  pourtout te T

Le groupe (R, D) est dit groupe régressif. Le conjugué de chaque élément p du groupe
R noté par Sp est donnée par :

—p(t)

=" pourtout t e T*
L+ p(t)p(t)

(ep)(t)

Définition 1.1.20. [/2] On munit R de soustraction définie pour tous p,q € R
par : (p© q)(t) = (pD(Sq))(t) pour tout t € T*.

Pour p,q € R nous avons :

peq = ph(eq)
p—q

L+ pg

Théoréme 1.1.10. [12] Soient p,q € R(T) , alors :
I.pop=0.
2. ©(op) =p.
3. poqgeR.
4. olpeg=qop
5. ©(p®q) = (6p) B(S9).

q
6.
pealwp

=p+q.

13



Définition 1.1.21. [72] Pour h > 0, la transformation cylindrique &, : C,, — Zy,

est définie par :

1

—In(l1+hz) sih>0,
&n(z) =S h

z st h=0.

L’inverse de transformation cylindrique &, " : Z, — Cy, est définie par :

exp(hz) — 1

&' (2) = h
z st h=0.

st h >0,

Définition 1.1.22. [12] Soit p € R, la fonction exponentielle généralisée
ep: TxT—R

est donnée par la formule :

epft,5) = e ([ 6o (p(r)AW))

pour tout t,s € T.

Théoréme 1.1.11. [12] Soient p € R(T) et ty € T. Alors la solution unique du

probleme a valeur initiale

est donné par y(t)=yoepw (t,to) -

Proposition 1.1.2. [12] Soient p,q € R(T), et s,t,7 € T* ,la fonction exponenticelle
généralisée de l’échelle de temps vérifie les propriétés suivantes :

1. e

2. e

™
=
—

~

»

14



Exemple 1.1.8. Soit T = hZ pour h > 0 : Soit « € R une constante, i.e.

aeC—{—2}

Tous les point dans [’échelle de temps hZ sont dispersés d droite et nous avons

t

ep(t,0) = exp (1/ In(1+ ozh)AT>
= expyIn(l+ ah)t
= (1+ hz)ﬁ

1.1.6 Polynomes généralisés

Définition 1.1.23. Soit k € N, on définit les fonctions hy : T x T — R par :

a 1 st k=0, L3
$r_tﬁm4@QAﬁ)wkzl 1-3)

Exemple 1.1.9. pour k =1

t
hl(t,s)::/hoTs /1A =t—s.

pour une échelle de temps T quelconque.

Exemple 1.1.10. Si T=[0,1]U[3,4] , on trouve que :

h()(t, 0) = 17

¢ si0<t<l,
hl(t,O) =
t—2 s13<t<4.

t2
— si0<t<1,
ha (1,0):=§ 2
— -2 si3<t<4
2
t3
si0<t<1,
hy (8,0) = 3

8
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Nous considérons également les monomes de Taylor g, : T x T — R, k € N,

qui sont définis de maniére récursive.

Définition 1.1.24. Soit k € N, on définis les fonctions g : T x T — R par :

si k=0,

1
k t,S = 't 14
(£ 5) /Sgk_l(a(T),S)A(T) sik>1. (14)

1.2 Théorie de ’oscillation

Ces dernieres années, il y a eu un intérét croissant pour étudier I'oscillation et
non oscillation des solutions d’équations dynamiques sur des échelles de temps .
Son objectif principal est de présenter quelques concepts de base de la théorie des os-
cillations des équations différentielles et d’esquisser quelques résultats préliminaires

qui seront utilisés tout au long de ce mémoire.

1.2.1 Fonction éventuellement positive

Définition 1.2.1. [19] Une fonction [ : [a;+00)r — R est dite éventuellement

positive , s’il existe ty € [a;+00 ) tel que : f(t) > 0 pour tout t € [to; +00 )t .

1.2.2 Fonction éventuellement négative

Définition 1.2.2. [19]
Une fonction f : [a;400); — R est dite éventuellement négative , s’il existe

to € [a; +00) tel que : f(t) <0 pour tout t € [to; +00)7.

1.2.3 Fonction et équation oscillante

Définition 1.2.3. On dit qu’une fonction f : [a;+00)r — R est oscillante sur
[a;+00) si elle ni éventuellement positive ni éventuellement négative, c’est d dire
pour T € [a;+00) assez grand , l'équation f(t) = 0 admet une infinité des zéros
au voisinage de l'infini sur T € [a;4+00) . Elle est dite non oscillante dans le cas

contraire.
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Définition 1.2.4. On dit que [’équation différentielle est oscillante si et seulement

st toute solution de [’équation est oscillante.

Exemple 1.2.1. On considere I’équation différentielle suivante :
z (t)—x(—t)=0

cette équation admet une solution oscillante x1(t) = sin(t) et une solution non os-

cillante z5(t) = e + e,

Lemme 1.2.1. [17] Soient A , X , B des constants strictement positives .

Nous avons alors lintégralité suivante

1+1 )\)\B/\—i-l
Br — Ax A < m pour x > 0. (1.5)
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Chapitre 2

Criteres d’oscillation pour la
résolution d’équations dynamiques

partielles sur échelles de temps

2.1 introduction

La théorie des oscillations est une branche importante de la théorie appliquée
des équations dynamiques liées a I’étude des phénomenes oscillatoires en technologie
et en sciences naturelles et sociales.

Par exemple en physique (la théorie des dynamiques des fluides en astrophysique).
Dans ce chapitre, nous étudions 'oscillation de toute solution de I’équation dyna-

mique partielle de la forme :

(a () y™ (x,t))At +p(z,t)y(e,t) = B Vay (z,1)  (2,) € G x [to,00)5, (2.1)

pour tous (z,t) € 0G X [tg, 00);,

avec la condition aux limites de Neumann

yn (z,t) =0, pour tout (x,t) € 0G X [tg,00);, (2.2)
ou la condition aux limites de Dirichlet

y(z,t) =0, pour tout (x,t) € 0G X [ty,00); . (2.3)

18



soit G un domaine borné dans R™ avec une frontiere réguliere par morceaux 0G

, A, est 'opérateur dynamique partiel par rapport a t , VZy = Yi=" 92

;T

y, et N
est le vecteur normal extérieur unitaire a OG . Les coefficients a(t) et 5(t) sont des

fonctions rd -continues et réelles sur [0, 00);, a(t) est positive et delta dérivable avec

a(t)?t continue, p € C (G X [to,00);,R).

Définition 2.1.1. Soit f : Ty x Ty x ... x T,, — R une fonction et soit t =
(t1,ta, s tis ooy tn) € TF . Définissez ensuite f2i(t) comme étant le nombre (a condi-
tion qu’il existe), avec la propriété que pour tout € > 0, il existe un voisinage U de

t; avec U = (t; — 6,t; + ) N'Ty; pour & > 0 tel que

F (b1 ), ) = b,y s, ) | = £ () [o(t:) = s)| < e|oi(t) — |

pour tout s € U.

On désigne par f2 la A dérivée partielle de f en t par rapport a la variable t;.

Par une solution (classique) de ( 2.1), on définit une fonction y(z,t) : GXx[tg,00); — R
tel que y,y™, (y21)2, 0y, et Biwjy sont continues sur G X [tg,00); — R pour
i,j € 1,..n. La solution doit également satisfaire (2.1) avec la condition auz limites

(2.2) ou (2.3).

Définition 2.1.2. La fonction y(x,t) est dite éventuellement positive (éventuelle-
ment négative) si il existe t1 > to tel que y > 0 et / ydx > 0 pour tout t > t;
e

(resp.y < 0 et / ydx < 0 pour tout t > t1)
G
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2.2 Oscillation avec condition aux limites de Neu-
mann

Supposons que

P(t) —mlnp(:E t) > 0. (2.4)

zeG

Lemme 2.2.1. Soity(x,t) une solution éventuellement positive de l’équation (2.1),(2.2).
Alors il existe t1 > to tel que Y (t / ydx > 0 et

A
(a®)Y2@®)" +PHY(#) <0 V=1, (2.5)

également si y(z,t) une solution éventuellement négative alors Y (t) <0 et
(@)Y (1)® + POY(H) 20 Ve > t, (2.6)

Démonstration. D’apres la définition de la fonction éventuellement positive, il existe
ty >ty tel que Y > 0 pour t > t;

nous avons

(a (B v (@,0)™ + ple, (e, 1) = BEOVEy (2,1)

Par intégration de la derniere égalité sur GG, nous obtenons

[ (a@y® @) de+ [ ple.yle = 50) [ V.t @7)

d’apres le théoreme de Green et (2.2) on a

0y(z,t)
Viy (o, t)de = [ SLSZds =0, 2.8
/ Y (@0 dv oc  ON (28)
Alors
A At
[ (09 (@0)™ de+ [ ple )y e =0,

on a les conditions du théoreme [5],[Théoreme 1.117] sont satisfait alors en peut

dire que

y(x,t)dx > = [ y®t(z,t)dx.
G G
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Par conséquent,

(/Ga(t) Y™ (x,1) dx>At +p(x,t)/Gy(x,t)dx:0’

nous obtenons
Ay
(a (t) Y2 (, t)) + P(x,t)Y (z,t) < 0. pourt > t;.

Donc la formule (2.5) est vérifiée. O

Lemme 2.2.2. Supposons que y est une solution éventuellement positive de (2.1)-

o 1
(2.2) et 8 mAt =o00. SiY(t) = /Gydx >0 ettty >ty , Alors
ya 1
0<vis),  0< ) o ; Vs >t (2.9)
Y(s) /
a(s) Av
t1] & U)
Démonstration. De (2.5) on obtient
(Y2 (1) < —P@O)Y ()  Vizt,
comme P(t) >0 et Y(t) > 0 nous avons
(aY2 (1) < —P@O)Y() <0 Vit (2.10)

Montrons que

0 <Y2(s); pour tout t € [ty,00)y.

En effet on suppose le contraire c’est-a-dire, il existe ¢y € [t1,00); tel que
Y2(s) < 0.

Puisque la fonction a(t)Y2(t) est une fonction décroissante sur [t;,00)  alors il

existe une constante ¢ < 0 , tel que ¢ = a(t)Y2(t) d’on

YA(ty) < ot
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Par intégration entre ¢, a t, on trouve

"YAs)A A
< _
to (s)As < ts (s) *

d’ou

Y(t) =Y (t2) + tYA(s)As <Y(ts) + c/tt (1 As.

ta 5 afs)

lorsque t tend vers +oco la partie droit de 'intégrale

¢
Y (t2) —I—c/ ! As > —00.

to a(s) t——+o00

D’ou la contradiction, car Y (t) := / ydx > 0 pour ¢ € [t;,00)y.
e
a(t)Y2(t)
a(t)

Alors ¢ > 0 on divise par a(t) on trouve > 0 alors Y2(¢) > 0, on obtient
la partie gauche de l'inégalité (2.9)

On a Y est positive et puisque la fonction aY® est décroissante

Y() > Y(t) = V(1) = /t a@Y2(v) Av, it > 1.

o a(v)

Av > a(VA(®) /t !

t, a(v)

Divisons par Y'(¢) > 0 nous obtenons

Y (t) 1 rta()Y?(v) a(t)YB(t) rt
1>1— - / A, > / Av, Vit > t.
STVl YW a) Y(6) Jnal) " !
t o1
Divisons encore par «(t) / ﬁAs > 0, nous obtenons la partie droit de I'inégalité
to QS
(2.9).
1 ta(v)Ya Y A(t t o1
Y(ta(t) [ ——as’n o) v(ta(t) [ ——As’ o(v)
to () to (s)
ce qui implique que
YA(t t o1 1
t(i / Av < V> 1,
Y(t)/ As Tt V) a(s)/ As
to Oé(S) to Oé(S)
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Ainsi

YA(t) t 1 . . a(s)
Y(t) /t1 Oz(v)A < ols) V>t

Dot , on obtient (2.9)
YA(t) 1

YO o) [La

t, a(v)

]

Lemme 2.2.3. Supposons que y est une solution éventuellement négative de (2.1)-

o ]
(2.2) et ; %At =o00. SiY(t) = /Gyd:c <0 et ty > ty, alors
A
yAs) <0, 0< ) ! Vs > t. (2.11)
Y(s) / 1
a(s) Av
t a(v)
;s < 1 .
Théoréme 2.2.1. Supposons que / ——At =00 et soit
o at)
t)e2(t, to)y*(t
14— HO) ey(@(t), o) at) [ ——Ar

S’il existe v € wt tel que

t
Jim sup I(s)As = o0. (2.13)

to
Alors toute solution de (2.1)-(2.2) est oscillante

Démonstration. Supposons le contraire, c¢’est-a-dire I’équation (2.1) admet une so-
lution Y non oscillante. Alors Y est éventuellement positive ou éventuellement né-
gative, on prouve le théoréme pour le premier cas.

On définit Y dans le Lemme 2.2.1 et en utilisant la transformation de Ricatti .

Supposons que —_—
w(t) = ey(t, to)Tf)
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D’apres les Lemmes 2.2.1 et 2.2.2, Y > 0 et Y2 > 0, alors w(t) > 0 pour t > ti,

nous obtenons

wi(t) = ef(t,to) (

Par la définition de w , on obtient

w(t)Y(t)

V() = a(t)e, (t, o)

On remplace le carre de Y2(¢) dans la derniére formule,on obtient

w?(t) = y(tw(t) +

Par conséquent |,

ey(a(t), to)Y (1)

W = et 6 Y (o)

w(t)? +y(t)w(t) +

«1. . 7/ . 7z 2
En utilisant I'inégalité, Bx — Ax? < 4B—A , NOUS avons

ey(ot),to)V (1)
(D)2t 1) (o(t)) —4<_ e

(2.15)
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En utilisant (2.14) et (2.10) nous obtenons

A _
Yo pu(t) ’

Ce qui donne

V(o) _,, w0V L a()

Y (t Y(t) — b1
(t) (t) alt) /to o As
Alors
w2 a(t)es(t, to)y*(t) p(t) _elat),to)P(t)
( de (o (t),to) b alt) ft LAS 1+ pu(t) 1)
04(8) a(t) ftto a<15) As

Ou I(t) défini par (2.12).En intégrons 'inégalité ci dessus t; a ¢, nous obtenons

w(t) < wity) — /tI(s)As.

t1
En utilisant le fait que I(s) est continue sur [ty,#;] nous obtenons

w(t) < w(ty) + b I(s)As — /t I(s)As.

to to

Donc par(2.13), nous avons

g wlt) = o0

Ce qui donne la contradiction avec w(t) > 0. Donc y(z,t) ne peut pas étre une
solution éventuellement positive.

Ceci complete la preuve de théoreme 2.2.1. O
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o 1
Corollaire 2.2.1. Supposons que y(t) =0 et ——At = oo.
to Oé(t)
Si
t P
lim sup (s) As = 00. (2.16)
t—00 to ,U,(S)
1+ 1
A
a(s) /to 7] T
Alors (2.1),(2.2) est oscillante.
o 1 t
Lemme 2.2.4. Soit (t)/ P(s)AsAt = oo et y une solution éventuellement
tg to

positive de (2.1),(2.2) .Si Y (t) :/ ydr <0 et ty >ty , alors
G

A
0<Y2(s), 0< 1; ) ! : Vs > t. (2.17)
(5) a(s)/ ——Av
t a(v)
De plus,
Jim ¥ (1) = 0.

Démonstration. D’aprés le lemme 2.2.2 | et Par 'inégalités (2.10) nous avons ()Y 2 (¢)
est une fonction décroissante et de signe constant.Alors en distingue deux cas.
Cas 1 : Soit a(t)Y2(t) > 0 pour Vt > t; . Puisque a(t) > 0 alors Y2(¢) > 0

Comme Y est positive et puisque la fonction a(t)Y2(t) est décroissante, on trouve

tals)YA (s
Y(t)ZY(t)—Y(tl):A%)()

As > a0y >0 [ L

As Vt >t (2.1
" a(s) S,\V/ > 1 ( 8)

On divisons(2.18) par Y (¢) > 0, nous obtenons

Y(t)) 1 ta(s)Y2(s) at)Y2(t) t 1
R TR0 /. oG T Y /. am) v
Divisons encore par a(t) /t Ot a(ls)AS > 0 ,nous obtenons
1 ta(v)YA(v)Av - a(t)Y2(t) t 1 Ao Vi > t.
Y (H)a(t) /to a(18> As /t1 a(v) Y (t)alt) /to 0 As /tl a(v)
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Ce qui implique que

A t
’ (t1> / oz(lv)Av = tl 1 VE> 1
t t1
V() iy iy a(s) /t T
Donc _—
——As
Y& 1
“x/ Av < “%@a >
Y(t) t1 CY(U) CY(S) —— As
to a($)
D’ou,
YA
( ) VS > tl'

/

Cas 2 : Soit a(t)Y2(t) < 0 et V¢t > t; . Puisque a(t)Y2(t) est une fonction
décroissante et a(t) > 0 alors Y2(¢t) < 0 pour tout ¢t > ¢;. Donc Y (t) > 0 et
décroissante, ceci implique que lim; o, Y (t) = ¢ > 0.

Supposons le contraire , ¢ > 0 on obtient Y'(t) > ¢ > 0 pour tout ¢ > ¢;.

Alors d’apres (2.10) on trouve
A 0A
(a®)Y2 (1) <=PO)Y(t) < —cP(t) Vt>t,
En intégrant 1'inégalité ci dessus de ¢ a t , on trouve

a (YD () < a(t) VA () — c/tP(s)As < —c/tP(s)As ViS4, (2.19)

t1 t1
On divisons (2.19) par «(t) > 0 et on I'intégré I'inégalité obtenue par rapport a t; a

t , on trouve

Y(t)gY(tg)—c/t1/5P(7)A7'As Vit > ty,

t1 X 8) t1

Ce qui implique que

t 1 s
lim Y(¢) < lim Y (¢2) — c/ —/ P(T)ATAs = —o00 Vit >y,

t—o00 t—o0 th @(3) th

Contradiction car Y (¢) est supposé éventuellement positive,donc lim;_,~, Y (t) = ¢ = 0.

O]

27



o 1 t

Lemme 2.2.5. Soit (t)/ P(s)AsAt = oo et Y une solution éventuellement
to v to

négative de (2.1),(2.2) . Si'Y et ty sont défini par le Lemme 2.2.1 alors soit

YA(s) 1
Y2(s)<0, 0< 715 < a(g)/s

t a(v)

Av

Ou alors limy_,, Y (t) = 0.
La preuve du Lemme 2.2.5 est identique au Lemme 2.2.4

oo 1 t
Théoréme 2.2.2. Supposons que/ (t)/ P(s)AsAt = oo et soit 1(t) est définie
to QU to

dans le théoréme 2.2.1. S’il existe v € w™ tel que

t
tli)m sup [ 1(s)As = oc. (2.21)

to

Alors toute solution de( 2.1),(2.2) est oscillante ou alors tend vers 0 lorsque t tend

VETS Q.

Démonstration. Supposons que Y (t) est une solution éventuellement positive. Alors
en distingue deux cas dans le Lemme 2.2.4. Pour le premier cas la démonstration
est identique au théoreme 2.2.1

Pour le deuxieme cas également la démonstration est identique au Lemme 2.2.4 .

[]
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2.3 Oscillation avec condition aux limites de Di-

richlet

Dans cette section nous utilisons les valeurs propres du Laplacien

—V2p(x) = Ip(x) dans G,
o(x) =0 sur  0G.

Soit Ay > 0 une valeur propre principale et soit ¢; > 0 sur G [10, theorem?2 ,
page356] . De plus, nous normalisons ce vecteur propre tel que / 0 = 1.
a

Supposons que

P+ \p >0, tel que P(t) = min p(z,t). (2.22)

zeG

Lemme 2.3.1. Supposons que y(x,t) est une solution éventuellement positive de

(2.1),(2.3). Alors 31 > to tel que Y (1) = /G y(z, )¢y (x)dz > 0 et
(Y2 (0)" + (PO +MBO)Y(H) <0 Ve =t (2.23)
De plus, si y(x, 1) est une solution éventuellement négative alors Y (t) < 0 et
(Y2 (0)" + (PO +MBO) Y1) 20 Ve =1, (2.24)

Démonstration. D’apres la définition de la fonction éventuellement positive , il existe

t1 >ty tel que Y(z,t) > 0 et / y(x,t)dz > 0 pour t > t; . Nous avons ¢;(z) > 0
G

dans G on obtient

Y(t) = /G y(x, )rda > 0.

On multiplie I’équation ( 2.1) par ¢; et par passage a l'intégration tel que = € G,

nous avons

/qul(:):) (a(t)yAt x, t dx—i—/ o1(x)p(x, t)y(x tdx—/ o1(x Viy(x,t)dx (z,t) € Gx[tg,00)5,
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Par conséquent

/G(a(t)yAt( )) o1(x d:r—l—/ (x,t)y(x, t)p1(x /qﬁl xyxtd:):
(2.25)

D’autre part,
/ 1(2)V2y (2,1) dz = — M B(¢ )/Gy(az,t)qbl(:z)da:. (2.26)
Par le Lemme 2.2.1 , nous avons

(/ xtdx) /yAtxt

Il s’ensuit que

[ (@@ @.0)™ or@)da + [ pla,ty(a,én()dz = ~2B(0) [ yla,t)én()da
Donc
Ay
(Lo @nams) +Pw) [ yeno@de < -X50) [ v o @
Ce qui implique que

(@Y (@)™ + POY (@,t) < ~MBOY (2.,

(@Y (@.0)™ + POY (@,t) + MBOY (2.8) <0,

D’ou

t

(@Y (@)™ + (Pt) + MBE) Y (2,t) <0
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1
Lemme 2.3.2. Soit mAt = o0 et y une solution éventuellement positive
to

(2.1),(2.3) . SiY(t) = /Gy(x,t)gbl(a:)dac , et Ity > to , alors

YA 1
0<Y2s), 0< ()

< < 5
Y(s) a(s) /t1 a(lv) A

Démonstration. Par I'équation (2.23), on obtient
Ay
(a(®) Y2 (2,1) < = (P() + MB(1) Y (2,1) <0.

Montrons que 0 < Y2(s) , pour tout ¢t € G .
Supposons le contraire c’est-a-dire, il existe t, € G tel que Y2(s) < 0 . Puisque

a(t)Y2(t) est une fonction décroissante sur G alors il existe une constante ¢ < 0 tel

que ¢ = a(t)Y2(t) d’'ott

YA(t) < ot

Par intégration entre ¢, a t, on trouve

Yasas< [ S
t2 (s) S_/t2 a(s) %

d’ou
Y(t) =Y (2) + t: Y2(s)As < Y (ty) + c/t: a(ls)AS
par passage a la limite
t 1
Y (o) +c/t2 a(s)AS T T

On trouve une contradiction , car Y (t) := / yprdr > 0.
G

On divise par «(t), on trouve

a(t)Y2(t)
Tan 2V

Alors
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D’autre part , on a Y est positive et puisque la fonction aY® est décroissante,

nous obtenons

Y() > V(1) = Y(t) = /;OWA(“) Av, Yt > 1. (2.28)

voav)

Ao > a()y>() [ t

t a(v)

On divise 'équation (2.28) par Y (¢) > 0, nous obtenons

121 Y00 L fafR) s a0V

01
21- 75 =73 Az /t1a<U)Av,Vt>t1. (2.29)

t 1
Divisons encore 1'équation (2.29) par a(t) / As > 0, on trouve

to a(s)

1 ta(v)Ya ya t 1
ST o PPN o U Y O SRV
Y(ta(t) [ ——As’n ) Y (t)a(t) / s nalv)
to a($) to a(s)
Ce qui implique que
YAt t 1 1
I ( i / Av < | vt > i
Y(t)/ ——As " o(v) a(s)/ ——As
to () to (s)
D’ou
t 1
YA(t) st 1 / af
t > 1.
Y ) /t ol / 1 V - h
a(s)
Ceci complete la preuve de Lemme 2.3.2 O
S|
Lemme 2.3.3. Soit mAt = 00 et y une solution éventuellement négative
tg

(2.1),(2.3) . SiY(t) = /Gy(x,t)¢1(x)dx , et 3ty >ty , alors

ya 1
yas) <0, 0< ) o . Vs > t. (2.30)
Y(s) /
a(s) Av
t a(v)
Démonstration. La démonstration est identique au Lemme ( 2.3.2). O
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>~ 1
Théoréme 2.3.1. Supposons que la condition (2.22) est vérifié et/ ﬂAt =00 et
to «

ey(o(t), to) (P(t) + A1 S(t) a(t)e3 (s, to)v*(t) p(t)
0= : p(t) A 4ej(a(t),to) b Pl
a(t) / Tty '

S’il existe y € w' tel que
t
lim sup/ J(s)As = oc.

t—o00 to

Alors toute solution de (2.1),(2.3) est oscillante .

Démonstration. La démonstration est identique aux démonstration du théoreme

2.2.1 . En remplace P(t) par P(t) + A1 5(t). O
o 1
Corollaire 2.3.1. Supposons que y(t) =0 et Tt)At = 00.
tg
Si
t
lim sup P(s) + MB(0) As = 0. (2.31)
t—o0 to ,u(s)
1+ s
A
a(s) /to 7] T

Alors(2.1),(2.3) est oscillante .

I | t
Lemme 2.3.4. Supposons que / a(t)/ (P(s) + M\1p(t)) AsAt = oo et y une
to to

solution éventuellement positive (2.1),(2.3) . Si Y (t) = / y(x,t)p1(x)dx , et It >
a

to , alors

Al YA(s) 1
OSY ( )7 OS Y(S) S a(s)/slAU

t a(v)

De plus limy_,, Y (t) = 0.

o 1 t

Théoréme 2.3.2. Supposons que / (t)/ (P(s) + M\1fp(t)) AsAt = oo et soit
to v to

J(t) définie dans le théoréme 2.3.1. S’il existe v € w™ tel que

t

lim sup [ J(s)As = oo.
— 00 to

Alors toute solution de(2.1)-(2.3) est oscillante ou tends vers 0 lorsque t tend vers oo.
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Exemple 2.3.1. On considére I’équation dynamique
L At+t2 =tViy, (z,t) € (0,7) x [1,00) (2.33)
ty y - xy> ) y T ) I .

et
Y. (0,1) =y, (m,t) =0, pour tout t € [1,00)y, (2.34)

Onaolt) =1, A1) =1, plat) =, P(t) =1
Soit J ={q¢" : ¢ >1,n e NU{o}} et y(t) = 0.

Alors
1 t t?—1
/ ——At = lim [ sAs= lim =00
to a(t) t—o0 Jq t—oo 14 ¢q
et
t p \ B(t t g2(s°—1)
lim sup (s) + M/5(1) As = lim sup S As= . (2.35)
t—00 o p(s) t—00 1 ¢%s?2 —1
1+ s 1
—A
a(s) /to o) T

Alors les conditions du corollaire 2.2.1 sont vérifiées. Donc on conclut que I’équation

2.38 admet une solution oscillante.

Exemple 2.3.2. On considére I’équation dynamique
A
(tyAt) "2y =1V2,  (2,t) € (0,7) x [1, 00);, (2.36)

et
y(0,t) =y (mt) =0, pour tout t € [1,00)y, (2.37)
Onaalt)=t, B(t)=1t*, p(z,t)=t*, P(t) =t
o sin(x)
La valeur propre principale \y =1 et ¢p1 = 5
Soit J={q" :q>1,ne N}U{0} et y(t) =0.
Alors

0 1 t T t1 2(53 — 1) =
/to D /to (P(s) +MB(s)) AsAt = lim |~ <1+q+q2> Aemee
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et

t t  p A t
lim sup [ J(s)As = lim sup () + Mi(s) As = lim sup/ 25% log(s—qs)As = oo.
t—00 to =00 to w(s) t—00 1
1+ 1
—A
a(s) /to e T

(2.38)

Donc, on conclut que l’équation 2.36 admet une solution oscillante .
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Chapitre 3

Théoremes d’oscillation pour la
résolution d’équations dynamiques

partielles sur échelles de temps

Dans ce chapitre, nous établions quelques criteres d’oscillation pour les équations

dynamiques fonctionnelles non linéaires sur les échelles de temps de la forme :
(r(®) (u® (x, t)))A +q(t)ul (z, ) + pla, ) f (t,2,u(z, 1) = a(t) Agu(z,t), (3.1)
pour tout (z,t) € Q x Jy,, avec la condition aux limites de Neumann
Veu(x,t) =0, pour tout (x,t) € I' X Jy, (3.2)
Ou la condition aux limites de Dirichlet
u(x,t) =0, pour tout (z,t) € I' x Jy,. (3.3)

Soit 2 un domaine borné dans R™ avec une frontiere réguliere par morceaux I' = 0€2,
T est une échelle de temps T , avec sup T = oo et J;,, = [tg, 00)NT , A, est 'opérateur

dynamique partiel par rapport a t . On suppose les conditions suivantes :

(C1) La fonction f: Jiy x @ x R = R tel que f € C(J, x @ x R,R), uf (t,z,u) > 0,
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pour tout (¢, z,u) € Jy, x Q x R—{0} et soit b € C (Jy,,[0,00)) tel que

ft,x,u)

» >b(t), pour tout (¢, z,u) € Jy, x Q x R—{0}. (3.4)

(C2) Les fonctions r, q,a : Ji,— [0,00) et p : Jyy xQ— R, tel que r, ¢, a € C (Jy,, [0,0)),
pE C(Jto X Q,R), et

r(t) —u(t)q(t) #0, pour tout ¢ € Jy,.

3.1 Oscillation avec condition aux limites de Neu-
mann

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes pour 1’oscil-
lation de la solution u de 'équation (3.1)-(3.2) sur Jy,. Pour la simplification , on
note

P(t):=min{p(t,z) : x € Q} >0, pour tout t € Jj,. (3.5)

Théoréme 3.1.1. Supposons que les conditions (Cy) — (Cy) sont vérifiés. S’il existe

une fonction positive § € C, (J;,,R), tel que

tes_am (8:1)

li ) As = 3.6
msup |5 § = 00, (3.6)
et
t
limsup [ As(s,t0) As = oo, (3.7)
t—o00 to
alors

As (t 1) = 6 (1) eqf_1] (o (t),to)b(t) P(t) — €ol-1] (t, to) —50

Alors léquation (3.1)-(3.2) admet une solution oscillante.

Démonstration. Supposons le contraire , que (3.1)-(3.2) admet une solution non os-
cillante u sur J;, . Alors il existe t; € Jy, tel que u (t,2) > 0et v (t) = [qu (t,z)dzr >

Q, sur t € Jy, . Soit u une solution éventuellement positive (3.1)-(3.2). Par le théo-
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reme de Green (3.2), nous obtenons

/QAxu(:B,t)dx = /vau (x,t).dS = 0.

En intégrant (3.1) par rapport a x sur €2, on obtient

/Q (T(t) (uA (z, t)))A + q(t)u (z,t) + p(a, t) f (t, 2, u(z,t)) dv = /Qa(t)Axu(aj, t)dx.

Alors

/Q (r(t) (uA (x,t)))A dz + q(t) /Q u®(x,t)dr + /Qp(a:,t)f (t,x,u(z,t))de = 0.

Par la condition (3.4), nous avons

/Q (r(t) (u® (2,)))" de + q(t)/QuA(a:,t)d:z: + P(t)b(t)/gu (z,8) dz < 0.

En utilisant le théoreme [5][Théoreme 1.117],nous obtenons

(T(t) (/Qu (z,1) da:)A)A +q(t) (/Q u(x,t)dx)A +b(t)P (t)/ﬂu(m,t)dx <0.

Soit v (t) = | wu(x,t)dz, pour tout t € J;,,Donc
Q 0

A

(r(t)vA (t)) +q)v> ) +b)P(t)v(t) <0, pour tout t € J,.  (3.8)

D’autre part,
Soit a (t) =6 — @, pour t € J;, , nous avons
r(t) 0

ea)(0(t), s) = €at) (t, ),

alors

6gz(t) = (1 + M(t)a(t))ea(t) (t7 5)7

Par conséquent,
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€a(t)

A+ plban) ~ 0 (t,s),

ce qui implique

(agr (t.to) 7 (£) 0™ (t))A = el (tto) (r () v® (t))A—i—a(t)ea(t) (t, to) 7 (£) v™ (¢)

= e (tto) (r (1) v® (t))A +a(t) mfig))a(t)f (t)v™ (1)
— e (tto) [(r ()0 () = cat)r (1) v (t)}
(

b(t)P(t)v(t), pour tout t € Jy,.

P00 (1) +a ()0 ()

IA
|
Q)
29
=
~
~*
~
o

Ainsi, eq (t,t0) r (t) v2 (¢) est une fonction décroissante sur J;,. Nous affirmons
maintenant que eq) (¢, to) 7 () v (£) > 0, pour ¢ € J,. Sinon, alors il existe ¢ € Jj,,

tel que
ea(t) (t,to) 7 (t) o2 (t) < —eaq) (t2,t0) b (t2) o2 (t2) = —c < 0, pour tout t € Jy,.

Ce qui donne que

A —C
v () < , pour tout t € J,,.
) ea(t) (t,t0) 7 (1) "

eoa(t) (1,1
v2 (1) < —CL(O), pour tout ¢t € J,,.

N r(t)

En intégrant de t, a t |

¢ t win (£, 1
/ v™ (1) As < / —CMAS, pour tout t € J,.
to to T (t)

nous obtenons

tesa 1
v(t) <wv(ts) —c/ w&s—) —oo quand t — +00,

ta 1 (8)

On trouve une contradiction avec v (t) > 0 pour t € Jy,.
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On définie la fonction w par la substitution de Riccati généralisée

w(t) = 8 (t) eagr (t.t0) 7 (1) V20 our tout £ € oy, (3.9)

v (t)

Alors w (t) > 0 pour t € J;,. En différenciant (3.9) et en utilisant (3.8), nous avons

W (1) = S0 (8) + 28 (eay (1 t0) 7 (1) 0> (5) " — 8 (1) eago (1, o) 7 (1) (o)

o 52 (1) w(t)?
—0 (t) Ca(t) <t7 tO) b (t> P (t) + sy W (t) T 5 eaq (o) ()"

IN

En utilisant D'inégalité, Bz — Az2 < Z2 | nous avons

to 4

44

A 2 62()]?

B0,y v | 5ir

) (t) ) (t) ea(t) (t, to) r (t) - m
alors )

N , | 5 (1)]
ws (t) < =4 (t) Eat) (t,to)b(t) P (t) + 16 (t,to)r(t) 0
Par passage a l'intégration de ¢y a t et on trouve
N ¢ 1 [5A (s)}2
/t w= (s) As < [ —d(5) g (8,t0) b(s) P (1) + —€as) (8,t0) 7 (5) WAS.

D’ou
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En introduisant la lim sup dans I'inégalité ci -dessus , on trouve

t 5A s 2
limsup [ 0 (s)eq (s,t0)b(s) P (s) — iea(t) (s:t0) 7 (s) WAS <w(ta),

t—o0o to S
On trouve une contradiction avec (3.7). La preuve du théoreme est complete. [

Théoréme 3.1.2. Supposons que les conditions (C1)-(Cy) sont vérifiées, tel que

pour tout t1 € Jy, suffisamment assez grand,

I b (/Sb(f) P(7) AT) As>1,  pour tout t € Jy, (3.10)
t 7T(

S,tl) t1

alors

As, pour tout t € Jy,. (3.11)

7 (t,t1) = r(t) +egl_q] (t,to)r(t) /t e_a(s,50) a

i r(s)

S’il existe une fonction positive § € C}, (Jyy, R),tel que (3.7) est vérifié. Alors toute
solution de (3.1)-(3.2) est oscillante.

Démonstration. Supposons le contraire , que (3.1)-(3.2) admet une solution non os-
cillante u sur Jy, .Alors il existe t; € Jy, tel que u (t,z) > 0et v (t) = [qu(t,z)dr >
0, pour tout t € J;,. Puisque u (t,z) > 0 et v(t) = [qu(t,z)dx > 0, pour t € Jy,.
Soit u une solution éventuellement positive de (3.1)-(3.2). Comme l'inégalité (3.8)

est satisfaite pour tout t € Jy,,

(r(t)o™ (1) + () o™ () + b P (1) v () SO, pour tout € Jj,.

A
Cas 1 . Soit v2(t) < 0 et (%(t) (t,to)r (1) v™ (t)) < 0, pour tout ¢t € J,,. En

intégrant 'inégalité (3.8) de t; a t, on obtient
t A
/ (T(S)UA (s)) +q(s)v™ (5)+b(s) P(s)v(s)As <0, pour tout ¢ € Jy,.
t1

d’ou

r(t)w (t) + tq (5)v™ (s) As + tb (s) P (s)v (s) As < r(t))v™ (t1), pourt € Jy,.

t1 t1
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Puisque v < 0 et ey (., to) rv® est décroissant sur Ji,, on obtient

[r(t) + eaq) (t,t0) 7 (1) /t a(s) As] v (1) < —v (t) /t b(s) P (s)As.

t1 €a@) (5,50) 7 (5) t

Ce qui implique que

t
V2 (1) < — v(®) / b(s) P (s)As, pour tout t € J,.

Alors

A v(t) [t
< - .
v= (1) < Tt Jn b(s) P (s)As, pour tout t € Jy,

En intégrant 'inégalité ci-dessus sur [¢,00), on obtient

/:OUA (s) Asg/tw—;zft)l) /Sb(T)P(T) A7As,

t1

limv(t)gv(t)—/too v(s) (/Sb(T)P(T)AT>A3.

t—00 7 (s,t1) \Ju
puisque v est positif et décroissante sur J;,, alors lim, ., v (t) existe et est positif,

nous avons

0<w(t) (1—/too7r<1</sb(7)P(7')AT> As), pour tout t € Jy,.

S,tl) t1

Puisque v (t) > 0, pour t € Jy,, ce qui implique

o0 1 s
/ — (/ b(r) P (1) AT) As <1, pour tout t € Jy,,
t m(s,t1) Uy

on trouve une contradiction avec (3.10).

A
Cas 2 . Soit v2 (t) > 0 et (ea(t) (t,to) r (t) 02 (t)) <0, pour t € Jy,.
Dans ce cas , La preuve, est la méme que la preuve du théoreme 3.1.1.

Ceci complete la preuve. O
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3.2 Oscillation avec condition aux limites de Di-

richlet

Dans cette section, nous établissons des conditions suffisantes pour 'oscillation

de la solution sur J,.

Théoréme 3.2.1. Supposons que les conditions (C7) — (Cs) et (3.6) sont vérifiées.

S’il existe une fonction positive 0 € C}; (J;,, R) et une constante X > 0 , tel que

¢
limsup | 7 (s,t0) As = o0, (3.12)

t—o0 to

alors

B r (1) [64 (1))
%0 (Bt0) = 0 (8) e} (0 (1), 10) [ (1) P (8) + Aa (B)] = eogp (b o) — e

T

et P est défini dans (3.5) . Alors toute solution de (3.1)-(3.3) est oscillante.

Démonstration. Supposons le contraire , que u est une solution non oscillante de
I'équation (3.1)-(3.3) sur Jy,.Alors il existe t; € Jy, tel que u(t,z) > 0 et v(t) =
Jou(t,z)dx > 0, pour t € J;,. Puisque u (t,z) > 0et v (t) = /Qu (t,z)dx > 0, pour
t € Jy, . Soit u une solution éventuellement positive de (3.1)-(3.3) . Soit ¢ : Q — R

une fonction définie par

v () = Z:T eV i pour tout z € Q.

Par le théoreme de Green et (3.3), on a

/Q@Z)(x)Axu(x,t)dx = —/u z,t) Ay (x) d:zc+/u (,t) Vi (x) .ds
:—/ (z,t) A (z) \/_/ (z,t) ¢ (z) da.

Nous multiplions (3.1) par ¢ et en intégrant par rapport a x sur {2 , nous avons

(966 () (42 1)) + a0 ) w2 (5.0) + 0 (9 (. f (05,0(5.0) ) Bs = [ 6

/Q@b(s)(r(t st As—l-/ stAs—i—/w p(z,t)f (t,s,u(s,t)) As—/¢
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Il s’ensuit que

/le(s) (T(t) (UA (s,t))) As+q(t / Y (s (s,t)As+P(t / P (s)u(z,t) As%—\r/ x,t)

d’ou
A A A
(r®) (v* (1)) +a@p O+ (b (&) P () + VAa(t)) v () <0, pour tout t € Ji,. (3.13)
D’autre part , soit a(t) = © — 28 pour t € Jy,, nous avons

ea(t) (0 (1), ) = €g) (L 5)
alors
eg(t) =1+ tu(t)a(t))ea(t)(tas)
par conséquent,

€alt)

T attaiy 0

ce qui implique

(cat (L t0) T (0™ (1) = €2y (110) (1 (1) 0> ()" +a(0) gy (1. 10) 7 (1) 0™ (1)

IA
|
Q)

Q
=
—~
\‘PF
o~
(=)
||
S
—
~
~—
g,
—~
o~
S—
+
>
=)
—~
o~
S~—
—_
<
—~
o~
SN—
i)
o
o
=
-
Q
o
-+
~
m
N

Ainsi, ey (t,t0) 7 (1) v™ (t) est une fonction décroissante sur .J;,. Nous affirmons main-
tenant que ey (t, o) r (t)v> () > 0, pour t € J;, . Sinon, alors il existe to € Jp, , tel

que
ety (t,t0) T (£) V2 (1) < —eaq) (ta,t0) T (t2) v (t2) = —c < 0, pour tout ¢t € J,.

Ce qui donne que
—c

2 (t) <

< ————— pour tout t € Jy,.
eat) (t,to) 7 (1) ’
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UA (t) < _Ce@a(t) (t7 t())

< r () , pour tout t € Jy,.

En intégrant de to a t,

t ¢ i (t,
/ 02 (t) As < / —chs, por tout t € J,.
t2 t2 r (t>

nous obtenons

t eca 2
v(t) <w(ty) — c/ MAS — —oo quand t — +o0,
t2 T(S)

On trouve une contradiction avec v (t) > 0 pour ¢ € Jy,.

On définie la fonction w par la substitution de Riccati généralisée

v2 ()
v (t)

w (t) = 0 (t) eqq) (t o) 7 (1) , pour tout t € Jy,. (3.14)

Alors w (t) > 0 pour t € Jy,. En différenciant (3.14) et en utilisant (3.8), nous avons

wh (t) = ) W (t) + 2(73 Cal(t) (t,to) 7 (t) o8 (t)) —0(1) Ca(t) (t,to) 7 (t) V()07 (D)
2

< =0(t) eg) (1 o) [b (1) P (1) +VAa®)] + i (0) — e sy

R K . 7’ . 7’ 2
En utilisant I'inégalité, Bx — Az? < 4B—A , IOUS avons

08 (4)12
0% (), () — w(t)? Kiow .
6 (1) 0 (t) ear) (o) 7 (t) — W

Par conséquent

o> 0]

wh (1) < =0/(t) %) (t,t0) [b(£) P (1) + Va(s)| + iea(t) (4107 () 5 5
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Par passage al’intégralité de t5 a t , on trouve

L8 855 [ —06) 2 010 ) P 0+ VRal] e 500760 L L g
to = Ji, a(s) 0 1 Cats) (5:00 70s) )
D’ou

o> o)

t )
wA(t)—wA(m)S/_e() 20 (5:10) [b(5) P (1) + V(s ﬂ*f&(s“s’to”(s)wm

)

En introduisant la lim sup dans I'inégalité ci-dessus, nous avons

[HA (Sﬂ
1 JL— <
h?ligp t20() at) (55 to)[b() (s) + Va(s )} eat) (8,t0) 7 (s) 0 0s) As < w(t2)
On trouve une contradiction (3.12). La preuve du théoréme est complete. O

Théoréme 3.2.2. Supposons que les conditions (Cy) — (Cy) sont vérifiées, tel que

pour tout t; € Jy, suffisamment assez grand. S’il existe une constante > 0, tel que

/too (1 (/sb<7_> P (1) + Ba(7) AT) As > 1, pourtoutte J,, (3.15)

7 (s,t1) \Jn

Alors 7 (., t1) est défini dans (3.11) et P est défini dans (3.5). S’il existe une fonction
positive 0 € C}, (J;,,R) et une constante X > 0, tel que (3.12) soient vérifiées . Alors

toute solution de (3.1)-(3.2) est oscillante.

Démonstration. Supposons le contraire, que u est une solution non oscillante de
I'équation (3.3)-(3.3) sur Jy,. Alors il existe t; € Jy, tel que u(t,x) > 0 et v (t) =
Jou(t,z)dx > 0, pour t € Jy,. Puisque u (t,z) > 0et v (t) = [qu(t,z)dx > 0, pour
t € Jy,. Soit u une solution éventuellement positive de (3.3)-(3.3). Puisque 'inégalité
(3.13) est satisfaite pour tout t € Jy, .

eCasl.Soit v& (t) > 0 et (ea(t) (t, to)r () v™ (t))A < 0, pour t € J;,. Dans ce cas, la
preuve est la méme maniere que la preuve du théoreme 3.2.1.

eCas2.Soit v& (t) < 0 et (ea(t) (t,to)r (t)v™ (15))A < 0, pour t € J;,. En intégrant
I'inégalité (3.13) sur [¢1,t), on obtient

r(t)v™ (t)+ As—l—/ )+ Va (s )) v(s)As <0, pour tout t € Jy,.

46



Le reste de la preuve est similaire que la preuve du théoreme 3.1.2. Ceci complete

la preuve. [

3.3 Exemples

Dans cette section, nous donnons deux exemples pour illustrer notre résultat

principal.

Exemple 3.3.1. Considérons le probleme aux limites de Neumann suivant

Ofu (x,t) + Owu(z, t) + (||| + ) u(z, t) = tAzu(x,t), pour (x,t) € B,(0,d) x RT,

V.u(x,t) =0, pour tout (x,t) € S(0,d) x R,

(3.16)
avec d > 0 et B,(0,d) = {x e R": ||z]| <d} , [ = 0Q. ou, Q = B,(0,d), I' =
S0,p), T=R, r(t) =q(t) =1, p(t,z) = ||| +¢t, a(t) =t, et f(t,z,u) = u.
Alors b(t) =t , P(t) =t , €o- a2 (s,t) = e'=% et les hypothéses (C1)-(Cy), (3.6)
sont vérifiées. Soit § (t) = 1, pour t € RT. Ainsi, (3.7) est vérifiée. Par le théoréme

3.1.1, Uéquation (3.16) est oscillante.

Exemple 3.3.2. Considérons le probleme aux limites de Dirichlet

Ay (tAw (x,1) + SAwu(z, t) + u(z, t) = tAzu(z,t), pour (x,t) € QxZT,

u(x,t) =0, pour (x,t) € I' x Z.
(3.17)
01 Q2 est un domaine borné dans R" avec I' = 9Q. Alors, T =R, r(t) =t, q(t) = &,
p(t,r)=1,a(t)=t, et f(t,x,u) = u.
doub(t)y=t, P(t)=1, donc

e, aw (5,t) =e1(s,t) = 2'=% pour tout t,s € Z*.
r(t)

Alors (3.6) est vérifice. Soit 0 (t) = 1, pour t € Z*, remplacent 6 dans (3.12), on
obtient

t
limsup [ 257! [82 + )\8} As = 400, pour tout A > 0.

t—o00 to

Ainst, (3.12) est vérifier. par le théoréme 3.2.1 , I’équation (3.17) est oscillante.
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Résumé

Ce travail est organisé en deux parties.
La premiere partie consiste a étudier de 1'oscillation de la solution d’équation diffé-

rentielle sur les échelle de temps du type

(a (t) y™ (x,t))At +pla, )y(x,t) = B(t)V2y (z,t) (x,t) € G X [to, ),

Dans la seconde partie on s’intéresse aux solutions de ’équation différentielle sur les

échelle de temps de la forme

(r(t) (u (. t)))A + gl (2, ) + pla, O f (tx,uz, 1) = alt) Agu(z, t),

Mots clés
Les échelles de temps, Equation différentielle ordinaire, Théorie de Poscillation ,

Equations dynamique, Riccati technique
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