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Notations

C([a,b],R) : Espace des fonctions continues de [a, b] a valeurs dans R.

I'(.) : La fonction Gamma.

B(.,.) : La fonction Béta.

E.s(.) : La fonction Mittag-Leffler.

Re(.) : Partie réelle d’'un nombre complexe.

[.] : Partie entiere d’un nombre réel.

I : Intégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville.

D¢ : Dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville.

¢D¢ : Dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo.

I||lo : Norme du sup tel que ||z]|o = sup |z(t)].
t€la,b]



Introduction

Le calcul fractionnaire est une branche mathématique qui étudie la généralisation des notions de
dérivation et d’intégration a des ordres arbitraires (réels ou complexes). Son apparition remonte a la
fin du 17ieme siecle, I’époque ou Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel
et intégral. En 1695, Gottfried Leibniz a annoncé la question clé "Can the meaning of derivatives with

integer order be generalized to derivative with non-integer order 7” dans une lettre a L’hopital, le 30
" f(x)

si n était la
dz™

septembre 1695 I’hopital demanda a Leibniz quel sens pourrait-on attribuer a

1
fraction — 7.
Taction 5

De nombreuses définitions des opérateurs d’ordre non entiers ont été introduites. Elles ont,
pendant longtemps, semblé ne pas donner toujours les mémes résultats. On cite les approches de déri-
vations fractionnaires suivantes : 'approche de Riemann-Liouville, de Caputo et celle de Hadamard ;

et comme nouvelle approche, on cite la dérivation de Caputo-Hadamard.

Au départ, le calcul fractionnaire a été longuement considéré comme une simple théorie mathé-
matique sans aucune explication réelle ou pratique. En effet, 'intérét de ce concept dans les sciences
fondamentales et en ingénierie ([7], [11]) ne s’est manifesté qu’a la seconde moitié du 20 ieme siecle.
Des lors , beaucoup de contributions autant théorique que pratiques ont montré I'importance des sys-
témes d’ordres fractionnaires et leurs intéréts dans différentes disciplines telles que la physique ([13]),

I'électricité ([13]) , la biologie ([I1]), la chimie ([16]), Pautomatique.

La théorie de point fixe fournit les outils nécessaires pour avoir des théoremes d’existence de
solutions de nombreux problemes non-linéaires différents. Les théorémes du point fixe sont souvent
basés sur certaines propriétés (telles que la continuité compléte, la monotonie, la contraction,...) que
I’application considérée doit satisfaire. Les célebres théoremes de point fixe sont le théoréeme de Ba-

nach, théoreme de Scheafer et I'alternative non linéaire de Leray- Schauder.



Ce mémoire se présente comme suit :

Le premier chapitre est consacré, dans un premier temps, aux définitions relatives aux fonc-
tions spéciales et a leurs notations qui constituent 'ingrédient de base pour l'introduction du (des)

concept(s) de dérivée et intégrale fractionnaires.

Puis, dans un deuxieme temps, on définit justement ces deux notions fondamentales qui vont
intervenir le long de ce travail et on étalera leurs propriétés de base ainsi que leurs caractéristiques
spécifiques.

Au deuxiéme chapitre, on entamera cette partie par citer les théoremes relatifs au(x) point(s)
fixe(s) qui vont étre utilisés par la suite puis, on procedera a 1’étude de l'existence et de I'unicité de
solutions pour deux problémes aux limites avec conditions intégrales et qui sont en 'occurence ceux

des deux types suivants :

/

cDoy(t) = f(t,y(t)), Vte[0,T], 0<a<1

mm+uA y(s)ds = y(T)

et

/

‘Dy(t) = f(t,y(t), Vte J=[0,T], 0<a<l

\

yav+mm=bA y(s)ds, BT #2

Au troisieme chapitre on étudiera l'existence et 'unicité de solutions d’un probléme aux li-
mites pour une équation différentielle fractionnaire avec conditions intégrales non locales en utilisant

I’approche du point fixe via le théoreme de Banach et celui de Krasnoselski.
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‘Diy(t) = ft,y(t), 1<qg=<2, teJ=]0,1],

0<&<,

0<n<l,



Chapitre 1

Eléments de calcul fractionnaire

1.1 Fonctions Spéciales

Les fonctions spéciales sont définies de maniere assez imprécise, puisqu’elles regroupent les fonc-
tions que 'usage (ou la fréquence d’utilisation) a fini par associer a un nom. Parmi ces fonctions, la

fonction Gamma, la fonction Béta et la fonction de Mittag-Leffler.

1.1.1 Fonction Gamma

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler I'(2) qui généra-
lise la factorielle n! et permet a n de prendre des valeurs non entieres et méme des valeurs complexes.

Nous allons rappeler quelques résultats sur la fonction Gamma.

Définition 1.1.1 La fonction Gamma I'(z) est généralement définie par l'intégrale suivante :

['(z) = /0+0<> e 7 'dx, Re(z) >0 (1.1)

Cette intégrale est convergente pour tout complexe z € C, si Re(z) > 0.

Proposition 1.1.1 L’une des proprié¢tés fondamentales de la fonction Gamma est qu’elle satisfait a

I’équation fonctionnelle suivante :

['(z+4+1) = 2I(z). (1.2)



En particulier :
'n+1)=n! VYneN*

Une autre propriété importante de la fonction Gamma, est qu’elle possede des poles simples aux points

z=-—-npourn=20,1,2,....
Preuve 1.1.1  On démontre cette proposition par une intégration par partie de (1.1)

+o0o
I'z+1) = / e~ D1y
0

—+oo
= / e *z*dx
0

+oo
= [—e®x?|§>® + z/ e “x* dx
0

= 2I(2)

Donc,
L(z+1) ==zT'(2)
En particulier, on a :
+oo
I'l) = / ety = 1.
0

et en utilisant (1.2) , on obtient pour z € N* :

['(2) = 1.I(1) = 1.1 = 1
['(3) = 2I'(2) = 21! = 2
I'(4) = 3I'3) = 3.2 = 3
I'n+1) = nl'(n) = nn-1)! = nl
Par conséquent,
I'(n)=(n—1)!

Exemple 1.1.1 Montrons que :

on a :



En effet, faisons le changement de variable suivant :
u=+\r = x=u?® et dr=2udu

on obtient :

D’apres l'intégrale de Gauss on a :

d’ou :

1.1.2 Fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction Béta au lieu d’une certaine

combinaison de valeurs de la fonction Gamma.

Définition 1.1.2 La fonction Béta est définie par ['intégrale d’Euler de seconde espece :

B(z,w) = /01 211 —2)* 'dz, Re(z) >0, Re(w) >0 (1.3)

cette intégrale est convergente pour tout z, w € C si Re(z) >0 et Re(w) > 0.

Proposition 1.1.2 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

B(z,w) = =————=, Re(z) >0, Re(w) > 0. (1.4)

D’ou il résulte que Béta est symétrique :
B(z,w) = B(w,2), Re(z)>0,Re(w) > 0.
Preuve 1.1.2 Soient (z,w) € C?,avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0. On a :

10



+oo +oo
['(z)'(w) :/ tz_le_tdt/ e " dr
0 0

En utilisant le théoréeme de Fubini, on obtient :

+o0o +o0o
/ / et e dtdx
0 0
+o0o +o0o
/ / e o) =1 pw=1 qy g
0 0

On effectue le changement de variable r =t +x ett =rs donc 0 < r < +oo et 0 < s < 1 Ainsi,
dr = dt + dx, dt = sdr +rds, de = (1 — s)dr —rds Alors, dtdx = rdsdr Il s’en suit :

+oo
rzr(w) = /0 i e "t e (1 — )9y dsdr
“+oo

1
= e TrF ey dr/ 1 —s)¥ ds
0

+o0 1
= / e Tprtw—l dr/ 82_1(1 — S)w_l ds
0 0

= I'(z4+w)B(z,w)

d’ou :

Proposition 1.1.3 Pour tout p, ¢ € C; Re(p) >0 et Re(q) >0, on a les propriétés suivantes :

1. B(p,q) = B(q,p)

2. B(p,q) =B(p+1,q9)+B(p,g+1)

q q
3. B(p,q+1)==-B(p+1,q) = ——B(p,q
( ) » ( ) P (p,q)

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.1.3 On appelle fonction de Mittag-Leffler ([17]) la fonction définie par :

“+00 k
ya
Z>—Zkzom 2€C 0,6>0

Pour f=1:
+00 Zk
E,i1(z) 2€C,a>0
kz_: F(ak+1)
Etpour =1, a=1ona :
ELl(Z) =e*

Cette derniere joue un role trés important dans la théorie des équations différentielles d’ordre entier.

11



1.2 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire

Dans cette section on va présenter les notions de dérivée et intégrale fractionnaires. Il existe
dans la littérature pas mal d’approches proposées pour généraliser la notion de dérivation d’ordres
non entiers, la formule de Griinwald-Letnikov, ou celle de Riemann-Liouville ou encore la dérivée de

Caputo etc. Dans ce travail, on s’intéressera seulement aux deux dernieres approches.

1.2.1 Intégrale et dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o € C,(Re(a) > 0) au sens de Riemann-Liouville

généralise la célebre formule attribuée a Cauchy d’intégrale répété n-fois,

sn—l
I"h(t) = /dsl/ dss.. / h(sy)ds,
(1.5)

- (n_l)/(t— )" ~1h(s)ds,Vn € N

D’apres la généralisation du factoriel par la fonction Gamma , (n — 1)! = I'(n), observons que le
second membre de (1.5) pourrait avoir un sens méme pour des valeurs non-entiéres de n, il était donc

naturel de définir I'intégration fractionnaire comme suit :

Définition 1.2.1 (Intégrale de Riemann-Liouville [21])
Soit h : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre a € C au

sens de Riemann-Liouville de h notée I, l'intégrale suivante :

Ioh(t) = ﬁ/ (t—s8)*'h(s)ds  (t > a, Re(a) > 0).

ou I est la fonction Gamma et on note I§ par 1¢.

En particulier, pour o« = 1,0n a :
Ih(t) = / h(s)ds = Iht)
Exemple 1.2.1 On considere la fonction h définie par :
h(t)=(t—a)?, t€la,b] ou B>-1, a>0.

On a alors :

I%(t —a)’ = F—/a (t —s5)* (s —a)’ds (1.6)



En effectuant le changement de variable suivant :

Ss—a

T = —=s=a+ (t—a)r, avec 0<7<1, donc ds=(t—a)dr

t—a

la relation (1.6) devient :

1 a-1 —a)T —a —a)dr
I¢(t —a)’ = @/Ol(t—a—(t—a)ﬂ (a+ (t—a) )P (t — a)d
= —— —a)(1 =7)]* Yt —a)7]’(t — a)dr
- | == e - @ - 0
(t_a)a—i—ﬁ

1
— (B+)-1(1 _ p)a-lqg
T T T.
I(a) / )

En tenant compte de la fonction Béta (1.3) puis de la relation (1.4), on aura :

o0t —a)f = %B(ﬁ +1,0q)
(t—a)*PT(B+ 1) ()

I'a) T(B+a+1)

Alors, on obtient l'intégrale fractionnaire d’ordre o de la fonction h, telle que :

o _ T+y
Ia(t—a)ﬁ—r(ﬁwﬂ)(t )’ (1.7)

Cas particulier : D’apres la formule (1.2) pour a = 1, on déduit que :

1
INt —a)’ = ——(t —a)'™"
ot —a) 6+1( )
et si =0, on aura dans ce cas :
1
11 = ——(t — a)°.
A a9

Proposition 1.2.1 Soit h € C([a,b]), o et B étant des nombres complexes avec : Re(a) > 0 et

Re(5) > 0. Alors l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la propriété suivante :

LIh()] = 177 h(w). (1.8)

Preuve 1.2.1 Pour h € C([a,b]), on a par définition de I :

1 a 1
18lIEh()] = w [ - lﬁhl]()dt
= — T — — $)% 7 h(s)ds
=ty [ e gy s

13



D’aprés le théoreme de Fubini, on pourra permuter l’ordre d’intégration et on aura :

1
Io[IEh()] = W/

)
(1.9)
~ () /

' /t(a: — )27t — 5)P " h(s)dsdt

/ (z — 121 (t — 5)P~1dt ds

g

On pose :

I /x(a: e — 5)Pdt
Avec le changement de variable suivant :
t=s+(x—s)1, avec (0<7<1), donc dt=(x—s)dr
On obtient :
I = /1(x —s5—(z—8)7) s+ (v —8)T —8) " Hx — s)ds
01
_ /D (@ — 5)(1 = 7))° " [(w — $)7)* (- s)dr
= (z—s)*ht /01(1 — ) ar
Tenant compte de la définition de Béta (1.3) puis de la relation (1.4), on aura :
I = (z—5)P"1B(8,a)

arp1L(@)L(B)

- T ety

En retournant d la formule (1.9), on conclura alors :

EUNE)] = e / “h(s)(@ — s)rs 1 DD)

= L zx—saﬁ_l s)ds
el CER RO
— [h(a).

d’ou le résultat.

Définition 1.2.2 (Dérivée de Riemann-Liouville [21])
Soit h € C([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire d’ordre o € C au sens de Riemann-Liouville

d’une fonction h, notée DY, la fonction définie par :

14



Dgh(x) = DI~ h(x)]

= ﬁ (%)" /ax(:c — )" h(t)dt, (n=[Re(a)]+1,7 > a)
Exemple 1.2.2 On considére la fonction h définie par :
h(z) = (r —a)?, z€la,b] ou BER.
Soientn € N* et a>0 tel que o €ln — 1,n[. Nous avons :
D%(x — a)? = D"[I"*(z — a)”].

D’aprés (1.7), on obtient :

o . I'(B+1) n—a
Dilw—a) =D hw+1+n—afx_® +ﬂ

e o a) K%) (e - a>”‘°‘+ﬂ}

(1.10)

On sait que :

(%)” (z—a)" " = h—a+pB)n—a+B-1)..(n—a+B—-n+1)(z—a)>Fr

= m—a+B)n—a+pB-1..(8—a+1)(z—a)Pfe

I'B+1+n—a)

TG oz @97
Donc,
(o — g — Lpg+1) F(ﬁ+1+n—a)x_a Y
Dile =0 =t i —a) | T=—atD © =

d’ot la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre v de la fonction h :

'pB+1)

D% (x —a)’ = TG—atD)

(x —a)’™

Cas particulier : Si a = 1, avec la formule (1.2) on déduit que :

Bzrw+n

DYz —a) T3)

@ =) = fla - )"

et si f =0, on aura dans ce cas :

15



1 —a
D1 = m(az —a)

Ce qui montre que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'une constante n’est pas nulle.

Lemme 1.2.1 Soienta € R etn € Ntel quen—1<a <neth:[a,b — R une fonction donnée.

Supposons que DGh = 0. Alors,

- T(k+1) ktan
h(x):kz_%ckr(k+1+a—n)(x_“) ’

ot ¢ sont des constantes réelles.
Preuve 1.2.2 Comme D3h = 0 alors,
(D"I"*h)(xz) =0 = (127*h)( ch x —a)k

Par composition avec I on obtient :

n—1

(I'h)(x) = ic (x —a)*

S =
—=O

ZC Ik+1) (x
- k7. . 1\
— L(k+14+a)

_ a)k-i—a

En remplagant (I7h)(x) par son expression, on trouve :

(1) (x) = ﬁ / "o — 1Rt dt = ; ck%u _ a)Fre

Puis, par une dérivation classique d’ordre n par rapport a x, on obtient :

EZ e
k=

F'k+14+a—n)
Lemme 1.2.2 Si Re(a) € [n—1,n[,n € N*eth € C([a,b]) alors, on a l’égalité :
(DgIZh) () = ().
Preuve 1.2.3 En se basant sur la propriété classique :
(D Igh)(x) = h(z)
en utilisant la définition (1.2.2) et la proposition (1.2.1), on déduit :

(Dalgh)(z) = DrlI=*(Igh(x))]
= Drlgh(z)]
= h(x)

16



d’ou le résultat.

Propriété 1.2.1 Sin > Re(a) > Re(f) >n—1> 0, alors pour h(z) € C([a,b]), on a la relation :
(DIIZh)(x) = I°Ph(x)

En particulier, si § =k € N et Re(a) > k alors,
(Dalgh)(z) = I*7*h(z)

Preuve 1.2.4 En utilisant la définition (1.2.2) et proposition (1.2.1), on obtient :

(DIIgh)(z) = D I~ (ITh(x))]
— DI th)
= DI Ph(x))]
= 1 Ph(x)

d’ou le résultat.

Remarque 1.2.1 En général,

DnggZ 7§ ng-i-az 7§ Dgzng

Exemple
1
Soient h(t) = t72 et oy = oy = 5 ona:
L1 od (1 [
D272 = — ( - / (t—s)"2s 2d5>
dt \I'(3) Jo

En substituant, on trouve :

17



Dit™z = i( 11 /1(t—tr)%(7t)%tdr)
dt \I'(3) Jo
i (g [0t )
= — 1—7) 277 2dr
dt (F(%) 0 ( )
d [ 1 /1 1.4 1, )
= — 1—7)2 127 dr
dt (F(%) 0 ( )
_ d (B3
dt \'T(3)
_d (TG
dt F(%)F(l)
d
%ﬁ
= 0.
anst,
e D3t —(
Dithii = plyh =
N 2

Par conséquent,

5
S
H
S
4

Propriété 1.2.2 (Linéarité) Soient deux fonctions f et g pour lesquelles les dérivées fractionnaires

d’ordre o € C de Riemann-Liouville existent. Alors, pour A\, € C, on a :

DE(Af + pg)(x) = MDG f)(x) + u(Dg g)(x)

1.2.2 Dérivée fractionnaire de Caputo

La notion de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un réle important
dans le développement de la théorie du calcul fractionnaire. Cependant, les demandes de la techno-

logie moderne exigent une certaine révision de ’approche mathématique pure bien établie, car les

18



problémes appliqués nécessitent 1'utilisation des conditions initiales f(a),f’(a), etc. Ces besoins ont

bientdt conduit a la naissance d’une définition alternative des dérivées fractionnaires qui a été introduit

par M.Caputo [15] & la fin des années soixante.

Définition 1.2.3 (Dérivée de Caputo [15]) Soit h € C™([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire

d’ordre a € C au sens de Caputo de h notée, D¢, la fonction définie par :

‘Dgh(x) = I3~[D"h(z)]
1

- T /x@ ()t (n = [Re(a)] + 1,2 > a)

I'(n—1
On note °D§ par D®.

Exemple 1.2.3 On considére la fonction h définie par :
h(z) = (z —a)?, x€la,b] ou B>0

Soient n € N* et a > 0 tel que a € [n — 1,n[, Nous avons :

‘Di(r—a)’ = I;7°[D"(z—a)’]

_ 1 S a1 — g)B®)
S e e A (DR

On sait que :
W L(B+1) n
[(t — a)”] —m@—a)ﬁ :
et donc,
DY r —a)’® = F(6+1) xx_ n—a=lo o \B-n
Dy ( ) F(n—a)r(ﬂ—n+1)L( t) (t —a) df.

I

On pose : I = / (x — )"t — a)"dt
En effectuant le changement de variable :

t—a

T =
Tr—a

Donc
I = /0 (r—a—(z—a)r)" *“YHa+ (v —a)T —a)’ "(x —a)dr
— [ e a0 -nr e - e - ajdr

1
= (aj — a)ﬁ_a/ 7—(5—”4'1)—1(1 o T)n_a_ldT.
0
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= t=a+ (x—a)t, avec 0 <7 <1, on obtient : dt = (z — a)dr
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En tenant compte de la définition de Béta (1.3) puis de la relation (1.4), on aura :

I = (z—a)B(B—n+1,n—aq)

I'B—n+1)I'(n—a)

e — B—O&
(z—a) TB—a+tl)
En retournant a la formule (1.11), on obtient alors :
r 1 g — H(n —
Do —ap - TG+ (B-n+Dlm=a) o,
I'n—a)l'(B—n+1) I'(f—a+1)
Ainsi, la dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre o de la fonction h, est :
I'(B+1) _
cDY g — )P = _ \B—«a
Ho—a) = f e =
Sif<n—1ona:
‘D¥x —a)’ =0
Sif>n—1ona:
I'(B+1) _
cDYp — aq)® = _ \B—«a
D’ou
E+1) o
B e M OV a 1
F(ﬂ—a+1)<x a) si f>n
“D2(a - a)? =
0 si €40,1,2,...,n—1}

Remarque 1.2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante h(t) = C' est

nulle. Autrement dit : *°DSC' = 0 avec C € R.

Propriété 1.2.3

(Linéarité) Soient deux fonctions f et g pour lesquelles les dérivées fractionnaires

d’ordre o € C de Caputo existent. Alors pour \,u € C, on a :

Propriété 1.2.4

est donnée par :

“Dyh(x)

‘Dg(A\f + pg)(z) = A°Dg f(x) + p°Dgg(x)

Soit h € C™([a, b)), la relation reliant la dérivée Riemann-Liouville et celle de Caputo

(1.12)



En plus, si a est un point zéro d’ordre n de h :
A (a) =0, (k=0,1,...,n—1).

Alors,
°Doh(z) = Doh(z).

Ainsi, dans ce cas les deux dérivées coincident.

Lemme 1.2.3 Soit h € C"([a, b)), alors :
(“Dglgh)(x) = h(x) (1.13)

Preuve 1.2.5 Si h € C™([a,b]) alors par la relation (1.12) de la propriété (1.2.4) permet d’obtenir le

résultat suivant :

n—1
(I3h)R)(
cpayap Da[a _ ek«
(D3Izh)(x) = =0
k=0
et d’apreés le lemme (1.2.2), on a :
n—1 ]ah
Doa[ah . k—a
¢ Z L'k —« —i— ) (z-a)
k=0
Et comme k <n —1< Re(a), pour k=0,1,...,n—1 alors, les dérivées :

(Izh)W(a) =0
Ce qui donne :
(“Dg1gh)(x) = h(z).

Lemme 1.2.4 Soit h € C"([a, b)), alors :

(L& “Dgh)(x) = h(zx) - (—a)", (n=[Re(a)] +1).

Preuve 1.2.6 Si h € C"([a,b]) alors, d’aprés la définition (1.2.3), on a :

(Ig “Dgh)(w) = I3[1;~ A (@)].

et d’aprés la proposition (1.2.1), il résulte que :
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(Ig “Dgh)(x) = (I;htV)(x)

On pose : I = [F(z — )" 'h™(t)dt

Par une intégration par partie de I, on aura :

(19 <D2h)(z) = ﬁux Ll 0))

1
= ——(z—a)" 'R V(a) +

['(n)
On pose : I = [F(xz — t)"2h"=2(t)dt

En faisant de méme pour Iy, on aura :

xT
a

- / (z — )" 2h" =2 (1) dt
"

(I3 DN @) = g = @) HO(a) = s = )0 a) -
oL ey Y e g
ol >(k) B 0) = gy o =
= h(z)— F}zk_{(_ai)(x—a)k

22



Chapitre 2

Problemes aux limites pour des équations

fractionnaires avec conditions intégrales

Ce chapitre est consacré a 1’étude de l'existence de solutions pour deux problemes aux limites

d’équations différentielles d’ordre fractionnaire avec des conditions intégrales. En I'occurence :

Premier type :

(

cD(t) = f(t,y(t)), vteJ=1[0,T], 0<a<l

(2.1)

T
v +u [ u(s)ds = y(D), per
\ 0

Deuxiéme type :

/

Doy(t) = f(t,y(t)), VteJ=[0,T], 0<a<l

(2.2)

y(T) +y(0) = b / y(s)ds, BT #2

\

ou “D® la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J x R — R est une fonction donnée
vérifiant certaines hypotheses qui seront précisées plus tard. Nous consacrons la premiere section
a quelques théoremes relatifs aux points fixes, la deuxiéme section a l’existence de solutions aux
problemes (2.1) et (2.2) en utilisant ces théoremes et la troisieme section sera réservée a des exemples

illustrant 1’applicabilité des conditions imposées.
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2.1 Quelques théoremes de point fixe

La théorie du point fixe est un outil assez puissant et éfficace pour trouver des solutions a
des problemes ayant trait aux équations différentielles tant ordinaires, aux dérivées partielles qu’aux
fractionnaires ([10], [23]). Pour les applications ultérieures, nous avons besoin de théorémes suivants

relatifs a cette théorie, en 'occurence :

Théoréme 2.1.1 (Banach [2], [20])
Soient X un espace de Banach et A: X — X un opérateur contractant. Alors, A admet un point fize

unique. i.e. lu € X tel que Au = u.

Théoréme 2.1.2 (Schauder [19], [22])
Soit X une partie convexe et fermée d’un espace de Banach E et soit A : X — X un opérateur continu

tel que A(X) soit relativement compact. Alors A admet un point fize.
Une autre version du théoreme de Schauder est donnée par celui de Leray-Schauder :

Théoréme 2.1.3 (Leray-Schauder)

Soient X un espace de Banach et A : X — X un opérateur complétement continu. Si l’ensemble :
A={ue X :  A(u) =u,\ €]0,1[}
est borné, alors A posséde au moins un point fize.

Rappelons que Si F et F' sont deux espaces de Banach, un opérateur continu A : F — F est
completement continu si et seulement si I'image par A de toute partie bornée de E est relativement

compacte dans F' i.e. A est compact.

Remarque 2.1.1

— Ce théoreme admet des versions selon ’espace de référence.

— Le théoréme de Schauder reste valable pour un espace vectoriel normé avec X une partie convere com-

pacte et A continu de X dans X seulement.

— Dans les applications du théoréeme de Schauder aux problémes aux limites non linéaires on reformulera

le probléme sous forme d’un probleme de point fixe d’une certaine application F'. Il faut ensuite choisir
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un espace E sur lequel cette application soit continue, puis un convexe fermé B tel que F' envoie B en

F(B) qui soit compact ou relativement compact.

Notons que pour cette derniére propriété, il suffit parfois de montrer que pour toute suite x, de
C, il existe une sous-suite telle que (T'(zn,))r converge dans E, sans nécessairement montrer que la

sous-suite (T, )i elle-méme converge, ce qui n'est d’ailleurs pas forcément le cas.

Nous avons par ailleurs, besoin d'un résultat bien connu concernant la compacité relative pour

les familles de fonctions :

Théoréme 2.1.4 (Ascoli-Arzeld )
Soit A un sous ensemble de C(J, E). A est relativement compacte dans C(J, E) si et seulement si les

conditions suivantes sont vérifiées :

i) L’ensemble A est uniformément borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :
| f(@)]| < K pour tout = € J et tout f € A
ii) L’ensemble A est équicontinue. i.e pour tout € > 0 , il existe 6. > 0 tel que

[t1 —ta] <6 = ||f(t1) — f(t2)|| < € pour tous ty,ty € J et tout f € A.

2.2 Existence de solutions

2.2.1 Premier type

Nous commencons par donner la définition de ce que nous exprimons comme solution du pro-

bleme (2.1)

Définition 2.2.1 Une fonction y € C(J,R) est dite solution du probleme (2.1) si elle satisfait d la

fois :

[’équation :

Doy(t) = ft,y(t)), VteJ=[0,T], 0<a<l (2.3)

et la condition intégrale :

y(0) + / y(s)ds = y(T), peR (2.4)

Pour 'existence de solutions du probleme (2.1), nous avons besoin du lemme suivant :
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Lemme 2.2.1 So0it0 < a <1 et soit h € C(J,R) une fonction donnée. Alors le probléme aux limites :

Dey(t) = h(t), te.J

\

y(0) + / y(s)ds = y(T), peR*

admet une seule solution donnée par :

y(t) = /O G(t, s)h(s)ds

ou G(t,s) est la fonction de Green suivante :

( —(T—3s)*+aT(t—s)! N (T — s)>1
TT'(a+1) TuI'(«)

G(t,s) =
_(T _ S)a N (T o S)a—l
(| T TNa+1) Tul(x)

st t<s<T

s10<s<t

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Preuve 2.2.1 Par le lemme (1.2.4), on peut réduire le probléme (2.5) en une équation intégrale

équivalente :

y(t) = I*h(t) = co

pour une certaine constante ¢y € R.

Par une simple intégration et en utilisant Fubini, on aura :

Ty(s)ds _ [ s%h(ﬂdr—q} ds
0 o \Jo (@)

- /oT </TT %‘k) h(r)dr — T

= T—(T_T)a T)dT — ¢
_/0 a I'a) hr)d of

En appliquant la condition intégrale (2.4), nous obtenons :
y(0) = —co
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1l reste a trouver cy.

D’aprés la méme condition intégrale, on a :
T
v0)+n [ (s)ds = y(D).
0

c’est a dire :

donc,

couT:u/O %h(s)ds—/o (T;%h(s)ds.

[ (L o

par suite, la solution unique de (2.5) est donnée par :
t a—1 T « a—1
(t —s) 1/ (T —s) (T —s)
t) = —————h(s)ds + = — h(s)d
) = [yt n g [ (i ) e

/Ot %h@)ds + (/OT_T(T;(; i)o‘l) N (;;?(Z;) h(s)ds

(T — s)>!

- [ (e ety s [ (R

_ /0 C Gt 5)h(s)ds

Ce qui acheve la démonstration.

T T ) h(s)ds

Remarque 2.2.1 La fonction t — fOT |G(t, s)|ds est continue sur J. Elle est donc bornée. Soit :

T
G = sup{/ |G(t,s)|ds,t € J}
0

Un premier résultat est basé sur le théoreme du point fixe de Banach.
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Théoreme 2.2.1 Sous [’hypothése :

(H1) Il existe un k > 0 tel que :
|f(t,u) — f(t,v)] < klu—v|, pour tout t € J et pour chaque u,v € R
St l'inégalité suivante est satisfaite :
kG < 1.

alors, il existe une solution unique pour le probléme auz limites (2.1).
Preuve 2.2.2 Considérons l'opérateur F' : C(J,R) — C(J,R) définie par :

F@Mﬂ=Z:G@$ﬂ&M@MS

Ou G(t,s) est la fonction de Green donnée par (2.7). D’aprés le lemme (2.2.1) les points fizes de
Uopérateur F' sont les solutions du probléemes (2.1). On doit montrer que F' est une contraction.

Considérons x,y € C(J,R). Alors pour toutt € J on a :
T
[F(z)(t) — Fy)(t)] < A G(t,9)[|f (s, 2(s)) — f(s,y(s))|ds

T

blle = vl [ 16 5)lds
0

< #Gllz -yl

IA

Donc, on obtient que :
[1F(2) = F(Y)llo < Lllz = ylls
ou :
L=kG<1
D’apres le théoréme de contraction de Banach, la solution serait unique et le théoréeme est prouvé.

Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théoreme du point fixe de Leray-

Schauder (2.1.2).

Théoréme 2.2.2 Le probléme auz limites (2.1) admet au moins une solution sur J = [0,T] si les

conditions suivantes sont satisfaites :

(H2) la fonction f:J x R — R est continue.

(H3) Il existe une constante M > 0 telle que :
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|[f(t,u)| < M pour tout t € J et tout u € R

Preuve 2.2.3 Transformons le probléme (2.1) en un probléme de point fize.

Considérons ['opérateur :
F:C(J,R) = C(J,R)

définie par :

Fly)(t) = / G(t, 5)f (s, y(s))ds

On va montrer que F' admet un point fize, on va utiliser le théoréeme de point fixe de Leray-Schauder.
La preuve est donnée en quatre étapes.
E’tape 1 : F est continue

Soit y,, une suite dans C([0,T],R) telle que y, — y dans C([0,T],R) e : limy, 00 ||Yn — ¥||eo = 0.
Montrons que : limy, o0 [|[F(yn) — F(y)||co = 0, pour tout t € J.

En effet,

Fly)(t) — Fy)(®)] = / G(t, 5)f (5, yuls))ds — / G(t, 5)f (5, y(s))ds

< / G )1 (5.5n(5)) — F(55(s))]ds

IN

/0 Gt 5)| sup |£(5,9u(s)) — F(s,y(s))ds

s€[0,T7]

< ([ 165008 Ioamt) = oDl

Puisque f est une fonction continue, nous avons :

1F () — F(o) o < ( / |G<t,s>rds) 1) = Fay()le = 0 quand n— oo,

donc, lopérateur F' est continu.

Etape 2 : L’image par F' de tout ensemble borné est un borné dans C(J,R).
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En effet, il suffit de montrer que pour tout € > 0, il existe une constante strictement positif | telle

que pour chaque y € B, = {y € C([0,T],R); |lylloo < e}, on ait : ||F(y)]loo <.

On a pour tout t € [0,T] :

F)(1)] = / G(t, 5) (s, y(s))ds

< / G ()1 (s, y(s))ds

M/ G(t,s)|ds

T
< M Sup/ |G(t,s)|ds

s€[0,771J0

de (H3) et pour tout t € [0,T], on a :

[F(y)(®)]

IN

donc,
IF(W)]loe < MG =1

et F(B,.) est borné.
Etape 3 : L’image de tout ensemble borné par F est un ensemble équicontinu dans C([0,T], R).
Soitty,ty € [0,T], t1 <ty et B, étant I’ensemble borné de C([0,T)],R) de l’étape deus et soity € B..

Alors,

F)(t2) — F)(t)] = / Gi(ta, ) (s, y(s))ds — / Gltr, 5)f(s,y(s))ds

< / (Gta, s) — Glt1, )| | (5 y(s))|ds

T
< M/ |G(t27 (tla )‘dé’
0

quand ty — to, le membre de droite de ['inégalité ci-dessus tend vers 0.
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D’apres les étapes précédentes et le Théoreme d’Arzeld-Ascoli, nous pouvons conclure que F' est

un opérateur complétement continu.

Etape 4 : Il reste  montrer que : A = {y € C(J,R), y=AF(y) pour 0<\<1} est borné.

Soit y € A\, alors :
y=AF(y), pour0<X<l,

donc pour chaquet € J on a :

pourte J on a:

@ = [AF(Y)(@)]

IN

[F(y)(®)]

< / Gt 9)]| (s, y(s))|ds
< M/T|G(t,s)|ds

T
< M sup/ |G(t, s)|ds
0

s€[0,T7]

~

MG

IN

alors,

avec R une constante strictement positif. Cela montre que A est uniformément borné. Par suite, on

déduit que F' admet un point fixe qui est une solution du probléeme auz limites.
Exemple 2.2.1 Considérons le probléme auz limites :

( —t

cD“ = —— =10,1 1

(2.9)




Soit :

—t

t1)= —— (¢
soit x,y € [0,00) et t € J. Alors on a :
ot
t.x) — f(t - — |z —
p—
= 20" Y

1
et la condition (H1) est vérifiée avec k = %"

D’aprés (2.7) G est donnée par :

( —(1—5)*+alt—s)*1 (1-s)2t |
Mo+ 1) Tla)  V=sst
Glts) = (2.10)
—(1-9)> (1—s)! .
| Ter1) 7 T sitsssl

A partir de ces deux relations et en intégrant sur J, nous aurons :

/01 G(t,s)ds = /tG(t,s)ds—l—/l G(t,s)ds

- R e [ (R )

- [etateeal, - [een] s P ] [l

(1 —¢)ett 1 t (1—1t) 1 (1—t)t  (1—1t)°

) Fat2) T(@t2 T+l Ta+l) Tatl) Ta+r2) T+l
par suite !

. 4 3

< Taxn) Tt

alors, la condition kG < 1 est satisfaite pour T'= p = 1. En effet, kG < 1 est satisfaite pour chaque

a € [0,1]. Alors d’aprés le théoréme (2.1.1), le probléme (2.9) admet une seule solution sur [0, 1].
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2.2.2 Deuxiéme type

Nous commencons par donner la définition de ce que nous exprimons comme solution du pro-

bleme (2.2).
Définition 2.2.2 Une fonction y € C([0,T],R) est dite une solution du probléme (2.2) siy satisfait
a la fois :
I’équation :
‘Dy(t) = ft.y(t) 0<a<l
et la condition :
T
oT)+3(0)=b [ y(s)as
0

On démontre le lemme suivant qui est important pour donner la solution intégrale du probleme

(2.2).

Lemme 2.2.2 Soient 0 < a <1 ,bT #2 eth:J — R est une fonction continue. Une fonction y est

une solution de [’équation fractionnaire intégrale :

b (T - s)™ 1 (T - s)* ! bt —s)at
ult) = 5= bT/O Mo+~ 52 bT/0 o) 8 +/0 Ty s

si et seulement si y est une solution du probléeme :

(

‘D(t) =h(t), 0<a<l (%)

(2.11)

y(T) + y(0) = b/o y(s)ds, bT #£2  (xx)

\

Preuve 2.2.4 On suppose que y satisfait [’équation (x) du probléme (2.11), en appliquant le lemme

(1.2.4) on réduit le probléme (2.11) a l’équation intégrale suivante :

y(t) = o+ /0 %h(s)d& (2.12)

pour une certaine constante ¢y € R.

Par une simple intégration et en utilisant Fubini, on aura :
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/OT y(s)ds = /OT (/0 %h(ﬂcﬁ%— co) s
= /OT (/TT %ds) h(t)dr + coT

= T—(T_T)a T)aT C
_ /0 T G,

Donc,

b/o y(s)ds = b/o %h(ﬂdr—i—q}bf

En appliquant la condition intégrale (xx), on obtient :

y(0) = co
y(T) = ¢ +/0 @;(—Zé);_lh(s)ds.

Il reste a trowver c¢y. On a, d’aprés (xx) :

mw+mm=téy@@

c’est a dire :
T 1 T
(T —s)" _ / (T —7)°
Co +/0 o) h(s)ds +co =10 Tt 1) h(T)dr + cobT
Donc,
T «a T a—1
(T'—s) / (T —s)
2 VT = A7 =2
¢o(2 — BT) b/o s — [ ks
Alors,

b (T — 5)~ 1 T —s)ot
©=5- bT/O Tat 84— 52 bT/O Ty e)ds

Donc, on obtient [’équation :

_ b [T LT (@ =) Lt — 5ot
y(t) = 2_bT/0 F(a+1)h($)ds_ 2—bT/0 (o) h(s)ds+/0 Wh(s)ds'

Un premier résultat est basée sur I'application du théoreme de point fixe de Banach.

Théoréme 2.2.3 On suppose que ’hypothése suivante soit vérifice :

(H1) II existe une constante k > 0 telle que :
|f(t,u) — f(t,v)] < klu—v| Vte€[0,T] et u,v € R
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Si l'inégalité suivante est satisfaite :

o+ (3 — bT)T®

20 Ta+2)  @-ia+n| <" (2.13)

Alors, le probléeme (2.2) admet une solution unique sur J = [0,T].

Preuve 2.2.5 On transforme le probléme (2.2) en un probléme de point fize en considérant [’opéra-

teur :
F:C(0.T],R) - C([0.T],R)
P = [ i fsneNist [ s s [ s s

D’aprés le lemme (2.2.2) les solutions seront les points fizes de l'opérateur F.
En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que F' est une contraction.
Soient x,y € R; Vt € [0,T], on a :

bt —s)ot

[F(z)(t) = Fly)()] < /0Wlf(s,w(S))—f(s,y(S))ldS

+/0 @ fé?)?éii py /(e 2(5) = Fs yls)lds

+/0 %U(s,w(s)) — f(s,y(s))lds

Lt — g)ot T KT —s)e T (T —s)*!
klz =yl /OWCZH/O (2—bT)F(a+1)dS+/o mds}

[ (T (T = s)! T (T —s)™ (T —s)!
kllz = ylloo /0 Ty © +/0 PGS /0 mds}

IN

IN

Kl = ylloo

IN

—(T —s)*  —b(T — s)*! —(T = s)® ]T

al(a)  2-bD)(a+2)  2-bD)I(a+1)],

{ pTo+ (3 — bT)T°
(
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C’est-a -dire :

bTet! (3 — bT)T™
22— (a+2) (2-bD)(a+1) 2 = ylloo

1F(z) = F(y)ll <

d’aprés la condition (2.13), on conclut que F admet un point fize unique, ce qui implique que le

probléme (2.2) admet une seule solution dans C'(J,R).

Le deuxieme résultat d’existence est basé sur le théoreme de point fixe de Leray-Schauder.

Théoreme 2.2.4 On suppose les hypothéses suivantes vérifiées :
(H2) La fonction f :[0,T] x R — R est continue.

H3) 1l existe une constante M > 0 tel que :
( ) q
flt,u) <M NYtelJ etuelk

Alors le probleme (2.2) admet au moins une solution dans C([0,T],R).

Preuve 2.2.6 On va utiliser le théoréme de Leray-Schauder pour montrer que F définit par (2.14)

admet des points fizes qui sont solutions du probleme (2.2). La preuve sera donnée en 4 étapes.

Etape 1 : continuité de F
Soit (y,) une suite qui converge vers y dans C([0,T],R), Vt € [0,T], on a :

(Fu)e) - (F00) < [ %If(s,yn(s»—f(s,y(s)\ds

_'_/0 (2 _bé?z:)}:(i:_ 1) |f(57yn<5)) - f(S,y(S)‘dS

[ (s — s us)lds
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(Fu)) = Foo) < [ T s £ (e — fu(o)lds

(a) s€[0,T7]

T (T - s)
+/0 2= bT)T(a+ 1) sy £ (s, 9n(s)) = f(s,y(s)lds

T (T_S)cx—l
t | By S 1) = Fo, ()l

b7 (3 —bT)T™

Puisque f est continue, on a donc,
| E(yn) — F(y)||oo — O lorsque n — oo
Etape 2 : L'image d’un ensemble borné est un ensemble uniformément borné.
En effet, il suffit de montrer que pour tout € > 0, il existe une constante positive | telle que pour
chaque y € B, ot :
B ={y € C([0, T R); [|yllc < €}

on ait : ||F(y)]le <.

Pour tout t € I, nous avons :

FOl < [ S+ [ e e vslds

" /0 %U(Say@us

[T — 5! LT - )" T (T —s)!
= M /0 M) % +/0 @b+ 1) +/0 2 =)™
pro+! (3 — bT)T™
= MeTmrery " e—mras 1)} ‘

Donc,

1P < M{ bTot! (3 =TT } _

2—b)(a+2)  (2-bD)I(a+1)
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Etape 3 : L’image d’un ensemble borné est un ensemble équicontinue dans C([0.7],R)

Soient ty,ty € [0,T), t1 < ty et B. l'ensemble borné défini dans I'étape 2.

Siy € B., alors :

/02 Mf(s’y<s))ds+/o ( oT — )° f(s,y(s))ds

(Fy)(ta) — (Fy)(t)] = o VTt

_ /0 %ﬂs,y(s))ds—/l%f@ay(s))ds

0

T b(T — s) T (T — s)a?
- /0 (2 _ bT)F(a + 1>f(57y<5)>d5 + /0 mf(& y(s))ds)

_ /OQMf(S’y(S))dS_/IMf(s,y(s))ds

o)
< % /Ot1 (t; —8)* 7t — (ty — 8)*'ds + @) /: (ta — 5)* " 'ds
< g I+ = 1) — ]+ o (= )]

< Ni—]\i”(tz )"+ g -

Lorsque t; — to, le membre droite de l'inégalité précédente tend vers zéro.
Comme conséquence des étapes 1, 2 et 3 avec le théoréeme d’Arzela -Ascoli, on conclut que F est

continu et complétement continu.

E‘tape 4 :

L’ensemble suivant est borné :
A={y e C(0,T],R),y = AF(y) pour certain 0 < A < 1}

En effet, on a pourt e J :
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@) = AF)O] < [Fy)0)]

IN

ft—s)! T (T - s)
/0 o) If(s,y<s))|ds+/0 (Z_bT)F(OHrl)]f(s,y(s))|ds

i /0 % |f(s,y(s))|ds

Pt —s)ot T T —s)”
s M dS+M/O PN CES

MT* n MbT+ . MT*
Fla+1) 2-Dl(a+2) 2-T)(a+1)

IN

pro (3 — bT)T®
= M {(2 T (a+2) | @b+ 1)]
Lo :

pTett (3 —bT)T™ } R
2—-bD(a+2) Q2-bD)(a+1)]

1Pl < M [

En conséquence du théoréme de point fize de Leray-Schauder, on déduit que F a des des points fixes

qui sont des solutions du probléme (2.2).
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Chapitre 3

Probleme aux limites pour une équation
différentielle fractionnaire avec conditions

intégrales non locales

Le but de ce chapitre est I’étude de I'existence et 'unicité de solution du probleme :

(

‘Diy(t) = ft,y(t), 1<q¢<2, teJ=[01],

13
y(0) =g(y) + a/o y(s)ds, 0<&<1, (3.1)

y(1) = h(y) + B/Ony(é‘)ds, 0<n<l,

avec D17 est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre ¢, f : J X R — R est une fonction continue
donnée. g, h : [0,1] — R sont deux fonctions données vérifiant quelques hypotheses qui seront définies

par la suite.

Nous commencons par donner la définition de ce que nous exprimons comme solution du pro-

bleme (3.1).

Définition 3.0.1 Une fonction y € C([0,T],R) est dite une solution du probléme (3.1) siy satisfait

a la fois :

I’équation :

40



Diy(t) = f(t,y(t), 1<q<2, teJ=|01] (3.2)

la premiere condition intégrale :

3
y(0) = g(y) + o / y(s)ds, 0<E<1 (3.3)

et la deuxieme condition intégrale :

y(1) = hiy) + 8 / ys)ds, 0<n<1 (3.4)

3.1 Existence et unicité de solution

Dans le contexte de I’étude de nos résultats d’existence et d’unicité, nous avons besoin du lemme

suivant :

Lemme 3.1.1 Soit o : [0,1] — R une fonction continue donnée. La solution y(t) du probléme auz

limites :

(

‘Diy(t)y=0o(t), 1<qg<2, teJ=]01],

3
y(0) = g(y) + a/o y(s)ds, 0<&<1, (3.5)

y(1) = h(y) + B / ys)ds, 0<n<1,

est donnée par l’équation intégrale :
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o) = %q)/o (t— 5)"o(s)ds

o 2—pn : ’ q—1
- PR e ([ = ot ) s
bt |5 amaor] [ [ mmtotman) as (3
- vr;@) 2 41— ] / (1 — 5)7Lo(s)ds

12— Bn? 1 [ag®
- 21 +(1—5)t}g(y)+§[T+(1—@5)t]h(y),

7= 5 [(1-a)@— B1?) + a1 - )] £0

Preuve 3.1.1 Par le lemme (1.2.3), nous pouvons écrire :

Diy(t) = o(t) <= °Diy(t) =° DI9o(t)

— “Di(y(t) —I"o(t)) =0,

puis, vu le lemme (1.2.1) avecn =2 et a =q, 1 < q < 2, on tire :

y(t) :co+clt+ﬁ /0 (t = 5)7 o (s)ds. (3.7)

En intégrant Uexpression sur [0,&], et en ajoutant g(y) auz deux cotés aprés l'avoir multipliée par «,

on trouve que :

9(y) + a /05 y(s)ds = g(y) + ace€ + acl%Z + % /O5 (/Os(s - m)q_la(m)dm) ds.

De la méme maniere, nous obtenons :

)+ ﬂ/ )+ Beon + ﬂcl - % /On (/Os(s - m)qla(m)dm) ds.

En utilisant les conditions aux limites du probléme (3.1), on obtient :
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2

(1 —a)cy — 05%61 =g(y) +aA (3.8)

2

u—ﬁm%+(1—¢g)azmw+ﬁ3—c (3.9)

B = ﬁ/j (/Os(s—m)q_la(m)dm) ds.

1

C = m/o (1—5)""to(s)ds

La résolution du systéme (3.8) et (3.9), donne les constantes :

ou,

1 2 2 2 2
=1 lassm-aSo—a(1-L) arabn) - (1-52) o).

et

v =~ (31— ) B~ (1= ag)C' = a(L = An)A -+ (1~ a&h(y) = (1 = Bn)g(y)]

En substituant les valeurs de cq et ¢; dans (3.7), on obtient (3.06).

Maintenant, on considere l'espace de Banach C([0, 1], R) muni de la norme : ||z||, = sup |z(t)].
tel0,1]
Avant d’énoncer les théoremes, nous considérons les hypothéses suivantes :

(Hl)’f(tax)_f<t7y)|§L’x_y’7 Vtejv L>07 xuyeRa
(H2) : |g(z) —g()| < hlz —yl, L >0, Va,yeR,

(H3) = |h(x) = h(y)| < lofx —yl, 12>0, Vu,yeR,
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(H4) : |f(t,0)] < ult), W(ta) € [0, xR et peC([0,1]Ry)

Pour plus de commodité, nous utilisons les notations suivantes :

_ 1 (1 A1+A2) As + Ay
0=

(g +1) 2v|(g + 1) 29|

A = |a| (12— Bn?|+2[1 — Bn|) ¢
Ay = (|l + 211 - ag]) (1B + ¢ +1)
As = 12— Bn?|+2[1— By

Ay = o€+ 2|1 — af|

(3.1) a une solution unique.

rateur :

N :C([0,1],R) — C(]0,1],R)
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(3.10)

Théoréme 3.1.1 Supposons que f : [0,1] x R — R est une fonction continue qui satisfait I’hypothése
(H1) et g,h : C(]0,1]) — R sont deuz fonctions qui satisfont respectivement les hypothéses (H2) et
(H3). Si L*Ag < 1, ot L* = max{L,ly,ls} et Ay est donné par (3.10) alors, le probléme auz limites

Preuve 3.1.2 Pour la preuve du théoréme 3.1.1 et en vue du lemme (3.1.1), nous définissons l’opé-



par :

N = Fo [ = sateis
o o 2 3 s
-~ P e [([ = mr s ytmin ) a
w2 a—agn] [M( [ 6= mrsmytmin ) a
- o | a-ag] [a- 9o
12— p8n? 1 [ag?
- P s ) + 2 | %+ - e )

Posons :

M = sup |f(t,0)], M;=suplg(y)|, M>=sup|h(y)|

te(0,1] yER yEeR
AoM
et choisissons : p > 0 , ot : M* = mazx{M, M, My}.
1—L*A,

Premiérement, on montre que N(B,) C B, ou : B, ={y € C([0,1],R): |y|l < p}.

Pour tout y € B,, nous avons :

1 t o1
NI < o / (= )7 |£(s,y(s)] ds

2 — On?

(1= )

b | (% aag)| [ -t
b (B - )|l + [ (% + -8 |
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Par suite,

['(q)
a  (2-pnp
+ 7F(q)( 5 +(1—ﬁn)t> X

/j (/08(8 —m)" (| f(m, y(m)) — f(m,0)] + [f(m, O)|)dm> ds

X

+‘ s (0‘752+(1—a§)t)

[ ([t = o, tom0) = 100+ 15, 00 ) s

+ ‘L (0‘752 + (1 —ag)t>

X

/0 (L= 5)"(If(s,9(s) = f(5.0)[ + | f(5,0)]) ds

<2 0P L W)‘ (lg(w) — 9(0)| + |g(0)])

(% + -8 | () - 1) + o)),
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i hg&)(%f?+“_aﬂ>lj<zis_my1mﬁ>%

" |’Y\1£(q) (|a2|£2 + 11— a&!) /01(1 — 5)771ds)

1<D—BW\

o (B sl ) o )

2
b (B - agl) ok o)

IN

1 A1—|—A2 A3—|—A4
L* +M*( (1+ )-l— )
Lo Mt \! T amigr ) e

= (L'p+ M)A <p

c’est a dire que : |N(y)|leo < p.

De plus, pour tout t € [0,1] et x,y € C([0,1],R), nous avons :

N0 = N0 < fs [ (= 9" Fls.a(s) = Flsou(s))] ds +
« -2 — 5772 13 s -
g Lo+ | () = mrisnatm = s myian ) o

| 2 =g | [ ([ = myrson,stm) — s yomian ) as

L(q)
1 [ag? ] ' q-1 _
o |5+ (a0 / (1) f(s.2(s) — f(s,y(s)]ds
# | [P5E  = pne] le) - sl + |1 %5+ (0= ]| ) =
v 2 7L 2
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IN(@)() - N@)(@)| < Lla - yr[% / (t — s)11ds

i ES ) /: (] mtam) s
G (mfz el —adl) [ [ s mrtam) as

+|7|;(q) <|Og€2 +1- a€|> /01(1 — 5)97ds]

1 (/|2 = Bn?
+l1\x—y\m(%+ll—ﬁn!)

1 a2
rife — ol (1245 411 - a])
< Lo |{ 1 ( A1+A2) A3+A4}
= g+ U "2+ 21|
ZL*A0|I_?J|

Par conséquent,

IN(z) = N(y)lloo < L*Ag[|z = yl|o-

Le nombre L* ne dépend que des parametres indiqués dans notre probleme. Puisque L*Ag < 1,
alors N est une contraction. Ainsi, par le théoréeme du point fire de Banach, il s’ensuit que notre

probléme aux limites (3.1) a une solution unique.
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3.2 Exemple

Considérons le probleme aux limites suivant :

((cn3 1 Y|
°D3y(t) = 1 2% teJ=1[0.1
Qy() (t—|—4>21+|y|+ + cos7t, € [ ’ ]7
1 1 (1
0
1 H
o) = 35000 + [ us)ds. v[0.1),
\ 0

Dans cet exemple, nous avons :

3 1 1 3
= — = — = 1 = — — —
=3 a=3, =1 ¢ T "7
et
1 ly| 2 1 1
toy(t)) = 1 t - h(y) = —
f(ty(t)) CEw RN + 1+ cos’t, g(y) 16y(u), (y) = 5y()
Alors,
Ft2) — f(ty) < —le—yl, L=
7'£E 7y —= ].6 oy y 9 - ].6
1 1
_ < |y _ -
lg(x) — g(y)| < 16|93 yl, b T
h(@) —h@)| < —lr—yl, b=
) — — |z — = —
y = Yl 2Ty
En outre,
1 81 31 513v/3 + 4560 31 57
L*:_7 ’Y:_) 1= T8 2 = T s 3= T A4:_7
12 128 1024 1024 16 32
405 162
2 = —. 9y =—2
17|(qg + 1) 5%’ 1| 53’
par suite,
1 (193 7831 119
L*A, = ~ 0.337498344 < 1.
T oyr ( 20 3240) Ty
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Donc, toutes les hypotheses du théoreme (3.1.1) sont satisfaites et par conséquent le probléeme aux

limites (3.12) a une solution unique.

Notre deuxieme résultat est basé sur le théoréeme du point fixe de Krasnoselskii.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme du point fire de Krasnoselskii)
Soit M un sous-ensemble non vide convezre et fermé d’un espace de Banach X. Soient A, B deux

opérateurs tels que :
(i) Ax + By € M pour tout x,y € M.
(i) A est compact et continu.

(iii) B est une contraction.

Alors, il existe z € M tel que z = Az + Bz.

Théoréme 3.2.2 Soit f : [0,1] x R — R wune fonction continue transformant les sous-ensembles

bornés de [0,1] x R en sous-ensembles relativement compact de R et supposons que les hypothéses

(H1) — (H4) ont lieu.

S :

1 Ay + Ay ) Az + A4]
L* + <1 3.13
[r<q+ 0 (2w<q+ 5) "o (3.13)

alors, le probléme aux limites (3.1) admet une solution unique dans [0, 1].

Preuve 3.2.1 Posons : M3 = sup |u(t)|, et fixons :
te[0,t]

= 1 A+ Ay ) A3+A4}
> M| ——
P= [r<q+1> ( 2l (g + 1) 2/

avec : M = max{M,, My, M3} et considérons : By = {y € C([0,1],R) :  ||ylloe < p}. Pour appliquer

le théoréme (3.2.1) de Krasnoselskii, nous définissons deuz opérateurs P et Q) par :
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Q0= — o [t ([ - m somytmyim ) as
b [ ] [ - mr s ytmam)
- o [ e [a- oo
- AP o)+ 2 |2+ - aer] n

e Pour x,y € Bg, nous trouvons que :

M;
Pz +Qull. < 1+
IPe+ il < s (

A+ Ay ) My Az + My Ay
2[yl(g+1) 2[7|

JE— 1 A1+A2 ) A3+A4:|
Ml— 1+ +
{F@+1)( 2lv[(g +1) 2|y

IN
I

Donc, Px 4+ Qy € Bs.

Pour z,y € C([0,1],R) et tout t € [0, 1], nous avons :

« 1 A+ Ay As + Ay
Q0 - Q0 < 1 [t (14 5o )+ A oy

ce qui tmplique que :

H@@@—Q@wwmsp[ﬁ£53@+ &+A2) A3+ A,

2|v(g + 1) 2|y

Alors, il en résulte par la condition (3.10) que Q) est une contraction.

hm—mu

La continuité de f implique que l'opérateur P est continu. En outre, nous avons :

M
Pyl <
I1Pylle < 5

ce qui signifie que P est uniformément borné dans Bs.
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e Maintenant, nous prouvons que l’opérateur P est compact.

Tenant compte de la condition (H1), nous définissons :

fr=sup [f(t,y)]

(t,y)€l0,1]x By

Alors, on peut écrire :

P)(h) — Py)(t)] = ﬁ / [t = 81— (t— )71 f(s,y(s))ds — / (ty — )17 (5, 4(s))ds
f* q q q
< mu(trtl) + 11 — 3

(3.14)

Le second membre de (5.14) est indépendant de x et tend vers zéro quand to — t1, alors P est équicon-
tinu. En utilisant le fait que f transforme les sous-ensembles bornés en sous-ensembles relativement
compacts, on obtient P(B)(t) est relativement compact dans R pour chaque t, (ot B est un sous-
ensemble de C([0,1] x R). Donc P est relativement compact dans B5. Par conséquent, par le théoréme

d’Ascoli-Arzela, nous concluons que P est compact dan Bs.

Ainsi, toutes les hypothéses de Théoréme (3.2.1) sont satisfaites. Donc le probléme aux limites (3.1)

admet une solution unique dans [0, 1].
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité de solutions a des pro-
blemes aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo avec
conditions intégrales dans un premier temps et, dans un deuxiéme temps, nous avons traité un pro-

bléeme aux limites avec conditions intégrales aux limites non locales.

Ces résultats ont été obtenus par 'application de la théorie de point fixe. En particulier, on a

utilisé les théoremes de point fixe de Banach, de Schauder et celui de Krasnoselskii.
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Ce mémoire est consacrée a I’étude de 'existence et 'unicité des solutions pour des problemes aux
limites concernant les équations différentielles qui sont engendrées par la dérivée de Caputo, avec des
conditions intégrales Pour cela, on va utiliser les théoremes de points fixes telles que : le théoreme de

Banach, Schauder et sa variante Leray-Shauder, et le théoreme de krasnoselski.

Mots clés : Calcul fractionnaire, point fixe, probleme aux limites, intégrale, non locale.

Abstract

This thesis is devoted to the study of the existence and uniqueness of solutions for problems at the
limits concerning the differential equations which are generated by the derivative of Caputo, with
integral conditions For that, we will use fixed point theorems such as : the Banach theorem,

Schauder and its Leray-Shauder variant, and the krasnoselski theorem.

Key words : Fractional calculation, fixed point, boundary problem, integral, not local.

54



Perspectives

On projette dans la suite de ce travail de généraliser ces résultats a des problemes similaires mais
avec des conditions intégrodifférentielles qui font intervenir les dérivées fractionnaires ainsi que des

intégrales fractionnaires.
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