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NOTATIONS GÉNÉRALES

E ′ : espace dual de E.

X : L'adhérence de X.

(a, b) : Intervalle ouverte.

L(E,F ) : l'ensemble des application linéaire continue de E dans F .

Lc(E,F ) : l'espace des applications linéaire compacte.

C1 : l'ensemble des applications continument di�érentiable.

GL(E) : groupe linéaire de E dans E.

∂Ω : La frontière de Ω.

EDO : Équation di�érentielle ordinaire .

EDP : Équation aux dérivées partielles.

B(x0, r0) : La boule fermée de centre x0 et de rayon r0.

B(x0, r0) : La boule ouverte de centre x0 et de rayon r0.

5 : opérateur gradient.



INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les théorèmes du point �xe sont les outils mathématiques de base qui montrent l'existence

des solutions dans divers types d'équations.

En analyse, un théorème du point �xe est un résultat qui permet d'a�rmer qu'une fonction

f admet sous certaines conditions un point �xe. Ces théorèmes se révèlent être des outils

très utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution des équations

di�érentielles.

Le théorème du point �xe de Picard dit qu'une contraction d'un espace métrique complet a

un point �xe unique. Ce théorème donne un comportement régulier du point �xe par rapport

aux paramètres. De plus, il fournit un algorithme d'approximation du point �xe comme limite

d'une suite itérée. Mais d'une part, montrer que la fonction est contractante peut entraîner de

laborieux calculs. D'autre part, les conditions sur la fonction et l'espace étudiés restreignent le

nombre de cas auxquels on peut appliquer le théorème.

Le théorème du point �xe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il fait partie

de la grande famille des théorèmes du point �xe. Il existe plusieurs formes de ce théorème

selon le contexte d'utilisation. Ce théorème donne l'existence d'un point �xe pour une fonction

continue sur une boule fermée dans un espace de dimension �nie.

Le théorème du point �xe de Schauder prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour

montrer l'existence d'un point �xe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un

espace de Banach. Ce théorème est plus topologique, est a�rme qu'une application continue

sur un convexe compact admet un point �xe, qui n'est pas nécessairement unique.

En 1955, et pour la première fois, Kranosel'skii a élaboré son théorème du point �xe qui

a�rme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d'une somme

de deux applications dont l'une est contractante et l'autre compacte admet un point �xe. Ce

théorème est très e�cace dans la résolution des équations di�érentielles non linéaires, il apporte

des réponses aux problèmes d'existence et d'unicité.



Notations générales v

Les équations di�érentielles et les systèmes di�érentiels ont une importance fondamentale

dans les problèmes pratiques. Ceci est dû au fait qu'un grand nombre de lois et de relations

physiques se traduisent mathématiquement sous forme d'équations di�érentielles. Les équations

di�érentielles constituent une des branches les plus fertiles des mathématiques, l'étude de ce

type d'équations di�érentielles est liée à l'étude des phénomène naturels.

Les descriptions des évolutions importantes dans cette période prouvée l'existence des théo-

rème du point �xe en utilisant des applications.

Dans ce mémoire, nous avons considéré les théorèmes du point �xe et application aux équa-

tions di�érentielles. On a structure ce mémoire en quatre chapitres et annexe comme suit :

Dans le premier chapitre, nous rappelons des résultats préliminaire de l'analyse fonction-

nelles.

Pour le deuxième chapitre, nous étudions quelques théorèmes principales du point �xe on

particulier le théorème de Picard, de Brouwer, de Schauder et de Kranosel'ski.

Le troisième chapitre, Dans ce chapitre nous présentons un rappel sur les équations di�é-

rentielles et certaines de leurs méthodes de résolution.

Et le dernier chapitre, représente l'importance de ce mémoire, l'application de la théorie du

point �xe sur les équations di�érentielles.

À la �n, comme annexe on va résoudre les équations di�érentielles numériquement par la mé-

thode du point �xe pour trouver une solution approchée et comparer avec la solution exacte de

cette équation à l'aide des exemples en Matlab.



Chapitre I

PRÉLIMINAIRES ET GÉNÉRALITÉS

Dans ce chapitre, nous rappelons des résultats préliminaires de l'analyse fonctionnelles et

quelques notions topologiques importants nous utiliserons dans la suite du ce mémoire .

I.1 Espace Fonctionnelle :

Dans ce partie, on considère un K-espace vectoriel E avec le corps K égal à R ou C

I.1.1 Espace vectoriels normés :

Dé�nition 1 [14] On appelle norme sur E une application,

||.|| : E → R+

x 7→ ||x||

véri�ent les axiomes suivantes :

i) ||x|| = 0⇔ x = 0 (séparation)

ii) ∀λ ∈ K,∀x ∈ E : ||λx|| = |λ|||x|| (homogénéité)

iii) ∀x, y ∈ E : ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| (inégalité triangulaire)

Pour u ∈ E donné, le nombre réel positif ||u|| est appelé norme de u.

Dé�nition 2 [14] Un espace vectoriel normé est un couple (E, ||.||) où E est un espace vec-

toriel sur K et ||.|| est une norme sur E.

Dé�nition 3 [14] Deux normes ||.||1 et ||.||2 sur E sont équivalentes s'il existe des constantes

c1 > 0 et c2 > 0 tel que :

c1||x||1 ≤ ||x||2 ≤ c2||x||1 ∀x ∈ E
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I.1.2 Espace métriques :

Dé�nition 4 [14] Une distance (métrique) sur un ensemble E 6= ∅ est une application

d : E × E → R+ véri�ant :

i) d(x, y) = 0⇔ x = y ∀x, y ∈ E

ii) d(x, y) = d(y, x) ∀x, y ∈ E

iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀x, y, z ∈ E

Dé�nition 5 [14] Un espace métrique est un couple (E, d) où E est un ensemble et d est une

distance.

I.1.3 Espace de Banach :

Dé�nition 6 [8] Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est appelé espace de Banach si E, muni

de la distance canonique associé à ||.|| est un espace métrique complet.

Proposition 1 [8] Tout espaces vectoriels normés de dimension �ni est un espace de Banach.

Proposition 2 [8] soient ||.||1 et ||.||2 deux normes sur un espace vectoriel E sont équivalentes

alors (E, ||.||1) est un espace de Banach si et seulement si : (E, ||.||2) est un espace de Banach.

Dé�nition 7 [8] Soit E un espace vectoriel normé, une série de terme générale xn ∈ E, n ∈ N

est dite normalement convergente si et seulement si la série numérique
∞∑
n=0

||xn||E est conver-

gente.

Théorème 1 Soit E un espace vectoriel normé les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) E est un espace de Banach.

ii) Toute série d'éléments de E normalement convergente est convergente.

I.1.4 Espace Séparable :

Dé�nition 8 [5] On dit qu'un espace métrique est séparable s'il existe un sous-ensemble

D ⊂ E dénombrable et dense.

Proposition 3 [5]

Soit E un espace métrique séparable et soit F un sous-ensemble de E alors F est séparable.

Théorème 2 [5] Soit E un espace de Banach tel que E ′ soit séparable alors E est séparable.
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I.2 Quelques notions de topologies :

I.2.1 Compacités :

Dé�nition 9 [14] Soit E un ensemble quelconque et A une partie de E

un recouvrement de A est une famille (Bi)i∈I des parties de E véri�ant : A ⊂ ∪i∈IBi.

Dé�nition 10 [14] Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé on dit que E est relativement

compact(précompact) si pour tout ε > 0, il existe un recouvrement �ni de E par des parties de

E dans le diamètre est inférieur à ε.

Dé�nition 11 [14] Soit X ⊂ E une partie d'un espace métrique (E, d),

on dit que X est relativement compact si X est compact.

Corollaire 1 [14] Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur K de dimension �ni, les parties

relativement compacts de E sont les parties bornées.

Dé�nition 12 [14] Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit compact s'il est relativement

compact et complet.

Théorème 3 [14] Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur K de dimension �ni, alors les

parties compacts de E sont les parties fermées et bornées de E.

Opérateur Compact :

Dé�nition 13 Un ensemble G ⊂ E est relativement compact si pour toute suite (xn)n∈N de G,

il existe sous suite (xnk)k∈N qui converge dans F .

Dé�nition 14 (Opérateur linéaire compact)

Soit A un opérateur linéaire d'un espace normé E dans un espace normé F , on dit que A

est un opérateur compact s'il envoi tout ensemble borné G dans E à un ensemble relativement

compact A(G) dans F .

Autrement dit : la fermeture A(G) est compact.

Théorème 4 Un opérateur linéaire A : E → F est compact si et seulement si pour toute suite

bornée (xn)n de E la suite (Axn)n contient une sous suite convergente de F .

Proposition 4 Une combinaison linéaire A = αA1 + βA2 des opérateurs compacts est un

opérateur compact.
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Théorème 5 Soient A et B deux opérateurs bornés, le produit AB est compact si l'un des

opérateurs A ou B est compact.

Théorème 6 L'opérateur identique I : E → E est compact si et seulement si E est de dimen-

sion �nie .

Théorème 7 Soient E un espace normé et F un espace de Banach et soit (An)n une suite

d'opérateur compact de E dans F , alors A est compact.

I.2.2 Convexité :

Dé�nition 15 [14] Soit A ⊂ E, on dit que A est convexe si

∀u ∈ A, ∀v ∈ A, ∀λ ∈]0, 1[; λu+ (1− λ)v ∈ A.

Proposition 5 Soient E un espace vectoriel, A et B deux parties convexes de E, Alors :

∀α, β ∈ R ; l'ensemble αA + βB(ensemble des αx + βy où x parcourt A et y parcourt B) est

convexe.

I.2.3 Rétraction :

Dé�nition 16 [8]

On appelle rétraction de l'espace topologique E sur un fermé F de E toute fonction continue

de E dans F qui est l'identité sur F .

I.2.4 Di�érentiabilité :

Dé�nition 17 [8] (di�érentielle première)

Soient E et F deux espaces vectorielles normés sur K = R et soit U un ouvert de E.

On dit que f : U → F est di�érentiable au point a ∈ U , s'il existe une application ga ∈ L(E,F )

véri�ant :

f(a+ h)− f(a) = ga(h) + θ(h).

où θ(h) est un élément de F tel que :

lim
||h||→0

||θ(h)||F
||h||

= 0, h ∈ E
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� l'application ga est appelée la di�érentielle de f au point a ∈ U , on l'a note dfa ou Df(a).

� Df : U → L(E,F ) est appelée l'application di�érentielle.

� Si de plus Df est continue, on dit que f est continument di�érentiable sur U ou f ∈

C1(U, F ).

Dé�nition 18 [8] (Di�érentielle d'ordre supérieure)

On dit que f est n fois di�érentiable au point a ∈ U si l'application :

Dn−1f : U → Ln(E,F )

a 7→ Dn−1f(a)

est di�érentiable au point a ∈ U.

ainsi Dnf(a) = D(Dn−1f)(a), donc la di�érentielle d'ordre n de f au point a ∈ U est une

application n-linéaire continue de En dans F

I.2.5 Degré topologique :

Dé�nition 19 [2] (Homotopie)

Si X et Y sont des espaces métriques et si f, g : X → Y sont des applications continues,

on dit que f est homotope à g s'il existe une application continue F : X × [0, 1] → Y telle que

F (x, 0) = f(x) et que F (x, 1) = g(x) pour tout x ∈ X. on dit alors que F est une homotopie

entre f et g. De plus la relation "f est homotope à g" est une relation d'équivalence.

Dé�nition 20 [2] (Degré de Leray-Schauder)

Soient X un espace de Banach, Ω un ouvert borné de X, T : Ω→ X un opérateur compact

sans point �xe sur ∂Ω. Alors pour ε > 0, et Tε : Ω→ Eε étant donné on considère F , un sous

espace vectoriel de dimension �nie contenant Eε et tel que ΩF = Ω∩F 6= ∅. On dé�nit le degré

topologique de Leray-Schauder par

deg(I − T,Ω, 0) = degF (IF − Tε,ΩF , 0F )

Cette dé�nition ne dépend que T est de Ω. Si b ∈ X est tel que b /∈ (I − T )(∂Ω), le degré de

I − T dans Ω par rapport à la cible b est dé�ni comme étant

deg(I − T,Ω, b) = deg(I − T − b,Ω, 0)
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Propriété: 1 [2] (Existence)

Soient Ω un ouvert borné de RN et f ∈ C(Ω,RN) et b ∈ RN un point cible n'appartenant

pas à f(∂Ω). Si deg(f,Ω, b) 6= 0 alors l'équation f(x) = b admet au moins une solution dans

Ω.

Propriété: 2 [2] (Identité)

Soient Ω un ouvert borné de RN et b ∈ RN . En désignant par I l'application identité, on a :

deg(I,Ω, b) =

 1 si b ∈ Ω

0 si b /∈ Ω



Chapitre II

QUELQUES THÉORÈMES DU

POINT FIXE

II.1 Introduction :

Soit E un ensemble et f : E → E une application,

on dit que x ∈ E est un point �xe de f si :

f(x) = x

Si l'application f va de R dans R, cette propriété se traduit graphiquement par le fait que

la courbe représentative de f et la première bissectrice du repère se coupent en le point (x, x).

Dans ce chapitre, nous étudions et représentons quelques théorèmes du point �xe en parti-

culier de Picard, de Brouwer, de Schauder et de Kranosel'skii.

II.2 Quelques théorèmes du point �xe :

II.2.1 Théorème du point �xe de Picard :

Le Théorème du point �xe de Picard dit qu'une contraction d'un espace métrique complet

a un point �xe unique. Ce théorème donne un comportement régulier du point �xe par rapport

aux paramètres. De plus, il fournit un algorithme d'approximation du point �xe comme limite

d'une suite itérée. Mais d'une part, montrer que la fonction est contractante peut entraîner de

laborieux calculs. D'autre part, les conditions sur la fonction et l'espace étudiés restreignent le

nombre de cas auxquels on peut appliquer le théorème.
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Dé�nition 21 (Contraction) [6]

Soient (E, d) un espace métrique complet et ϕ : E → E. On dit que ϕ est contractante si ϕ

est lipschitzienne de rapport k < 1, c'est-à-dire s'il existe k < 1 tel que :

∀x, y ∈ E d(ϕ(x), ϕ(y)) ≤ kd(x, y)

Théorème 8 (Picard) [6]

Soit (E, d) un espace métrique complet et ϕ : E → E une application contractante (i.e

lipschitzienne de rapport k < 1).

Alors, ϕ admet un unique point �xe a ∈ E.

De plus, pour tout point initial x0 ∈ E, la suite itérée (xp)p∈N, avec x0 ∈ E quelconque et

xp+1 = ϕ(xp) converge vers a.

Démonstration:

Montrons d'abord l'unicité puis l'existence d'un point �xe

i) L'unicité :

Supposons qu'il existe a, b ∈ E avec a 6= b tel qu'on ait ϕ(a) = a;ϕ(b) = b.

Alors on a
d(ϕ(a), ϕ(b)) = d(a, b)

⇒ d(ϕ(a),ϕ(b))
d(a,b)

= 1

⇒ k = 1

d'autre par : on a ϕ application contractante ⇒ k < 1 ce qui conduit à une contraction

et donc il existe unique point �xe .

ii) L'existence :

Soit x0 un point initiale quelconque et (xp) la suite itérée associée, on a :

d(xp, xp+1) = d(ϕ(xp−1), ϕ(xp))

≤ kpd(x0, x1)

Maintenant on va montrer par récurrence la propriété suivante :

(P ) : d(xp, xp+1) ≤ kpd(x0, x1)

� Initialisation : Pour p = 0 (évident)
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� Généralisation : Supposons que la propriété (P ) est vraie pour un certain entier p et

prouvons la validité de cette propriété pour p+ 1 , alors :

d(xp+1, xp+2) = d(ϕ(xp), ϕ(xp+1))

≤ kd(xp, xp+1)

≤ kkpd(x0, x1)

≤ kp+1d(x0, x1)

donc, la propriété (P ) est toujours vraie.

On a alors ∀q > p :

d(xp, xq) ≤
q−1∑
n=p

d(xn, xn+1)

≤
q−1∑
n=p

knd(x0, x1) = (

q−1∑
n=p

kn)d(x0, x1)

De plus, pour tout q > p :

q−1∑
n=p

kn 6
∞∑
n=p

kn =
kn

1− k
d'où d(xp, xq) ≤ kn

1−kd(x0, x1)

On en déduit alors que (xp) est une suite de Cauchy. Comme (E, d) est complet, la suite

(xp) converge vers un point limite a ∈ E. De plus on a ϕ(xp) → ϕ(a) quand p → +∞

car ϕ est continue et ϕ(xp) = xp+1. Or xp+1 → a quand p→ +∞, d'où par unicité de la

limite on a ϕ(a) = a.

Généralisation : [6] Le théorème précédent reste entièrement valable si on remplace

l'hypothèse que ϕ est contractante par l'hypothèse que ϕ est continue et qu'il existe une cer-

taine itérée ϕm = ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
mfois

qui sont contractante

En e�et : dans ce cas, l'hypothèse que ϕm soit contractante implique que ϕm admet un

unique point �xe a. On a donc ϕm(a) = a et en appliquant ϕ à cette égalité on trouve :

ϕm(ϕ(a)) = ϕm+1(a) = ϕ(ϕm(a)) = ϕ(a)

de sorte que ϕ(a) est encore un point �xe de ϕm. L'unicité du point �xe de ϕm entraine

ϕ(a) = a. Par ailleurs, comme tout point �xe de ϕ est aussi un point �xe de ϕm, ce point �xe

est nécessairement unique. En �n, pour tout point initial x0, la sous-suite xmp = ϕmp(x0) =

(ϕm)p(x0) (correspondant aux indices multiples de m) converge vers a. Il résulte que xmp+r =

ϕr(xmp) converge aussi vers ϕr(a) = a, pour r = 0, 1, . . . ,m− 1, et on en déduit lim
q→∞

xq = a.
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Théorème 9 (Théorème de Picard à paramètre) [6]

Soit X un espace métrique complet, A un espace métrique et F : X×A→ X une application

continue que l'on suppose uniformément contractante en x. Alors pour tout λ il existe un unique

x(λ) point �xe et l'application λ 7→ x(λ) est continue.

Contre Exemple :

Les exemples suivants montrent que chacune des hypothèses du théorème 8 est réellement

nécessaire.

1. X n'est pas stable par ϕ : ϕ(x) =
√
x2 + 1 sur X = [0, 1] or X est fermé dans R, et

complet car R est complet. De plus, ϕ′(x) = x√
x2+1

< 1 ⇒ supx∈X |ϕ′(x)| < 1 ⇒ ϕ est

contractante.

Mais ϕ n'a pas de point �xe car ϕ([0, 1]) = [1,
√

2], i.eX n'est pas stable par ϕ.

2. ϕ n'est pas contractante : ϕ(x) =
√
x2 + 1 sur X = [0,∞[ or ϕ : X → X, et X est un

fermé de R. R est complet donc X est complet.

Mais supx∈X |ϕ′(x)| = 1 donc ϕ n'est pas contractante.

3. X n'est pas complet : ϕ(x) = sin(x)
2

sur X =]0, π
4
] or ϕ(]0, π

4
]) =]0,

√
2
4

] ⊂]0, π
4
] et

supx∈X |ϕ′(x)| = 1
2
< 1 ; donc ϕ est contractante.

Mais X n'est pas fermé dans R donc n'est pas complet.

II.2.2 Théorème du point �xe de Brouwer :

Le théorème du point �xe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il fait partie

de la grande famille des théorèmes du point �xe. Ce théorème donne l'existence d'un point �xe

pour une fonction continue sur une boule fermée dans un espace de dimension �nie.

� Il existe plusieurs formes de ce théorème selon le contexte d'utilisation.

Théorème 10 Sur K une partie non vide, compacte et convexe de Rn et f : K → K une

fonction continue. Il existe alors x ∈ K tel que f(x) = x.

Les parties compactes et convexes de R sont les segments. Le théorème de Brouwer prends

donc dans le cas n = 1 la forme particulière suivante :

Théorème 11 Si f : [a, b]→ [a, b] est continue, alors il existe x ∈ [a, b] tel que ;

f(x) = x.
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Démonstration:

Si f est continue de [a, b] dans lui même, la fonction g 7→ f(x) − x est continue, et prend

en a la valeur f(a) − a ≥ 0 et en b la valeur f(b) − b ≤ 0. Alors par le théorème des valeurs

intermédiaires, la fonction g s'annule en un point x0, qui est un point �xe de f .

De même dans le plan, Les parties compactes et convexes sont les disques fermés ou bien

les boules fermées, la forme du théorème de Brouwer prend la forme suivante :

Théorème 12 Toute application T continue sur disque fermé dans lui-même admet au moins

un point �xe.

Remarque 1 Il est important de voir que l'unicité n'est pas assurée par le théorème de Brouwer

du fait que chaque point de K est un point �xe de l'application identité.

Il est possible de généraliser en toute dimension �nie. Donc dans un espace euclidien, on

retrouve

Théorème 13 Toute application T continue d'une boule fermée d'un espace euclidien dans

elle-même admet un point �xe.

Il peut encore être un peu plus général, en considérant toute partie convexe compact d'un

espace euclidien :

Théorème 14 Toute application T continue d'un convexe compact K d'un espace euclidien à

valeur dans K admet un point �xe.

Nous allons donner un résultat général du théorème de Brouwer qu'on aura besoin dans la

démonstration du théorème de Schauder.

� Soient N ≥ 1, R > 0 et f ∈ C(BR, BR) avec BR = {x ∈ RN , ||x|| ≤ R}. (on muni RN d'une

norme notée ||.||)

Alors f admet un point �xe, c'est-à-dire qu'il existe x ∈ BR tel que f(x) = x.

Dé�nition 22 [3]

On dit qu'un espace topologique X est a la propriété du point �xe si toute application continue

T : X → X possède un point �xe.

Théorème 15 (Brouwer) [3]

Soit Bn la boule unité fermé de RN . La boule Bn est a la propriété du point �xe pour tout

n ∈ N∗.

Schauder a généralisé le résultat de Brouwer en dimension in�nie.
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II.2.3 Théorème du point �xe de Schauder :

Ce théorème prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour montrer l'existence d'un

point �xe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach. Le

théorème du point �xe de Schauder est plus topologique, est a�rme qu'une application continue

sur un convexe compact admet un point �xe, qui n'est pas nécessairement unique.

Et nous avons le résultat suivant :

Théorème 16 (théorème du point �xe de Schauder) [3]

Soient Ω un sous ensemble convexe, fermé, borné non vide d'un espace de Banach X et

k : Ω→ Ω une application compacte alors k admet au moins un point �xe.

Démonstration:

étape 01 : On considère Ω comme une boule fermée B(0, r) de centre 0 et de rayon r.

i) S'il existe x0 ∈ ∂Ω tel que : k(x0) = x0, il n'y a rien à démontrer.

ii) Si k(x) 6= x, ∀x ∈ ∂Ω

Introduisons homotopie suivante : kt(x) = (I − tk)(x) pour t ∈ [0, 1].

véri�ant que deg(kt,Ω, 0) est bien dé�ni (ie : 0 /∈ kt(∂Ω))

supposons qu'il existe x ∈ ∂Ω tel que :

kt(x) = 0 ⇒ (I − tk)(x) = 0

⇒ I(x) = tk(x)

⇒ x = tk(x)

Ce qui donne pour t ∈ [0, 1[; r = ||x|| = t||k(x)|| ≤ rt et pour t = 1; k(x) = x ce qui

conduit a une contraction. Le degré donc est bien dé�ni et vaut par la propriété d'homo-

topie on a deg(kt,Ω, 0) = c tel que c est une constante donc :

deg(k0,Ω, 0) = deg(k1,Ω, 0) ⇒ deg(I,Ω, 0) = deg(I − k,Ω, 0)

⇒ 1 = deg(I − k,Ω, 0) 6= 0

d'après la propriété d'existence on a :

il existe x0 ∈ Ω tel que : (I − k)(x0) = 0 ainsi k(x0) = x0.

étape 02 : maintenant soit Ω un convexe compact, non vide on considère une rétraction

continue R : X → Ω et B une boule contenant Ω.
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Soit le diagramme suivant : B
R−→ Ω

k−→ B. L'application k ◦ R est compact. D'après la

première étape il existe x0 ∈ B tel que (k ◦R)(x0) = x0 ⇒ k(R(x0)) = x0.

puisque k(Ω) ⊂ Ω et R(x0) ∈ Ω, alors x0 ∈ Ω

comme R(x0) = x0, donc : (k ◦R)(x0) = k(x0) = x0 ainsi ∃ x0 ∈ Ω tel que : k(x0) = x0.

Théorème 17 (théorème du point �xe de Schauder généralisé :) [3]

Soit F un ensemble fermé convexe sur un espace de Banach X et soit T : F → F une

application continue telle que T (F ) est un sous-ensemble relativement compact de F alors, T

admet un point �xe.

� Dans les espaces semi-linéaire le théorème du point �xe de Schauder prend une autre

forme :

Théorème du point �xe de Schauder dans un espace semi-linéaire :

Dans cette section, nous prouvons le théorème du point �xe de Schauder pour l'espace

semi-linéaire de Banach.

� Rappelons qu'un espace métrique semi-linéaire est un espace semi-linéaire S avec une

métrique d : S × S → R+ invariante à la translation et positivement homogène qui est :

i) d(a+ c, b+ c) = d(a, b)

ii) d(λa, λb) = λd(a, b)

pour tout a, b, c ∈ S et λ ≥ 0.

Dans ce cas, on peut dé�nir une norme sur S par :

||x|| = d(x,
∼
0)

où
∼
0 est un élément zéro dans S.

� Si S est un espace métrique semi-linéaire, alors l'addition et le produit scalaire sur S sont

continues. Si S est un espace métrique complet, alors nous disons que S est un espace semi-

linéaire de Banach.

� Soit S un espace semi-linéaire ayant la propriété d'annulation. Dé�nir une relation d'équi-

valence ∼ sur S par :

(a, b) ∼ (c, d) si et seulement si : a+ d = b+ c.

pour tout (a, b), (c, d) ∈ S × S, et soit < a, b > la classe d'équivalence contenant (a, b).

� Soit G l'ensemble de toutes les classes d'équivalence de S × S. Sur G dé�nir l'addition et le
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produit scalaire comme suit :

< a, b > + < c, d >=< a+ c, b+ d >

et

λ < a, b >=

 < λa, λb > si λ ≥ 0

< −λa,−λb > sinon

pour tout (a, b), (c, d) ∈ S×S, et λ ∈ R. De plus on dé�nie j : S → G par j(a) :=< a,
∼
0 > pour

tout a ∈ S. Soit S un espace semi-linéaire métrique. Sur G, on dé�nit une norme ||.|| : G→ R+

par :

|| < a, b > || := d(a, b)

pour tout < a, b >∈ G.

Maintenant, rappelons deux théorèmes importants pour la démonstration :

Théorème 18 [12]

Supposons que S est un espace semi-linéaire ayant la propriété d'annulation. Alors G est

un espace vectoriel satisfait : G := j(S) et j est une injection tel que :

i) j(a+ b) = j(a) + j(b)

ii) j(λa) = λj(a)

pour tout a, b ∈ S et λ ≥ 0.

Théorème 19 [12]

Supposons que S est un espace métrique semi-linéaire. Alors l'ensemble des classes d'équi-

valence G, construites ci-dessus, est un espace vectoriel métrique et j est une isométrie.

Théorème 20 (Théorème de Schauder sur un espace semi-linéaire )

Soient B un sous ensemble convexe fermé, borné non vide d'un espace semi-linéaire de

Banach S ayant la propriété d'annulation, et soit P : B → B est un opérateur compact. Alors

P admet au moins un point �xe dans B.

Démonstration:

De théorème (18) il existe une injection j : S → G. Soit B un sous ensemble non vide, fermé

borné et convexe de S. Puisque j est isométrie, il en résulte que j(B) est aussi un sous-ensemble
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fermé borné de G.

Pour la convexité, soit u, v ∈ j(B) et λ ≥ 0. Alors il existe u, v ∈ B tel que : u = j(u) et

v = j(v) ; de théorème (18), on obtient :

λu+ (1− λ)v = λj(u) + (1− λ)j(v)

= j(λu+ (1− λ)v)

puisque B est convexe, on a λu + (1 − λ)v ∈ B ainsi λu + (1 − λ)v ∈ j(B), donc j(B) est

convexe.

Maintenant soit
∼
P : j(B)→ j(B) dé�nie par

∼
P = j ◦ P ◦ j−1 donc P = j−1 ◦

∼
P ◦ j.

Montrons d'abord que
∼
P est un opérateur compact, notez que

∼
P est un opérateur continu

car j, P et j−1 sont continus. De plus, on a :

∼
P (j(B)) = (j ◦ P ◦ j−1)(j(B)) = j(P (B))

puisque P (B) est relativement compact, il s'ensuit que j(P (B)) est aussi relativement compact.

Par conséquent, par le théorème du point �xe de Schauder (16)
∼
P admet un point �xe u0 ∈ j(B)

tel que :
∼
P (u0) = u0.

Soit v0 = j−1(u0) ∈ B, alors :

P (v0) = (j−1 ◦
∼
P ◦ j)(v0) = (j−1 ◦

∼
P ◦ j)j−1(u0)

= j−1(
∼
P (u0))

= j−1(u0)

= v0.

et donc v0 ∈ B est un point �xe de P .

II.2.4 Théorème du point �xe de Kranosel'skii :

Le théorème de point �xe du Kranosel'skii a�rme que dans un convexe compact, toute

application qui se met sous la forme d'une somme de deux applications dont l'une est contrac-

tante et l'autre compacte admet un point �xe. Ce théorème est très e�cace dans la résolution

des équations di�érentielles non linéaires, il apporte des réponses aux problèmes d'existence et

d'unicité.

On a vu précédemment deux théorèmes principaux de la théorie du point �xe à savoir le
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théorème de Schauder et le théorème de Picard. Kranosel'skii a combiné ces deux théorèmes.

Théorème 21 (Kranosel'skii) [11]

Soit F un ensemble non vide, fermé et convexe d'un espace de Banach X. T1 et T2 sont deux

applications de F dans X telles que :

1. T1(x) + T2(y) ∈ F, ∀x, y ∈ F .

2. T1 est contraction.

3. T2 est compacte et continue.

Alors, T1 + T2 admet un point �xe dans F.

Autrement dit : il existe x ∈ F tel que T1(x) + T2(x) = x.

Démonstration:

Supposons que l'application T1 satisfaite les hypothèses du théorème. En particulier, il existe

k ∈ (0, 1) tel que :

||T1(x)− T1(y)|| ≤ k||x− y||

Ceci donne

||(I − T1)x− (I − T1)y|| ≥ ||x− y|| − ||T1(x)− T1(y)|| ≥ (1− k)||x− y||,

||(I − T1)x− (I − T1)y|| ≤ ||x− y||+ ||T1(x)− T1(y)|| ≤ (1 + k)||x− y||

Par conséquent, I − T1 : F → (I − T1)(F ) est un homéomorphisme et (I − T1)−1 existe,

puisque (I − T1)(F ) est continue. De plus on remarque que pour tout y ∈ F , l'équation

x = T1(x) + T2(y)

a une solution unique x ∈ F selon le théorème du point �xe de Picard. De cette dernière équation

nous concluons que T2(y) ∈ (I − T1)(F ) pour tout y ∈ F et que (I − T1)−1T2 : F → F est

bien dé�nie comme étant une application continue. Puisque T2 est une application compacte, il

s'ensuit que (I−T1)−1T2 : F → F est aussi une application compacte. Finalement, le théorème

du point �xe de Schauder généralisé nous garantit la conclusion du théorème.



Chapitre III

INTRODUCTION AUX ÉQUATIONS

DIFFÉRENTIELLES

III.1 Introduction :

Les équations di�érentielles jouent un rôle important en mathématiques et plus particuliè-

rement en dynamique de population, en physique mathématiques, en électronique, en électro-

dynamique...

les équations di�érentielles sont l'outil principal permettant de modéliser un mouvement.

En e�et une équation di�érentielle est une équation liant une fonction et ses dérivées.

La forme générale d'une telle équation dans le cas d'une seule fonction dépendant d'une

seule variable est :

y(n) + A1(x)y(n−1) + · · ·+ An(x)y = d(x)

où Ai(x), i = ̂1, . . . , n sont des coe�cients qui n'ont pas nécessairement constantes.

On obtient ainsi les équations à coe�cients constants d'importance pratique considérable

et que nous étudierons.

III.2 Formulation des équations di�érentielles :

III.2.1 Équation di�érentielle ordinaire(EDO) :

Dé�nition 23 [4]

Une équation di�érentielle ordinaire, également noté EDO, d'ordre n est une relation entre

la variable réelle t, une fonction inconnue t 7→ x(t) et ses dérivées x′, x′′, . . . , x(n) au point t
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dé�nie par :

F (t, x, x′, x′′, . . . , x(n)) = 0 (III.1)

où F n'est pas indépendante de sa dernière variable x(n), on prendra t dans un intervalle I, (I

peut être R tout entier).

La solution x en générale sera à valeur dans Rn. On dit que cette équation est scalaire si F

est à valeur dans R.

Équation di�érentielle normale : On dit que l'équation di�érentielle est sous forme

normale (ou résolue par rapport à la dérivée d'ordre supérieure) si on peut l'écrire sous la forme

suivante :

x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1)). (III.2)

Équation di�érentielle autonome : On appelle équation di�érentielle autonome d'ordre n

tout équation de la forme suivante :

x(n) = f(x, x′, . . . , x(n−1)) (III.3)

Autrement dit : f ne dépend pas explicitement de t.

� Toute équation di�érentielle scalaire peut être écrite comme un système d'équations di�éren-

tielles de premier ordre en introduisant n− 1 fonctions dé�nies comme :

x1 = x

x2 = x′

...

xn = x(n−1)

L'équation scalaire se met sous la forme du système d'EDO d'ordre 1 suivant :

x
′
1 = x2

x
′
2 = x3

...

x
′
n = f(t, x, x2, . . . , xn)
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� Soient U ouvert d'un espace de Banach E et I ouvert de R pour f : I × U → E,

considérons une équation di�érentielle ordinaire du premier ordre :

x′(t) = f(t, x(t)) (III.4)

� Une solution x de (III.4) est une fonction de classe C1 sur un intervalle J ⊂ I et à

valeur dans U .

� On appelle conditions initiale de l'équation (III.4) une valeur (t0, x0) ∈ I × U tel que la

solution cherchée x satisfaite à la condition x(t0) = x0.

Problème de Cauchy :

Dé�nition 24 [4]

On appelle problème de Cauchy ou problème à valeur initiale le problème qui consiste à

trouver une fonction x(t) dé�nie sur un intervalle [t0, T ] ⊂ I tel que :

x
′(t) = f(t, x(t)); ∀t ∈ [t0, T ]

x(t0) = x0

(III.5)

� Une solution du problème de Cauchy sur un intervalle ouvert I ⊂ R avec une condition

initiale (t0, x0) ∈ I × U est une fonction dérivable x : I → Rn tel que :

i) Pour tout t ∈ I, (t, x(t)) ∈ I × U

ii) Pour tout t ∈ I, x′(t) = f(t, x(t))

iii) x(t0) = x0

L'équivalence du problème de Cauchy avec la résolution d'une équation intégrale :

Théorème 22 [6]

Soit f : I × U → E une application continue, I un ouvert de R et U ouvert non vide d'un

espace de Banach E et (t0, x0) un point �xe de I ×U et x une fonction dé�nie sur J ouvert de

R qui contient t0

Alors x est une solution du problème de Cauchy (III.5) sur J si et seulement si :

i) ∀t ∈ J, (t, x(t)) ∈ J × U

ii) x est continue sur J .

iii) ∀t ∈ J, x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s))ds
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Démonstration:

Soit x : J → U une fonction continue sur J

”⇒ ” Supposons que x est une solution du problème de Cauchy (III.5) alors x est dérivable

sur I et véri�e :  x′(t) = f(t, x(t));

x(t0) = x0

En e�et : ∫ t
t0
x′(s)ds =

∫ t
t0
f(s, x(s))ds ⇒ [x(s)]tt0 =

∫ t
t0
f(s, x(s))ds

⇒ x(t)− x(t0) =
∫ t
t0
f(s, x(s))ds

⇒ x(t) = x(t0) +
∫ t
t0
f(s, x(s))ds

⇒ x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s))ds

”⇐ ” Supposons que ∀t ∈ J, x véri�e

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

Alors d'après la condition de x et f , on dérive x par rapport à t on obtient :

x′(t) = f(t, x(t)), ∀t ∈ J

et x véri�e x(t0) = x0 d'où x est la solution de problème (III.5).

Solution maximale et globale :

Dé�nition 25 (Prolongement) [9]

Soient (x, I) et (
∼
x,
∼
I) deux solutions d'une même équation di�érentielle. On dira que (

∼
x,
∼
I)

est un prolongement de (x, I) si I ⊂
∼
I et

∼
x/I = x.

Dé�nition 26 (solution maximale) [9]

Soient I1 et I2 deux intervalles sur R tel que : I1 ⊂ I2 on dit qu'une solution (x, I1) est

maximale dans I2 si et seulement si : x n'admet pas de prolongement (
∼
x,
∼
I) solution d'équation

di�érentielle tel que : I1 ⊂
∼
I ⊂ I.

Dé�nition 27 (solution globale) [9]

soit I un intervalle de R, une solution (x, I) est dite globale dans I si elle est dé�nie sur

l'intervalle I tout entier.
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Remarque 2 i) En reprenant les mêmes notations que dans les dé�nitions précédentes, si

une solution (x, I1) peut se prolonger sur l'intervalle I2 tout entier, alors x est globale

dans I2.

ii) Tout solution globale est maximale mais la réciproque est fausse.

Exemple 1 (E) y′ = y2 sur U = R× R. Cherchons les solutions t→ y(t) de (E).

� On a d'une part la solution y(t) = 0.

� Si y ne s'annule pas, (E) s'écrit y′

y2
= 1, d'où par intégration

−1

y(t)
= t+ c⇒ y(t) =

−1

t+ c

Cette formule dé�nit en fait deux solutions, dé�nies respectivement sur ] − ∞,−c[ et sur

] − c,+∞[ ; ces solutions sont maximales mais non globales. Dans cet exemple y(t) = 0 est la

seule solution globale de (E).

Régularité des solutions :

Rappelons qu'une fonction de plusieurs variables est dite de classe Ck si elle admet des

dérivées partielles continues jusqu'à l'ordre k.

Théorème 23 [9]

Si f : R×Rm ⊃ U → Rm est de classe Ck, toute solution de (E) x′ = f(t, x) est de classe

Ck+1.

Démonstration: On raisonne par récurrence sur k.

pour k = 0, f est continue

Par hypothèse x : I ⊂ R→ Rm est dérivable, donc continue. Par conséquent x′(t) = f(t, x(t))

est continue, donc x est de classe C1.

Si le résultat est vrai à l'ordre k − 1, alors x est au moins de classe Ck. Comme f est de

classe Ck, il s'ensuit que x′ est de classe Ck, donc x est de classe Ck+1
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L'existence et l'unicité de solution :

Rappelons maintenant deux résultats d'existence et d'unicité pour (III.5).

1. Existence local et unicité : On suppose f(t;x) localement Lipschitzienne en (t0;x0)

par rapport à x, ce qui signi�e qu'il existe une boule ouverte J ⊆ I centrée en t0 de rayon

rJ , une boule ouverte B centrée en x0 de rayon rB et une constante L > 0 telles que :

|f(t, x1)− f(t, x2)| 6 L|x1 − x2| ∀t ∈ J, ∀x1, x2 ∈ B (III.6)

Sous cette hypothèse, le problème de Cauchy (III.5) admet une unique solution dans une

boule ouverte de centre x0 et de rayon r0 avec 0 < r0 < min(rJ ; rB/M ; 1/L) ; où M est

le maximum de |f(t, x)| sur J ×B.

Cette solution est appelée solution local

2. Existence global et unicité : Le problème de Cauchy admet une solution globale unique

si on peut prendre dans (III.6)

J = I, B = R;

C'est-à-dire, si f est uniformément Lipschitzienne par rapport à x : En vue de l'analyse

de stabilité du problème de Cauchy, on considère le problème suivant : y′(t) = f(t, y(t)) + δ(t), t ∈ I

y(t0) = x0 + δ0,

Où δ0 ∈ R et δ une fonction continue sur I.

Le problème (III.6) est déduit de (III.5) en perturbant la donnée initiale x0 et la fonction

f. Caractérisons à présent la sensibilité de la solution y par rapport à cas perturbations
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III.2.2 Équation aux dérivées partielles(EDP) :

Dé�nition 28 (EDP d'ordre 1) [9]

une équation aux dérivées partielles (EDP) du premier ordre est une fonction de la forme :

F (x1, . . . , xn, u,
du

dx1
, . . . ,

du

dxn
) = 0 (III.7)

avec :

u : la fonction chercher

(x1, . . . , xn) : les variables indépendants

( du
dx1
, . . . , du

dxn
) :
−−→
grad(u) = Ou(x) les dérivées partielles du premier ordre du u.

� Dans le cas de deux variables x, y on a :

F (x, y, u,
du

dx
,
du

dy
) = 0

De manière générale : une équation aux dérivées partielles (EDP)est une relation entre

une fonction de plusieurs variables et ses dérivées. Elle est de la forme (m ≥ 1) : pour tout

x ∈ Ω

F (u,
du

dx1
, . . . ,

du

dxn
, . . . ,

dmu

dxmn
)(x) = f(x) (III.8)

où f est une fonction donnée dé�nie sur Ω. L'ouvert Ω ⊂ Rn s'appelle le domaine de l'EDP.

L'indice de plus haut degré des dérivées dans (III.8) ici m est son degré, si f = 0 l'EDP est dite

homogène. Si F et u sont des fonctions à valeurs vectorielles, alors L'EDP est dite linéaire.
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III.3 Classi�cation des équations di�érentielles :

Après avoir donné un aperçu des fondements de la théorie des équations di�érentielles, nous

allons passer à la recherche des solutions de ces équations du premier ordre. Mais il n'y a pas

de méthode générale pour rechercher ces solutions, tout dépend du type de l'équation.

On considère trois grandes classes principales d'équations du premier ordre : [6]

1. Équations dont on peut séparer les variables, et de la forme suivante :

y′(x) =
ϕ(x)

ψ(y)

Méthode de résolution :

y′(x) = dy
dx

= ϕ(x)
ψ(y)

⇒ ψ(y)dy = ϕ(x)dx

⇒
∫
ψ(y)dy =

∫
ϕ(x)dx+ k

tel que : k constante

2. Équations homogènes par rapport à x et y :

Dé�nition 29 Une fonction f(x, y) est dite homogène de degré m si pour tout (x, y)

on a :

∀λ ∈ R, f(λx, λy) = λmf(x, y)

Dé�nition 30 On appelle équation homogène par rapport à x et y toute équation de la

forme suivante :

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

où M et N sont homogène de même degré.

Méthode de résolution : Posons y = tx⇒ dy = tdx+ xdt

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 ⇒M(x, tx)dx+N(x, tx)(tdx+ xdt) = 0

⇒ xM(1, t)dx+ xN(1, t)(tdx+ xdt) = 0

⇒M(1, t)dx+ tN(1, t)dx+ xN(1, t)dt = 0

⇒ (M(1, t) + tN(1, t))dx+ xN(1, t)dt = 0

⇒ (M(1, t) + tN(1, t))dx = −xN(1, t)dt

⇒ dx
x

= −N(1,t)dt
M(1,t)+tN(1,t)



III.3 Classi�cation des équations di�érentielles : 30

3. Équations linéaires où y et y′ sont au premier degré.

Dé�nition 31 Une équation di�érentielle linéaire du premier ordre est de la forme

a(x)y′ + b(x)y = f(x) (III.9)

La solution générale de l'équation (III.9) est la somme de la solution générale de l'équa-

tion homogène a(x)y′ + b(x)y = 0 et une solution particulière de l'équation (III.9).

� En dehors de ces types généraux, nous étudierons un certain nombre de types spé-

ciaux comme les équations de Bernoulli, de Riccati et de Lagrange.

4. Équations de Bernoulli : Ce sont des équations non linéaire de la forme :

a(x)y′ + b(x)y = c(x)yα (III.10)

avec les fonctions a(x); b(x) et c(x) sont continues sur un intervalle I et α est un exposant

réel di�érent de I.

Méthode de résolution : Pour les valeurs de x où le coe�cient a(x) ne s'annule pas en

divisant l'équation (III.10) par a(x) on obtient : y′ + b(x)
a(x)

y = c(x)
a(x)

yα

Puis en divisant par yα avec yα 6= 0

y′

yα
+
b(x)

a(x)

1

yα−1
=
c(x)

a(x)

E�ectuons le changement de fonction inconnue

z =
1

yα−1
⇔ z′ =

1− α
yα

y′

On obtient l'équation linéaire 1
1−αz

′ + b(x)
a(x)

z = c(x)
a(x)

La résolution de celle ci donne z(x) puis y(x) = z
1

1−α (x)

5. Équations de Riccati : Ce sont des équations de la forme :

a(x)y′ + b(x)y = c(x)y2 + d(x) (III.11)
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Les fonctions a(x); b(x); c(x) et d(x) sont continues sur un intervalle I

Méthode de résolution :

� Pour les valeurs de x où le coe�cient a(x) ne s'annule pas en divisant l'équation (III.11)

par a(x) on obtient : y′ + b(x)
a(x)

y = c(x)
a(x)

y2 + d(x)
a(x)

� La méthode de résolution d'une telle équation nécessite la connaissance d'une solution

particulière yp véri�e : y
′
p + b(x)

a(x)
yp = c(x)

a(x)
y2p + d(x)

a(x)

E�ectuons le changement de fonction inconnue

z = y − yp ⇔ y = z + yp

alors on obtient :

y′ + b(x)
a(x)

y = c(x)
a(x)

y2 + d(x)
a(x)

⇔ (z + yp)
′ + b(x)

a(x)
(z + yp) = c(x)

a(x)
(z + yp)

2 + d(x)
a(x)

⇔ z′ + b(x)
a(x)

z + y
′
p + b(x)

a(x)
yp = c(x)

a(x)
z2 + 2 c(x)

a(x)
zyp + c(x)

a(x)
y2p + d(x)

a(x)

⇔ z′ + ( b(x)
a(x)
− 2 c(x)

a(x)
yp)z = c(x)

a(x)
z2

est une équation di�érentielle de Bernoulli pour (α = 2)

En e�ectuant un nouveau changement de fonction u(x) = 1
z(x)

pour se ramener à une

équation di�érentielle linéaire u′(x) + ( b(x)
a(x)
− 2 c(x)

a(x)
yp)u = c(x)

a(x)

après résolution de cette dernière équation, la solution de y(x) de l'équation de Riccati

sera obtenue par y(x) = z(x) + yp(x) avec z(x) = 1
u(x)

.

6. Équations de Lagrange : Ce sont des équations linéaire en x et y, soit :

y + α(y′)x+ b(y′) = 0 (III.12)

on pose y′ = dy
dx

= s. L'équation (III.12) s'écrit : y + α(s)x+ b(s) = 0

En dérivant par rapport à x on trouve :

s+ α(s) + xα′(s) ds
dx

+ b′(s) ds
dx

= 0 ⇒ s+ α(s) + [xα′(s) + b′(s)] ds
dx

= 0

⇒ [s+ α(s)]dx
ds

+ xα′(s) + b′(s) = 0

⇒ [s+ α(s)]x′ + α′(s)x = −b′(s)



Chapitre IV
QUELQUES APPLICATIONS DES

THÉORÈMES DU POINT FIXE AUX

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

IV.1 Introduction :

On applique dans ce chapitre les théorèmes cités ci-dessus au problème de Cauchy : étant

données une condition initiale (x0, t0) et une équation di�érentielle d
dt
x = f(t, x), existe-il une

solution, et est-elle unique ? Les réponses à ces questions sont données par le théorème de

Cauchy-Lipschitz (si f est localement Lipschitzienne) et de Cauchy-Arzela (si f est seulement

continue). On retrouve que ces comportements di�érents résultent des di�érences entre les

théorèmes du point �xe de Picard et de Schauder.

Une autre application du théorème de Picard dans ce partie est la démonstration du théo-

rème d'inversion locale. En e�et, on montre qu'une certaine fonction est une bijection en uti-

lisant le Théorème de Picard pour montrer l'existence (surjectivité) et l'unicité (injectivité)

d'un point �xe. Dans ce cas, il était possible de construire une contraction ; par contre, on ne

pourrait pas appliquer le théorème de Schauder car on a besoin de l'unicité.
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IV.2 Théorème de Cauchy Lipschitz :

Ce théorème est une application du théorème de Picard. En e�et, nous verrons qu'une façon

de le démontrer est d'appliquer le théorème précédent avec E un ensemble de fonctions et ϕ

une application bien choisie. Soient U un ouvert de R × Rm et f : U → Rm une application

continue. On introduit le problème de Cauchy (C) suivant : Étant donné (t0, x0) ∈ U , trouver

une solution x : I ⊂ R→ Rm de l'équation di�érentielle (E) x′ = f(t, x), (t, x) ∈ U telle que

t0 ∈ I et x(t0) = x0.

Dé�nition 32 (Cylindre de sécurité :) [6]

Soient T > 0 et r0 > 0. On dit que C = [t0−T, t0+T ]×B(x0, r0) est un cylindre de sécurité

pour (C) si toute solution x : I → Rm du problème de Cauchy x(t0) = x0 avec I ⊂ [t0−T, t0+T ]

reste contenue dans B(x0, r0).

Dé�nition 33 [6]

f est localement lipschitzienne par rapport à la variable x sur U si ∀(r0, x0) ∈ U , il existe

un voisinage V de (r0, x0) dans U et une constante k = k(V ) telle que ∀(t, x1), (t, x2) ∈ V , on

ait ||f(t, x1)− f(t, x2)|| ≤ k||x1 − x2||.

Théorème 24 (Cauchy-Lipschitz) [6]

Si f : U → Rm est continue et localement lipschitzienne par rapport à x sur U , alors pour

tout cylindre de sécurité C = [t0 − T, t0 + T ]×B(x0, r0) le problème de Cauchy (C) admet une

unique solution x : [t0 − T, t0 + T ]→ U .

De plus, si on pose Φ(x)(t) = x0 +
∫ t
t0
f(u, x(u))du il existe p ∈ N tel que la suite itérée Φp(x)

converge uniformément vers la solution exacte.

Démonstration:

On commence par construire un cylindre de sécurité pour (C).

Soit V un voisinage de (t0, x0) sur lequel f est k-lipschitzienne par rapport à x, et soient T0 > 0

et C0 = [t0 − T0, t0 + T0] × B(x0, r0) ⊂ V un cylindre. C0 est un fermé borné de Rm+1 donc

compact. Et on en déduit alors que f est bornée sur C0.

Soit M = sup(t,x)∈C0||f(t, x(t))||, on pose T = min(T0,
r0
M

).

On va montrer que C = [t0 − T, t0 + T ]×B(x0, r0) est un cylindre de sécurité pour (C).
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Soit x : I ⊂ [t0− T0, t0 + T0]→ Rm avec x(t0) = x0 et x′ = f(t, x), ∀t ∈ I. Supposons qu'il

existe τ ∈ [t0, t0 + T [ tel que x(τ) /∈ B(x0, r0). De plus,

supposons que J = {t ∈ [t0, t0 + T [: x(t) /∈ B(x0, r0)} soit non vide. On pose τ = infJ , alors

∀t ∈ [t0, τ [ on a x(t) ∈ B(x0, r0), et de plus d(x0, x(τ)) = r0. Comme (t, x(t)) ∈ C0, ∀t ∈ [t0, τ ]

et x′ = f(t, x) on a, par le théorème des accroissement �nis,

r0 = ||x0 − x(τ)|| = ||x(t0)− x(τ)|| ≤ |t0 − τ | supt∈[t0,τ ]|x′(t)|

< MT ≤ r0

Donc par passage à la limite (B(x0, r0) étant fermé) on a x(t) ∈ B(x0, r0) ∀t ∈ [t0, t0+T ]∩I.

De même on montre que x(t) ∈ B(x0, r0) ∀t ∈ [t0 − T, t0] ∩ I et donc x(t) ∈ B(x0, r0) ∀t ∈ I.

Dans la suite on travaille avec ce cylindre de sécurité. On remarque que par construction

on a supC |f | = M et f est k-lipschitzienne par rapport à x sur C.

On note F = C0([t0 − T, t0 + T ], B(t0, x0)) muni de la distance d = ||.||∞, et pour tout x ∈ F

on associe Φ(x) dé�nie par :

Φ(x)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(u, x(u))du.

On montre d'abord l'équivalence suivante : x est solution de (C)⇔ x est un point �xe de Φ,

(⇐) Supposons que x est un point �xe de Φ. Alors ∀x ∈ F on a Φ(x) = x d'où x(t) =

x0 +
∫ t
t0
f(u, x(u))du. Or f est continue sur U donc x est continue sur U , de plus x est dérivable

sur [t0 − T, t0 + T ] et sa dérivée égale f(t, x(t)) ie : x′(t) = f(t, x(t)).

On a aussi x(t0) = x0 +
∫ t0
t0
f(u, x(u))du = x0. Donc f est solution du problème de Cauchy

(C).

(⇒) Supposons maintenant que x est solution de (C). On a alors x′(t) = f(t, x(t)) et x(t0) = x0.

On peut intégrer x′ par rapport à u car x′(u) = f(u, x(u)) et u 7→ f(u, x(u)) est continue sur

un segment et donc intégrable sur ce même segment. Alors on obtient :

∫ t
t0
x′(u)du =

∫ t
t0
f(u, x(u))du ⇒ [x(u)]tt0 =

∫ t
t0
f(u, x(u))du

⇒ x(t)− x(t0) =
∫ t
t0
f(u, x(u))du

⇒ x(t) = x(t0) +
∫ t
t0
f(u, x(u))du

⇒ x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(u, x(u))du

⇒ x(t) = Φ(x)(t)

donc x est un point �xe de Φ.
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On veut appliquer le théorème de Picard (8) à Φp (pour p bien choisi).

1. On montre d'abord que Φ est une application de F dans F , pour cela on montre que

Φ(x)(t) ∈ B(x0, r0) ∀t ∈ [t0 − T, t0 + T ].

Soit x ∈ F . On remarque que si t ∈ [t0 − T, t0 + T ],

||Φ(x)(t)− x0|| = ||
∫ t
t0
f(u, x(u))du|| ≤

∫ t
t0
||f(u, x(u))||du

≤M
∫ t
t0
du

≤M |t− t0|

≤MT ≤ r0

Donc ∀t ∈ [t0 − T, t0 + T ], Φ(x)(t) ∈ B(x0, r0) d'où Φ(x)(t) ∈ F et on a évidement la

stabilité de F par Φp.

2. On montre maintenant que Φp est contractante.

Soient x, y ∈ F on note xp = Φp(x) et yp = Φp(y) ∀p ∈ N∗. Par récurrence sur p on

montre qu'on a :

||xp(t)− yp(t)|| ≤ kp
|t− t0|p

p!
d(x, y) (HR).

� Initialisation : c'est évident dans le cas p = 0.

� Généralisation : Supposons que pour un certain entier p quelconque mais �xé on ait

(HR). Alors,

||xp+1(t)− yp+1(t)|| ≤ ||
∫ t
t0

(f(u, xp(u))− f(u, yp(u)))du||

≤ |
∫ t
t0
k||xp(u)− yp(u)||du|

≤ |
∫ t
t0
k kp |u−t0|

p

p!
d(x, y)du|

≤ kp+1

p!
d(x, y)

∫ t
t0
|u− t0|pdu

≤ kp+1

p!
d(x, y) [ |u−t0|

p+1

p+1
]tt0

≤ kp+1 |t−t0|p+1

(p+1)!
d(x, y)

Ce qui achève la récurrence.
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Comme |t− t0| ≤ T , on a d(xp, yp) ≤ kp T
p

p!
d(x, y), donc Φ est lipschitzienne de rapport

kp T
p

p!
. Et il existe un p ∈ N ∗ tel que kp T p

p!
< 1 (car : lim

p→+∞
kp
T p

p!
= 0). Donc, pour

q ≥ p Φq est contractante.

3. La complétude de F

On déduit du théorème de Picard (8) que Φq admet un unique point �xe x. De plus

Φq(Φ(x)) = Φ(Φq(x)) = Φ(x) donc Φ(x) est un point �xe de Φq, et par unicité du point

�xe de Φq on a Φ(x) = x. Comme les points �xes de Φ sont des points �xes de Φq on en

déduit que x est l'unique point �xe de Φ. Ainsi x est l'unique solution de (C).

IV.3 Théorème d'Inversion Local :

Ce théorème est encore une application de théorème de Picard.

Proposition 6 Soient E un espace de Banach, u ∈ Lc(E) telle que :

|||u||| = sup||x||=1||u(x)|| < 1.

Alors l'application (IdE − u) est inversible, d'inverse
+∞∑
k=0

uk, ce qui est dans Lc(E).

Théorème 25 (Inversion Local) [13] Soient :

� E,F deux espaces de Banach

� U ⊂ E ouvert

� f : U → F une application de classe C1

� a ∈ U tel que dfa soit continue et inversible (et donc df−1a est continue)

Alors, il existe un voisinage ouvert V de a et un voisinage ouvert W de f(a) tels que :

1. La restriction f/V de f à V est une bijection de V sur W

2. L'application inverse g : W → V est continue

3. g est de classe C1 et ∀x ∈ W, dgf(x) = df−1x .

Démonstration:

On muni Lc(E,F ) de la norme |||u||| = sup||x||=1||u(x)||. Quitte à remplacer f par la fonction

x 7→ df−1x [f(a + x) − f(a)], on peut se ramener au cas où a = 0, f(a) = 0 et df0 = dfa = IdE

(et donc E = F )
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Comme f est de classe C1, il existe r > 0 tel que B(0, r) ⊂ U et pour tout x ∈ B(0, r) on a,

|||dfx − df0||| = |||dfx − IdE||| ≤
1

2

On désigne u := IdE − dfx donc dfx = IdE −u avec |||u||| ≤ 1
2
. Alors d'après la proposition (6),

dfx est un isomorphisme bicontinu qui véri�e df−1x =
+∞∑
n=0

un et donc,

|||df−1x ||| ≤
+∞∑
n=0

|||u|||n ≤
+∞∑
n=0

1

2n
= lim

n→+∞

2n+1 − 1

2n
= 2

1. On va montrer que la restriction de f à un voisinage ouvert de 0 dans B(0, r) est une

bijection sur B(0, r
2
).

Soit y ∈ B(0, r
2
). On considère la fonction :

h : B(0, r)→ E

x 7→ y + x− f(x)

Il est clair que h est de classe C1. De plus, ∀x ∈ B(0, r), |||dhx||| = |||IdE − dfx||| ≤ 1
2
.

Donc d'après le théorèmes des Accroissements �nis,

∀x, x′ ∈ B(0, r), ||h(x)− h(x′)|| ≤ 1

2
||x− x′|| (IV.1)

En particulier, pour x′ = 0, on a ||x− f(x)|| = ||h(x)− h(0)|| ≤ 1
2
||x|| donc,

∀x ∈ B(0, r), ||h(x)|| ≤ ||y||+ ||x− f(x)||

≤ ||y||+ 1
2
||x||

≤ r
2

+ r
2

= r

Ainsi, h est une fonction de B(0, r) dans B(0, r) ⊂ B(0, 1). Comme de plus h est 1
2
-

lipschitzienne d'après (IV.1), d'après le théorème de Picard (8), ∃!x ∈ B(0, r) tel que

h(x) = x, c'est-à-dire f(x) = y. Comme x = h(x) et que h est à valeurs dans B(0, r), on

en déduit que x ∈ B(0, r). Alors, pour tout y ∈ B(0, r
2
); ∃!x ∈ B(0, r) tel que f(x) = y.

On dé�nit V := f−1(B(0, r
2
)) ∩ B(0, r). V est un voisinage de 0 car f(0) = 0 et f est

continue sur B(0, r). En notant W := B(0, r
2
), on a alors f/V : V → W est une bijection.
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2. On note g : W → V l'application inverse. On utilise de nouveau h, cette fois-ci avec y = 0,

et donc ∀x ∈ U, x = h(x) + f(x). Alors ∀x, x′ ∈ B(0, r),

||x− x′|| ≤ ||h(x)− h(x′)||+ ||f(x)− f(x′)||

≤ 1
2
||x− x′||+ ||f(x)− f(x′)||

≤ 2||f(x)− f(x′)||

On en déduit que ∀y, y′ ∈ W

||g(y)− g(y′)|| ≤ 2||f(g(y))− f(g(y′))|| = 2||y − y′|| (IV.2)

g est donc lipschitzienne et par conséquent continue.

3. On �xe x ∈ V et on pose y = f(x) ∈ W , il existe r′ > 0 tel que B(y, r′) ⊂ W , et pour

tout ω ∈ B(0, r′), on pose ν = g(y + ω)− g(y). Donc d'après (IV.2), ||ν|| ≤ 2||ω||, et

∆(ω) = g(y + ω)− g(y)− df−1x (ω)

= ν − df−1x [f(ν + x)− f(x)]

= −df−1x [f(ν + x)− f(x)− dfx(ν)]

Comme |||df−1x ||| ≤ 2, on obtient :

||∆(ω)|| ≤ 2||f(ν + x)− f(x)− dfx(ν)|| = 2||ν||ε(ν) avec lim
ν→0

ε(ν) = 0

Donc,

||∆(ω)|| ≤ 4||ω||ε(g(y + ω)− g(y)) = 4||ω||ε′(ω).

Comme g est continue, lim
ω→0

ε′(ω) = 0, alors ||∆(ω)|| = θ(||ω||). Donc, g est di�érentiable

en y et dgy = df−1x . En�n, comme df−1x est continue (car :f est de classe C1 et que

L ∈ GL(E) 7→ L−1 ∈ GL(E) est continue) la fonction dg : y 7→ dgy est continue. Ainsi, g

est de classe C1.
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IV.4 Théorème de Cauchy-Arzela :

On reprend maintenant le problème de Cauchy pour l'équation x′ = F (t, x(t)), mais ici on

ne sait pas si F est Lipschitzienne. Le théorème de Schauder nous donnera l'existence d'une

solution, mais pas nécessairement l'unicité.

Théorème 26 [7]

Soient (X, dX) et (Y, dY ) deux espaces métriques avec Y complet. Alors l'ensemble C0
b (X, Y )

est complet pour la distance uniforme

d∞(f, g) = sup
x∈X
{dY (f(x), g(x))}

.

Théorème 27 (Ascoli) [7]

Soient (X, dX) un espace métrique compact et (Y, dY ) un espace métrique. On se donne un

sous-ensemble F de C0(X, Y ) tel que :

1. ∀x ∈ X, {f(x), f ∈ F} est compact dans Y .

2. La famille F est équicontinue, ie ∀ε > 0,∃δ > 0 tel que ∀x, x′ ∈ X, ∀f ∈ F on a

dX(x, x′) ≤ δ ⇒ dY (f(x), f(x′)) ≤ ε.

Alors F est compact dans C0(X, Y ) (muni de la distance uniforme).

Théorème 28 (Cauchy-Arzela) Soient :

� E un espace normé de dimension �nie,

� U un ouvert de R× E,

� F une fonction continue de U dans E,

� (t0, x0) un point de U .

Alors l'équation di�érentielle x′ = F (t, x) a une solution au voisinage de (t0, x0) ie il existe

un nombre ρ > 0 et une fonction f : [t0 − ρ, t0 + ρ]→ E de classe C1 avec f(t0) = x0 telle que

pour tout t ∈ [t0 − ρ, t0 + ρ]

1. (t, f(t)) ∈ U

2. f ′(t) = F (t, f(t))
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Démonstration:

SoitM > ||F (t0, x0)||. Quitte à remplacer U par l'ensemble ouvert {(t, x) ∈ U : ||F (t, x)|| <

M}, on peut supposer que F est majorée en norme par M sur U . Il existe donc r > 0 et h > 0

tels que : U ⊃ [t0 − h, t0 + h]×B(x0, r), et on choisit ρ = min(h, r
M

).

On considère l'ensemble K des fonctions M-lipschitzienne de l'intervalle J = [t0 − ρ, t0 + ρ]

dans E qui valent x0 en t0, que l'on munit de la norme uniforme. Si f et g dans K et s ∈ [0, 1],

alors sf + (1− s)g ∈ K, donc K est convexe. Si (fi)i∈N est une suite de Cauchy de K pour la

norme uniforme, alors d'après théorème (26), il existe une fonction continue f : J → E telle

que fi converge uniformément vers f . On a alors f(t0) = lim
i→+∞

fi(t0) = x0 et,

∀t, t′ ∈ J ||f(t)− f(t′)|| = lim
i→+∞

||fi(t)− fi(t′)|| ≤M |t− t′|

et donc f ∈ K. On en déduit que K est fermé pour la norme uniforme dans C0(J,E).

De plus, pour tout t ∈ J en tout f ∈ K, on a

||f(t)− x0|| = ||f(t)− f(t0)|| ≤M |t− t0| ≤Mρ ≤ r

ce qui montre que K(t) = {f(t) : f ∈ K} est contenu dans la boule B(x0, r), et donc K(t)

est relativement compact. Et puisque K est uniformément équicontinu, il résulte du théorème

d'ascoli (27) que K est compact.

On peut alors dé�nir une application Φ : K → C1(J,E), en posant

Φ(f)(t) = x0 +

∫ t

t0

F (s, f(s))ds

En e�et, si f ∈ K, alors f(s) ∈ B(x0, r) pour tout s ∈ J , ce qui montre que la fonction

s 7→ F (s, f(s)) est bien dé�nie et continue sur J à valeurs dans E, et possède une primitive

Φ(f) de classe C1, valant x0 en t0. Puisque la fonction g := Φ(f) véri�e g′(t) = F (t, f(t)), on

a que ||g′(t)|| ≤ M , c'est-à-dire que g est M-lipschitzienne sur J . De plus, g(t0) = x0 donc,

Φ(K) ⊂ K. En�n, comme F est uniformément continue sur le compact J ×B(x0, r), pour tout

ε > 0, ∃δ > 0 tel que pour tout (s, x) et (s′, x′) appartenant à J ×B(x0, r), on ait

max(|s− s′|, ||x− x′||) < δ ⇒ ||F (s, x)− F (s′, x′)|| < ε

ρ
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Alors, si f et f1 appartiennent à K et si ||f − f1|| < δ, on a

∀s ∈ J, ||F (s, f(s))− F (s, f1(s))|| < ε
ρ
. Donc,

||Φ(f)(t)− Φ(f1)(t)|| = ||
∫ t
t0

(F (s, f(s))− F (s, f1(s)))ds||

≤ |t− t0| sups∈J ||F (s, f(s))− F (s, f1(s))||

≤ ρ ε
ρ

= ε

pour tout t ∈ J . Ceci montre que ||Φ(f)− Φ(f1)|| ≤ ε, ie Φ : K → K est une application

continue. Donc, d'après théorème de Schauder, il existe un point �xe f ∈ K de Φ, c'est-à-dire

que f est une solution de problème de Cauchy.



ANNEXE

Dans cette partie on va résoudre les équations di�érentielles numériquement par méthode

du point �xe pour trouver une solution approchée et comparer avec la solution exacte de cette

équation à l'aide des exemples en matlab.

V.1 Résolution numérique des équations di�érentielles par

la Méthode de point �xe

Dé�nition 34 Soit f : R→ R une application continue. On dit que x∗ ∈ R est un point �xe

de f si f(x∗) = x∗

La résolution d'un problème à l'aide d'une formule de récurrence xk+1 = f(xk), k ∈ N peut

etre considérée comme détermination d'un point �xe de la fonction f

En e�et : Soit (xk) la suite dé�nie par xk+1 = f(xk), on suppose qu'elle converge vers une

valeur qu'on notera x∗. Par passage à limite dans l'expression xk+1 = f(xk), on obtient

lim
k→∞

xk+1 = lim
k→∞

f(xk)⇔ lim
k→∞

xk+1 = f( lim
k→∞

xk) (par continuité de f)

⇔ x∗ = f(x∗) (car lim
k→∞

xk = x∗)

et donc x∗ est un point �xe de f .

Algorithme de point �xe
x0 = initialisation

xk+1 = f(xk)

Critère d'arrêt |xk+1 − xk| ≤ ε
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Application :

Soit l'équation di�érentielle (E) x′ = f(t, x), (t, x) ∈ U telle que t0 ∈ I et x(t0) = x0.

on associe Φ(x) dé�nie par :

Φ(x)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(u, x(u))du.

x est solution de (E)⇔ x est un point �xe de Φ

V.2 EXEMPLE 1

 y(0) = 1

y′(t) = t+ 2y(t)

et par les techniques habituelles d'équations di�érentielles à coe�cients constants on obtenue

la solution suivant :

y(t) = 5e(2t)/4− t/2− 1/4

et par méthode du point �xe y0 = 1

yk+1 = y0 +
∫ t
0
(u+ 2yk)du
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Figure V.1 � Comparaison entre les méthode du point �xe et solution exact

x exacte itiration 1 itiration 2 itiration 3 itiration 10

0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

0.1000 1.2268 0.0218 0.0014 0.0001 0.0000

0.2000 1.5148 0.0948 0.0121 0.0012 0.0000

0.3000 1.8776 0.2326 0.0436 0.0063 0.0000

0.4000 2.3319 0.4519 0.1106 0.0210 0.0000

0.5000 2.8979 0.7729 0.2312 0.0541 0.0000

0.6000 3.6001 1.2201 0.4281 0.1185 0.0000

0.7000 4.4690 1.8240 0.7297 0.2323 0.0000

0.8000 5.5413 2.6213 1.1706 0.4197 0.0000

0.9000 6.8621 3.6571 1.7941 0.7127 0.0000

1.0000 8.4863 4.9863 2.6530 1.1530 0.0001

1.1000 10.4813 6.6763 3.8126 1.7939 0.0002

1.2000 12.9290 8.8090 5.3530 2.7034 0.0005

1.3000 15.9297 11.4847 7.3723 3.9670 0.0012

1.4000 19.6058 14.8258 9.9911 5.6922 0.0028

1.5000 24.1069 18.9819 13.3569 8.0132 0.0062

1.6000 29.6157 24.1357 17.6503 11.0967 0.0130

1.7000 36.3551 30.5101 23.0925 15.1498 0.0259

1.8000 44.5978 38.3778 29.9538 20.4282 0.0499

1.9000 54.6765 48.0715 38.5651 27.2478 0.0928

2.0000 66.9977 59.9977 49.3310 35.9977 0.1675
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V.3 EXEMPLE 2

méthode du point �xe  y(1) = 1

y′(t) = y(t)− (y(t)/t)

est obtenue par les techniques habituelles d'équations di�érentielles à coe�cients constants.

Vous pouvez véri�er que la solution est :

y(t) = et−1/t
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x exacte itiration 1 itiration 2 itiration 3 itiration 10

1.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

1.1000 1.0047 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

1.2000 1.0178 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000

1.3000 1.0384 0.0007 0.0000 0.0000 0.0000

1.4000 1.0656 0.0021 0.0000 0.0000 0.0000

1.5000 1.0991 0.0046 0.0001 0.0000 0.0000

1.6000 1.1388 0.0088 0.0004 0.0000 0.0000

1.7000 1.1846 0.0152 0.0008 0.0000 0.0000

1.8000 1.2364 0.0242 0.0017 0.0001 0.0000

1.9000 1.2945 0.0364 0.0031 0.0002 0.0000

2.0000 1.3591 0.0523 0.0052 0.0004 0.0000

V.4 EXEMPLE 3

méthode du point �xe  y(1) = 1

y′(t) = −y2(t)

est obtenue par les techniques habituelles d'équations di�érentielles à coe�cients constants.

Vous pouvez véri�er que la solution est :

y(t) = 1/t
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x exacte itiration 1 itiration 2 itiration 3 itiration 10

1.0000 1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

1.1000 0.9091 0.0091 0.0006 0.0000 0.0000

1.2000 0.8333 0.0333 0.0040 0.0004 0.0000

1.3000 0.7692 0.0692 0.0118 0.0016 0.0000

1.4000 0.7143 0.1143 0.0244 0.0042 0.0000

1.5000 0.6667 0.1667 0.0417 0.0088 0.0000

1.6000 0.6250 0.2250 0.0630 0.0158 0.0001

1.7000 0.5882 0.2882 0.0874 0.0254 0.0002

1.8000 0.5556 0.3556 0.1138 0.0379 0.0005

1.9000 0.5263 0.4263 0.1407 0.0533 0.0012

2.0000 0.5000 0.5000 0.1667 0.0714 0.0081



CONCLUSION

Ce mémoire, a été concerné a étudie les théorèmes du points �xes et application aux équa-

tions di�érentielles.

Pour cela nous avons commencé ce travail par des résultats préliminaires que nous avons

utilisés dans ce mémoire, puis on a étudie quelques théorèmes du point �xe on particulier

théorème de Picard, de Brouwer, de Schauder et de Kranosel'skii.

Ainsi nous avons rappelé les équations di�érentielles, et on a traité les résultats d'existence

et d'unicité de ces équations à l'aide des applications du théorèmes de point �xe.

En �n on a résoudre les équations di�érentielles numériquement par la méthode du point

�xe et on a comparer la solution approchée avec la solution exacte de ces equations à l'aide des

exemples en Matlab.
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Résumé :

Le but de ce travail est de savoir l'importance des théorèmes du point �xe dans l'étude de

l'existence et de l'unicité de la solution des équations di�érentielles.

Mots clés : Point �xe, Équation di�érentielle

Abstrat :

The aim of this work is to know the importance of �xed point theorems in the study of the

existence and uniqueness of the solution of di�erentials equations.

Key werds : Fixed point, di�erentials equations


	Notations générales
	Introduction Générale
	PRÉLIMINAIRES ET GÉNÉRALITÉS
	Préliminaires et Généralités
	Préliminaires et Généralités
	Espace Fonctionnelle:
	Espace vectoriels normés:
	Espace métriques:
	Espace de Banach:
	Espace Séparable:

	Quelques notions de topologies:
	Compacités:
	Convexité:
	Rétraction:
	Différentiabilité:
	Degré topologique:


	QUELQUES THÉORÈMES DU POINT FIXE
	Introduction:
	Quelques théorèmes du point fixe:
	Théorème du point fixe de Picard:
	Théorème du point fixe de Brouwer:
	Théorème du point fixe de Schauder:
	Théorème du point fixe de Kranosel'skii:



	INTRODUCTION AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
	Introduction:
	Formulation des équations différentielles:
	Équation différentielle ordinaire(EDO):
	Équation aux dérivées partielles(EDP):

	Classification des équations différentielles:


	QUELQUES APPLICATIONS DES THÉORÈMES DU POINT FIXE AUX ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
	Introduction:
	Théorème de Cauchy Lipschitz:
	Théorème d'Inversion Local:
	Théorème de Cauchy-Arzela:

	ANNEXE
	Résolution numérique des équations différentielles par la Méthode de point fixe
	EXEMPLE 1
	EXEMPLE 2
	EXEMPLE 3

	Conclusion
	Bibliographie

