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Introduction générale

Les équations différentielles jouent un rôle important en mathématiques et plus

particulièrement en dynamique de population ,en physique, en électronique, en élec-

trodynamique, en biomathématique, ....

Les résultats d’existence et unicité des solutions des équations différentielles

ordinaire (EDO) ont fait l’objet de plusieurs travaux de recherche .

Plusieurs auteurs ont travaillé sur les équations différentielles et leur différent

applications, on cite à titre d’exemple les auteurs : Euler, Cauchy, Jean-Pierre,.....

Il y a plusieurs méthodes pour résoudre divers problèmes le plus souvent repré-

sentée par des (EDO), nous citerons par exemple les méthodes Variationnelles, la

méthode du Degré Topologique, la méthode de Point Fixe, et la méthode de Sous

et Sur solutions.

Dans ce mémoire, en utilisant la méthode des sous et sur solutions pour étudier

l’existence des solutions du problèmes aux limites non linéaires du premier ordre.

La méthode de sous et sur solution qui a été introduit par Picard en 1890 pour

l’équation aux dérivés partielles (EDP), en 1893 pour les équation différentielles

ordinaires qui a utilisé des itérations monotones pour la sur solution. C ’est le point

de départ d’utilisation de la sous et sur solution par les méthodes itératives.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres.

Le premier chapitre intitulé "Préliminaires" est consacré aux définitions, Théo-

rèmes et autre résultats auxiliaires utilisé dans ce mémoire.

Le deuxième chapitre a pour étudier l’existence des solutions du problème

aux limites pour les équations non linéaire du premier ordre par la méthode de sous
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et sur solution, donnée par :

 u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, T ]

g(u(0), u(T )) = 0.

Où f : [0, T ]× R→ R , g : R2 → R des fonctions continues.

Ce problème à été présenté par D. Franco et al.[2].

Le troisième chapitre, en utilisant la méthode de sous et sur solution pour

l’existence des solution de problème aux limites non linéaire dans l’ordre inverse, on

considère le problème suivant :

 u′(t) = f(t, u(t), u(θ(t)), t ∈ [0, T ],

g(u(0)) = u(T ).

Où T > 0 et f ∈ C(([0, T ]× R2,R)), θ ∈ C([0, T ], [0, T ]), g ∈ C1(R,R).

Ce chapitre est basé sur les travaux de W.Wang et al.[6].

Mots clé :

Equations différentielles ordinaires, Problèmes aux limites, sous-solutions, sur-solutions,

Points fixes.
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Notation générale

R : ensemble des nombres réels.

R+ : ensemble des nombres réels positifs.

Rn : espace euclidien de dimension n

‖.‖ : norme

Ω : fermeture de Ω

C([0, T ] ,R) : espace des fonctions continues sur [0, T ], avec T > 0.

C0([0, T ] ,R) : l’espace des fonctions continues sur [0, T ] qui nuls au point 0.

Cn([0, T ] ,R) : espace des fonctions dérivables jusqu’à l’ordre n.

C(X, Y ) : espace des applications linéaires continues de X dans Y .

f−1 : fonction réciproque de f .
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Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions, notions et résultats d’ana-

lyse fonctionnelle(espaces, opérateurs,...) et quelques théorèmes de point fixe qui

nous seront utiles dans les autres chapitres.

1.1 Espaces vectoriels normé

Cette section est consacrée à quelques définitions sur les espaces vectoriels normé.

On considère un K-espace vectoriel E avec K = R ou K = C.

Définition 1.1.1 (Espace normé). Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle

une norme sur E tout application N : E → R+ telle que

(i) N (x) = 0⇔ x = 0.

(ii) ∀x ∈ E,∀λ ∈ K : N (λx) = |λ|N (x) .

(iii) ∀x, y ∈ E : N (x+ y) ≤ N (x) +N (y) .

Une norme est généralement notée ‖.‖ et la couple (E, ‖.‖) est dit espace vectoriel

normé.

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé un espace vectoriel normé.

Exemple 1.1.1. On définit une norme sur l’espace vectoriel C ([0, T ] ,R) de la ma-

niérer suivantes

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f (x)| .
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Définition 1.1.2 (Suites convergentes). (E.‖.‖) un espace vectoriel normé. On dit

qu’une suite (xn)n∈N d’éléments de E converge dans E s’il existe x ∈ E telle que

lim
n→+∞

‖xn − x‖ = 0.

c’est-à-dire pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N tel que

n ≥ n0 implique ‖xn − x‖ ≤ ε.

On écrit alors xn → x ou lim
n→+∞

xn = x.

Une suite (xn)n∈N diverge si elle ne converge pas.

Définition 1.1.3 (Suitede Cauchy). Soit (E.‖.‖) un espace vectoriel normé. On dit

qu’une suite (xn)n∈N d’éléments de E est une suite de Cauchy si, pour tout ε > 0,

il existe n0 ∈ N tel que

m,n ≥ n0 implique ‖xn − xm‖ ≤ ε.

Définition 1.1.4 (Espaces de Banach). Un espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est ap-

pelé espace de Banach , si tout suit de Cauchy converge dans E.

Exemple 1.1.2. L’espace C([0, T ],R) muni de la norme ‖.‖∞ est espace de Banach.

Remarque 1.1.1.

i) l’espace C0([0, T ],R) = {f ∈ C([0, 1],R) : f(0) = 0} est un sous espace fermé

dans C([0, T ],R).

ii) l’espace C0([0, T ],R) est espace de Banach.

iii) On a C([0, T ],R) = C0([0, T ],R)⊕ R.

Lemme 1.1.1 (Produit de deux espaces). Soient (E, ‖.‖E) et ((F, ‖.‖F ) des K-

espaces vectoriels normés.

Pour (x, y) ∈ E × F , on pose

N(x, y) := max {‖x‖E , ‖y‖F} .

Alors, N est une norme sur E × F .
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Proposition 1.1.1. Soient (E, ‖.‖E)et (F, ‖.‖F ) deux espaces vectoriels normés.

Soit F : E → F une application linéaire. Les propositions suivantes sont équiva-

lentes.

i) L’application F est continue sur E.

ii) L’application est F est continue en 0.

iii) Il existe M > 0, telle que ‖F (x)‖F ≤M ‖x‖E, pour tout x ∈ E.

1.2 Introduction à l’Analyse Fonctionnelle

Dans la suite (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) désignent des espaces de Banach.

Définition 1.2.1. On dit qu’une partie A de (E, ‖.‖E) est bornée s’il existe une

boule fermée B (a, r) telle que A ⊂ B (a, r) i.e.

∃r > 0, ∃a ∈ E, A ⊂ B(a, r).

Où

∃r > 0, A ⊂ B(0, r).

Définition 1.2.2. Soit F : (E, ‖.‖E) → (F, ‖.‖F ) une application. On dit que F

est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F i.e.

F (bornée) est bornée.

Remarque 1.2.1. Soit F : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ) une application bornée, i.e, pour

tout ε > 0, il existe δ > 0, tel que

pour tout x ∈ E : ‖x‖E ≤ ε implique ‖F (x)‖F ≤ δ.

Définition 1.2.3. Soient a ∈ E et F : (E, ‖.‖E) → (F, ‖.‖F ). On dit que F est

continue au point a si et seulement si, pour tout ε > 0, il existe δ > 0, pour x ∈ E,

on a

‖x− a‖E < δ implique ‖F (x)−F (a)‖ < ε.

Définition 1.2.4. On dit que F : (E, ‖.‖E) → (F, ‖.‖F ) est k−lipschitzienne si,
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pour tout x, y ∈ E, on a

‖F (x)−F (y)‖F ≤ k ‖x− y‖E .

Lorsque k < 1, on dira que F est contractante.

Proposition 1.2.1. Une application F : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ) est continue au point

x, si et seulement si pour tout suite (xn)n converge vers x dans E, alors (F (xn))n
converge vers F (x) dans F.

Définition 1.2.5. Soit E un espace vectoriel sur R. Un ensemble M ⊂ E est dit

convexe si

∀u, v ∈M, ∀λ ∈ [0, 1] , on a λu+ (1− λ)v ∈M.

Définition 1.2.6. Un ensemble M est relativement compact si M est compact.

Définition 1.2.7. Soient (E, ‖.‖E) , (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach. L’application

F : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ) est dite compacte si :

i) F est continue sur E.

ii) F(E) est relativement compact dans F .

Définition 1.2.8. Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux espaces de Banach. L’applica-

tion F : (E, ‖.‖E)→ (F, ‖.‖F ) est dite complètement continue si :

i) F est continue sur E.

ii) Pour tout sous-ensemble borné A de E, implique que F(A) est relativement com-

pacte dans F.

1.3 Théorèmes du point fixe

Définition 1.3.1. Soit F : (E, ‖.‖E) → (F, ‖.‖F ) une application. Un élément

x0 de E est dit point fixe de F si :

Fx0 = x0.
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Théorème d’Arzéla-Ascoli

Définition 1.3.2 (Equicontinuité). Soit (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) espaces normés et H

une partie de C (E,F ). On dira que H est équicontinue en x0 si pour tout ε > 0, il

existe η > 0, tel que

∀x ∈ E, ‖x− x0‖E < η implique ‖f (x)− f (x0)‖F < ε, ∀f ∈ H.

On dira que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de E.

Remarque 1.3.1. Le point important, η ne dépend pas de f .

Théorème 1.3.1 (Arzéla-Ascoli). [5]Soit K un sous-ensemble compact dans E et

(F, ‖.‖F ) un espace de Banach. Soit H une partie de C (K,F ) . Alors, H est rela-

tivement compacte dans C (K,F ) si et seulement si les conditions suivantes sont

vérifiées :

i) H est équicontinue

ii) ∀x ∈ K, Hx = {f (x) : f ∈ H} est relativement compacte dans F .

Théorème du point fixe de type Leray Schauder

Le théorème du point fixe de Schauder affirme qu’une application continue sur

un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théorème 1.3.2 (Schauder). [1] Soit M un sous-ensemble de E fermé et convexe

et F : M → M une application continue telle que F (M) est relativement compact.

Alors F possède un point fixe.

Plus généralement, si M est un compact convexe alors toute fonction continue de

M sur M possède un point fixe.

Théorème du point fixe de Banach

Théorème 1.3.3 (Principe de contraction de Banach). [1] Soit (E, ‖ . ‖E) un espace

de Banach et F : E → E une contraction, s’il existe 0 < k < 1, tel que :

∀y1, y2 ∈ E, ‖F(y1)−F(y2)‖E ≤ k ‖y1 − y2‖E ,
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alors l’opérateur F admet un point fixe unique x ∈ E.
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Chapitre 2

Théorèmes d’existence pour les

problèmes aux limites non

linéaires du premier ordre

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’existence des solutions de l’équation

non linéaire en utilisant la méthode de sous et sur solution, on considère le problème

suivant :

u′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, T ]. (2.1)

Avec T > 0. Satisfaisant la condition :

g(u(0), u(T )) = 0. (2.2)

Où f : [0, T ]× R→ R et g : R2 → R sont des fonctions continues.

Remarque 2.1.1.

i) Si g(x, y) = x− c, avec c ∈ R, la condition initiale (2.2) est devient

u(0) = c. (2.3)
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ii) Si g(x, y) = x− y, la condition initiale (2.2) est devient la condition périodique :

u(0) = u(T ). (2.4)

iii) Si g(x, y) = x+ y, la condition initiale (2.2) est devient la condition antipério-

diques

u(0) = −u(T ). (2.5)

Définition 2.1.1. [2]Nous disons qu’une fonction α ∈ C1([0, T ],R) est une sous-

solution de l’équation (2.1) si :

α
′ (t) ≤ f(t, α(t)), pour tout t ∈ [0, T ].

Et nous disons que β ∈ C1([0, T ],R) est une sur-solution de (2.1) si :

β′(t) ≥ f(t, β(t)), pour tout t ∈ [0, T ].

Avec

α(t) ≤ β(t), pour tout t ∈ [0, T ].

ou :

β(t) ≤ α(t), pour tout t ∈ [0, T ].

Notation 2.1.1. Pour u, v ∈ C([0, T ],R), tel que

u (t) ≤ v (t) , pour tout t ∈ [0, T ].

On définit l’ensemble :

[u, v] = {w ∈ C([0, T ],R) : u(t) ≤ w(t) ≤ v(t), pour tout t ∈ [0, T ]}.
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2.2 Lemmes fondamentaux

Remarque 2.2.1. L’espaces C0([0, T ],R)×R est un espace de Banach pour la norme

de produit de deux espaces, i.e, pour tout (u, λ) ∈ C0([0, T ],R)× R, on a

‖(u, λ)‖ = max {‖u‖∞ , |λ|} .

Lemme 2.2.1. [2]Soient λ, a et b sont des constants réels. L’opérateur suivant L :

C([0, T ],R)→ C0([0, T ],R)× R défini par :

[Lu](t) =
(
u(t)− u(0) + λ

∫ t

0
u(s)ds, au(0) + bu(T )

)
, pour tout t ∈ [0, T ].

est continue.

Démonstration.

Il est claire que l’application L est linéaire. En appliquons la condition (iii) de la

proposition 1.1.1 pour montre la continuité. On a

∣∣∣∣u(t)− u(0) + λ
∫ t

0
u(s)ds

∣∣∣∣ ≤ (2 + |λ|T ) ‖u‖∞ , pour tout t ∈ [0, T ].

Et

|au(0) + bu(T )| ≤ (|a|+ |b|) ‖u‖∞ .

Alors

‖Lu‖ = max ((2 + |λ|T ) ‖u‖∞ , (|a|+ |b|) ‖u‖∞)

= max {2 + |λ|T, |a|+ |b|} ‖u‖∞ .

d’où M = max {2 + |λ|T, |a|+ |b|}.Par conséquent L est continue.

Lemme 2.2.2. [2]Si a+be−λT 6= 0, alors l’opérateur L est inversible, et son inverse

est

[L−1(y, γ)](t) = e−λtA+ y(t)− λ
∫ t

0
e−λ(t−s)y(s)ds.

Avec

A =
γ + bλ

∫ T

0
e−λ(T−s)y(s)ds− by(T )

a+ be−λT
.
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Démonstration.

Étape 1 : (L est injective).

Comme L est application linéaire, il suffit de montrer que kerL = {u ∈ C([0, T ],R) :

Lu = 0} = {0}. En effet

Lu = 0⇔ (P) :


u(t)− u(0) + λ

∫ t

0
u(s)ds = 0, pour tout t ∈ [0, T ],

au(0) + bu(T ) = 0.

La solution à ce problème est équivalent

 u′(t) = −λu(t), pour tout t ∈ (0, T ) ,

au(0) + bu(T ) = 0.
(2.6)

Alors la solution de (2.6) est donnée par :

u (t) = ce−λt, pour tout t ∈ [0, T ].

Avec c ∈ R, d’autre part, on a

0 = au(0) + bu(T ) = c
(
a+ be−λT

)
.

Comme a+ be−λT 6= 0, alors c = 0, donc la solution est nulle.

Par conséquent L est injective.

Étape 2 :(L est surjective).

Pour montrer que L est surjective, il suffit de montrer, pour tout (y, γ) ∈ C0([0, T ],R)×

R, l’éqution Lu = (y, γ) admet au moin une solution dans C([0, T ],R). En effet, soit

u∗ : [0, T ]→ R défini par :

u∗(t) = e−λtA+ y(t)− λ
∫ t

0
e−λ(t−s)y(s)ds, pour tout t ∈ [0, T ].

Maintenent, montrons que Lu∗ = (y, γ). Puisque y ∈ C0([0, T ],R), alors y (0) = 0,

donc

u∗(0) = A+ y(0) = A. (2.7)
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Part intégration par partie, on trouve

λ
∫ t

0
u∗(s)ds = A

(
1− e−λt

)
+ λ

∫ t

0
y(s)ds− λ2

∫ t

0
e−λs

(∫ s

0
eλτy(τ)dτ

)
ds

= A
(
1− e−λt

)
+ λe−λt

∫ t

0
eλτy(τ)dτ

= A− Ae−λt + λ
∫ t

0
e−λ(t−τ)y(τ)dτ, (2.8)

D’autre part, on a

au(0) + bu(T ) = A
(
a+ be−λT

)
+ by(T )− bλ

∫ T

0
e−λ(T−s)y(s)ds = γ. (2.9)

Par (2.7), (2.8) et (2.9), on obtient Lu∗ = (y, γ), d’où L est surjective.

Étape 3 : (L est continue).

En effet, pour tout t ∈ [0, T ], on a

∣∣∣L−1(y, γ)(t)
∣∣∣ =

∣∣∣∣Ae−λt + y(t)− λ
∫ t

0
e−λ(t−s)y(s)ds

∣∣∣∣
≤ |A|+ (1 + |λ|T ) ‖y‖∞

≤ |γ|
|a+ be−λT |

+ 1
|a+ be−λT |

∣∣∣∣∣bλ
∫ T

0
e−λ(T−s)y(s)ds− by(T )

∣∣∣∣∣+ (1 + |λ|T ) ‖y‖∞

≤ C1 |γ|+ C2 ‖y‖∞ .

Avec

C1 := 1
|a+ be−λT |

et C2 :=
(

|b|
|a+ be−λT |

+ 1
)

(1 + |λ|T ) .

Ainsi,

∥∥∥L−1(y, γ)
∥∥∥
∞
≤ C1 |γ|+ C2 ‖y‖∞

≤ (C1 + C2) max (|γ| , ‖y‖∞)

= (C1 + C2) ‖(y, γ)‖ .

Ce qui nous convainc de la continuité de L−1.
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2.3 Les sous-solutions et les sur-solutions

Définition 2.3.1. [2]S’il existe α sous-solution et β sur-solution de (2.1). pour tout

λ > 0, on définit le problème modifié suivant

 u′(t) + λu(t) = F ∗(t, u(t)), pour tout t ∈ [0, T ],

u(0) = g∗(u(0), u(T )).
(2.10)

où

F ∗(t, u) =


f(t, β(t)) + λβ(t), si β(t) < u,

f(t, u) + λu, si α(t) ≤ u ≤ β(t),

f(t, α(t)) + λα(t), si u ≥ α(t),

g∗(x, y) := p(0, x)− g(p(0, x), p(T, y)), pour tout x, y ∈ R,

et

p(t, x) = max {α(t),min {x, β(t)}} , pour tout x, y ∈ R.

Définition 2.3.2. [2]S’il existe α sous-solution et β sur-solution de (2.1). Définis-

sons l’opérateur N1 : C([0, T ],R)→ C0([0, T ],R) par :

[N1u](t) =
∫ t

0
F ∗(s, u(s))ds, pour tout t ∈ [0, T ].

Proposition 2.3.1. S’il existe α sous-solution et β sur-solution de (2.1). L’opéra-

teur N1 : C([0, T ],R)→ C0([0, T ],R) est compact.

Démonstration.

Montrons tout d’abord la continuité de l’opérateur.

Soit (un)n∈N une suite C([0, T ],R) convergeant vers u dans C([0, T ],R).

D’autre part, on a :

F ∗(s, un(s))− F ∗(s, u(s))

=



0, si β(s) < u, β(s) < un ou α(s) > u, α(s) > un,

f(s, un)− f(t, u) + λ(un − u), si α(s) ≤ u ≤ β(s) et α(s) ≤ un ≤ β(s),

f(s, un)− f(s, β(s)) + λ(un − β(s)), si α(s) ≤ un ≤ β(s) et β(s) < u,

f(s, un)− f(s, α(s)) + λ(un − α(s)), si α(s) ≤ un ≤ β(s) et u < α(s),

f(s, β(s))− f(s, α(s)) + λ(β(s)− α(s)), si β(s) < un et α(s) > u.
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Alors, pour tout s ∈ [0, T ], on a

|F ∗(s, un(s))− F ∗(s, u(s))| ≤ |f(s, un(s))− f(s, u(s))|+ λ|un(s)− u(s)|. (2.11)

Puisque (un)n∈N converge vers u dans C([0, T ],R), alors (un)n∈N est borné, c’est-à-

dire, il existe r > 0, tel que

‖un‖ ≤ r, pour tout n ∈ N.

Ainsi, f est uniformément continue sur [0, T ] × [−r, r]. Alors, pour tout ε > 0, il

existe une 0 < δ <
ε

2λT , tel que pour tous t1, t2 ∈ [0, T ] et u1, u2 ∈ [−r, r], on a

|t1 − t2| < δ, |u1 − u2| < δ implique |f(t1, u1)− f(t2, u2)| < ε

2T . (2.12)

Par la définition de la converge de suite dans C([0, T ],R), il existe n0 ∈ N, pour tout

n ≥ n0, on

|un(t)− u(t)| ≤ δ, pour tout t ∈ [0, T ]. (2.13)

Par (2.11), (2.12) et (2.13), on trouve

|F ∗(s, un(s))− F ∗(s, u(s))| ≤ ε

T
.

Alors, pour tout t ∈ [0, T ], on a

|N1un(t)−N1u(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0
F ∗(s, un(s))ds−

∫ t

0
F ∗(s, u(s))ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

0
|F ∗(s, un(s))− F ∗(s, u(s))| ds

≤
∫ T

0
|F ∗(s, un(s))− F ∗(s, u(s))| ds ≤ ε.

Par conséquent,

pour tout n ≥ 0 : ‖N1un −N1u‖ ≤ ε.

On conclure que :

lim
n→∞

‖N1un −N1u‖ = 0,

D’où la continuité de N1.
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Montrons que N1 envoie touts ensembles bornés en ensemble uniformément borné

dans C([0, T ],R).

En effet ,il suffit de montrer pour tout r > 0, il existe une constante positiveM > 0,

tel que pour tout u ∈ B(0, r) = {u ∈ C([0, T ],R) : ‖u‖∞ ≤ r} , on obtient ‖N1u‖ ≤

M .

Par définition de F ∗, on a

|F ∗(t, u)| ≤


|f(t, β(t))|+ λ|β(t)|, si β(t) < u,

|f(t, u)|+ λ|u|, si α(t) ≤ u ≤ β(t),

|f(t, α(t))|+ λ|α(t)|, si u < α(t).

(2.14)

Comme β, α ∈ C1([0, T ],R), alors il existe C ∈ R, tel que

−C ≤ β (t) ≤ C et − C ≤ α (t) ≤ C, pour tout t ∈ [0, T ].

Ainsi, [0, T ] × [−C,C] est un ensemble compact et f étant continue sur [0, T ] ×

[−C,C], nous pouvons déduire l’existence d’une constante A > 0, telle que

|f(t, u)| ≤ A, pour tout (t, u) ∈ [0, T ]× [−C,C]. (2.15)

Par (2.14) and (2.15), nous avons

|F ∗(t, u)| ≤ A+ λC, pour tout t ∈ [0, T ]. (2.16)

Donc

|N1u(t)| =
∣∣∣∣∣
∫ T

0
F ∗(s, u(s))ds

∣∣∣∣∣ ≤
∫ T

0
|F ∗(s, u(s))|ds

≤ T (A+ λC) .

d’où ‖N1u‖ ≤ T (A+ λC) := M.

L’opérateurN1 envoie tout ensembles bornés en ensemble équicontinue de C([0, T ],R).

En effet ,il suffit de montrer pour tout r > 0, N1(B(0, r)) = {N1u : ‖u‖∞ ≤ r} est

équicontinue.
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Soient t1, t2 ∈ [0, T ], on a

|N1u(t1)−N1u(t2)| =
∣∣∣∣∫ t1

0
F ∗(s, u(s))ds−

∫ t2

0
F ∗(s, u(s))ds

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ t2

t1
F ∗(s, u(s))ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ t2

t1
|F ∗(s, u(s))| ds

∣∣∣∣ .
Comme ‖u‖∞ ≤ r, alors par (2.16), nous avons

|N1u(t1)−N1u(t2)| ≤
∣∣∣∣∫ t2

t1
|F ∗(s, u(s))| ds

∣∣∣∣
≤ (A+ λC) |t1 − t2|

= k|t1 − t2|.

Avec k = A + λC. Alors les fonctions de N1(B(0, r)) sont k-lipschitzienne. Donc,

l’ensemble N1(B(0, r)) est équicontinue.

Par le Théorème d’Arzelé-Ascolie, on obtient que l’ensemble N1(B(0, r)) est relati-

vement compacte. Ainsi, N1 : C([0, T ],R)→ C0([0, T ],R) est compacte.

Définition 2.3.3. [2]S’il existe α sous-solution et β sur-solutions de (2.1). Définis-

sons l’opérateur N2 : C([0, T ],R)→ R par :

N2u = g∗(u(0)− u(T )).

Remarque 2.3.1. Soit (xn)n∈N une suite converge vers x dans R et soit y ∈ R, on

a

i) la suite min (xn, y) converge vers min (x, y) dans R.

ii) la suite max (xn, y) converge vers max (x, y) dans R.

Proposition 2.3.2. [2]S’il existe α sous-solution et β sur-solutions de (2.1). L’opé-

rateur N2 : C([0, T ],R)→ R est compact.

Démonstration.

Étape 1 : (N2 est continue).

Soit (un)n∈N une suite C([0, T ],R) convergent vers u dans C([0, T ],R).
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En déduire que un(0)→ u(0) et un(T )→ u(T ) dans R.

Par la remarque prétendent, on obtient

lim
n→∞

p(0, un(0)) = lim
n→∞

max{α(0),min{un(0), β(0)}} = p(0, u(0)), (2.17)

et

lim
n→∞

p(T, un(T )) = lim
n→∞

max{α(T ),min{un(T ), β(T )}} = p(T, u(T )).

Alors

lim
n→∞

(p(0, un(0)), p(T, un(T ))) = (p(0, u(0)), p(T, u(T ))) .

Par l’hypothèse, on a g étant fonction continue sur R2, alors

lim
n→∞

g(p(0, un(0)), p(T, un(T ))) = g(p(0, u(0)), p(T, u(T ))). (2.18)

Par (2.17) et (2.18) , nous avons

lim
n→∞

g∗(un(0), un(T )) = lim
n→∞

[p(0, un(0))− g(p(0, un(0)), p(T, un(T )))]

= g∗(u(0), u(T )).

C’est-à-dire (N2un)n∈N converge vers (N2u) dans R. D’où la continuité de N2.

D’autre part, comme l’image de l’opérateur N2 dans R et N2 continue, alors N2 est

compact.

Définition 2.3.4. [2]S’il existe α sous-solution et β sur-solution de (2.1). Définis-

sons l’opérateur N : C([0, T ],R)→ C0([0, T ],R)× R par :

[Nu] (t) = ([N1u] (t) , Nu2) .

Corollaire 2.3.1. [2]S’il existe α sous-solution et β sur-solution de (2.1). L’opéra-

teur N : C([0, T ],R)→ C0([0, T ],R)× R est compact.

Démonstration.

Par les proposition 2.3.1 et 2.3.2, en déduire que L’opérateur N est compact.

Théorème 2.3.1. [2]S’il existe α sous-solution et β sur-solution de (2.1) − (2.2).

Supposons que
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(H1) Les fonctions hα(x) = g (α(0), x) et hβ(x) = g(β(0), x) sont monotones sur

[α(T ), β(T )].

(H2) max {g(α(0), α(T )), g(α(0), β(T ))} ≤ 0 ≤ min {g(β(0), β(T )), g(β(0), α(T ))} .

Alors le problème (2.1)-(2.2) posséde une solution u ∈ [α, β].

Démonstration.

Si le problème (2.10) admet une solution u ∈ [α, β], alors u est une solution de

(2.1)− (2.2).

Car, si u est solution de (2.10), telle que u ∈ [α, β] , alors

F ∗(t, u(t)) = f(t, u(t)) + λu(t), pour tout t ∈ [0, T ] ,

donc

u′(t) = f(t, u(t)), pour tout t ∈ [0, T ] ,

Comme u ∈ [α, β], alors α (0) ≤ u (0) ≤ β (0) et α (T ) ≤ u (T ) ≤ β (T ), nous avons

p(0, u(0)) = u(0) et p(T, u(T )) = u (T ) ,

donc

g∗(u(0), u(T )) = p(0, u(0))− g(p(0, u(0)), p(T, u(T )))

= u (0)− g (u (0) , u (T )) . (2.19)

Comme g∗(u(0), u(T )) = u(0), par (2.19), on trouve :

g(u(0), u(T )) = u(0)− u(0) = 0.

Ce qui montre que u est une solution de (2.1)− (2.2) .

Soit l’opérateur L : C([0, T ],R)→C0([0, T ],R)× R défini par :

[Lu](t) =
(
u(t)− u(0) + λ

∫ t

0
u(s)ds, u(0)

)
, pour tout t ∈ [0, T ].

D’après le lemme 2.2.2, avec a = 1 et b = 0, en déduire que L−1 existe et continue.

Comme l’opérateur N est compact, alors L−1 ◦ N : C([0, T ],R) → C([0, T ],R) est
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continue et compact.

Ainsi, par le Théoréme de point fixe de Schauder, L−1 ◦N admet un point fixe.

C’est-à-dire, il existe au mois u ∈ C([0, T ],R), tel que

Nu = Lu⇔


∫ t

0
F ∗(s, u(s))ds = u(t)− u(0) + λ

∫ t

0
u(s)ds, pour tout t ∈ [0, T ],

g∗(u(0), u(T )) = u(0).

Par dérivation, on trouver le problème (2.10).

Il reste à montrer que u ∈ [α, β], c’est-à-dire

α(t) ≤ u(t) ≤ β(t), pour tout t ∈ [0, T ].

Montrons que u(t) − β(t) ≤ 0,pour tout t ∈ [0, T ]. Supposons l’inverse, c’est-à-dire

t∗ ∈ [0, T ], tel que u(t∗)− β(t∗) > 0, alors il existe un s0 ∈ [0, T ], tel quel

u (s0)− β (s0) = max
t∈[0,T ]

(u (t)− β (t)) > 0.

On considérer trois cas :

Si s0 ∈ (0, T ], alors il existe τ ∈ (0, s0) tel que :

0 ≤ u(t)− β(t) ≤ u(s0)− β(s0), pour tout t ∈ [τ, s0].

Alors

β(s0)− β(τ) ≤ u(s0)− u(τ) =
∫ s0

τ
u

′ (s) ds

=
∫ s0

τ
[f(s, β(s))− λ(u(s)− β(s))]ds

<
∫ s0

τ
f(s, β(s))ds

≤
∫ s0

τ
β

′ (s) ds = β(s0)− β(τ).

Cela donne une contradiction.

Si s0 = 0 et hβ est décroissant

Alors 0 < u(0)− β(0), par l’hypothèse (H2), nous obtenons que :

g(α(0), α(T )) ≤ 0 ≤ g(β(0), β(T )).
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D’autre part, nous avons :

u(0) = g∗(u(0), u(T ))

= β(0)− g(β(0), p(T, u(T )))

≤ β(0)− g(β(0), β(T ))) ≤ β(0).

Ceci contredit 0 < u(0)− β(0).

Si s0 = 0 et hβ est croissant.

Alors 0 < u(0)− β(0), par l’hypothèse (H2), nous obtenons que :

g(α(0), β(T )) ≤ 0 ≤ g(β(0), α(T )).

Donc,

u(0) = g∗(u(0), u(T )) = β(0)− g(β(0), p(T, u(T )))

≤ β(0)− g(β(0), α(T )) ≤ β(0).

Ceci contredit 0 < u(0)− β(0).

Par conséquent, u(t) ≤ β(t), pour tout t ∈ [0, T ].

De même, montrer que α (t) ≤ u (t), pour tout t ∈ [0, T ].

Corollaire 2.3.2. S’il existe α sous-solution et β sur-solutions de (2.1)− (2.3), tel

que

α (0) ≤ u0 ≤ β (0) . (2.20)

Alors le problème (2.1)-(2.3) posséde une solution u ∈ [α, β].

Corollaire 2.3.3. S’il existe α sous-solution et β sur-solutions de (2.1)− (2.4), tel

que

β(0) ≥ β(T ) et α(0) ≥ α(T ).

Alors le problème (2.1)-(2.4) posséde une solution u ∈ [α, β].

Exemple 2.3.1. On considère l’équation différentielle suivante :

 u′ = u2 + (t2 − t)u− t3, pour tout t ∈ [0, 1] ,

u (0) = 1.
(2.21)
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Ici f(t, u) := u2 + (t2 − t)u− t3 est continue sur [0, 1]×R et g (x, y) = x− 1 est

continue sur R2. Soit

α (t) = t et β (t) = 2− t2, pour tout t ∈ [0, 1] .

Pour tout t ∈ [0, 1], on a

f (t, α (t)) = 0, α
′ (t) = 1, f (t, β (t)) = 4− 2t− 2t2 et β

′ (t) = −2t.

Donc α est une sous-solution et β est une sur-solution de (2.21). Comme la condi-

tion (2.20) est vérifiée. Le Corollaire 2.3.2 implique que l’équation (2.21) admet une

solution u telle que

t ≤ u (t) ≤ 2− t2, pour tout t ∈ [0, 1] .

Exemple 2.3.2. On considère l’équation différentielle suivante :

 u′ = −u2 + tu, pour tout t ∈ [0, 1],

u(0) = u(1).
(2.22)

Ici T = 1, f(t, u) = −u2 + tu, est continue sur [0, 1] × R et g (x, y) = x − y est

continue sur R2. Soit

α (t) = t et β (t) = 1, pour tout t ∈ [0, 1].

Pour tout t ∈ [0, 1], on a

f (t, α (t)) = 0, α
′ (t) = 1, f (t, β (t)) = t− 1 et β

′ (t) = 0.

Donc α est une sous-solution et β est une sur-solution de (2.22). Ainsi,

g(α(0), α(T )) = g(α(0), β(T )) = −1 et g(β(0), β(T )) = g(β(0), α(T )) = 0.

L’hypothèse (H2) du Théorème 2.3.1 est vérifiée.

Alors par le Théorème 2.3.1 implique que l’équation (2.21) admet une solution u
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telle que

t ≤ u (t) ≤ 1, pour tout t ∈ [0, 1].

Théorème 2.3.2. S’il existe α sous-solution et β sur-solution de (2.1) − (2.2).

Supposons que

(H1) Les fonctions hα(x) = g(x, α(T )) et hβ(x) = g (x, β(T )) sont monotones sur

[β(0), α(0)].

(H2) max {g(α(0), α(T )), g(α(0), β(T ))} ≤ 0 ≤ min {g(β(0), β(T )), g(β(0), α(T ))} .

Alors le problème (2.1)− (2.2) posséde une solution u ∈ [β, α].

Démonstration.

Pour tout λ > 0, considérons le problème modifié suivant

 u′(t)− λu(t) = F ∗(t, u(t)), pour tout t ∈ [0, T ],

u(0) = g∗(u(0), u(T )).
(2.23)

où

F ∗(t, u) =


f(t, β(t))− λβ(t), si β(t) < u,

f(t, u)− λu, si α(t) ≤ u ≤ β(t),

f(t, α(t))− λα(t), si u ≥ α(t),

g∗(x, y) := p(T, x)− g(p(0, x), p(T, y)), pour tout x, y ∈ R,

et

p(t, x) = max {β(t),min {x, α(t)}} , pour tout x, y ∈ R.

Maintenant la preuve est analogue à la preuve du Théorème 2.3.1.

Corollaire 2.3.4. S’il existe α sous-solution et β sur-solutions de (2.1)− (2.3), tel

que

β (0) ≤ u0 ≤ α (0) . (2.24)

Alors le problème (2.1)-(2.3) posséde une solution u ∈ [β, α].

Corollaire 2.3.5. S’il existe α sous-solution et β sur-solutions de (2.1)− (2.4), tel

que

α(0) ≤ β(T ) et β(0) ≥ β(T ).

Alors le problème (2.1)-(2.4) posséde une solution u ∈ [α, β].
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Chapitre 3

Théorèmes d’existence pour les

problèmes aux limites non

linéaires à retard du premier ordre

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’existence d’une solution de problème

aux limite pour l’équation différentielle suivante :

 u′(t) = f(t, u(t), u(θ(t))), t ∈ [0, T ] ,

g(u(0)) = u(T ).
(3.1)

Où T > 0, on impose les conditions suivantes :

(C1) f ∈ C([0, T ]× R2,R), θ ∈ C([0, T ] , [0, T ]).

(C2) g ∈ C1(R,R), avec g(0) ≤ 0. Il existe des constantes M > 0, N ≥ 0, r > 0, tel

que :

r ≤ g′(t) <
(

1 +N
∫ T

0
eM(θ(t)−t)dt

)
eMT , pour tout t ∈ [0, T ] , (3.2)

(M +N)T ≤ r

1 + r
. (3.3)

Ils ont introduit un nouveau concept de sous et sur solutions et ont obtenu un

résultat d’existence de solutions extrêmes en présence d’une sous-solution α et d’une
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sur solution β avec la condition classique α ≤ β sur [0, T ] .

3.2 Lemmes fondamentaux

Remarque 3.2.1. Par (3.2), on conclut que g est strictement croissante sur R,

donc l’inverse de g existe.

On note G l’inverse de g.

Pour la simplification, on note

c(t) := 1− sin
(
πt

2T

)
, pour tout t ∈ [0, T ] .

Définition 3.2.1. [6]Les fonctions α, β ∈ C1([0, T ] ,R) sont appelées sous-solution

et sur-solution de l’équation (3.1) si

α′(t) ≤ f(t, α(t), α(θ(t))) + aα(t), t ∈ [0, T ] .

β′(t) ≥ f(t, β(t), β(θ(t)))− bβ(t), t ∈ [0, T ] .

Où

aα (t) :=

 0, si g(α(0)) ≤ α(T ),

(c′(t)−Mc(t)−Nc(θ(t)))(α(0)−G(α(T ))), si g(α(0)) ≥ α(T ),

bβ (t) :=

 0, si g(β(0)) ≥ β(T ),

(c′(t)−Mc(t)−Nc(θ(t)))(β(T )−G(β(0))), si g(β(0)) ≤ β(T ),

Théorème 3.2.1. [6]Supposons que u ∈ C1([0, T ] ,R), tel que

 u′(t) ≥Mu(t) +Nu(θ(t)), t ∈ [0, T ] ,

g(u(0)) ≥ u(T ).

Alors

u(t) ≤ 0, pour tout t ∈ [0, T ] .

Démonstration.

Supposons l’inverse, c’est-à-dire, il existe t∗ ∈ [0, T ], tel que u (t∗) > 0.
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Nous considérons deux cas.

1er cas : Si u(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ]. On pose

x(t) := e−Mtu(t), pour tout t ∈ [0, T ] . (3.4)

Alors x(t) ≥ 0, pour tout t ∈ [0, T ]. D’autre part, pour tout t ∈ [0, T ], on a

x
′ (t) = −Me−Mtu(t) + e−Mtu

′(t)

≥ −Me−Mtu(t) + e−Mt (Mu(t) +Nu(θ(t)))

= Ne−Mtu(θ(t)) ≥ 0, (3.5)

donc, la fonction x est croissant sur [0, T ]. Par (3.4) et (3.5), on trouve

x
′ (t) ≥ Ne−Mtu(θ(t)) = NeM(θ(t)−t)x(θ(t)), pour tout t ∈ [0, T ] . (3.6)

g(x(0)) ≥ eMTx(T ). (3.7)

Comme θ (t) ≥ 0, pour [0, T ] et x est croissant sur [0, T ], alors x(θ(t)) ≥ x (0), pour

[0, T ] . Par (3.6), on a

x
′ (t) ≥ NeM(θ(t)−t)x(0), pour tout t ∈ [0, T ] .

En intégrant la dernière inégalité entre 0 à t, on obtient

x(t) ≥ x (0) +Nx (0)
∫ t

0
eM(θ(s)−s)ds

≥
(

1 +N
∫ t

0
eM(θ(s)−s)ds

)
x(0). (3.8)

Par (3.7) et (3.8), on a

(
1 +N

∫ T

0
eM(θ(s)−s)ds

)
eMTx(0) ≤ x(T )eMT ≤ g (x (0)) .

Par le Théorème des accroissements finis, on a

g (x (0)) = g (0) + x (0) g′ (ξ) ≤ x (0) g′ (ξ) .
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où ξ ∈ (0, x (0)). Par conséquent

(
1 +N

∫ T

0
eM(θ(t)−t)dt

)
eMTx(0) ≤ g′(ξ)x(0).

Par l’hypothèse (3.2) implique que x (0) = 0.

Puisque 0 ≤ x(T ) ≤ e−MTg(x(0)) ≤ 0, alors x (T ) = 0.

Comme la x est croissant sur [0, T ], alors

x (0) ≤ x (t) ≤ x (T ) , pour tout t ∈ [0, T ] .

Alors x(t) ≡ 0 sur [0, T ]. Ainsi u(t) ≡ 0 sur [0, T ] .

2éme cas : Il existe t1, t2 ∈ [0, T ], tel que

u(t1) > 0 et u(t2) < 0.

On pose

u(t0) = min
t∈[0,T ]

u(t) = −λ,

alors λ > 0. Pour tout t ∈ [0, T ], on a

u′(t) ≥ Mu(t) +Nu(θ(t))

≥ −λ (M +N) .

En intégrant la dernière inégalité entre 0 à t1, on obtient

u (t1)− u (0) ≥ −λ (M +N) t1,

ce qui donne

u (0) ≤ λ (M +N) t1 + u (t1)

≤ λ (M +N)T − λ.

Si t0 = 0, alors u(0) ≤ −λ+ λ(M +N)T .
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Si t0 > 0, par le Théorème des accroissements finis, il existe t∗ ∈ [0, t0], tel que

u(0) = u(t0)− u′(t∗)t0

< −λ+ λ(M +N)T.

Par le Théorème des accroissements finis, il existe t∗ ∈ [t1, T ], tel que :

u(T ) = u(t1) + u′(t∗)(T − t1)

> −λ(M +N)T.

Par conséquent

−λ+ λ(M +N)T > u(0))

≥ g−1 (u(T ))

= G (u(T ))

≥ G(−λ(M +N)T ).

Et

−λ+ λ(M +N)T > G(−λ(M +N)T )

= G(0)−G′(ρ)λ(M +N)T.

Par le Théorème des accroissements finis, il existe ρ ∈ (−λ(M +N)T, 0), tel que

G(−λ(M +N)T ) = G(0)−G′(ρ)λ(M +N)T,

Comme G(0) ≥ 0 et 0 < G′ (t) ≤ 1
r
, on a

λ+ λ(M +N)T > G(0)−G′(ρ)λ(M +N)T

≥ −λ(M +N)T
r

.

C’est-à-dire

r[−λ+ λ(M +N)T ] > −λ(M +N)T.
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Donc

(M +N)T >
r

r + 1 ,

d’où la contradiction.

Corollaire 3.2.1. [6] Suppose que u ∈ C1([0, T ] ,R), tel que

 u′(t) ≥Mu(t) +Nu(θ(t))− (c′(t)−Mc(t)−Nc(θ(t)))(G(u(T ))− u(0)), t ∈ [0, T ],

g(u(0)) < u(T ).

Alors

u(t) ≤ 0, pour tout t ∈ [0, T ].

Démonstration.

Soit

y(t) = u(t) + c(t)(G(u(T ))− u(0)), pour tout t ∈ [0, T ].

Comme u(T ) > g(u(0)), alors

G(u(T ) ≥ G (g(u(0))) = u (0) ,

donc

y(t) ≥ u(t), pour tout t ∈ [0, T ].

et

y(0) = G(u(T )), y(T ) = u(T ).

D’autre part, on a

y′(t)−My(t)−Ny(θ(t)) = u′(t)−Mu(t)−Nu(θ(t))

+[c′(t)−Mc(t)−Nc(θ(t))](G(u(T ))− u(0))

≥ 0.

Donc  y′(t) ≥My(t) +Ny(θ(t)), t ∈ [0, T ],

g(y(0)) = u(T ).
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Par le Théorème 3.2.1, on obtient que

y(t) ≤ 0, pour tout t ∈ [0, T ],

ce qui implique

u(t) ≤ c(t) (u(0)−G(u(T )))) ≤ 0, pour tout t ∈ [0, T ].

3.3 Problèmes aux limites pour les équations dif-

férentielles linéaires

Considérons le problème aux limites pour l’équation différentielle linéaire :

 u′(t)−Mu(t)−Nu(θ(t)) = δ(t), t ∈ [0, T ].

g(u(0)) = u(T ).
(3.9)

Où δ ∈ C([0, T ],R).

Théorème 3.3.1. [6]Supposer qu’il existe α, β ∈ C1([0, T ],R) qui sont sous et sur

solution de (3.9), tel que

β (t) ≤ α (t) , pour tout t ∈ [0, T ].

Alors le problème (3.9) posséde une solution unique u ∈ [β, α].

Démonstration.

Montrons que l’équation (3.9) admet une solution unique.

Supposons que u1 et u2 deux solutions de (3.9).

On pose v = u1 − u2, alors

v′(t)−Mv(t)−Nv(θ(t)) = 0, t ∈ [0, T ].
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Par le Théorème 3.2.1, il exite τ1 entre u1(0) et u2 (0) , tel que

v(T ) = g(u1(0))− g(u2(0))

= (u1(0)− u2(0)) g′(τ1)

= g′(τ1)v(0).

Comme r ≤ g′(τ1), d’après le théorème 3.2.1, on a v (t) ≤ 0, pour tout t ∈ [0, T ],

donc u1 (t) ≤ u2 (t), pour tout t ∈ [0, T ]. De même, on obtient que u2 (t) ≤ u1 (t),

pour tout t ∈ [0, T ], d’où u1 = u2.

En suite, montrons que, si u est un solution de l’équation (3.9), on a

β (t) ≤ u (t) ≤ α (t) , pour tout t ∈ [0, T ].

Soit m (t) = u (t)− α (t), pour t ∈ [0, T ].

Si g(α(0)) ≤ α(T ), alors aα(t) = 0, pour t ∈ [0, T ], donc

 m′(t)−Mm(t)−Nm(θ(t)) ≥ 0, t ∈ [0, T ].

m(T ) ≤ g(u(0))− g(α(0)) = g′(τ2)m(0),

Où τ2 entre u(0) et α(0).

Par le Théorème 3.2.1, nous avons

m (t) = u (t)− α (t) ≤ 0, pour tout t ∈ [0, T ].

Si g(α(0)) ≥ α(T ), alors

aα(t) = (c′(t)−Mc(t)−Nc(θ(t)))(α(0)−G(α(T ))), pour tout t ∈ [0, T ].
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Ainsi

m′(t)−Mm(t)−Nm(θ(t)) = u′(t)−Mu(t)−Nu(θ(t))− α′(t) +Mα(t) +Nα(θ(t))

≥ −(c′(t)−Mc(t)−Nc(θ(t)))(α(0)−G(α(T ))− u(0) +G(u(T )))

= −(c′(t)−Mc(t)−Nc(θ(t)))(G(u(T ))−G(α(T ))−m(0))

= −(c′(t)−Mc(t)−Nc(θ(t)))
(
m(T )
g′(τ3) −m(0)

)
.

Où τ3 entre u(T ) et α(T ). Ainsi

m(0) ≤ G(u(T ))−G(α(T )) = 1
g′(τ3)m(T ).

Par corollaire 3.2.1, on trouve que u (t) ≤ α (t), pour tout t ∈ [0, T ].

De même, montrer que u (t) ≥ α (t), pour tout pour tout t ∈ [0, T ].

Finalement, nous montrons que l’équation (3.9) a une solution dans C([0, T ],R).

Soit

p(t) :=

 α(t), si g(α(0)) ≤ α(T ),

α(t)− c(t)(α(0)−G(α(T ))), si g(α(0)) ≥ α(T ),

q(t) =

 β(t), si g(β(0)) ≥ β(T ),

β(t) + c(t)(G(β(T ))− β(0)), si g(β(0)) ≤ β(T ),

Montrons que p, q sont des sous et sur solutions de (3.9) respectivement, et

β (t) ≤ q (t) ≤ p (t) ≤ α (t) , pour tout t ∈ [0, T ]. (3.10)

Il est claire que,

g(p(0)) ≤ p(T ) et g(q(0)) ≥ q(T ),

D’autre part, on a

p′(t)−Mp(t)−Np(θ(t)) ≤ δ(t), pour tout t ∈ [0, T ],

et

q′(t)−Mq(t)−Nq(θ(t)) ≥ δ(t), pour tout t ∈ [0, T ],

Il est claire que, β (t) ≤ p (t) et q (t) ≤ α (t)pour tout t ∈ [0, T ].
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Soit m (t) = q (t)− p (t), alors

m′(t)−Mm(t)−N(m(θ(t)) ≥ 0, pour tout t ∈ [0, T ],

et

m(T ) ≤ g(q(0))− g(p(0)) = g′(η)m(0),

où η entre p(0) et q(0).

D’après le Théorème 3.2.1, on trouve que

q (t) ≤ p (t) , pour tout t ∈ [0, T ],

donc (3.10) est vérifiée.

Nous considérons le problème suivante :

 u′(t)−Mu(t)−Nu(θ(t)) = δ(t), pour tout t ∈ [0, T ],

u(T ) = λ,
(3.11)

où λ ∈ R. Montrons que l’équation (3.11) a une solution unique u(t, λ) et la fonction

u(t, .) est continue sur R.

Soit l’opérateur A : C([0, T ],R)→ C([0, T ],R) définir par :

Au(t) = λ−
∫ T

t
[δ(s) +Mu(s) +Nu(θ(s))] ds pour tout t ∈ [0, T ].

Montrons que A admet un point fixe unique, il suffit de prouver que A est une

contraction.

En effet, soient x, y ∈ C([0, T ],R), on a pour tout t ∈ [0, T ],

|(Ax)(t)− (Ay)(t)| ≤
∫ T

0
[M |y(s)− x(s)|+N |x(θ(s))− y(θ(s))|] ds

≤ (M +N)T ‖x− y‖ .

Et par suite

‖Ax− Ay)‖ ≤ (M +N)T ‖x− y‖ .

Donc de (3.3) on peut déduire que A est une contraction et d’après le Théorème de
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Banach le problème (3.11) à une seule solution qui est le point fixe de A.

Soient u(t, λ1) et u(t, λ2) les solutions des problèmes suivantes

 u′(t)−Mu(t)−Nu(θ(t)) = δ(t), t ∈ [0, T ],

u(T ) = λi, i = 1, 2.

Alors,

u(t, λi) = λi −
∫ T

t
[δ(s)−Mu(s, λi)−Nu (θ(s), λi)] ds, i = 1, 2,

Par suite

max
t∈[0,T ]

|u(t, λ1)− u(t, λ2)| ≤ 1
1− (M +N)T |λ1 − λ2| .

D’autre part, montrons que

q(0) ≤ u(0, λ) ≤ p(0).

Pour tout λ ∈ [g(q(0)), g(p(0))], où u(t, λ) est une unique solution de (3.11) .

Soit m(t) = u(t, λ)− p(t). Supposons que u(0, λ) > p(0), alors

m(0) = u(0, λ)− p(0) > 0,

m(T ) = u(T, λ)− p(T ) ≤ u(T, λ)− g(p(0)) ≤ 0

et

m′(t)−Mm(t)−Nm(θ(t)) ≥ 0.

D’après le Théorème 3.2.1, on trouve que m(t) ≤ 0, pour tout t ∈ [0, T ], d’où la

contradiction.

Soit n(t) = q(t)− u(t, λ). Supposons que u(0, λ) < q(0), alors

n(0) > 0, n(T ) = q(T )− u(T, λ) ≤ g(q(0))− u(T, λ) ≤ 0,

et

n′(t)−Mn(t)−Nn(θ(t)) ≥ 0.

Par le Théorème 3.2.1, on obtient que n(t) ≤ 0, pour tout t ∈ [0, T ], d’où la contra-
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diction.

Soit P (λ) = g(u(0, λ))− λ, où u(t, λ) est une unique solution de (3.11). On a

P (g(q(0)))P (g(p(0))) ≤ 0.

Puisque P est continue sur R, alors il existe λ0 ∈ [g(q(0)), g(p(0))], tel que g(u(0, λ0)) =

λ0.

D’où u(., λ0) est une unique solution de (3.9).

3.4 Les sous-solutions et les sur-solutions

Théorème 3.4.1. [6]Supposons que

(H1) Les fonctions α, β sont sous et sur solution pour le problème aux limites (3.1)

respectivement, tel que

β(t) ≤ α(t), pour tout t ∈ [0, T ].

(H2) La fonction f est satisfaire

f(t, x, y)−f(t, x, y) ≤M(x−x)+N(y−y), pour

 β(t) ≤ x ≤ x ≤ α(t),

β(θ(t)) ≤ y ≤ y ≤ α(θ(t)),
, t ∈ [0, T ].

(3.12)

Alors il existe deux suites monotones (αn)n et (βn)n décroissante et croissante,

respectivement, sachant que α0 = α et β0 = β qui convergent uniforméments vers

les solutions du problème aux limites (3.1) dans [β, α].

Où

[β, α] =
{
u ∈ C1 ([0, T ],R) : β(t) ≤ x(t) ≤ α(t) pour tout t ∈ [0, T ]

}
.

Démonstration.
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Pour tout γ ∈ [β, α], considérons l’équation suivante :

 u′(t)−Mu(t)−N(θ(t)) = f(t, γ(t), γ(θ(t)))−Mγ(t)−Nγ(θ(t)), t ∈ [0, T ],

g(u(0)) = u(T ),
(3.13)

Puisque α et β sont sous et sur solution de (3.1), par l’hypothése (H2), on a

α′(t)−Mα(t)−Nα(θ(t)) ≤ f(t, α(t), α(θ(t)))−Mα(t)−Nα(θ(t)) + aα(t)

≤ f(t, γ(t), γ(θ(t)))−Mγ(t)−Nγ(θ(t)) + aα(t),

et

β′(t)−Mβ(t)−Nβ(θ(t)) ≥ f(t, β(t), β(θ(t)))−Mβ(t)−Nβ(θ(t))− bβ(t)

≤ f(t, γ(t), γ(θ(t)))−Mγ(t)−Nγ(θ(t))− bβ(t).

Donc α et β sont sous et sur solution de (3.13).

D’après le Théorème 3.3.1, on trouve que l’équation (3.13) admet une solution unique

u ∈ C1 ([0, T ],R).

On définit un opérateur T par : u = T γ , alors T est un opérateur de [β, α] à [β, α],

d’où α ≥ T α, T β ≥ β.

Ensuite, montrons que

si β ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ α, on a T µ1 ≤ T µ2.

Soit m = T µ1 − T µ2, alors par l’hypothése (H2) et (3.13) , on a

m′(t)−Mm(t)−Nm(θ(t)) = f(t, µ1(t), µ1(θ(t)))− f(t, µ2(t), µ2(θ(t)))

−M(µ1(t)− µ2(t))−N(µ1(θ(t))− µ2(θ(t)))

≥ 0.

Par le Théorème des accroissements finis, il existe ζ entre µ1(0) et µ2(0), tel que

m(T ) = µ1(T )− µ2(T ) = g(µ1(0))− g(µ2(0)) = g′(ζ)m(0),
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Par le Théorème 3.2.1, on a m(t) ≤ 0, pour tout t ∈ [0, T ], ce qui implique T µ1 ≤

T µ2, d’où T est croissant sur [β, α].

Définir les suites (αn)n∈N et (βn)n∈N par :

αn = T αn−1, βn = T βn−1 avec α0 = α, β0 = β pour n ∈ N.

Alors

β1 (t) ≤ β2 (t) ≤ ... ≤ βn (t) ≤ αn (t) ≤ ... ≤ α2 (t) ≤ α1 (t) , pour tout t ∈ [0, T ] .

Les fonctions αnβn ∈ C([0, T ],R) satisfait

 α′n(t)−Mαn(t)−Nαn(θ(t)) = f(t, αn−1(t), αn−1(θ(t)))−Mαn−1 −Nαn−1(θ(t)), t ∈ [0, T ] ,

g(αn(0)) = αn(T ),

et
 β′n(t)−Mβn(t)−Nβn(θ(t)) = f(t, βn−1(t), βn−1(θ(t)))−Mβn−1 −Nβn−1(θ(t)), t ∈ [0, T ],

g(βn(0)) = βn(T ).

Donc, il existe deux fonctions e, r ∈ C([0, T ],R), tel que

lim
n→∞

αn(t) = e(t), lim
n→∞

βn(t) = r(t) uniformément sur [0, T ] .

Donc e et r sont des solutions de (3.1) .

Finalement, nous pouvons que, si x ∈ [β, α] est une solution de (3.1), alors

r(t) ≤ x(t) ≤ e(t), pour tout t ∈ [0, T ] .

Puisque

β(t) ≤ x(t) ≤ α(t) et x = T x, pour tout t ∈ [0, T ] .

Comme l’application T est croissant sur [β, α], on obtient que

β1(t) ≤ x(t) ≤ α1(t), pour tout t ∈ [0, T ] .
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Par conséquent, on trouve

βn(t) ≤ x(t) ≤ αn(t), pour tout n ∈ N.

Lorsque n tend vers +∞, on obtient

r(t) ≤ x(t) ≤ e(t), pour tout t ∈ [0, T ] .

Exemple 3.4.1. On considère l’équation différentielle suivante :


x′ (t) = 1

10 (1 + x2(t)) + 2
5 sin x

(
t

10

)
, 0 ≤ t ≤ 1

4 ,1
2x(0)− 1

4 sin (x(0)) = x
(1

4

)
,

(3.14)

Ici,

T = 1
4 , f (t, x, y) = 1

10
(
1 + x2

)
+ 2

5 sin y, g (x) = 1
2x−

1
4 sin (x) , θ (t) = t

10 .

Alors

g (0) = 0 et g
′ (x) = 1

2 −
1
4 cos (x) .

Pour M = 1
5 , N = 2

5 , r = 1
4 , les conditions (3.2) et (3.3) sont satisfait.

Soit

α (t) = 0 et β (t) = −1, pour tout t ∈
[
0, 1

4

]
.

Alors α et β sont sous et sur solutions de (3.14).

D’autre part, on a la condition (3.12) est satisfait.

Alors par le Théorème 3.4.1 implique que l’équation (3.14) admet une solution x

telle que

−1 ≤ x (t) ≤ 0, pour tout t ∈
[
0, 1

4

]
.

Exemple 3.4.2. On considère l’équation différentielle suivante :


x′ (t) = 1

20 (3x(1− t)− x(t)) , 0 ≤ t ≤ 1,

x(0)− p = x(1),
(3.15)
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où p > 0 une constante.

Ici

T = 1, f (t, x, y) = 1
20 (3y − x) , g (x) = x− p, θ (t) = 1− t.

Pour M = 1
20 , N = 3

20 , r = 1, les conditions (3.2) et (3.3) sont satisfait.

Soit α ≡ 0 est une sous solution de (3.15). Supposons que β (t) = −20p, pour

t ∈ [0, 1] .

On a β(0)− p < β(1) et G(β(1))− β(0) = p, alors

β′ (t) = 0 > 3β(1− t)− β(t)
20 − (c′(t)−Mc(t)−N(θ(t)))(G(β(T ))− β(0)),

=
(
π

2 cos πt2 +Mc(t) +Nc(θ(t))− 2
)
p.

Donc β est une sur solution de (3.15).

Par le Théorème 3.4.1 implique que l’équation (3.15) admet une solution x telle que

−20p ≤ x (t) ≤ 0, pour tout t ∈ [0, 1] .
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Conclusion

L’idée c’était d’exploiter certaines propriétés afin de trouver la solution recher-

chée, plus précisément on a montrer que si on peut trouver une sous solution α et

une sur solution β d’un problème aux limites alors il existe une solution u entre α

et β dans les deux cas : α ≤ β, α ≥ β.
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Résume :

Dans ce travail, nous étudions l’existence des solutions pour un problème

aux limites non linéaire d’équation différentielle du premier ordre en utili-

sant la méthode de sous et sur solution et certaine théorèmes de point fixe

comme théorème de Leray Schauder et contraction de Banach.

Abstarct :

In this work, we study the existence of a solution for a nonlinear boundary

problem of first order differential equation using the method of upper and

lower solutions and some fixed point theorems like Larey Schauder theorem

and contraction of Banach.
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