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Introduction générale

Les équations différentielles jouent un réle important en mathématiques et plus
particulierement en dynamique de population ,en physique, en électronique, en élec-
trodynamique, en biomathématique, ....

Les résultats d’existence et unicité des solutions des équations différentielles
ordinaire (EDO) ont fait I'objet de plusieurs travaux de recherche .

Plusieurs auteurs ont travaillé sur les équations différentielles et leur différent
applications, on cite a titre d’exemple les auteurs : Euler, Cauchy, Jean-Pierre,.....

Il y a plusieurs méthodes pour résoudre divers problemes le plus souvent repré-
sentée par des (EDQO), nous citerons par exemple les méthodes Variationnelles, la
méthode du Degré Topologique, la méthode de Point Fixe, et la méthode de Sous
et Sur solutions.

Dans ce mémoire, en utilisant la méthode des sous et sur solutions pour étudier
I'existence des solutions du problemes aux limites non linéaires du premier ordre.

La méthode de sous et sur solution qui a été introduit par Picard en 1890 pour
I'équation aux dérivés partielles (EDP), en 1893 pour les équation différentielles
ordinaires qui a utilisé des itérations monotones pour la sur solution. C ’est le point

de départ d’utilisation de la sous et sur solution par les méthodes itératives.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres.
Le premier chapitre intitulé¢ "Préliminaires" est consacré aux définitions, Théo-

rémes et autre résultats auxiliaires utilisé dans ce mémoire.

Le deuxieme chapitre a pour étudier l'existence des solutions du probleme

aux limites pour les équations non linéaire du premier ordre par la méthode de sous



et sur solution, donnée par :

Ou f:[0,T] xR — R, g:R?— R des fonctions continues.

Ce probleéme a été présenté par D. Franco et al.[2].

Le troisieme chapitre, en utilisant la méthode de sous et sur solution pour
I’existence des solution de probléeme aux limites non linéaire dans 1’ordre inverse, on

considere le probleme suivant :

u'(t) = f{tut), u(0),  t€l0,T],
9(u(0)) = u(T).

OuT>0et felC(([0,T] x R:R)), 6 € C([0,T],]0,T]), g € CL(R,R).

Ce chapitre est basé sur les travaux de W.Wang et al.[0].

Mots clé :

Equations différentielles ordinaires, Probléemes aux limites, sous-solutions, sur-solutions,

Points fixes.



Notation générale

R
R+

RY

I

Q

([0, T],R)
Co([0, 7], R)
c([0,7],R)
C(X,Y)

: ensemble des nombres réels.

. ensemble des nombres réels positifs.

: espace euclidien de dimension n

: norme

: fermeture de €2

: espace des fonctions continues sur [0, 77, avec T' > 0.

: I'espace des fonctions continues sur [0, 7] qui nuls au point 0.
. espace des fonctions dérivables jusqu’a 'ordre n.

. espace des applications linéaires continues de X dans Y .

: fonction réciproque de f.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions, notions et résultats d’ana-
lyse fonctionnelle(espaces, opérateurs,...) et quelques théoremes de point fixe qui

nous seront utiles dans les autres chapitres.

1.1 Espaces vectoriels normé

Cette section est consacrée a quelques définitions sur les espaces vectoriels normé.

On considere un K-espace vectoriel F avec K =R ou K = C.

Définition 1.1.1 (Espace normé). Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle
une norme sur E tout application N : E — R* telle que
(1) N(z)=0< 2z =0.
(i7) YVx € E,VNA € K: N (A\x) = |A| N (2) .
(1ii) Y,y € E: N(z+vy) < N(z)+ N (y).
Une norme est généralement notée ||.|| et la couple (E, ||.||) est dit espace vectoriel

norme.

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé un espace vectoriel normé.

Exemple 1.1.1. On définit une norme sur ’espace vectoriel C ([0, T],R) de la ma-

niérer suivantes

[flle = sup [f ()]

z€[a,b]



Définition 1.1.2 (Suites convergentes). (E.||.||) un espace vectoriel normé. On dit

qu’une suite (Ty,), oy d’éléments de E converge dans E s’il existe x € E telle que

i, — 2l = 0.

c’est-a-dire pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

n>mng implique ||z, —z| <e.

On écrit alors x,, — x ou lim x, = x.
n—-+o0o

Une suite (xn,), oy diverge si elle ne converge pas.

Définition 1.1.3 (Suitede Cauchy). Soit (E.||.||) un espace vectoriel normé. On dit
qu’une suite (xy), oy d’€léments de E est une suite de Cauchy si, pour tout € > 0,

il existe ng € N tel que

m,n >mng implique ||z, — x| <e.
Définition 1.1.4 (Espaces de Banach). Un espace vectoriel normé (E,||.||) est ap-
pelé espace de Banach , si tout suit de Cauchy converge dans E.

Exemple 1.1.2. L’espace C([0,T],R) muni de la norme ||.||o est espace de Banach.

Remarque 1.1.1.

i) Uespace Co([0,T],R) = {f € C([0,1],R) : f(0) = 0} est un sous espace fermé
dans C([0,T],R).

i1) lespace Cy([0,T],R) est espace de Banach.

iti) On a C([0,T],R) =Co([0,T],R) ® R.

Lemme 1.1.1 (Produit de deux espaces). Soient (E,||.||g) et ((F,|.|r) des K-
espaces vectoriels normeés.

Pour (z,y) € E X F, on pose

N(z,y) = max {|[z[g, [yl o} -

Alors, N est une norme sur E x F.



Proposition 1.1.1. Soient (E,||.|g)et (F,|.|r) deuz espaces vectoriels normés.
Soit F : E — F une application linéaire. Les propositions suivantes sont équiva-

lentes.

i) L’application F est continue sur E.
i1) L’application est F est continue en 0.

iti) Il existe M > 0, telle que || F (x)||z < M ||z||z, pour tout x € E.

1.2 Introduction a I’Analyse Fonctionnelle

Dans la suite (E, ||.||z) et (F,]|.||) désignent des espaces de Banach.
Définition 1.2.1. On dit qu’une partie A de (E,|.||z) est bornée s’il existe une
boule fermée B (a,r) telle que A C B (a,r) i.e.

Ir >0, da € F, A C B(a,r).
Ou
Ir >0, A C B(0,r).

Définition 1.2.2. Soit F : (E,||.||z) — (F.|.||p) une application. On dit que F
est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F' i.e.

F (bornée) est bornée.
Remarque 1.2.1. Soit F : (E,||.||g) — (F,||.|lp) une application bornée, i.e, pour
tout € > 0, il existe 6 > 0, tel que

pour tout v € E: ||z||z < ¢ implique | F (x)||p < 0.

Définition 1.2.3. Soient a € E et F : (E,|.||z) = (F [.|lg). On dit que F est
continue au point a si et seulement si, pour tout € > 0, il existe d > 0, pour x € F,
on a

|z —allp<d implique |F (z) = F (a)]| <e.

Définition 1.2.4. On dit que F : (E,|.||z) — (F\|.||z) est k—lipschitzienne si,



pour tout x,y € E, on a

IF (@) = F @llp < kllz =yl

Lorsque k < 1, on dira que F est contractante.

Proposition 1.2.1. Une application F : (E, ||.||g) — (F,|.]|5) est continue au point
x, si et seulement si pour tout suite (x,,), converge vers x dans E, alors (F (z,,)),

converge vers F (x) dans F.

Définition 1.2.5. Soit E un espace vectoriel sur R. Un ensemble M C E est dit

convere St
Yu,v € M, VA e [0,1], on a A+ (1 —XNv e M.

Définition 1.2.6. Un ensemble M est relativement compact si M est compact.

Définition 1.2.7. Soient (E, ||.|| ), (F, ||| ) deux espaces de Banach. L application
F(E | \g) = (EF Il p) est dite compacte si :

i) F est continue sur E.

it) F(E) est relativement compact dans F.

Définition 1.2.8. Soient (I, ||.||z) et (F,|.||p) deuz espaces de Banach. L’ applica-

tion F : (E,|.llg) = (F,||.lz) est dite complétement continue si :

i) F est continue sur E.

it) Pour tout sous-ensemble borné A de E, implique que F(A) est relativement com-

pacte dans F.

1.3 Théoremes du point fixe

Définition 1.3.1. Soit F : (E,|.||zp) — (F.].|lz) une application. Un élément
xo de E est dit point fixe de F si :

FZL‘O = Xp.



Théoréme d’Arzéla-Ascoli

Définition 1.3.2 (Equicontinuité). Soit (E, ||.||z), (F,||.||z) espaces normés et H
une partie de C (E, F). On dira que H est équicontinue en xqy si pour tout € > 0, il

existe n > 0, tel que

Ve e B, |z —xollz<n implique I f(x) = f(zo)|lp <€, VfeEH.

On dira que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de E.
Remarque 1.3.1. Le point important, n ne dépend pas de f.

Théoréme 1.3.1 (Arzéla-Ascoli). [7/Soit K un sous-ensemble compact dans E et
(F,||.ll z) un espace de Banach. Soit H une partie de C (K, F). Alors, H est rela-
tivement compacte dans C (K, F) si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées :

i) H est équicontinue

it) Ve € K, H, = {f (z) : f € H} est relativement compacte dans F'.

Théoreme du point fixe de type Leray Schauder

Le théoreme du point fixe de Schauder affirme qu'une application continue sur

un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théoréme 1.3.2 (Schauder). [/] Soit M un sous-ensemble de E fermé et convexe
et F : M — M une application continue telle que F (M) est relativement compact.
Alors F posséde un point fixe.

Plus généralement, si M est un compact convexe alors toute fonction continue de

M sur M possede un point fixe.

Théoreme du point fixe de Banach

Théoréme 1.3.3 (Principe de contraction de Banach). [1] Soit (E, || . ||g) un espace

de Banach et F : E — E une contraction, s’il existe 0 < k < 1, tel que :

Vyy € B, 1F () = Flu)llg < Kl — el



alors Uopérateur F admet un point fize unique x € E.
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Chapitre 2

Théoremes d’existence pour les
probléemes aux limites non

linéaires du premier ordre

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’existence des solutions de 1’équation
non linéaire en utilisant la méthode de sous et sur solution, on considére le probleme

suivant :

u'(t) = f(t,u(t)), t€0,7]. (2.1)
Avec T > 0. Satisfaisant la condition :

g(u(0),u(T)) = 0. (2.2)

Ou f:]0,T] xR — R et g:R*— R sont des fonctions continues.

Remarque 2.1.1.

i) Sig(z,y) =x —c, avec c € R, la condition initiale (2.2) est devient

u(0) = c. (2.3)

11



it) Sig(x,y) =x—y, la condition initiale (2.2) est devient la condition périodique :
u(0) = u(7T). (2.4)

it1) Sig(x,y) =+ vy, la condition initiale (2.2) est devient la condition antipério-
diques

u(0) = —u(T). (2.5)

Définition 2.1.1. [2/Nous disons qu’une fonction a € C*([0,T],R) est une sous-

solution de l’équation (2.1) si :
o (t) < f(t, alt)), pour tout t € [0,T].
Et nous disons que 3 € C'([0,T],R) est une sur-solution de (2.1) si :

p(t) > f(t,B()), pour tout t € [0,T].

Avec

at) < B(t), pour tout t € [0,T].

ou .

Bt) < aft), pour tout t € [0,T].

Notation 2.1.1. Pour u,v € C([0,T],R), tel que
u(t) <wl(t), pour tout t € [0,T].

On définit [’ensemble :

[u,v] ={w € C([0,T],R) : u(t) < w(t) <wv(t), pour tout t € [0,T]}.

12



2.2 Lemmes fondamentaux

Remarque 2.2.1. L’espaces Co([0,T],R) xR est un espace de Banach pour la norme
de produit de deux espaces, i.e, pour tout (u,\) € Co([0,T],R) x R, on a

I, M| = max {flull » [Al} -

Lemme 2.2.1. [?]Soient \,a et b sont des constants réels. L’opérateur suivant L :

C([0,T],R) — Co([0,T],R) x R défini par :
[Lul(t) = ( —u(0) + )\/ s)ds, au(0) + bu(T)) , pour tout t € [0,T].

est continue.

Démonstration.
Il est claire que I'application L est linéaire. En appliquons la condition (iiz) de la

proposition 1.1.1 pour montre la continuité. On a

) —u(0 +>\/

< (24 A T) |lull,, , pour tout t € [0,T7.

Et
|au(0) + bu(T)| < (laf + [b]) [[ull
Alors
[Lul] = max ((2+ A T) [Jull , (la] + [0]) [ull)
= max {2+ AT, |a] +[b]} [Jull
d’ot M = max {2+ AT, |a| + |b|}.Par conséquent L est continue. O

Lemme 2.2.2. [2]Sia+be ' £ 0, alors l'opérateur L est inversible, et son inverse

est

L7l = e A+ () = A [ X Dy(s)ds

Avec
RE bA/ s)ds — by(T)

a -+ be—)‘T

13



Démonstration.

Etape 1 : (L est injective).

Comme L est application linéaire, il suffit de montrer que ker L = {u € C([0, T],R) :
Lu =0} = {0}. En effet

) —u(0 —i—)\/ s)ds = 0, pour tout ¢t € [0,T],
()+bu(

Lu=0« (P):

La solution a ce probleme est équivalent

W' (t) = —Au(t), pour tout t € (0,7),
au(0) + bu(T) = 0.

Alors la solution de (2.6) est donnée par :
u(t) = ce ™, pour tout ¢ € [0, 7.
Avec ¢ € R, d’autre part, on a
0=au(0) +bu(T) = c (a + be_)‘T) :

Comme a + be=" £ 0, alors ¢ = 0, donc la solution est nulle.
Par conséquent L est injective.

Etape 2 :(L est surjective).

Pour montrer que L est surjective, il suffit de montrer, pour tout (y,y) € Co([0, 7], R) x
R, l’éqution Lu = (y,~y) admet au moin une solution dans C([0, 7], R). En effet, soit
u* :[0,7] — R défini par :

t
u (t) = e MA +y(t) — )\/ e M=y (5)ds, pour tout ¢ € [0, 7.
0

Maintenent, montrons que Lu* = (y,7). Puisque y € Co([0,T],R), alors y (0) = 0,
donc

u (0) = A+ y(0) = A. (2.7)

14



Part intégration par partie, on trouve

A /Ot u'(s)ds = A (1 - e_’\t> + A /Ot y(s)ds — \? /Ot e </OS e”y(7)d7> ds
= A (1 - e‘”) + AN /Ot eNy(T)dr

t
= A—Ae M4 ) / e~ M=)y (1) dr, (2.8)
0
D’autre part, on a
T
au(0) +bu(T) = A (a + be_AT) +by(T) — b)\/ e M=)y (s)ds = 7. (2.9)
0

Par (2.7), (2.8) et (2.9), on obtient Lu* = (y,7), d’ou L est surjective.
Etape 3 : (L est continue).
En effet, pour tout ¢ € [0, 7], on a

L7 ) ()| =

< [A[+ @+ AT) [yl

ol 1
T la4be AT Ja+ be |

¢
Ae ™ 4 y(t) — /\/ e M=)y (5)ds
0

T
i [ 9y s)s - by<T>| ATyl

<G+ Collylls -

Avec
C ! t C 1 +1)(1+|AT)
= e = — .
P a4 be T 27 \Ja + be ]
Ainsi,
117w < ahl+Calyla
< (Cr+ Cy)max (1], [yl
= (C1+ ) [(y, -
Ce qui nous convainc de la continuité de L. O

15



2.3 Les sous-solutions et les sur-solutions

Définition 2.3.1. [2/S"il existe a sous-solution et B sur-solution de (2.1). pour tout

A > 0, on définit le probléeme modifié suivant

{ w'(t) + du(t) = F*(t,u(t),  pourtout t € [0,T], (2.10)

u(0) = g*(u(0), u(T)).

f(&B() +AB(1), sipt) <wu,
F*(t,u) = f(t,u) + I, si at) < u < B(t),
flt, at)) + a(t), siu>at),
9" (x,y) ==p(0,2) —g(p(0,2),p(T,y)),  pour tout x,y € R,
et

p(t, ) = max {a(t), min{z, B(t)}}, pour tout x,y € R.

Définition 2.3.2. [2/S"il eziste a sous-solution et [ sur-solution de (2.1). Définis-
sons lopérateur Ny : C([0,T],R) — Co([0,T],R) par :

[N1u](t) = /Ot F*(s,u(s))ds, pour toutt € [0,T)].

Proposition 2.3.1. S’il existe a sous-solution et 3 sur-solution de (2.1). L’opéra-

teur Ny : C([0,T],R) — Co([0,T],R) est compact.

Démonstration.
Montrons tout d’abord la continuité de 'opérateur.
Soit (un)nen une suite C([0, 7], R) convergeant vers u dans C([0, 7], R).

D’autre part, on a :

0, si B(s) < u, B(s) < up, ou as) > u,a(s) >u
f(syun) — f(t,u) + AMu, — u), si as) <u < B(s) et als) < u, < B(s),
= 3 f(su) = £, () + A — B()), 51 als) < un < B(s) et Bs) <
f(s,un) — f(s,a(s)) + AMu, — als)), si a(s) <wu, < B(s) et u < afs),
f(s,8(s)) = f(s,a(s)) + A(B(s) — afs)), siB(s) < un et als) >u

n’



Alors, pour tout s € [0,7], on a
[ (s, un(s)) = F7(s,u(s))] < |f(s,un(s)) — f(s,uls))] + Alun(s) —u(s)|.  (2.11)

Puisque (uy),, oy converge vers u dans C([0,T],R), alors (u,), .y est borné, c’est-a-

dire, il existe r > 0, tel que
|un|| <, pour tout n € N.

Ainsi, f est uniformément continue sur [0,7] x [—r,7]. Alors, pour tout £ > 0, il

£
existe une 0 < 6 < N tel que pour tous tq,ts € [0,T] et uy,uy € [—r, 7], on a

L £
[th —ta| <0, |ur —us| <& implique |f(t1,u1) — f(t2, u2)| < o7 (2.12)
Par la définition de la converge de suite dans C([0, T],R), il existe ny € N, pour tout

n > ng, on

[un () — u(t)] <o, pour tout ¢ € [0, 7. (2.13)

Par (2.11), (2.12) et (2.13), on trouve

[F7 (5, un(s)) — (s, u(s))| <

Sl o

Alors, pour tout ¢t € [0,7], on a

|m%m—Mmm=M%ﬂwmm@—KWQmm@
< [ 1B s un(s)) = (s, u(s) | ds

T
< [ sy ua(s)) = P (s, u(s)) ds < e
0
Par conséquent,
pour tout n > 0 : || Nyu, — Nqul| < e.

On conclure que :

lim ||Nyu, — Nqul|| =0,
n—oo

D’ou la continuité de Nj.
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Montrons que N; envoie touts ensembles bornés en ensemble uniformément borné
dans C([0, T], R).

En effet il suffit de montrer pour tout r > 0, il existe une constante positive M > 0,
tel que pour tout u € B(0,r) = {u € C([0,T],R) : ||ull,, <7}, on obtient ||Nyul <
M.

Par définition de F™*, on a

|f(t B+ AlBR)], siB(t) <u,
|F*(t,u)| < S £t u)] 4+ Nul, si o) < u < B(t), (2.14)
|f(t, a()| + Na(t)], siu<alt).

Comme 3, € C}([0,T],R), alors il existe C' € R, tel que
—C<p)<C et —C<a(t)<C, pourtoutte|0,T].

Ainsi, [0,T] x [-C,C] est un ensemble compact et f étant continue sur [0,7] X

[—C, C], nous pouvons déduire I'existence d’une constante A > 0, telle que
|f(t,u)| < A, pour tout (t,u) € [0,T] x [-C,C]. (2.15)

Par (2.14) and (2.15), nous avons

|F*(t,u)| < A+ XC,  pour tout ¢t € [0,T]. (2.16)
Donc
T T
|Nyu(t)| = / F*(s,u(s))ds| < / |F*(s,u(s))|ds
0 0
<T(A+)XCO).

dolt | Nyu| < T (A + \C) == M.

L’opérateur IV, envoie tout ensembles bornés en ensemble équicontinue de C([0, 7, R).

En effet ,il suffit de montrer pour tout r» > 0, N1(B(0,7)) = {Niu : ||ul|, <7} est

équicontinue.
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Soient t1,t5 € [0,7], on a

[Nra(tr) - Nru(ta)] = | [ " P (s, us))ds — /  F(s, uls))ds
_ /tQF*(s,u(s))ds

t1

< / F*(s, u(s))| ds

Comme ||u||,, < r, alors par (2.16), nous avons

Nuu(ts) = Nru(ta)| <[ [ 1 (5, u(s)) ds

< (A+XCO) |ty — to

= k|t — ta].

Avec k = A + AC. Alors les fonctions de N;(B(0,7)) sont k-lipschitzienne. Donc,

I'ensemble Ny (B(0,7)) est équicontinue.

Par le Théoreme d’Arzelé-Ascolie, on obtient que 'ensemble Ny (B(0,7)) est relati-

vement compacte. Ainsi, Ny : C([0,T],R) — Cy([0, T],R) est compacte. O
Définition 2.3.3. [2/Sil existe a sous-solution et B sur-solutions de (2.1). Définis-
sons l'opérateur Ny : C([0,T],R) — R par :

Nou = g"(u(0) — u(T)).

Remarque 2.3.1. Soit (x,),.y une suite converge vers x dans R et soity € R, on

a
i) la suite min (z,,y) converge vers min (x,y) dans R.

i) la suite max (x,,y) converge vers max (z,y) dans R.

Proposition 2.3.2. [2/S’il existe a sous-solution et 5 sur-solutions de (2.1). L’opé-

rateur Ny : C([0,T],R) — R est compact.

Démonstration.
Etape 1: (N, est continue).
Soit (un)nen une suite C([0,T],R) convergent vers u dans C([0,T],R).
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En déduire que u,(0) — u(0) et u,(T") — u(T") dans R.

Par la remarque prétendent, on obtient

Tim p(0, ua(0)) = Jim max{a(0), min{un(0), 50)}} = p(0. (), (217)
et

T p(T, (7)) = Jim max{a(T), min{un (T), B(T)}} = (T ul(T))
Alors

lim (p(0, un(0)), (T, un(T))) = (p(0,u(0)), p(T, w(T))) -

n—oo

Par I'hypothése, on a ¢ étant fonction continue sur R?, alors

lim g(p(0, un(0)), p(T', un(T))) = g(p(0,u(0)), p(T’, u(T))). (2.18)

n—oo

Par (2.17) et (2.18), nous avons

lim g*(un(0), un(T)) = lim_ [p(0,un(0)) = g(p(0, un(0)), p(T, un(T)))]

n—oo n—oo

= g (w(0),u(T)).

Cest-a-dire (Nauy,), oy converge vers (Nu) dans R. D’oti la continuité de Ns.
D’autre part, comme I'image de I'opérateur Ny dans R et Ny continue, alors Ny est

compact. O

Définition 2.3.4. [2]Sil existe o sous-solution et [ sur-solution de (2.1). Définis-
sons lopérateur N : C([0,T],R) — Co([0,T],R) x R par :

[Nu] (t) = ([Nvu] (1), Nus)
Corollaire 2.3.1. [2]S"il existe a sous-solution et B sur-solution de (2.1). L’opéra-

teur N : C([0,T],R) — Co([0,T],R) x R est compact.

Démonstration.

Par les proposition 2.3.1 et 2.3.2, en déduire que L’opérateur N est compact. O

Théoréme 2.3.1. [2[S’il existe o sous-solution et [ sur-solution de (2.1) — (2.2).

Supposons que
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(Hy) Les fonctions ho(x) = g((0),z) et hg(x) = g(B(0),x) sont monotones sur
[(T), B(T)].
(Hz) max {g(c(0), (T)), g((0), 5(T))} <0 < min {g(53(0), 5(T)), 9(5(0), (T))} -

Alors le probléeme (2.1)-(2.2) posséde une solution u € [a, f3].

Démonstration.
Si le probleme (2.10) admet une solution u € [a, ], alors u est une solution de
(2.1) — (2.2).

Car, si u est solution de (2.10), telle que u € [«, 5], alors
F*(t,u(t)) = f(t,u(t)) + Mu(t), pour tout ¢ € [0,7],

donc

u'(t) = f(t,u(t)),  pour tout t € [0,7T],

Comme u € [a, f], alors a (0) < u (0) < F(0) et «(T) <u(T) < p(T), nous avons
p(0,u(0)) = w(0) et p(T,u(T)) =u(T),

donc

9" (u(0),u(T)) = p(0,u(0)) = g(p(0,u(0)), p(T, u(T)))
= u(0) =g (u(0),u(T)). (2.19)

Ce qui montre que u est une solution de (2.1) — (2.2).

Soit 'opérateur L : C([0,T],R)—Co([0, T],R) x R défini par :
[Lul(t) = (u(t) —u(0) + A/Otu(s)ds,u(0)> , pour tout t € [0,7].

D’apres le lemme 2.2.2, avec a = 1 et b = 0, en déduire que L~! existe et continue.

Comme lopérateur N est compact, alors L™t o N : C([0,T],R) — C([0,T],R) est
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continue et compact.
Ainsi, par le Théoréme de point fixe de Schauder, L~! o N admet un point fixe.

C’est-a-dire, il existe au mois u € C([0,7],R), tel que

/Ot F*(s,u(s))ds = u(t) — u(0) + )\/Otu(s)ds, pour tout ¢ € [0, 7],

Nu=Lu <+ {
9" (u(0), w(T)) = u(0).

Par dérivation, on trouver le probleme (2.10).

Il reste a montrer que u € [«, ], c’est-a-dire
a(t) <u(t) < B(), pour tout ¢ € [0, 7.

Montrons que u(t) — 5(t) < 0,pour tout ¢ € [0,7T]. Supposons 'inverse, c¢’est-a-dire
t* € 10,71, tel que u(t*) — B(t*) > 0, alors il existe un so € [0, 7], tel quel
u(so) — B (s0) = max (u(t) — B (t)) > 0.

te[0,7)

On considérer trois cas :

Si so € (0,77, alors il existe 7 € (0, s9) tel que :
0 <wu(t)— B(t) < ulsg) — B(so), pour tout t € [7, So].
Alors

B(so) — B(7)

IN
=
o»
2
|
=
2
I
S—
IS
@
IS8
)

IN

Cela donne une contradiction.
Si sop = 0 et hg est décroissant

Alors 0 < u(0) — 5(0), par 'hypothese (Hz), nous obtenons que :



D’autre part, nous avons :

u(0) = g"(u(0),u(T))

A
=
=
|
=N
=
=
=
3
A
=
N/

Ceci contredit 0 < u(0) — 5(0).
Si s9 = 0 et hg est croissant.

Alors 0 < u(0) — 5(0), par 'hypotheése (Hs), nous obtenons que :

Donc,

IA
=
=
|
=
=S
=/
2
3
IA
=

Ceci contredit 0 < u(0) — 5(0).
Par conséquent, u(t) < 5(t), pour tout ¢ € [0, 7.

De méme, montrer que « (t) < u (t), pour tout t € [0, T]. O

Corollaire 2.3.2. S’il existe a sous-solution et 3 sur-solutions de (2.1) — (2.3), tel
que

a(0) <up < 3(0). (2.20)

Alors le probleme (2.1)-(2.3) posséde une solution u € [« f3].

Corollaire 2.3.3. S’il existe a sous-solution et 3 sur-solutions de (2.1) — (2.4), tel
que

B(0) > B(T) et «a(0) > «T).

Alors le probleme (2.1)-(2.4) posséde une solution u € [« f3].

Exemple 2.3.1. On considere I’équation différentielle suivante :

W =u?+ (2 —t)u—t3, pour tout t € [0, 1],
{ (= tu—tp 0.1 o)

u(0) = 1.
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Ici f(t,u) :=u*+ (t* — t)u —t® est continue sur [0,1] xR et g (xv,y) =z —1 est

continue sur R?. Soit
a(t)=t et B(t)=2—1t% pourtouttec|0,1].

Pour tout t € [0,1], on a

’

ft,a@®)=0, o (t)=1, ftB{H)=4—20—2> et [ (t)=—2L

Donc « est une sous-solution et [ est une sur-solution de (2.21). Comme la condi-
tion (2.20) est vérifiée. Le Corollaire 2.5.2 implique que [’équation (2.21) admet une

solution u telle que
t<u(t)<2—1t*,  pourtoutt e |0,1].
Exemple 2.3.2. On considére I’équation différentielle suivante :

v = —u® +tu, pour tout t € [0, 1],
u(0) = u(1).

(2.22)

Iei T =1, f(t,u) = —u® + tu, est continue sur [0,1] x R et g(z,y) = v —y est

continue sur R?. Soit

a(t)=t et B(t)=1, pour tout t € [0,1].

Pour tout t € [0,1], on a

L’hypothése (Hy) du Théoréme 2.3.1 est vérifiée.

Alors par le Théoréme 2.5.1 implique que ’équation (2.21) admet une solution u
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telle que

tgu(t) <1, pour tout t € [O, 1].
Théoréme 2.3.2. S'il existe o sous-solution et B sur-solution de (2.1) — (2.2).
Supposons que
(Hy) Les fonctions ha(z) = g(z,a(T)) et hg(z) = g(x, B(T)) sont monotones sur
[6(0), a(0)].
(Hz) max {g(a(0),(T)),g(a(0), 3(T))} <0 < min{g(5(0), 5(T)), g(5(0), «(T))} .
Alors le probléme (2.1) — (2.2) posséde une solution u € [B, .

Démonstration.

Pour tout A > 0, considérons le probleme modifié suivant

{ u'(t) — Mu(t) = F*(t,u(t)), pour tout t € [0,T], (2.23)
u(0) = g*(u(0), u(T)).
ol
F*(t,u) = f(t,u) — \u, sia(t) <u < B(t),
ft,at)) — Aa(t), siu> alt),

9" (z,y) == p(T,x) — g(p(0,z),p(T,y)),  pour tout z,y € R,
et

p(t,z) = max {f(t), min {z, a(t)}}, pour tout z,y € R.
Maintenant la preuve est analogue a la preuve du Théoreme 2.3.1. O

Corollaire 2.3.4. S’il existe a sous-solution et 3 sur-solutions de (2.1) — (2.3), tel
que

B(0) <up < al(0). (2.24)
Alors le probléme (2.1)-(2.3) posséde une solution u € [, a].

Corollaire 2.3.5. S’il existe a sous-solution et 3 sur-solutions de (2.1) — (2.4), tel
que

a(0) < B(T) et B(0) > B(T).

Alors le probleme (2.1)-(2.4) posséde une solution u € [« f3].

25



Chapitre 3

Théoremes d’existence pour les
probléemes aux limites non

linéaires a retard du premier ordre

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’existence d’une solution de probleme

aux limite pour I’équation différentielle suivante :

{ w(t) = f(tult),u(d(t),  te01], (3.1)

9(u(0)) = u(T).
Ou T > 0, on impose les conditions suivantes :
(Cl) f € C([OvT] X RQaR)> 0 € C([()?T] ) [OaT])

(Cy) g € CHR,R), avec g(0) < 0. Il existe des constantes M >0, N >0, r > 0, tel

que :

T
rég/(t)<<1+N / eMW‘”dt) M, pour tout t € [0,7],  (3.2)
J0

r
M+ NT < )
(M+N) “ 14

(3.3)

Ils ont introduit un nouveau concept de sous et sur solutions et ont obtenu un

résultat d’existence de solutions extrémes en présence d’une sous-solution « et d’une
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sur solution § avec la condition classique a < 3 sur [0,7] .

3.2 Lemmes fondamentaux

Remarque 3.2.1. Par (3.2), on conclut que g est strictement croissante sur R,
donc l'inverse de g existe.

On note G l'inverse de g.
Pour la simplification, on note

t
c(t) :==1—sin <;TT) : pour tout ¢ € [0,7].

Définition 3.2.1. [0/Les fonctions o, 3 € C([0,T],R) sont appelées sous-solution

et sur-solution de l’équation (3.1) si
o/() < f(talt), a(d() + aalt),  te[0,T].

B'(t) = f(t, 5(1), B(B(1)) — bs(t), €0, T].

O
au){a si g(0(0)) < a(T),
(¢(1) = Me(t) = Ne(0(1)(a(0) ~ Gla(T)). si g(a(0)) > a(T).
bﬂﬂ3{07 si 9(B(0)) = B(D)
(¢(1) = Me(t) = Ne(0(n)(B(T) = G(BO). s g(3(0)) < AT),

Théoréme 3.2.1. [6/Supposons que u € C*([0,T],R), tel que

{ d(t) > Mu(t) + Nu(0(t)),  te0,T],
9(u(0)) = u(T).

Alors
u(t) <0, pour tout t € [0,T7].

Démonstration.

Supposons l'inverse, c¢’est-a-dire, il existe t* € [0, T}, tel que u (t*) > 0.
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Nous considérons deux cas.

1°" cas : Si u(t) > 0 pour tout t € [0,7]. On pose
x(t) = e Mu(t), pour tout t € [0,77]. (3.4)
Alors z(t) > 0, pour tout t € [0, T]. D’autre part, pour tout ¢ € [0,7], on a

g (t) = —Me ™ Mu(t) + e My (t)

= Ne Mayu(0(t)) >0, (3.5)

donc, la fonction z est croissant sur [0, T]. Par (3.4) et (3.5), on trouve

/

z (1) > Ne Mu(0(t)) = NeMOOD 3 (0(1)), pour tout ¢ € [0,7]. (3.6)

g(z(0)) > M2(T). (3.7)

Comme 6 (t) > 0, pour [0,7] et x est croissant sur [0, 77, alors z(0(t)) > x (0), pour
[0,7]. Par (3.6), on a

z (t) > NeMOO=Yg(0), pour tout t € [0,T].

En intégrant la derniere inégalité entre 0 a ¢, on obtient

t
2(t) > 2 (0)+ Nz (0) / M O)=5) g
0

Y]

(145 t M5 ) 2 (0) (3.8)

Par (3.7) et (3.8), on a

(1 + N/OT eM(e(s)_S)d:s) eMT2(0) < 2(T)eM” < g (2 (0)).

Par le Théoreme des accroissements finis, on a
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ou ¢ € (0,2 (0)). Par conséquent

(1 - N/OT 6M(9(t)_t)dt> eMT1(0) < ¢'(€)z(0).

Par 'hypothese (3.2) implique que x (0) = 0.
Puisque 0 < z(T) < e MTg(x(0)) <0, alors = (T) = 0.

Comme la x est croissant sur [0, 77, alors

r(0)<z(t) <z(T), pour tout ¢ € [0,7].

Alors x(t) = 0 sur [0, 7. Ainsi u(t) = 0 sur [0,7].

28me cas : Il existe t1,ty € [0, 7], tel que
u(ty) >0 et u(ty) < 0.

On pose

u(ty) = tg[lo{r%]u(t) ==\

alors A > 0. Pour tout ¢t € [0,7], on a

Vv

u'(t) Mu(t) + Nu(6(t))

> —A(M+N).

En intégrant la derniere inégalité entre 0 a ¢;, on obtient

ce qui donne

uw(0) < MM+ N)ty+u(ty)

< AMA+N)T - A

Sity =0, alors u(0) < =X+ A(M + N)T.
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Si tg > 0, par le Théoreme des accroissements finis, il existe ¢, € [0, ty], tel que

uw(0) = wu(to) —u'(t)to

< =X+ XM+ N)T.

Par le Théoréeme des accroissements finis, il existe t* € [t1, T, tel que :

u(T) = ulty) +u' (t)(T —t)

> —\M + N)T.

Par conséquent

“A+HAM+N)T > u(0))

Et

A+ MM +N)T > G(=ANM + N)T)
— G(0) = G'(p)MM + N)T.

Par le Théoreme des accroissements finis, il existe p € (—=A(M + N)T,0), tel que

G(=AM + N)T) = G(0) — G'(p)A\(M + N)T,

Comme G(0) > 0et 0 < G'(t) <

S|
Q

A+ MM +NT > G0) - G (p)AM + N)T
A(M + N)T

r

v

C’est-a-dire

r[=A+ MM + N)T] > —\(M + N)T.
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Donc

(M +N)T >

-
r+1’
d’ou la contradiction.

Corollaire 3.2.1. [0] Suppose que u € C*([0,T],R), tel que

{ w'(t) = Mu(t) + Nu(6(t)) — (¢'(t) = Me(t) = Ne(0()))(G(u(T)) = u(0)),

9(u(0)) < u(T).

Alors
u(t) <0, pour tout t € [0,T].

Démonstration.
Soit
y(t) = u(t) + c(t)(G(u(T)) — u(0)), pour tout ¢ € [0, 7.

Comme u(7T") > g(u(0)), alors

Gu(T) = G (9(u(0) = u(0),

donc

et

D’autre part, on a

y'(t) — My(t) — Ny(0(t)) = w'(t) — Mu(t) — Nu(6(t))

+[¢(t) = Me(t) = Ne(0(1) (G (u(T)) — u(0))

Donc
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Par le Théoreme 3.2.1, on obtient que
y(t) <0, pour tout ¢ € [0,77,
ce qui implique

u(t) < e(t) (u(0) — G(u(T)))) <0, pour tout ¢ € [0, 7.

3.3 Problemes aux limites pour les équations dif-
férentielles linéaires

Considérons le probleme aux limites pour I'équation différentielle linéaire :

W () — Mu(t) — Nu(0(t)) = 6(t),  te0,T).
9(u(0)) = u(T).

(3.9)

Ou § € ¢([0, T, R).

Théoréme 3.3.1. [0]Supposer qu’il existe o, B € C*([0,T],R) qui sont sous et sur
solution de (3.9), tel que

B(t) <alt), pour tout t € [0,T].

Alors le probleme (3.9) posséde une solution unique u € 3, a].

Démonstration.
Montrons que ’équation (3.9) admet une solution unique.
Supposons que u; et uy deux solutions de (3.9).

On pose v = uy — us, alors

V(t) — Mo(t) — No(0(t)) =0,  tel0,T].
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Par le Théoreme 3.2.1, il exite 7 entre u;(0) et ug (0), tel que

o(T) = g(u1(0)) — g(uz(0))
= (u1(0) —uz(0)) g'(11)
= ¢'(m)v(0).

Comme r < ¢'(7), d’apres le théoréeme 3.2.1, on a v (t) < 0, pour tout t € [0, 7],
donc wuy (t) < us (t), pour tout ¢t € [0,7]. De méme, on obtient que wug (t) < uy (t),
pour tout t € [0,T], d’ou u; = us.

En suite, montrons que, si u est un solution de ’équation (3.9), on a
B(t) <u(t)<al(t), pour tout ¢ € [0, 7.

Soit m (t) = u (t) — « (t), pour t € [0,T].
Si g(a(0)) < «(T), alors a,(t) = 0, pour ¢ € [0,T], donc

{ m'(t) — Mm(t) — Nm(0(t)) >0,  te[0,T].
m(T) < g(u(0)) — g(a(0)) = ¢'(72)m(0),

Ou 7 entre u(0) et «(0).
Par le Théoréme 3.2.1, nous avons

m(t)=u(t) —a(t) <0, pour tout ¢ € [0, 7.
Si g(a(0)) > a(T), alors

ao(t) = (' (t) — Mc(t) — Ne(6(t)))(a(0) — G(a(T))), pour tout ¢ € [0, 7.
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Ou 73 entre u(7T') et a(T'). Ainsi

m(0) < G(u(T)) = G(a(T)) = m(T).

Par corollaire 3.2.1, on trouve que u (t) < « (t), pour tout ¢t € [0,7].
De méme, montrer que u (t) > « (t), pour tout pour tout t € [0, 7.
Finalement, nous montrons que ’équation (3.9) a une solution dans C([0, 7], R).
Soit
a(t), si g((0)) <
p(t) == ,
a(t) = c(t)((0) = G(a(T))), si g(a(0)) = a(T),

o { 8(1) i 9(3(0)) >
3(t) + () (G(B(T)) = BO)). si g(5(0)) <

Montrons que p, g sont des sous et sur solutions de (3.9) respectivement, et

A1),
p(T),

B(t)<q(t)<pt) <alt), pour tout ¢ € [0, 7. (3.10)

Il est claire que,

D’autre part, on a
P() — Mp(t) — Np(0(1)) < 8(t),  pour tout £ € [0, 7],

et
q'(t) — Mq(t) — Nq(0(t)) > 4(t), pour tout ¢ € [0, 77,

Il est claire que, B (t) < p(t) et ¢ (t) < a (t)pour tout ¢ € [0, T].
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Soit m (t) = q (t) — p(t), alors
m/(t) — Mm(t) — N(m(6(t)) > 0, pour tout ¢ € [0, T,
et

ou 7 entre p(0) et ¢(0).

D’apres le Théoreme 3.2.1, on trouve que
q(t) <p(t), pour tout ¢ € [0, 7],

donc (3.10) est vérifiée.

Nous considérons le probléeme suivante :

{ w(t) = Mult) - Nu(@($) = 8(t), pourtout ¢€ 0,71,

u(T) = A,

ou A € R. Montrons que I'équation (3.11) a une solution unique u(t, \) et la fonction
u(t,.) est continue sur R.

Soit l'opérateur A : C([0,T],R) — C(]0,7T],R) définir par :
T
Au(t) = A — / [6(s) + Mu(s) + Nu(6(s))]ds pour tout ¢ € [0, T].
t

Montrons que A admet un point fixe unique, il suffit de prouver que A est une
contraction.

En effet, soient =,y € C([0,7],R), on a pour tout ¢t € [0, 77,

|(Az)(t) = (Ay)(1)] < /OT [My(s) — ()] + N [z(0(s)) — y(6(s))[] ds

< (M +N)T |z -yl

Et par suite
Az — Ay)|| < (M + N)T ||z — yl|.

Donc de (3.3) on peut déduire que A est une contraction et d’apres le Théoréme de
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Banach le probleme (3.11) a une seule solution qui est le point fixe de A.

Soient u(t, A1) et u(t, A2) les solutions des problémes suivantes

W(t) — Mu(t) — Nu(0(t)) = 8(t),  te[0,T],
wT) =X, i=1,2.

Alors,

Par suite

A1 — Aol

£ — ult, \y)| <
tg%é‘,%'“(’ 1) — ult, 2)|_1_

(M + N)T

D’autre part, montrons que
q(0) < u(0,X) < p(0).

Pour tout A € [g(¢(0)), g(p(0))], ot u(t, A) est une unique solution de (3.11) .
Soit m(t) = u(t, \) — p(t). Supposons que u(0, A) > p(0), alors

m(0) = u(0,A) = p(0) >0,

m(T') = u(T, A) = p(T') < u(T, A) = g(p(0)) <0

et
m'(t) — Mm(t) — Nm(6(t)) > 0.

D’aprés le Théoreme 3.2.1, on trouve que m(t) < 0, pour tout ¢ € [0,T], d’ou la
contradiction.

Soit n(t) = q(t) — u(t,\). Supposons que u(0, \) < ¢(0), alors
n(0) >0, n(T) = ¢(T) = u(T, A) < 9(q(0)) = u(T,A) <0,

et
n'(t) — Mn(t) — Nn(6(t)) > 0.

Par le Théoréme 3.2.1, on obtient que n(t) < 0, pour tout ¢ € [0,7], d’ou la contra-
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diction.

Soit P(A\) = g(u(0, X)) — A, ot u(t, ) est une unique solution de (3.11). On a

P(g(4(0)))P(g(p(0))) < 0.

Puisque P est continue sur R, alors il existe A\g € [g(¢(0)), g(p(0))], tel que g(u(0, o)) =
Ao-
Dot u(., \g) est une unique solution de (3.9). O

3.4 Les sous-solutions et les sur-solutions

Théoréme 3.4.1. [(/Supposons que

(Hy) Les fonctions a, 5 sont sous et sur solution pour le probléme aux limites (3.1)

respectivement, tel que
B(t) < alt), pour tout t € [0,T].

(Hy) La fonction f est satisfaire

ft oz, y)—f(t,7,9) < M(z—7)+N(y—7), pour { A

Alors il existe deux suites monotones (ov,), et (By), décroissante et croissante,
respectivement, sachant que ag = « et By = [ qui convergent uniforméments vers

les solutions du probléme auz limites (3.1) dans [, a.
Ou
B,a] = {u e C ([0, T],R) : B(t) < z(t) < at) pour tout t € [O,T]} :

Démonstration.
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Pour tout v € [, ], considérons 1'équation suivante :

{ u'(t) — Mu(t) = N(6(1)) = f(t, (), 7(0(t))) = M~(t) = Ny(0(t),  t€][0,T],

9(u(0)) = u(T),
(3.13)

Puisque « et /3 sont sous et sur solution de (3.1), par I'hypothése (H;), on a

&/(t) — Ma(t) — Na(0(t)) < f(t, at),a(0(t) — Ma(t) — Na(0(t)) + aq(t)

< S8 (8),7(0(1) = MA(t) — Ny(0()) + aa(t),

et

B'(t) — MB(t) — NB(6(t)) = f(t, B(1), B(0(t))) — MB(t) — NB(6(t)) — bs(t)
< S8 (8),7(0(1)) — Mry(t) — Ny(6(£)) — bs(t).

Donc a et  sont sous et sur solution de (3.13).

D’apres le Théoréme 3.3.1, on trouve que I’équation (3.13) admet une solution unique
we C([0,T),R).

On définit un opérateur 7 par : u = T+ , alors T est un opérateur de [3,a] a [3, a,
douna>Ta, TS > B.

Ensuite, montrons que
si < <pp<a onaTu <Thup.
Soit m = T 1 — T pua, alors par 'hypothése (Hs) et (3.13), on a

m/(t) — Mm(t) — Nm(0(t)) = f(t, pa(t), pa(0(2))) — f (£, p2(t), p2(6(2)))
= M{(pa(t) = pa(t)) = N(pa(0(2)) — p2(0(1)))

> 0.

Par le Théoreme des accroissements finis, il existe ¢ entre 11(0) et ps(0), tel que

m(T) = (T) — pa(T) = g(p1(0)) — g(12(0)) = ¢'(¢)m(0),
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Par le Théoreme 3.2.1, on a m(t) < 0, pour tout t € [0,7], ce qui implique Ty <
T o, d’ott T est croissant sur [, a].

Définir les suites (o), cn €t (Bn),en PAT -
an=Tan_1, Pn=TpBu1 avec ag=ca, [y=p pourn€N.
Alors

Br(t) <Be(t) <. <Bn(t) Can(t) <...<ag(t) <ay(t), pour tout t € [0,T].

Les fonctions a3, € C([0,T],R) satisfait

{ ay(t) = May(t) = Nag(0(1)) = f(t, an-1(t); an1(6(1))) = Man = Nay 1 (6(2)),
9(an(0)) = an(T),

et

{ Br(t) = MBo(t) — NBu(0(t)) = f(t, Bu1(t), Bu1(0(t))) = M By — NB,_1(6(t)),
g(ﬁn(o)) = ﬁn(T)

Dong, il existe deux fonctions e, r € C([0,T],R), tel que

lim o, (t) = e(t), lim 3, (t) = r(t) uniformément sur [0,77].

n—o0 n—o0

Donc e et r sont des solutions de (3.1).

Finalement, nous pouvons que, si 2 € [3, a] est une solution de (3.1), alors
r(t) < z(t) <e(t), pour tout ¢ € [0,T].
Puisque
B(t) < z(t) < aft) et r="Tuz, pour tout ¢ € [0,7].

Comme 'application T est croissant sur [, ], on obtient que

B1(t) < x(t) < aq(t), pour tout t € [0,7].
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Par conséquent, on trouve

Bn(t) < z(t) < an(t), pour tout n € N.

Lorsque n tend vers 400, on obtient

r(t) < z(t) <e(t), pour tout t € [0,77].

[
Exemple 3.4.1. On consideére ’équation différentielle suivante :
1 2 t 1
:U’(t):(l—l—xQ(t))—l—sinx(), 0<t<—,
1 110 5 1 10 4 (3.14)
—z(0) — —sin (z(0)) =« 1)
Iet,
1 2 1 1 t
T= 7 f(tz,y)=— (1+I2> —O—ESiny, g(z) = 5%~ Zsin(x), 0(t) = 10
Alors
0)=0 et g ()= 5 geos(e)
g(0)=0 et g (x) =7~ cos(z).
1 2 1 .. e
Pour M = 5 N = o= les conditions (3.2) et (3.3) sont satisfait.
Soit

1
a(t)=0 et  p(t)=-1, pour tout t € [O, 4} :

Alors a et B sont sous et sur solutions de (3.14).
D’autre part, on a la condition (3.12) est satisfait.
Alors par le Théoréme 3.4.1 implique que ’équation (3.14) admet une solution x
telle que
—1<x(t) <0, pour tout t € [0, ﬂ )

Exemple 3.4.2. On consideére ’équation différentielle suivante :

x’(t)—zlo(?)x(l—t)—x(t)), 0<t<l,

z(0) —p = z(1),

(3.15)
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ou p > 0 une constante.

Ici
1
T=1, f(tazy = %(3y—x), gx)=z—p, 0O(@)=1-t.
Pour M = 5, N =3, r =1, les conditions (3.2) et (3.3) sont satisfait.
Soit « = 0 est une sous solution de (3.15). Supposons que [ (t) = —20p, pour
te0,1].

On a 5(0) —p < B(1) et G(6(1)) — B(0) = p, alors

¢ (1) =0> PP iy reny - Mo @am) - 50),

= (;T cos 7; + Mc(t) + Ne(0(t)) — 2) p-

Donc B est une sur solution de (3.15).

Par le Théoréme 3.4.1 implique que l’équation (3.15) admet une solution x telle que

—20p <z (t) <0, pour tout t € [0,1].
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Conclusion

L’idée c¢’était d’exploiter certaines propriétés afin de trouver la solution recher-
chée, plus précisément on a montrer que si on peut trouver une sous solution « et
une sur solution S d’un probleme aux limites alors il existe une solution u entre «a

et B dans les deux cas : a < 3, a > [3.
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Résume :
Dans ce travail, nous étudions l’existence des solutions pour un probleme
aux limites non linéaire d’équation différentielle du premier ordre en utili-

sant la méthode de sous et sur solution et certaine théoremes de point fixe

comme théoreme de Leray Schauder et contraction de Banach.

Abstarct :
In this work, we study the existence of a solution for a nonlinear boundary
problem of first order differential equation using the method of upper and

lower solutions and some fixed point theorems like Larey Schauder theorem

and contraction of Banach.
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