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Introduction générale

L
a théorie des équations di�érentielles fractionnaires a émergé comme un domaine in-
téressant à explorer ces dernières années. Notons que cette théorie a de nombreuses

applications dans la description de nombreux évènements dans le monde réel.
Historiquement, Isaac Newton (1642− 1727) et Gottfried Wihelm Leibniz (1646- 1716) a
découvert indépendamment le calcul au 17ème siècle voir [9]. En mathématiques, le calcul
fractionnaire est une branche de l'analyse, qui étudie la généralisation de la di�érentiation
et d'intégration ordinaire à l'ordre non-entier(arbitraire).
L'histoire de la dérivée d'ordre non entier s'étale vers la �n du 17ème siècle, le sujet est
aussi vieux que le calcul di�érentiel et remonte aux temps quand Leibniz, Newton ont
inventé ce type de calcul [1], Leibniz a introduit le symbole dnf(x)

dxn
pour désigner la nème

dérivée d'une fonction (n ∈ N) quand il a signalé cela dans une lettre adressée à l'Hôpital
[11] datée du 30 septembre 1695 et l'Hôpital a posé la question de ce que serait le résultat
si n = 1

2
.

Leibniz lui a repondu : �Cela conduirait à un paradoxe à partir duquel un jour, on pourra
tirer des conséquences utiles�[23]. De ces paroles là est né le calcul fractionnaire.
Le calcul fractionnaire est utilisé dans une variété des régions d'applications, par exemples :
Viscoélasticité, la mécanique, théorie de contrôle, éléctricité, biologie, électromagnétique....,
le lecteur pourra consulter [12, 18, 13, 24, 27, 28].

Ce mémoire a pour objet l'étude d'existence et d'unicité des solutions pour certaines
classes d'équations di�érentielles d'ordre fractionnaire.

Ce mémoire est composé en quatres chapitres qui est organisée selon le plan suivant :

Dans le premier chapitre, nous évoquerons quelques préliminaires concernant les outils
de base du calcul fractionnaire ainsi que quelques théorèmes de point �xe.

Le deuxième chapitre intitulé �Equation di�érentielle d'ordre fractionnaire�, nous trai-
terons quelques résultats d'existante et d'unicité des solutions du problème au limite
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d'équation di�érentielle fractionnaire suivant :

cDαy(t) = f(t, y(t)) pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1

ay(0) + by(T ) = c.

Le troisième chapitre intitulé �problèmes aux limites avec des conditions non locales�, On
établit quelques résultats d'existante et d'unicité des solutions du problème suivant :

cDαy(t) = f(t, y(t)) pour tout t ∈ J = [0, T ], 1 < α < 2,

y(0) = g(y), y(T ) = yT .

Dans le quatrième et dernier chapitre intitulé �problèmes aux limite avec des conditions in-
tégrales �, on présente quelques résultats d'existante et d'unicité des solutions du problème
suivant :

cDαy(t) = f(t, y(t)) pour tout t ∈ J = [0, T ],

y(0) + µ

∫ T

0

y(s)ds = y(T ), µ ∈ R∗, 0 < α < 1.

En termine ce mémoire par une conclusion générale et un résumé.



Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Introduction

D
ans ce chapitre, on rappelle des outils de base et des résultats préliminaires essentiels
à notre travail. En particulier, on introduit des notations, dé�nitions, on présente

certains résultats fondamentaux sur l'intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire
au sens de Caputo, quelques lemmes et on rappelle quelques théorèmes de points �xe
utilisés dans ce travail.

1.2 Notations et Dé�nitions

Dans cette section, nous présentons les notations et dé�nitions nécessaire pour ce mé-
moire.
Soit J = [0, T ], T > 0, Notons C(J,R) l'espace de Banach des fonctions continues dé�nies
de J dans R, muni de la norme :

‖y‖∞ = sup{|y(t)|/t ∈ J},

où |.| est une norme sur R.

Dé�nition 1.2.1 [10] Soit E un espace de Banach et A : E → E, un opérateur. On dit
que A est une contraction (ou contractant), s'il existe une constante 0 < k < 1 telle que :
‖Ax− Ay‖E ≤ K‖x− y‖E, pour tout x, y ∈ E.

Proposition 1.2.1 Soit C(J,E) l'espace des fonctions continues de J vers l'espace de
Banach E etM⊂ C(J,E).
M est relativement compact ssi

(i) M est borné i.e. ∃b ≥ 0 tel que ‖f‖∞ ≤ b ∀f ∈M,
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(ii) M est équicontinu
i.e ∀ε > 0,∃δ > 0∀x1, x2 ∈ J : |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε ∀f ∈M,

(iii) ∀x ∈ J , {f(x) ∈ E, f ∈M} est relativement compact dans E.

Dé�nition 1.2.2 Soient E et F deux espaces de Banach et f : E → F une fonction ;

• f est dite compacte si l'image f(E) est relativement compacte dans F ,

• f est dite complètement continue si elle est continue et l'image de tout borné de E
est relativement compacte dans F .

Théorème 1.2.1 (Arzelà-Ascoli) [17] Soit F une famille des fonctions continues dé�-
nies sur un intervalle [a, b]. Alors F est relativement compacte (précompact) dans C[a, b]
si F est équicontinu et uniformément bornée.

1.3 Calcul fractionnaire

Dans cette section nous avons besoin de présenter certaines fonctions utiles telles que
la fonction Gamma d'Euler et la fonction Bêta, ces fonctions jouent un rôle très important
dans la théorie du calcul fractionnaire, de telles fonctions sont dites fonctions spéciales,
nous allons aussi dé�nir l'intégrale fractionnaire, la dérivation fractionnaire au sens de
Caputo, quelques propriétés et des lemmes nécessaire pour notre travail.

1.3.1 Fonction Gamma

L'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction d'Euler Gamma Γ(z)
qui généralise le factorielle n!.

Dé�nition 1.3.1 [8] La fonction Gamma Γ(z) est dé�nie par l'intégrale :

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt, Re(z) > 0.

Propriétés 1.3.1 [26, 25] Une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma est
qu'elle satisfait à l'équation fonctionnelle suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z), Re(z) > 0, (1.1)

en particulier

Γ(n+ 1) = n! ∀n ∈ N,
avec

Γ(1) = 1,

une autre propriété importante de la fonction Gamma, est qu'elle a des pôles simples
aux points z = −n, (n = 0, 1, 2, . . .).
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Théorème 1.3.1 La fonction Gamma est dé�ni et de classe C∞sur ]0,+∞[, ses déri-
vées successives sont données par la formule

Γ(k)(x) =

∫ +∞

0

e−t(lnx)ktx−1dt.

pour une étude approfondie sur la fonction Gamma, le lecteur pourra consulter [7, 14].

1.3.2 Fonction Bêta

L'autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Bêta d'Euler.

Dé�nition 1.3.2 [20, 25] La fonction Bêta est dé�nie par :

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.2)

La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, Re(p) > 0, Re(q) > 0. (1.3)

Il s'ensuit de (1.3) que

B(p, q) = B(q, p), Re(p) > 0, Re(q) > 0.

1.3.3 Intégration et dérivation fractionnaires

Dans cette section, on va rappeler l'intégration fractionnaire et la dérivation fraction-
naire au sens de Caputo, quelques propriétés et on va donner des exemples.

La notion d'intégrale fractionnaire d'ordre α (α > 0) généralise la célèbre formule
d'intégrales répétées, n-fois, On va dé�nir l'intégrale d'ordre fractionnaire.

Dé�nition 1.3.3 [11] Soit α ∈ R+, l'opérateur Iαa dé�nie en L1[a, b] par :

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds, pour a ≤ t ≤ b,

où Γ est la fonction Gamma, est appelé opérateur intégrale fractionnaire d'ordre α de
Riemann liouville.
Pour α = 0, Iαa = I opérateur identité.

• On note Iα0 f(t) par Iαf(t).
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Théorème 1.3.2 Pour f ∈ C[a, b] l'intégrale fractionnaire possède la propriété suivante :

Iαa [Iβa f(x)] = Iα+β
a f(x) pour α > 0, β > 0.

Exemple 1.3.1 L'intégrale fractionnaire d'ordre α de la fonction f telle que :

f(t) = (t− a)β,

avec α > 0, β > −1 et

(Iαa f)(t) =
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
(t− a)β+α, α > 0, β > −1.

En e�et :

(Iαa f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1(s− a)βds.

On va utiliser le changement de variable suivant :

s = a+ (t− a)x, (1.4)

avec
(0 ≤ x ≤ 1).

d'après (1.4) on a

ds = (t− a)dx

(Iαa f)(t) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

[t− a− (t− a)x]α−1[a+ (t− a)x− a]β(t− a)dx

(Iαa f)(t) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− a)α−1(1− x)α−1(t− a)βxβ(t− a)dx,

donc :

(Iαa f)(t) =
(t− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− x)α−1xβdx,

d'après (1.2), on aurra :

(Iαa f)(t) =
(t− a)α+β

Γ(α)
B(α, β + 1).
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On utilisons (1.3) on aura :

(Iαa f)(t) =
(t− a)α+β

Γ(α)

Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(t− a)α+β,

Pour α = 0, 5; β = 1 et a = 0.
On aura :

I0,5f(t) =
Γ(2)

Γ(2, 5)
t1,5 =

t
3
2

Γ(2, 5)
=

√
t3

Γ(2, 5)
.

Exemple 1.3.2 L'intégrale fractionnaire d'ordre α (α ∈ R+) d'une fonction constante
f(t) = c

(Iαa f)(t) = Iαa (c) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1c ds

=
c

αΓ(α)

[
− (t− s)α

]t
a

=
c

Γ(α + 1)
(t− a)α, a ∈ R, c ∈ R.

On va dé�nir la dérivation fractionnaire au sens de Caputo, on va donner quelques
exemples.

Dé�nition 1.3.4 [20] Soit n− 1 < α < n, n ∈ N∗ et f une fonction de classe Cn([a, b]),
la dérivée fractionnaire au sens Caputo d'ordre α de la fonction f est dé�nie par :

(cDα
a f)(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)(n−α−1)f (n)(s)ds.

Où n = [α] + 1.

• On note (cDα
0 f)(t) par (cDαf)(t).

Propriété 1.3.1 [20] La dérivation fractionnaire au sens de Caputo est linéaire.

Exemple 1.3.3 Soit 0 < α < 1 et f(t) = (t− a)β, β > 0 alors

(cDα
a f)(t) =

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α,
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en e�et :

(cDα
a f)(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−αf ‘(s)ds

=
β

Γ(1− α)

∫ t

a

(t− s)−α(s− a)β−1ds.

On faisont le changement de variable (1.4) on aura :

(cDα
a f)(t) =

β

Γ(1− α)

∫ 1

0

(t− a)−α(1− x)−α(t− a)β−1xβ−1(t− a)dx

=
β(t− a)β−α

Γ(1− α)

∫ 1

0

(1− x)−αxβ−1dx.

On utilise (1.2) on aura :

(cDα
a f)(t) =

β(t− a)β−α

Γ(1− α)
B(β, 1− α),

et d' aprés (1.3) on a

(cDα
a f)(t) =

β(t− a)β−α

Γ(1− α)

Γ(β)Γ(1− α)

Γ(β + 1− α)

=
β(t− a)β−αΓ(β)

Γ(β + 1− α)

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α.

Exemple 1.3.4 La dérivée fractionnaire d'ordre α, α > 0 au sens de Caputo d'une fonc-
tion constante f(t) = c est nulle.

Lemme 1.3.1 [29] Soit α > 0, alors l'équation di�érentielle d'ordre fractionnaire :

cDαh(t) = 0,

admet une solutions

h(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1, ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1; n = [α] + 1.

Lemme 1.3.2 [29] Soit α > 0, alors

IαcDαh(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1 + h(t), pour ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1.
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Lemme 1.3.3 [20] Soit f une fonction de classe Cn([a, b]) , α > 0, et n = [α] + 1 alors

Iαa (cDα
a f)(t) = f(t)−

n−1∑
k=a

f (k)(a)

k!
(t− a)k.

Lemme 1.3.4 [20] Soit α > 0, et f ∈ L∞[a, b] alors

(cDα
a I

α
a f)(t) = f(t).

Pour plus de détails sur la dérivation fractionnaire, le lecteur intéressé pourra consulter[11,
23, 20, 22, 26, 25]

1.4 Théorèmes de Point Fixe

Dans cette section nous présentons deux théorèmes de point �xe qui sont utilisés dans
notre travail pour démontrer l'existence et l'unicité de solution du problème aux limites
pour des équations di�érentielles d'ordre fractionnaire sous certaine condition au sens de
Caputo.

Théorème 1.4.1 (Contraction de Banach) [16, 30] Soit X un espace de Banach et
f : X → X une contraction. Alors, f a un unique point �xe.

Théorème 1.4.2 (L'Alternative Non Linéaire de Leray-Schauder) [16] Soit E un
espace de Banach, et U ⊂ E convexe avec 0 ∈ U . Soit F : U → U est un opérateur
complètement continu. Alors ou bien

(i) F a un point �xe
ou bien

(ii) L'ensemble E = {x ∈ U : x = λF (x), 0 < λ < 1} est non borné.



Chapitre 2
Equations di�érentielles d'ordre fractionnaire

2.1 Introduction

D
ans ce chapitre, on va étudier l'existence et l'unicité du problème

cDαy(t) = f(t, y(t)) avec t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1, (2.1)

ay(0) + by(T ) = c. (2.2)

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0, T ]×R→ R, une fonction
continue, a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b 6= 0.
On va présenter deux résultats d'existences, on va utiliser le théorème de point �xe de
Banach dans le premier résultat et dans le deuxième on va utiliser le théorème de point
�xe de Leray Schauder.
Ce chapitre est basé sur les travaux[2, 4].

Lemme 2.1.1 [19] Soit 0 < α < 1 et soit h : [0, T ] → R une fonction continue. Une
fonction y est une solution de l'équation intégrale fractionnaire

y(t) = y0 +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds. (2.3)

Si et seulement si y est la solution du problème à valeur initiale pour l'équation di�éren-
tielle fractionnaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ J = [0, T ], (2.4)

y(0) = y0. (2.5)

Preuve. Soit y solution du problème (2.4)− (2.5).
On a l'équation (2.4) on appliquant l'opérateur Iα aux deux membres de l'égalité on aura :

IαcDαy(t) = Iαh(t)
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IαcDαy(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds, (2.6)

d'après le lemme 1.3.3 et pour a = 0, et n = 1,
on aura

IαcDαy(t) = y(t)− y(0), (2.7)

de (2.6) et (2.7) on aura :

y(t)− y(0) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds,

et on a

y(t)) = y(0) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds,

ce qu'il fallait démontrer.

Lemme 2.1.2 soit 0 < α < 1, et soit h : [0, T ]→ R une fonction continue,
une fonction y est une solution de l'équation integrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c

]
. (2.8)

Si et seulement si y est la solution du problème aux limites pour l'équation di�érentielle
fractionnaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ], (2.9)

ay(0) + by(T ) = c. (2.10)

Preuve. D'apres le lemme 2.1.1 on a (2.3),
on utilise la condition (2.10) pour calculer la constante y0, donc

ay(0) = ay0, by(T ) = by0 +
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds.

On aura :

ay0 + by0 +
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds = c, avec a+ b 6= 0,

par suite, on aura :

y0 =
−1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c

]
.
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On obtient : (2.8).
Inversement

On a : (2.8) On va appliquer l'opérateur cDα, comme il est lineaire on aura :

cDαy(t) = cDα

[
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

]
−c Dα

[
1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c

)]
= cDαIαh(t),

d'aprés le lemme 1.3.4, on aura
cDαy(t) = h(t),

et

ay(0) + by(T ) = a

[
− 1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c)

)]

+ b

[
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

− 1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c

)]

= − a

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c

]

+
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

− b

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c

]

=

[
−ab

(a+ b)Γ(α)
+

b

Γ(α)
− b2

(a+ b)Γ(α)

]∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

+ c
( a

a+ b
+

b

a+ b

)
=
−ab+ (a+ b)b− b2

(a+ b)Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds+ c

= c,

et on obtient(2.10).

Dé�nition 2.1.1 Une fonction y ∈ C1(J,R) est dite solution du problème (2.1) − (2.2)
si y veri�e l'equation integrale suivante :

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c

]
.
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2.2 Résultats Principaux

On va énoncer un premier résultat sur l'unicité de la solution de (2.1)−(2.2) on utilisons
le théorème de contraction de Banach.

Théorème 2.2.1 Supposons que

(H1) il existe une constante k > 0 telle que

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ k|u− v|, pour tout t ∈ J et tout u, v ∈ R.

Si

kTα

(
1 + |b|

|a+b|

)
Γ(α + 1)

< 1, (2.11)

alors le problème (2.1)− (2.2) admet une solution unique sur [0, T ].

Preuve. Transformons le problème (2.1)− (2.2) en un problème de point �xe.
Considérons l'opérateur :
F : C([0, T ],R)→ C([0, T ],R). Dé�nie par :

F (y)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c

]
.

(2.12)
Il est clair que les points �xes de l'opération F sont solution du problème (2.1)− (2.2).
F est bien dé�ni, en e�et : si y ∈ C([0, T ],R), alors (Fy) ∈ C([0, T ],R). Pour montrer que
F admet un unique point �xe, il su�t de montrer que F est une contraction.
En e�et.
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Si x, y ∈ C([0, T ],R) alors pour tout t ∈ J on a :

|F (x)(t)− F (y)(t)| =

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s))ds− 1

a+ b[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, x(s))ds− c

]
− 1

Γ(α)∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds+
1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c

]∣∣∣∣,
donc

|F (x)(t)− F (y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s)|

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s)|ds

≤ k‖x− y‖∞
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|k‖x− y‖∞
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1ds

≤

[
kTα(1 + |b|

|a+b|)

αΓ(α)

]
‖x− y‖∞.

Prenons le supremum sur [0, T ], nous avons

‖F (x)− F (y)‖∞ ≤

[
KTα(1 + |b|

|a+b|

Γ(α + 1)

]
‖x− y‖∞,

par la condition (2.11), l'opérateur F est une contraction et donc F a un unique point
�xe par le principe de contraction de Banach, qui donne une solution intégrale unique au
problème (2.1)− (2.2).

Le deuxième résultat pour le problème (2.1)− (2.2) est basée sur le théorème de point
�xe de Leray- Schauder.

Théorème 2.2.2 Supposons que :

(H2) f : [0, T ]× R→ R, une fonction continue

(H3) Il existe une constant M > 0 telle que :

|f(t, u)| ≤M pour tout t ∈ [0, T ], et tout u ∈ R.

Alors le problème (2.1)− (2.2) admet au moins une solution sur [0, T ].

Preuve. On va montrer que F dé�ni par (2.12) admet un point �xe, on va utiliser le
théorème du point �xe de Leray-Schauder. La preuve est donnée en quatre étapes.
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Etape 1 : F est continu.
Soit {yn} une suite dans C([0, T ]),R) telle que yn → y dans C([0, T ]),R)
ie lim

n→+∞
‖yn − y‖∞ = 0, on va montrer que lim

n→+∞
‖G(yn)−G(y‖∞ = 0, pour tout t ∈ J.

|F (yn)(t)− F (y)(t)| =

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, yn(s))ds

− 1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, yn(s))ds− c

)

− 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds

+
1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c

)∣∣∣∣
|F (yn)(t)− F (y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

≤ ‖f(., yn(.)), f(., y(.))‖∞
Γ(α)

[ ∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|
|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1ds

]

≤
(1 +

|b|
|a+b|

)Tα‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞

αΓ(α)
.

Prenons le supremum sur [0, T], on obtient

‖F (yn)− F (y)‖∞ ≤
(1 +

|b|
|a+b|

)Tα‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞

αΓ(α)
.

Puisque f est une fonction continue, nous avons :

‖F (yn)− F (y)‖∞ ≤
(1 +

|b|
|a+b|

)Tα‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞

Γ(α + 1)
→ 0 quand n→∞,
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donc F est continue.
Etape 2 :F transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformement borné dans
C(J,R).
En e�et, il su�t de montrer que pour tout η > 0, il existe une constante strictement positif
l tel que pour chaque y ∈ Bη = {y ∈ C([0, T ],R) : ‖y‖∞ ≤ η}.
On veut montrer que ‖F (y)‖∞ ≤ l.
On a pour tout t ∈ [0, T ]

|F (y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|+ |c|
|a+ b|

de (H3) on a :

|F (y)(t)| ≤ M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|M

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1ds+
|c|
|a+ b|

≤ M

αΓ(α)
Tα +

|b|M
αΓ(α)|a+ b|

Tα +
|c|
|a+ b|

‖F (y)‖∞ ≤ M

Γ(α + 1)
Tα +

|b|M
Γ(α + 1)|a+ b|

Tα +
|c|
|a+ b|

= l,

et donc F (Bη) est uniformement borné.
Etape 3 : F transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C([0, T ],R).
Soit t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2, Bη un ensemble borné de C([0, T ], R) de l'étape deux et soit
y ∈ Bη.
Alors

|F (y)(t2)− F (y)(t1| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]f(s, y(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds

∣∣∣∣∣
≤ M

Γ(α)

∫ t1

0

[(t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1]ds

+
M

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

≤ M

Γ(α + 1)
[(t2 − t1)α + tα1 − tα2 ] +

M

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α

≤ M

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α +

M

Γ(α + 1)
(tα1 − tα2 ),
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Quand t1 → t2, le membre droit de l'inégalité précédente tend vers 0.
Alors, l'ensemble Y (t) = {F (y)(t) : y ∈ Bη} est précompact dans R. D'aprés les étapes
précédentes et le Théorème d'Arzelá-Ascoli, nous pouvons conclure que F est un opérateur
complètement continu.

Etape 4 : Estimations à priori des solutions.
Maintenant reste à montrer que : ε = {y ∈ C(J,R) : y = λF (y) pour 0 < λ < 1} est
borné.
Soit y ∈ ε, alors

y = λ F (y) , pour 0 < λ < 1,

donc pour chaque t ∈ J on a :

y(t) = λ

[
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− 1

a+ b

(
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c

)]
,

pour t ∈ J on a :

|y(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds+
|c|
|a+ b|

,

on a

|y(t)| ≤ M

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|M

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1ds+
|c|
|a+ b|

≤ M

αΓ(α)
Tα +

M |b|
αΓ(α)|a+ b|

Tα +
|c|
|a+ b|

,

on a

‖y‖∞ ≤
M

Γ(α + 1)
Tα +

M |b|
Γ(α + 1)|a+ b|

Tα +
|c|
|a+ b|

= R,

avec R une constante strictement positif. Cela montre que ε est uniformement borné par
conséquence du théorème 1.4.2 du point �xe de Leray-Schauder.
On déduit que F admet au moins un point �xe qui est une solution du probleme de
(2.1)− (2.2).

Ensuite, nous donnons un résultat d'unicité des solutions du problème (2.1) − (2.2).
Le lemme suivant est essentiel pour la preuve de notre résultat principal.
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Lemme 2.2.1 (Lemme de Gronwall) [15] Soient ϕ, ψ et y trois fonctions continues
sur un segment [a.b], à valeurs positives et véri�ant l'inégalité.

y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ψ(s)y(s)ds ∀ t ∈ [a, b]. (2.13)

Alors

y(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ϕ(s)ψ(s)exp
( ∫ t

s

Ψ(u)du
)
ds ∀ t ∈ [a, b].

Preuve. Posons F (t) =
∫ t
a
ψ(s)y(s)ds.

En multipliant les deux membres de (2.13) par ψ(t), on obtient :

F ′(t)− ψ(t)F (t) ≤ ϕ(t)ψ(t).

Ce qui s'écrit aussi :

G′(t) ≤ ϕ(t)ψ(t)exp(−
∫ t

a

ψ(s)ds), avec

G(t) = F (t)exp(−
∫ t

a

ψ(s)ds),

comme G(a) = F (a) = 0, on déduit par intégration :

G(t) ≤
∫ t

a

ϕ(s)ψ(s)exp(−
∫ s

a

ψ(u)du)ds.

Or, d'après 2.13, on aura

y(t) ≤ ϕ(t) +G(t)exp(

∫ t

a

ψ(s)ds),

d'où le résultat voulu.
Maintenant on va présenté un théorème d'unicité des solutions du probleme

(2.1)− (2.2).

Théorème 2.2.3 Supposons que les conditions du théorème 2.2.2 sont véri�ées et suppo-
sons que de plus qu'il existe une constante positive K telle que :

|f(t, u(t))− f(t, v(t))| ≤ K‖u− v‖∞, ∀ t ∈ J et ∀u, v ∈ C(J,R).

Alors le problème (2.1)− (2.2) admet une unique solution sur J .
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Preuve. L'existence d'au moins une solution y(t) du problème (2.1)−(2.2) est assurée par
le théorème 2.2.2. Pour prouver l'unicité de y(t), on suppose que le problème (2.1)− (2.2)
admet une autre solution.
Soit z(t) cette autre solution du problème (2.1) − (2.2) alors pour chaque t ∈ J , nous
avons :

|(y)(t)− z(t)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c

]

− 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, z(s))ds+
1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, z(s))ds− c

]

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))− f(s, z(s))|ds

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

[∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))− f(s, z(s))|ds

]

≤ K

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1‖y − z‖∞ds+
|b|K

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1‖y − z‖∞ds

≤ K

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1‖y − z‖∞ds+
|b|K

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1‖y − z‖∞ds

≤
K(1 + |b|

|a+b|)

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1‖y − z‖∞ds.

Maintenant, on va utiliser le lemme de Granwall 2.2.1, avec ϕ(t) ≡ 0 et u(t) = |y(t)−z(t)|,
on obtient y(t) = z(t), où l'unicité de la solution du probleme(2.1)− (2.2).

2.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illuster l'utilité de nos principaux
résultats.
Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :

cDαy(t) =
e−t|y(t)|

(9 + et)(1 + |y(t)|)
, t ∈ J = [0, 1], α ∈ (0, 1], (2.14)

avec

y(0) + y(1) = 0. (2.15)
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Posons :

f(t, x) =
e−tx

(9 + et)(1 + x)
, (t, x) ∈ J × [0,∞).

Soit x, y ∈ [0,∞) et t ∈ J alors on a :

|f(t, x)− f(t, y)| =
e−t

9 + et
| x

(x+ 1)
− y

(y + 1)
|

=
e−t|x− y|

(9 + et)(1 + x)(1 + y)

≤ e−t

(9 + et)
|x− y|

≤ 1

10
|x− y|.

D'où la condition (H1) est véri�ée avec k = 1
10
, nous véri�ons la condition (2.11) est

satisfaite pour des valeurs appropriées de α ∈ (0, 1] avec a = b = T = 1.
En e�et,

3k

2Γ(α + 1)
< 1⇔ Γ(α + 1) >

3k

2
= 0, 15. (2.16)

Alors par le théorème2.2.1 le problème (2.14)− (2.15) a une solution unique sur [0, 1] pour
les valeurs de α satisfaisant (2.16).



Chapitre 3
Problèmes aux limites avec conditions non

locales

3.1 Introduction

D
ans ce chapitre, on va présenté quelques résultats d'existence et d'unicité des solutions
pour certains problèmes aux limites avec des conditions non locales pour des équations

di�érentielles d'ordre fractionnaire, ces résultats seront basés sur le théorème du point �xe
de Banach et le théorème du point �xe de Leray-Schauder. On considère le problème aux
limites avec conditions non locales suivants :

cDαy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 1 < α < 2, (3.1)

y(0) = g(y), y(T ) = yT . (3.2)

Où cDα est la dérivée fractionnaire de Caputo, f : J × R → R une fonction continue,
g : C(J,R)→ R une fonction continue et yT ∈ R.
Ce chapitre est basé sur les travaux[2, 3, 5].

Lemme 3.1.1 [19] Soit 1 < α < 2 et soit h : [0, T ] → R une fonction continue. Une
fonction y est une solution d'équation intégrale d'ordre fractionnaire.

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− t

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− (
t

T
− 1)g(y) +

t

T
yT .

Si est seulement si y est solution du problème aux limites d'équation di�érentielle frac-
tionnaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ]

y(0) = g(y), y(T ) = yT .
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Preuve. D'après le lemm 1.3.2 on a :

y(t) = C0 + C1t+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds,

on doit trouver C0 et C1,
on a

y(0) = C0,

mais d'après la condition non locale

y(0) = g(y),

donc : C0 = g(y).

D'autre part

y(T ) = C0 + C1T +
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds.

Donc :

y(T ) = g(y) + C1T +
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds,

c'est à dire :

C1 =
1

T
y(T )− 1

T
g(y)− 1

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds.

Donc :

y(t) = g(y) +

[
1

T
y(T )− 1

T
g(y)− 1

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

]
t

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

= g(y) +
t

T
yT −

t

T
g(y)− t

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds

=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− t

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds

−

(
t

T
− 1

)
g(y) +

t

T
yT .
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Dé�nition 3.1.1 Une fonction y ∈ C2(J,R) est dite une solution de (3.1) − (3.2) si y
véri�e l'equation integrale suivante :

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1f(s, y(s))ds− t

T Γ(α)

∫ T

0

(T−s)α−1f(s, y(s))ds−(
t

T
−1)g(y)+

t

T
yT .

3.2 Résultats principaux

On va donner un premier résultat sur l'unicité de la solution de (3.1)−(3.2) on utilisons
le théorème de contraction de Banach.

Théorème 3.2.1 On suppose que les hypothèses suivante sont véri�ées :
(H1) : Il existe une constante K1 > 0 telle que :

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ K1|u− v| pour tout t ∈ J, et tout u, v ∈ R.

(H2) : Il existe une constante K2 > 0 telle que :

|g(y)− g(z)| ≤ K2|y − z|, pour tout y, z ∈ C([0, T ],R).

Si

[
K2 +

2K1T
α

Γ(α + 1)

]
< 1, (3.3)

alors le problème avec conditions non locales (3.1)− (3.2) admet une solution unique sur
J.

Preuve. On transforme le problème (3.1)− (3.2) en un problème de point �xe, on dé�nit
l'opérateur :
G : C([0, T ],R)→ C([0, T ],R) dé�nie par :

G(y)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1f(s, y(s))ds− t

T Γ(α)

∫ T

0

(T−s)α−1f(s, y(s))ds−(
t

T
−1)g(y)+

t

T
yT .

Il est clair que les points �xes de l'opérateur G sont solution du problème (3.1)− (3.2),
On va montrer que G est une contraction.
Soient x, y ∈ C([0, T ],R). Alors pour tout t ∈ J , on a :

|G(x)(t)−G(y)(t)| = | 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, x(s))ds− t

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, x(s))ds

− (
t

T
− 1)g(x) +

t

T
xT −

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds

+
t

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds+ (
t

T
− 1)g(y)− t

T
yT |
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|G(x)(t)−G(y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds+ |g(x)− g(y)|

≤ K1‖x− y‖∞
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
K1‖x− y‖∞

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds

+ K2‖x− y‖∞

≤ K1‖x− y‖∞
αΓ(α)

tα +
K1‖x− y‖∞

αΓ(α)
Tα +K2‖x− y‖∞

≤ 2K1T
α

Γ(α + 1)
‖x− y‖∞ +K2‖x− y‖∞.

Prenons le supremum sur [0, T ], on a

‖G(x)−G(y)‖∞ ≤
(

2K1T
α

Γ(α + 1)
+K2

)
‖x− y‖∞,

par la condition (3.3), l'opérateur G est une contraction et donc G a un unique point
�xe par le principe de contraction de Banach, qui donne une solution intégrale unique au
problème (3.1)− (3.2) sur J.

Théorème 3.2.2 On suppose que les hypothèses suivantes sont véri�ées :

(L1) la fonction f : [0, T ]× R→ R est continue.

(L2) Il existe une constant M1 > 0 :

|f(t, u)| ≤M1, Pour tout t ∈ J et pour tout u ∈ R.

(L3) Il existe une condition M2 > 0 telle que :

|g(y)| ≤M2, pour tout y ∈ C([0, T ],R).

Alors le problème aux limites non locales (3.1)− (3.2) possède au moins une solution sur
J .

Preuve. On va utiliser le théorème de point �xe de Leray-Schauder, la démonstration
sera faite en quatre étapes comme précédement.

Etape 1 : G est continu.
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Soit yn une suite dans C([0, T ],R) convergente pour la norme ‖.‖∞ vers une limite y
ie lim

n→+∞
‖yn − y‖∞ = 0.

On va montrer que lim
n→+∞

‖G(yn)−G(y‖∞ = 0, pour tout t ∈ J

|G(yn(t)−G(y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds+ |g(yn)− g(y)|

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 sup
s∈[0,T ]

|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

+ |g(yn)− g(y)|

≤ ‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞
Γ(α)

[∫ t

0

(t− s)α−1ds+

∫ T

0

(T − s)α−1ds

]
+ |g(yn)− g(y)|

≤ ‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞
αΓ(α)

(tα + Tα) + |g(yn)− g(y)|.

En majorant on aura :

|G(yn)(t)−G(y)(t)| ≤ 2Tα||f(., yn(.))− f(., y(.))||∞
αΓ(α)

+ |g(yn − g(y)|.

Prenons le supremum sur [0, T ], on obtient

‖G(yn)−G(y)‖∞ ≤
2Tα||f(., yn(.))− f(., y(.))||∞

αΓ(α)
+ |g(yn − g(y)|.

Puisque fet g son continus, on aura ‖G(yn) − G(y)‖∞ → 0 quand n → ∞, donc G est
continue.

Etape 2 : G transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformement borné
dans C(J,R).

En e�et, il su�t de montrer que pour tout η > 0, il existe une constante strictement
positive, l telle que pour tout y ∈ Bη

Bη = {y ∈ C([0, T ],R) : ‖y‖∞ ≤ η},



3.2 Résultats principaux 31

on veut montrer que

‖G(y)‖∞ ≤ l,

Pour tout t ∈ [0, T ]

|G(y)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds

+
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds+ 2|g(y)|+ |yT |.

D'après (L2) et (L3) on aura

|G(y)(t)| ≤ M1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
M1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds+ 2M2 + |yT |

≤ M1

αΓ(α)
tα +

M1

αΓ(α)
Tα + 2M2 + |yT |.

On majorant on aura :

|G(y)(t)| ≤ M

Γ(α + 1)
Tα +

M1

Γ(α + 1)
Tα + 2M2 + |yT |

≤ 2M1T
α

Γ(α + 1)
+ 2M2 + |yT |,

Pour tout t ∈ [0, T ], on a :

‖G(y)‖∞ ≤
2M1T

α

Γ(α + 1)
+ 2M2 + |yT | = l.

Donc G(Bη) est uniformement borné.

Etape 3 :G transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C([0, T ],R).

Soit t1, t2 ∈ [0, T ], t1 < t2, Bη un ensemble borné de C([0, T ],R) comme à l'étape
deux, et soit y ∈ Bη
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|G(y)(t2)−G(y)(t1)| =

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t2

0

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds− t2
T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds

− (
t2
T
− 1)g(y) +

t2
T
yT −

1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1f(s, y(s))ds

+
t1

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds+ (
t1
T
− 1)g(y)− t1

T
yT

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]f(s, y(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds+
(t1 − t2)

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds

+
t1 − t2
T

g(y) +
t2 − t1
T

yT

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]f(s, y(s))ds

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
+

(t2 − t1)

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds+
t2 − t1
T
|g(y)|+ t2 − t1

T
|yT |

≤ M1

Γ(α)

∣∣∣∣ ∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]ds

∣∣∣∣+
M1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

+ M1
(t2 − t1)

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds+
t2 − t1
T

M2 +
t2 − t1
T
|yT |

≤ M1

αΓ(α)
[(t2 − t1)α + tα1 − tα2 ] +

M1

αΓ(α)
(t2 − t1)α +M1

t2 − t1
TαΓ(α)

Tα

+
t2 − t1
T

M2 +
t2 − t1
T
|yT |.

Donc :

|G(y)(t2)−G(y)(t1)| ≤ M1

Γ(α + 1)
[(t2 − t1)α + tα1 − tα2 ] +

M1

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α

+ M1
(t2 − t1)

T Γ(α + 1)
Tα +

t2 − t1
T

M2 +
t2 − t1
T
|yT |

≤ 2M1

Γ(α + 1)
(t2 − t1)α +

M1

Γ(α + 1)
(tα1 − tα2 )

+ (
M1T

α−1

Γ(α + 1)
+
M2

T
+
|yT |
T

)(t2 − t1).
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Quand t1 → t2, le membre droit de l'inégalité précédente tend vers 0.
Alors, l'ensemble Y (t) = {G(y)(t) : y ∈ Bη} est précompact dans R. D'aprés les étapes
précédentes et le Théorème d'Arzelá-Ascoli, nous pouvons conclure que G est un opérateur
complètement continu.

Etape 4 : Estimations à priori des solutions.
Il reste à montrer que :
ε = {y ∈ C(J,R) : y = λG(y) pour 0 < λ < 1} est borné.
Soit y ∈ ε, alors y = λF (y) pour 0 < λ < 1.
Donc Pour chaque t ∈ [0, T ], on a :

y(t) =
λ

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− λt

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds

− λ(
t

T
− 1)g(y) + λ

t

T
yT .

D'après (L2) et (L3) on a :

|y(t)| ≤ M1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
M1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds+ 2M2 + |yT |

≤ M1

αΓ(α)
Tα +

M1

αΓ(α)
Tα + 2M2 + |yT |.

Ainsi, pour chaque t ∈ [0, T ], on a

‖y‖∞ ≤
2M1

αΓ(α)
Tα + 2M2 + |yT | = R.

Où R est une constante strictement positif. Cela montre que l'ensemble ε est borné. En
conséquence du theoreme 1.4.2 du point �xe de Leray-Schauder, nous déduisons que G
admet au moins un point �xe qui est une solution du probleme (3.1)− (3.2).

Nous donnons un résultat d'unicité des solutions du problème (3.1)− (3.2).

Théorème 3.2.3 Supposons que les conditions du théorème 3.2.2 sont véri�ées.
Supposons que de plus il existe une constante positive K telle que :

|f(t, u(t))− f(t, v(t))| ≤ K‖u− v‖∞, ∀ t ∈ J et pour tout u, v ∈ C(J,R).

Alors le problème (3.1)− (3.2) admet une solution unique sur J .

Preuve. L'éxistance d'au moins une solution y(t) du problème (3.1) − (3.2) est assurée
par le théorème 3.2.2 pour prouver l'unicité de y(t) on va supposer que le (3.1) − (3.2)
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admet une autre solution.
Soit z(t) cette autre solution , alors pour chaque t ∈ J , nous avons :

|y(t)− z(t)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds

− t

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− (
t

T
− 1)g(y)

+
t

T
yT −

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, z(s))ds

+
t

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, z(s))ds+ (
t

T
− 1)g(z)− t

T
zT

∣∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))− f(s, z(s))|ds

+
t

T Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, z(s))− f(s, y(s))|ds.

≤ 2K

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1‖y − z‖∞ds.

Maintenant, on va utiliser le lemme de Granwall avec ϕ(t) ≡ 0 et u(t) = |y(t)− z(t)|,

donc

y(t) = z(t),

d'où on aura l'unicité de la solution du problème (3.1)− (3.2).

3.3 Exemple

Soit le problème aux limites non locales :

cDαy(t) =
e−t|y(t)|

(9 + et)(1 + |y(t)|)
, t ∈ J = [0, 1], α ∈]1, 2[, (3.4)

y(0) =
n∑
i=1

ciy(ti), y(1) = 0, (3.5)

où 0 < t1 < t2 < ... < tn < 1 et
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ci, i = 1, ..., n sont des costantes positives avec
n∑
i=1

ci <
4
5
.

Ce problème possède une solution unique sur [0,1].
Soit

f(t, x) =
e−tx

(9 + et)(1 + x)
, pour tout (t, x) ∈ J × [0,∞[,

et

g(y) =
n∑
i=1

ciy(ti).

Soient x, y ∈ [0,+∞[ et t ∈ J , on a :

|f(t, x)− f(t, y)| =

∣∣∣∣ e−tx

(9 + et)(1 + x)
− e−ty

(9 + et)(1 + y)

∣∣∣∣
=

e−t

9 + et

∣∣∣∣ x

1 + x
− y

1 + y

∣∣∣∣
=

e−t

9 + et

∣∣∣∣x(1 + y)− y(1 + x)

(1 + x)(1 + y)

∣∣∣∣
=

e−t|x− y|
(9 + et)(1 + x)(1 + y)

≤ e−t

(9 + et)
|x− y|

≤ 1

10
|x− y|.

Donc la condition (H1) est satisfaite avec k1 = 1
10
.

Soient x, y ∈ [0,+∞[

|g(x)− g(y)| = |
n∑
i=1

cix(ti)−
n∑
i=1

ciy(ti)|

≤
n∑
i=1

ci|x− y|.

Ainsi la condition (H3) est satisfaite avec k2 =
n∑
i=1

ci.

On va véri�er la condition (3.3) avec T=1

2K1T
α

Γ(α + 1)
+ k2 =

1

5Γ(α + 1)
+

n∑
i=1

ci,
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Comme
n∑
i=1

ci <
4
5
, donc

1

5Γ(α + 1)
+

n∑
i=1

ci < 1⇔ Γ(α + 1) > 1.

Qui est satisfait pour α ∈]1.2[. D'après le théorème 3.2.1 le problème (3.4)− (3.5) admet
une unique solution sur [0, 1].



Chapitre 4
Problèmes aux limites avec des conditions

intégrales

4.1 Introduction

D
ans ce chapitre, on s'intéresse au résultat d'éxistance des solutions du problème aux
limites avec des conditions intégrales suivantes :

cDαy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1, (4.1)

y(0) + µ

∫ T

0

y(s)ds = y(T ). (4.2)

Où cDα la dérivée fractionnaire au sens de Capito, et f : J × R → R, est une fonction
donnée satisfaisant certaines hypothèses qui seront spéci�ée plus tard et µ ∈ R∗.
Ce chapitre est basé sur les travaux[6].
Pour les résultats de l'éxistance du problème (4.1) − (4.2), nous avons besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.1.1 Soit 0 < α < 1 et soit h ∈ C(J,R) une fonction donnée, alors le problème
aux limites :

cDαy(t) = h(t), t ∈ J, (4.3)

y(0) + µ

∫ T

0

y(s)ds = y(T ) µ ∈ R∗, (4.4)

admet une solution unique donnée par :

y(t) =

∫ T

0

G(t, s)h(s)ds,
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où G(t, s) est la fonction de Green dé�nie par :

G(t, s) =


-(T-s)α + αT(t-s)α−1

T Γ(α + 1)
+

(T-s)α−1

TµΓ(α)
, si 0 ≤ s < t

-(T-s)α

T Γ(α + 1)
+

(T-s)α−1

TµΓ(α)
, si t ≤ s ≤ T

(4.5)

Preuve. D'après le lemme 1.3.2, nous pourons réduire le problème (4.3)− (4.4) a une
équation intégrale équivalente :

y(t) = Iαh(t)− C0

y(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds− C0, (4.6)

pour une constante C0 ∈ R. Nous avons par intégration∫ T

0

y(s)ds =

∫ T

0

( ∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α)
h(τ)dτ − C0

)
ds.

On utilisons la linéarité de l'intégrale et on calculons l'integrale d'une constante, on aura :∫ T

0

y(s)ds =

∫ T

0

( ∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α)
h(τ)dτ

)
ds− C0T.

On utilisant le théorème d'intégration de Fubini on aura :∫ T

0

y(s)ds =

∫ T

0

( ∫ T

τ

(s− τ)α−1

Γ(α)
ds
)
h(τ)dτ − C0T

∫ T

0

y(s)ds =

∫ T

0

(T − τ)α

αΓ(α)
h(τ)dτ − C0T. (4.7)

Appliquant la condition intégrale (4.4) on aura :

y(0) = −C0

y(T ) =

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds− C0.

On doit trouver C0.
D'après (4.4) on a :

y(0) + µ

∫ T

0

y(s)ds = y(T ),
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en remplaçant y(0) et y(T ), on va trouver

−C0 + µ

∫ T

0

y(s)ds =

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds− C0.

C'est à dire :

µ

∫ T

0

y(s)ds =

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds.

D'après (4.7) on aura :

µ

(∫ T

0

(T − τ)α

αΓ(α)
h(τ)dτ − C0T

)
=

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds,

donc

µ

∫ T

0

(T − τ)α

Γ(α + 1)
h(τ)dτ −

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds = µC0T.

C'est à dire :

C0 =
1

µT

(
µ

∫ T

0

(T − τ)α

Γ(α + 1)
h(τ)dτ −

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α)
h(s)ds

)

=
1

T

(∫ T

0

(T − τ)α

Γ(α + 1)
h(τ)dτ −

∫ T

0

(T − s)α−1

µΓ(α)
h(s)ds

)
.

C0 =
1

T

∫ T

0

(
− (T − s)α−1

µΓ(α)
+

(T − s)α

Γ(α + 1)
)

)
h(s)ds.
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On remplaçant C0 dans (4.6) on aura la solution unique du problème (4.3)− (4.4) est :

y(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

1

T

∫ T

0

[
−(T − s)α

Γ(α + 1)
+

(T − s)α−1

µΓ(α)

]
h(s)ds

y(t) =

∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α)
h(s)ds+

1

T

[ ∫ t

0

(
−(T − s)α

Γ(α + 1)
+

(T − s)α−1

µΓ(α)

)
h(s)ds

+

∫ T

t

(
−(T − s)α

Γ(α + 1)
+

(T − s)α−1

µΓ(α)

)
h(s)ds

]
=

1

T

∫ t

0

αT (t− s)α−1

αΓ(α)
h(s)ds+

1

T

∫ t

0

(
−(T − s)α

Γ(α + 1)
+

(T − s)α−1

µΓ(α)

)
h(s)ds

+
1

T

∫ T

t

(
−(T − s)α

Γ(α + 1)
+

(T − s)α−1

µΓ(α)

)
h(s)ds

=

∫ t

0

(
αT (t− s)α−1 − (T − s)α

T Γ(α + 1)
+

(T − s)α−1

TµΓ(α)

)
h(s)ds

+

∫ T

t

(
−(T − s)α

T Γ(α + 1)
+

(T − s)α−1

TµΓ(α)

)
h(s)ds.

On aura :

y(t) =

∫ t

0

(
−(T − s)α + αT (t− s)α−1

T Γ(α + 1)
+

(T − s)α−1

TµΓ(α)

)
h(s)ds

+

∫ T

t

(
−(T − s)α

T Γ(α + 1)
+

(T − s)α−1

TµΓ(α)

)
h(s)ds

=

∫ T

0

G(t, s)h(s)ds.

Nous dé�nissons ce que nous exprimons être une solution du problème aux limites avec
des conditions intégrales (4.1)− (4.2)

Dé�nition 4.1.1 Une fonction y ∈ C1(J,R) est dite solution de (4.1)− (4.2) si y veri�e
l'équation suivante :

y(t) =

∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds.

Remarque La fonction t ∈ J →
∫ T

0
|G(t, s)|ds est continue sur J , et est donc bornée.

Soit :

Ĝ = sup{
∫ T

0

|G(t, s)|ds, t ∈ J}.
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4.2 Résultats principaux

Notre premier résultat est basée sur le théorème de point �xe de Banach.

Théorème 4.2.1 Supposons que :

(H1) Il existe une constante k>0, tel que :

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ k|u− v|, pour tout t ∈ J et pour chaque u, v ∈ R.

Si KĜ < 1. (4.8)

Alors, il existe une solution unique pour le problème aux limite (4.1)− (4.2).

Preuve. Considérons l'opérateur N : C(J,R)→ C(J,R) dé�nie par :

N(y)(t) =

∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds,

où G(t, s) est la fonction de Green donnée par (4.5). D'après le lemme 4.1.1, les points
�xes de l'opérateur N sont les solutions du problème (4.1)− (4.2).
Nous montrons que N est une contraction. Considérons x, y ∈ C(J,R). Alors pour tout
t ∈ J on a :

|N(x)(t)−N(y)(t)| =
∣∣∣∣ ∫ T

0

G(t, s)f(s, x(s))ds−
∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ T

0

G(t, s)(f(s, x(s))− f(s, y(s)))

∣∣∣∣ds
≤
∫ T

0

|G(t, s)||(f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds,

d'après (H1) on aura :

|N(x)(t)−N(y)(t)| ≤
∫ T

0

|G(t, s)|k|x− y|ds

≤ k‖x− y‖∞
∫ T

0

|G(t, s)|ds,

d'après la remarque précédente on aura :

|N(x)(t)−N(y)(t)| ≤ kĜ‖x− y‖∞.

Ainsi, nous obtenons :
|N(x)−N(y)| ≤ L‖x− y‖∞,
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avec :
L = kĜ < 1.

Prenons le supremum sur t ∈ [0, T ], nous avons

‖N(x)−N(y)‖∞ ≤ L‖x− y‖∞,

puisque L < 1, l'opérateur N est une contraction et donc N a un unique point �xe par le
principe de contraction de Banach, qui donne une solution intégrale unique au problème
(4.1)− (4.2).

Le deuxième résultat pour le problème (4.1)− (4.2) est basée sur le théorème de point
�xe de Leray- schauder.

Théorème 4.2.2 Le problème aux limites (4.1) − (4.2) admet au moins une solution si
les conditions suivantes sont satisfaites.

(C1) f : J × R→ R est continue.

(C2) ils existent p ∈ C(J,R+) et ψ : [0,+∞[→]0,+∞[ continue et non décroissante
telle que : |f(t, u)| ≤ p(t)ψ(|u|), pour tout t ∈ J et tout u ∈ R.

(C3) il existe M > 0 tel que : :
M

P ∗ψ(M)Ĝ
> 1, (4.9)

où
P ∗ = {supP (s), s ∈ J}.

Preuve. Nous montrerons que l'opérateur N satisfait aux conditions du théorème
point �xe de Leray-Schauder.
La preuve est donnée en quatre étapes.
Etape 1 : N est continu.
Soit {yn} une suite dans C(J,R), telle que yn → y dans C(J, (R)), alors pour tout t ∈ [0, T ]
on a :

|(N(yn)(t)−N(y)(t)| =
∣∣∣∣ ∫ T

0

G(t, s)f(s, yn(s))ds−
∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
|(N(yn)(t)−N(y)(t)| ≤

∫ T

0

|G(t, s)||f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds

≤ G∗‖f(., yn)− f(., y)‖∞.
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Prenons le supremum sur [0, T], on obtient ‖N(yn)−N(y)‖∞ ≤ G∗‖f(., yn)− f(., y)‖∞.
Puisque f est continu, le théorème de convergence dominé par Lebesgue implique que :
‖N(yn)−N(y)‖∞ → 0 quand n→∞ donc N est continue.
Etape 2 : N transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformement borné dans
C(J,R).
Soit : C = {y ∈ C(J,R)), ‖y‖∞ ≤M}.
C est un sous-ensemble fermé et convexe de C(J,R),
Soit y ∈ C, alors pour tout t ∈ J

|N(y)(t)| ≤
∫ T

0

|G(t, s)||f(s, y(s))|ds,

de (C2) on aura :

|N(y)(t)| ≤
∫ T

0

|G(t, s)|P (S)ψ(|y(s)|)ds

≤ P ∗ψ(‖y|‖∞)

∫ T

0

|G(t, s)|ds.

Donc :
‖Ny|‖∞ ≤ P ∗ψ(M)Ĝ = l,

où l est uné constante positif,
et donc N(C) est uniformement borné.
Etape 3 : N transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C([0, T ],R)
.
Soit y ∈ C, et t1, t2 ∈ J, t1 < t2 ; alors :

|N(y)(t2)−N(y)(t1)| =

∣∣∣∣ ∫ T

0

G(t2, s)f(s, y(s))ds−
∫ T

0

G(t1, s)f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ T

0

∣∣G((t2, s)−G(t1, s)| |f(s, y(s))
∣∣ds,

d'après (C2) on a :

|N(y)(t2)−N(y)(t1)| ≤
∫ T

0

|G(t2, s)−G(t1, s)|p(s)ψ(|y(s)|)ds

≤ P ∗ψ(M)

∫ T

0

|G(t2, s)−G(t1, s)|ds.

Quand t1 → t2, le membre droit de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro.
Alors, l'ensemble Y (t) = {N(y)(t) : y ∈ C} est précompact dans R.
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D'aprés les étapes précédentes et le Théorème d'Arzelá-Ascoli, nous pouvons conclure que
N est un opérateur complètement continu.

Etape 4 Soit y ∈ C nous montrerons que Ny ∈ C, pour tout t ∈ J , on a :

|Ny(t)| =

∣∣∣∣ ∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ T

0

|G(t, s)||f(s, y(s))|ds.

D'après (C2) on a :

|Ny(t)| ≤
∫ T

0

|G(t, s)|P (s)ψ(|y|)ds

≤ P ∗ψ‖y‖∞
∫ T

0

|G(t, s)|ds.

Ainsi : ‖Ny‖∞ ≤ P ∗ψ(M)Ĝ,

d'après (4.9) on a :

P ∗ψ(M)Ĝ < M,

et on aura :

‖Ny‖∞ ≤M.

Par conséquent, on déduit que Nadmet un point �xe y qui est solution du problème au
limite (4.1)− (4.2).
Nous donnons un résultat d'unicité des solutions du problème (4.1)− (4.2).

Théorème 4.2.3 Supposons que les conditions du théorème 4.2.2 sont véri�ées, supposons
que de plus qu'il existe une constante positive K telle que :

|f(t, u(t))− f(t, v(t))| ≤ K‖u− v‖∞,∀t ∈ J et pour tout u, v ∈ C(J,R).

Alors le problème (4.1)− (4.2) admet une unique solution sur J .

Preuve. L'éxistance d'au moins une solution y(t) du problème (4.1) − (4.2) est assurée
par le théorème 4.2.2 pour prouver l'unicité de y(t) on va supposer qu'elle admet une autre
solution. Soit z(t) une autre solution du problème (4.1) − (4.2) alors pour chaque t ∈ J ,



4.3 Exemple 45

nous avons :

|y(t)− z(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ T

0

G(t, s)f(s, y(s))ds−
∫ T

0

G(t, s)f(s, z(s))ds

∣∣∣∣∣
≤

∫ T

0

|G(t, s)||f(s, y(s))− f(s, z(s))|ds

≤ K

∫ T

0

|G(t, s)| ‖y − z‖∞ds.

Maintenant, on va utiliser le lemme de Granwall, avec ϕ(t) ≡ 0 et u(t) = |y(t)− z(t)|
donc

y(t) = z(t),

d'où on aura l'unicité de la solutiondu problème (4.1)− (4.2).

4.3 Exemple

Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :

CDαy(t) =
e−t

10(1 + et)
|y(t)|, t ∈ J = [0, 1], α ∈]0, 1[ (4.10)

y(0) +

∫ 1

0

y(s)ds = y(1). (4.11)

Soit :

f(t, x) =
e−t

10(1 + et)
x, (t, x) ∈ J × [0,∞).

µ = 1, T = 1.
Soit x, y ∈ [0,∞] et t ∈ J , alors on a :

|f(t, x)− f(t, y)| = | e−t

10(1 + et)
x− e−t

10(1 + et)
y|

= | e−t

10(1 + et)
(x− y)|

=
∣∣ e−t

10(1 + et)

∣∣∣∣x− y∣∣,
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comme e-t

10
(
1+et

) > 0. Donc :

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

10(1 + et)
|x− y|.

Alors :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ 1

20
|x− y|.

D'où la condition (H1) est véri�ée pour k = 1
20
.

D'après (4.5) G est donnée par :

G(t, s) =


-(1-s)α + α(t-s)α−1

Γ(α + 1)
+

(1-s)α−1

Γ(α)
, si 0 ≤ s < t

-(1-s)α

Γ(α + 1)
+

(1-s)α−1

Γ(α)
, si t ≤ s ≤ 1

(4.12)

On a ∫ 1

0

G(t, s)ds =

∫ t

0

G(t, s)ds+

∫ 1

t

G(t, s)ds,

on a ∫ 1

0

G(t, s)ds =

∫ t

0

(
−(1− s)α

Γ(α + 1)
+

(t− s)α−1

Γ(α)
+

(1− s)α−1

Γ(α)

)
ds

+

∫ 1

t

(
−(1− s)α

Γ(α + 1)
+

(1− s)α−1

Γ(α)

)
ds

=

[
(1− s)α+1

(α + 1)Γ(α + 1)
− (t− s)α

αΓ(α)
− (1− s)α

αΓ(α)

]t
0

+

[
(1− s)α+1

(α + 1)Γ(α + 1)
− (1− s)α

αΓ(α)

]1

t

=

[
(1− t)α+1

(α + 1)Γ(α + 1)
− (1− t)α

αΓ(α)
− 1

(α + 1)Γ(α + 1)

+
tα

αΓ(α)
+

1

αΓ(α)

]
+

[
− (1− t)α+1

Γ(α + 2)
+

(1− t)α

(Γ(α + 1)

]

=
(1− t)α+1

Γ(α + 2)
− (1− t)α

Γ(α + 1)
− 1

Γ(α + 2)
+

tα

Γ(α + 1)

+
1

Γ(α + 1)
− (1− t)α+1

Γ(α + 2)
+

(1− t)α

(Γ(α + 1)
.
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Donc :

Ĝ <
4

Γ(α + 1)
+

3

Γ(α + 2)
< 20 pout tout α ∈]0, 1][,

et on aura :

1

20
Ĝ < 1.

Le problème aux limites (4.10)− (4.11) admet une unique solution.



Conclusion générale

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d'existence et d'unicité des solutions
d'un problème au limite pour les équations di�érentielles d'ordre fractionnaire au sens de
Caputo en utilisant le principe de contraction de Banach et l'alternative non linéaire de
Leray-schauder.

on a présenté aussi quelques résultats d'existence et d'unicité des solutions d'un pro-
blème au limite avec des conditions non locales pour des équations di�érentielles d'ordre
fractionnaire au sens de Caputo en appliquant le principe de contraction de Banach et
l'alternative non linéaire de Leray-schauder.

Ensuite on a présenté quelques résultats d'existences et d'unicité des solutions d'un pro-
blème au limite avec des conditions intégrable pour des équations di�érentielles d'ordre
fractionnaire au sens de Caputo et on a utilisé les mêmes théorèmes de point �xe.
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