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Résumé

L’objective essentielle de cette étude consiste a connaitre le calcul différentiel fractionnaire.

On s’intéresse au calcul différentiel fractionnaire de Riemann-Liouvtlle. Dans ce théme, nous présen-
tons des définitions utiles tout au long de ce mémoire, nous rappelons une identification de l'intégrale
et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville , quelques propriétés concernant ces cal-
culs, Et a la fin nous avons discuté l’existence et I'unicité des solutions d’un probléme fractionnaires en

utilisant la théorie des points fixes.

Mots-clés : Calcul différentiel fractionnaire, Riemann-Liouville, Probléme fractionnaire, LA théorie

des point fixe .
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[ ]
NOTATIONS
Les ensembles
N . L’ensemble des entiers naturelles

R,C : L’ensemble des nombres réels (résp.complexes)

R, : L’ensemble des nombres réels positifs [0, c0)

Les opérateurs

®© : L’opérateur dérivé .
D : «a € Ry Popérateur dérivé fractionnaire de Rtemann-Liouville.
I L’opérateur identité .
J L’opérateur intégrale .
Je a € Ry L'opérateur intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.
Les espaces
C*([a,b]) : L’espaces des fonctions continument dérivable jusqu’a Uordre k.
A¥([a,b]) : Lespace des fonctions absolument continue dérivable jusqu’a Uordre (k — 1).

L,([a,b]) : L’espace de Lebesgue

Les normes

| . [lo : lanorme de Chebyshev(lanorme de sup); || f ||c= sup |f(x)]
b

a<x<

b »
I, : lanorme L, (1<p<oo): | f = ( / |f|de)

1ii
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INTRODUCTION GENERALE

Les modéles théoriques ont toujours joué un role trés important dans la description de nombreux
problemes du monde réel, c’est a dire on a intégré la modélisation pour représenter des phénomenes de

la réalité par des outilles mathématiques .

Les systémes fractionnaires apprissent de plus en plus dans les différents domaines de la recherche .
Toutefois, l'intérét progressif que I’on porte a ces systémes est leurs applications en sciences fondamen-
tales et appliqués .
on peut noter que les opérateurs fractionnaires sont utilisés pour prendre en compte des effets de mé-

moire

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire a la généralisation de
la dérivation a un ordre quelconque, c’est a dire la théorie des équations différentielles fractionnaires
est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, c’est

une généralisation de la notion dérivation a un ordre entier ou non entier, réel ou complexe.

Les concepts de dérivation et d’intégration fractionnaire sont souvent associés aux noms de R emann
et de Liouville , alors que l'interrogation sur la généralisation de la notion de dérivée a des ordres

fractionnaires est plus ancienne.

En effet, I’histoire du calcul fractionnaire commencga par une question clé de Letbniz, a qui on
n

doit 'idée de la dérivation fractionnaire. Il introduisit le symbole de dérivation d’ordre n | Pl
x

D"y ou n est un entier positif. Ce fut peut étre un jeu naif des symboles qui poussa 1’Hospital a

s’interroger sur la possibilité d’avoir n dans Q . Il posa la question : et sin = 3 ?

1. Bernhard Riemann :(Hanovre 1826 - Italie 1866) est un mathématicien allemand. Il a apporté une contribution

importante d 'analyse et a la géométrie différentielle.

iv




SOMMAIRE

En 1695, dans une lettre a 1 ’Hospital, Leibniz écrivit prophétiquement :
« Un paradoxe apparent, dont un jour conséquences utiles seront tirées ».

Sur ces questions, nous retrouvons les contributions de grands mathématiciens tels qu 'Euler ou
Lagrange au XVIF siécle, Laplace, Fourier, Liouvillel](1832; 1837) ou Riemann (1847) au
XIX® siecle, ainsi qu’a Grinwald (1867) et Letnikov (1868) dans la seconde moitié du méme siécle.
Il semble qu’une contradiction dans les définitions ait empéché un succés plus grand de la théorie,
qui n’est certes pas encore unifiée; de plus, I’absence au début d’une interprétation géométrique ou
physique claire de la dérivée fractionnaire d’une fonction a largement contribué a ce que des champs
de recherche passionnants restent dans [’ombre. Le paradoxe des définitions distinctes fut résolu par
la compréhension du caractére non local de 'opérateur de dérivation non entiére. Pour plus de détails

historiques, nous renvoyons a [3] [7] [9] [12] [10].

2. Joseph Liouville :(Saint-Omer 1809-Paris 1882), un mathématicien francais. Parmi ses travaux les plus célébres,
on peut citer, la découverte des nombres transcendants en 1844, le probléme des valeurs au bord des solutions d’équation

différentielles, les intégrales elliptiques.



Chapitre |

Préliminaires : " Généralités "

Dans cette partie nous donnons quelque notions de calculs différentiels et intégrals classiques,

fonctions spéciales ,des définitions .

Finalement on va citer des Théorémes du point fixe qui sont utilisés pour montrer Uexistence et l'unicité

du probleme donnée apres.

1 Rappel sur le calcul différentiel et intégral

Théoréme 1.1 [3](Théoréeme fondamental)

Soient f:Z C R — R une fonction continue et F' : Z = [a,b] — R définie par :

F(x) = /X f(t)dt

Alors, F estdérivableetona: F' = f

Notation 1.1

Soit f: 7T CR —R.
® On notera par D, la dérivéede f ou f une fonction de classe C' c’est a dire :
Dfx)=[f(x). VxeZT (L.1)
® On notera par J, lintégrale de Riemann avec f une fonction intégrable sur 7 = [a,b] ,c’est d dire :

Tuf(x) = / ft)dt ¥V a<x<b (L2)



I.1 Rappel sur le calcul différentiel et intégral

® Pour o € N nous généralisons la notion de dérivée et d’intégrale D et T itérées c’est a dire :

D! =9 ; DY =DoD!
3; =7 : J* =73,0 3;"_1 pour v > 2.
Remarque 1.1
D'oJl =Id =  D*03*=Id VYa €N (I3)

Proposition 1.1

Soient o, f € N avec o> [ etsoit f fonction de classe C*([a, b))

Alorsona:

Df =D o0 0f (1.4)
Preuve 1.1
La remarque nous donne

Do f = f )

Et en appliquant U'opérateur D aux deux membre de I’équation

On déduit
DD 037 f] = D°f
Et comme
DD f =D f
On déduit

D o3 f = Dof

Proposition 1.2
Soit f une fonction intégrale sur T = [a,b] et € N*

Alorsona:

1 X
“la-1) / (x—1)*'f(t)dt  pourtout a<x<b (L5)

C’est une conséquence immédiate de Théoreme o fois .



1.2 Fonctions spéciales pour le calcul fractionnaire

Définition 1.1  (formule de Leibniz)
Soient n un entier positif et [ , g deux fonctions définies et dérivables jusqu’a l'ordre n sur un

intervalle 7.

On a alors :
n _ —~ [n k n—k o oAk n!
D (fg)—kzzo ) (DFf) (D" Fg) o Cn——n!(k:—n)! (L6)
——
Ck

2 Fonctions spéciales pour le calcul fractionnaire

Dans cette section, nous présentons quelques fonctions spécifiques qui seront utilisées tout au

long de ce mémoire. Ces fonctions jouent un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire .

2.1 Fonction Gamma

Définition 2.1  [11]

On appelle fonction Gamma d’Euler noté T'(z) avec z est un nombre complexe , la fonction :

[(z) = /0+00 t*tetdt,  Re(z) >0 (L.7)

Remarque 2.1

Cette intégrale est convergente si Re(z) > 0 carona:

Siz=x+1y
+oo
ID(x +1iy)| = Y et g
0 1
400
< / |tx—leiy log(t)e—t |dt
0
Comme
|elylog(t) | < 1
>
e <M
On déduit .
Mx+iy)| < M dt
IT( )| i [ 18

Donc on voit que est convergente si x — 1 > 0 autrement dit |.7 converge si Re(z) > 0.

1. ....t% = ealog(t)



1.2 Fonctions spéciales pour le calcul fractionnaire

Proposition 2.1

La fonction Gammea satisfait I’équation fonctionnelle suivante :

[(z+1)==2I'(2) (1.9)

Preuve 2.1

On démontre cette proposition par une intégration par parties de ie:

+o0o
T(z+1) :/ =D+~ gt
0 n
= lim t7e tdt

nN—>r+00 0

n oo
= lim —e '* ]—I—z/ e 't ds
0

7\7—>+oo 0 J |
M re)
= zI'(2).
Remarque 2.2
On a aussi la propriété :
F'n)=(mn-1)! Vn € N* (L10)
En effet,
I'l)=1 car :
+oo
(1) = / e 't =1
0
Et on utilisons la proposition précédant pour z =1,2,3,--- ., n:

r'e)= 1r(1)= 11=1
ra)= 2r2) = 21=2!
r'4)= 3I(3)= 32!=3!
Par conséquent
I'(n) =m-1)

Proposition 2.2

Pour tout n entier naturel ,on peut écrire :



1.2 Fonctions spéciales pour le calcul fractionnaire

Indication de la preuve

“+oo
1) F(%):/O e "t 2dt

On fait le changement de variable :

u:\/fz>u2:t

d’ou
dt = 2udu
\
+o0 67u2 ]
Py =2 / du
0 U
T 2
= \/—— a € Ry
o
= \/E
+oo 1
2) T(2) = / e 2 dt
0
En effet, par une intégration par partie :
u =t :>u’—%t_%
V=elt=mv=—e"!

o (3) (1.11)

+oo
3) r(g):/o e~ttidt

par intégration par partie :

o L3 (1.12)

+oo 5
2. ...lintégrale de gauss :/ e dt
0



1.2 Fonctions spéciales pour le calcul fractionnaire

On peut généraliser la proposition c’est-a-dire

2n)!
n) F(n—l—i):%, avec n € N

Gamma function

-

RN SUOSSL JUSSOS S0

D

=

FiGURE I.1 — Courbe représente la fonction Gamma.

2.2 Fonction Béta

Définition 2.2 [11]
La fonction Béta ou fonction de Bessel de seconde espéce est définie par :

Vz,w € C, Re(z) >0 Re(w) >0:
1
Jw) = L1 — ) tde. L
B(z;w) /Ot (1—t)»~tdt (113)

Remarque 2.3

Cette intégrale est convergente si Re(z) > 0 et Re(w) > 0 c’est-d-dire :



1.2 Fonctions spéciales pour le calcul fractionnaire

1) Si Re(z) > 1, Re(w) > 1 alors intégrale ci-dessus est convergente car c’est le produit de deux

fonctions intégrables.

2) Si 0 <Re(z) <1 et 0<Re(w) <1 alors nous avons affaire a une intégrale impropre c’est-a-dire :
i) Au voisinagede t =1 :
La fonction t*~' — 1 ; donc la convergence de (L13) dépend la convergence de

/01(1 — )~ tdt

B(z,w)w/o (1—t)'de

D’ou
Par conséquent
1 1
| / (1 -ty ldr] < / (1 — 1)y
0 0
1 .
< / (1 — (L — £yt
0

1
_ / |(1 . t)x—1||61ylog(1—t) |dt (**)
0

Comme

leiylog(lft)| <1

On déduit que l'intégrale (") est convergente si x — 1 > 0.
ii) Au voisinagede t =0 :
La fonction (1 — t)~' —= 1; alors la convergente de (L13) dépend la convergente de

1
/ At
0

Bz, w)~ /01 == tdt

1 1
’/ f;Z1dt’§/ |t(x+1y)71|dt
0 0
1 .
< / 16t
0

1
:/ ‘tx_1||eiylog(t)’dt
0

Finalement, on conclut que l'intégrale est convergente si PRe(z) > 0,Re(w) > 0.

C’est-a-dire

Par conséquent :



1.2 Fonctions spéciales pour le calcul fractionnaire

Proposition 2.3
Pour tout nombre complexe z, w d’un partie réel positif,

Ona:

Preuve 2.2

Soit D = Ri d’onl

En utilisant le Théoréme de Fubinil] :

+oo +0o0o
/ / mzflwalef(ery) dl’dy
0 0

En faisant le changement de variable :

avec ¢ application bijective de ¢ : D — D’

U=ty T = UV v U
> . Notons aussi que :» = J(u,v) =
— _ l—v —u
v = —
Tty y =u(l—v)

Le domaine D est transformé par le changement de variable en :

D ={(u,v);0<u,0<v<1}

/ / xzflwalef(wy)dxdy — )]“’7167“ ‘ —U ‘ dudv
D JD

:f /uz-‘rw 1, .2— 1 U)w_le_“dudv
D,oo
/
)

par suite

uz-‘rw 1,Uz 1(1 _ U)w_le_“dv]du

—

1
uz+w—1e—udu] [/ Uz_l(l o U)w_ld’U]
0

J/ J/

I(z4w) B(z,w)

On conclut que

Par conséquent (L.14) est prouvée .

..... / (/f:z: ydy> dx_/ (/Xf(x,y)d:c) dy:/xxyf(x,y)dxdy

(L14)



1.2 Fonctions spéciales pour le calcul fractionnaire

Proposition 2.4

On a pour tout z,w complexes tel-que Re(z) > 0, Re(w) > 0 les propriétés suivantes :

i) La fonction Béta est symétrique c’est-a-dire :

Blz,w+1) = %ﬁ(z + 1, w)

2.3 Fonction de Mittag-Leffler

La fonction Mittag-Leffler est nommée d’apres un mathématicien ’suédois’[11] qui la défini en 1903.

Cette fonction est une généralisation directe de la fonction exponentielle.

Définition 2.3 [4]

1. La fonction Mittag-Leffler a un parameétre est donné par :

> E.(2) = YV a>0

WE

I'(ak +1)

B
Il
o

2. La fonction Mittag-Leffler a deux parameétres :

00
Zk:

>Ea”3(2) :Zm Va,5>0

k=0



l) E171 (Z)

it) Fy2(2)

1.3 Définitions et Théorémes d’analyses Fonctionnelles

Exemple 2.1

3.1 Définitions

Définition 3.1

a{z) e J'-'u’ﬁ.l..li"-:'

i

Ei(z) : (e = 3 = 1) trait en pointillé

J Evzia(z) : (a=\ 2, # = 1.3) trait plein .

FIGURE 1.2 — Courbes représentent la fonction de Mittag-Leffler.

3 Définitions et Théorémes d’analyses Fonctionnelles

Cette section est consacrée a quelques définitions de I’analyse fonctionnelle et Théorémes du point

Soient k un entier et p un nombre réel supérieure ou égale 1 on définit :
C*([a,b]) :== {f : [a,b] = R; f continument dérivable jusqu’a l'ordre k}
b
L,([a,b]) := {f : [a,b] — R; fest mesurable sur [a,b] avec; / | f(x) |P dx < oo}
Loola,b] :={f : [a,b] = R; fest mesurable et essentiellement borné sur ([a,b])}

A¥([a,b]) :=={f : [a,b] = R; fabsolument continue dérivable jusqu’a l'ordre (k — 1)}

10



1.3 Définitions et Théorémes d’analyses Fonctionnelles

Définition 3.2
Soit X un ensemble non vide ; d est une distance sur X si:

d: X x X — R, uneapplication
Vérifiant :

. i) Séparabilité :¥(z,y) € X?, d(z,y) =0z =y
. 1i) Symétrie :V(x,y) € X?, d(z,y) = d(y, x)

. iii) Inégalité triangulaire :¥/(z,y, z) € X3, d(z, 2) < d(x,y) + d(y, 2)

Définition 3.3

On appelle espace métrique toute ensemble de X muni d’une distance noté (X, d)

Définition 3.4
On dit qu’un espace métrique (X,d) est complet si toute suite de Cauchy de X est convergente. Un

espace vectoriel normé qui est complet s’ appelle espace de Banach noté (X, || ||x)

Définition 3.5
L’application A est linéaire si et seulement si :

Ve,y € X Vipu e C=R

Az + py) = AA(z) + pA(y)

Remarque 3.1

Dans la suite (X, || ||x) et (Y,|| ||y) désignent des espaces de Banach.

Définition 3.6

M C (X, ]| ||x) est borné si et seulement si :
dr>0, Ja € X, M C B(a,r)
Définition 3.7

Soit A:(X,| |lx)— (Y| |ly) uneapplication linéaire.

On dit que A est bornée si elle envoie les parties bornées de X sur des parties bornées de Y .

Définition 3.8

On appelle opérateur borné toute application linéaire continue de (X, || ||x) dans (Y, | |y)-

11



1.3 Définitions et Théorémes d’analyses Fonctionnelles

Proposition 3.1
Soit (X, ||.||) un espace de Banach, et soit M C X.

Une application A : M — M, est continue sur M si pour toute suite {x,} de M :

lim ||Az, — Az|| =0
n—oo

lim ||z, —z|| =0= et

n—oo

rz = lim x,
\ n—oo

Définition 3.9
Soit V' un espace vectoriel sur R.
Un ensemble M C V' est dit convexe si et seulement si pour tout couple (u,v) de points de segment

joignant uw a v ettout A\ compritentreOetlona:

A+ (1—=MNv] € M

Remarque 3.2

Un ensemble M est relativement compact veut dire que sa frontiére M est compact

Définition 3.10
Soient (X, || |lx), (Y|l |ly) deux espaces de Banach .

Lapplication f : (X, || ||x) — (Y,|| ||v) est dite compacte si :

a) f estcontinue sur X .

b) f(X) estrelativement compact dans Y.

Définition 3.11
Soient (X,|| |lx) et (Y,]| |ly) deux espaces de Banach et soit M sous ensemble de X.

L’application f: X — Y est dite complétement continue si :

a) f estcontinue sur X .

b) f(M) est relativement compacte dans Y pour tout sous-ensemble borné M de X .

Définition 3.12

Soient X un ensemble, (Y,d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X.

12



1.3 Définitions et Théorémes d’analyses Fonctionnelles

Soient (fi)r e n une suite de fonctions définies sur X et d valeurs dans Y et f une fonction définie
sur X a valeurs dans Y.

On dit que la suite (fy); converge uniformément vers f sur A si:

Ve>0,3N. e N Vk e NEk>N.= Va € A d(fi(z), f(x)) <e

Définition 3.13
Soit A: (X, || |lx) = (X, || ||x) une application .

Un élément = de X est dit point fixe de A si:

Arx ==z

Théoréme 3.1 [3] (Arzéla-Ascoli)
Soit J une partie compacte d’un espace métrique (X, d) avec (X, || ||x) espace de Banach, M un
sous ensemble de C(J, X) des fonctions continue muni de la norme de sup .

M est relativement compact dans C(J, X)) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(1) M est uniformément borné i.e. : il existe une constante | > 0 tel que :
VteJ,Vf e M ona
[flloo = sup [f(t)] <.
teJ

(2) M est équicontinu i.e : pour tout £ positive, il existe §(¢) positive tel que :

||f(t1)—f(t2)||M <e V t1,ty € T, d(tl,tg) <5<E)\V/f e M

3.2 Théoreme du point fixe de type Leray Schauder

Le théoréme du point fixe de Schauder affirme qu’une application continue sur un convexe compact

admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique .

Théoréme 3.2 [4] (Schauder)

Soit M un sous ensemble non vide , compact, convexe, dans un espace de Banach (X, | ||x) -
Supposons que A : M — M est une application continue .

Alors :

A admet au moins un point fixe .

13



1.3 Définitions et Théorémes d’analyses Fonctionnelles

Théoréme 3.3 [4] (Théoréme de ’alternative non linéaire de Leray Schauder)

Soit (X,|| ||x) un espace de Banach, () un sous ensemble ouvert borné de X , avec 0 élément de ()
A:Q— X une application compacte.

Alors :

» A un point fixe sur Q

Ou bien;

> ilexiste A\ € (0,1)et © € 0Q tel que v = \A(x)

3.3 Théoréme du point fixe de Banach

Théoréme 3.4 [2]
Soit (X, || . ||x) un espace de Banach et F : X — X une contraction .s’il existe 0 < k < 1 tel que :

Vyi,yo € X || Fly) = F(y2) Ix< k|| y1 —v2 || x

alors l'opérateur F admet un point fixe unique r € X.
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Chapitre 1l

Intégrale et dérivée fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville

Dans ce chapitre on va donner clairement quelques résultats utiles concernant l’intégrale et la
dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Rtemann-Liouville et on va identifier la relation entre les

deux .

1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o« € R, , selon ’approche de Riemann-Liouville,

généralise la célebre formule attribuée a Cauchy d’intégrale répété a— fois ou o est un entier naturelle.

Définition 1.1 [3](Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville)

Soit T = [a,b] un intervalle sur R et soit a« € R, ;notons Ty, et Ty les opérateurs définis sur
Li([a,b]) par:
1 x
i) Iy, f(z) = m/a (x — t)* L f(t)dt; X>a (IL1)

I ol ‘
_m/x(t—x) fo)dt x<b

Ja, s’appelle Uintégrale (gauche) fractionnaire de Rtemann-Liouville.

Jy s’appelle 'intégrale (droite) fractionnaire de Riemann-Liouville.

15



II.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

0 A0 — 4.
(1) Pour a=0:7,, =Id;

(2) Si a>1 Ulintégrale 3% f(x) existe pour tout x sur [a,b] car:

3 f(x) est le produit d’une fonction intégrale f et fonction continue (x — t)*!

Proposition 1.1
Soit f € Li([a,b]) etsoit 0 < a < 1.
alors Uintégrale 35 f(x) existe pour presque tout x dans [a, b] et la fonction T3 f(x) est un élément

de Ly([a,b])

Preuve 1.1

En intégrant le module de I’équation ([L1) puis en utilisant le Théoréme de Fubiniavec t € [a,b] ,nous

obtenons ) X ) N
~a _ - X — a—1 <
[ e = s / ([ 10 rwa ) 1
1 X
<—/ (/ \X—ta‘ll-lf(tﬂdt)dx
<- /\f |/1 £°71]dt dx
1
gm/]fﬂ/hc—t o|dt dx
1 (e}
s a—l—1/|f b—t)%de
(b—a) ek
S oz+1/|f (t)ldt )
Comme

b
[ € Li([a,b]) alors / |f(t)|dt < oo et par conséquent est fini ,ce qui établit le résultat
désireé. ’

Remarque 1.1

Quand o € N la définition de 'intégrale au sens de Riemann-Liouville coincide avecla a®™ in-

tégrale classique voir la proposition

Exemple 1.1

Soit la fonction puissance suivante :

f(x) = (x—a)!
Supposons que > —1 pour assurer la convergence de l'intégrale;

Soit « € Rt ona:

16



II.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

BA0) = s | =0 =

En utilisant la définition de Béta et la proposition avec le changement de variable suivant :

t=x—r(x—a) — dt = —(x —a)dr , on obtient
~ (X — a)lﬁ_a /1 1 w
o flx r® dr
+ ( ) F(Oé) \0 ( ) .
Blaugit1) )
— (X ),u+o¢ F(:u + 1)
F'(p+a+1)
Cas particulier o =1
I(p+1)
~1 — pn+1
_ pt1 M
= 1!
—(x—a pt1
A RS
Qui est exactement lintégrale usuelle / (x —a)dx . ®

Remarque 1.2
Sion prend p = 0 dans la formule on déduit que lintégrale d’une constante C € R de
Riemann-Liouville est donnée par :

Cx

D= e

Remarque 1.3 [13]

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville peut notamment ("sous certains conditions") s’écrire

a—1

sous forme de produit de convolution de la fonction puissance ®,(x) = Ia) et f(x), c’est-a-dire :

a
Jof = == / x —t)* 1 f(t)dt
= D, (x) * f(x)

Proposition 1.2 [14](Composition de 'intégrale fractionnaire)

Soit o/, ' € Ry etsoit f € Li([a,b]).

alors

D) (32 030) S =TI pp s x>a (112)
“+o0
1. ...F désigne la convolution de deux fonctions f g c’estadire: (fxg)(x)= / f@®)glx —t)dt

17



II.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

i) (32“: o 35:) Fx) =30 f(x); pp ; x<b (IL3)

Sionplus f € C([a,b]) avec o/ + 3 > 1 le résultat est généralisé partout sur [a, b

Preuve 1.2

Supposons d’abord que f € Li([a,b])

(3 038 ) (f) (x) =32 (32 X(f)) (x)

D’apreés la proposition les intégrales existent ;

<>/ G <>/t“‘”6'_1f(”0“)dt
/ / — 1)L (r)drdt

= { Yt —7) T f(r)dr + /tx(x — )"t — r)ﬁ'—lf(r)dr} dt

_ (a) = /a+ { /a+(x—t)°‘/_1(t T)ﬁ’—lf(f)df} dt

En utilisant le Théoréme de Fubini nous pouvons échanger ’ordre de l’intégrale et obtenant :

(0.2 32) U0) = s || [0 pa ar

ay

- mﬂ U+ (x— )%} - T)B'_ldt} f(r)dr
_ —F(O/)lr(m / + { / S ) (- 7)6’—1dt} f(r)dr
On fait un changement de variable t = T + s(x — T) ; nous avons
(3 03) () = <a/>1r< 5 1o / =)0 = ) [ = ) (= )
D / Fr)(x—7)* 7 /0 (1—5)""'s"dsdr

B 1
L(a\D(B)
Blor )
Et d’aprés la proposition ; on conclut que
(29 (N = 5 / ) — 1) s
_ ~a'+p
- at f(

Ce qui donne que cette égalité est vrais presque partout sur [a, b].
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II.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Si f € C(la,b)

D’apreés les théorémes sur les intégrales dépendant de paramétres :

39 f, 3 f € Cla,b]) etdeméme JI9 7 fet (35, 032 ) (f) € C(la,b]);

Par conséquent ces deux fonctions continues coincides presque partout ; ainsi ils doivent coincides par-

tout. ]

Corollaire 1.1 [3]

Sous les hypotheses de Proposition ona:
(32 032 ) (1) = (32, 097) ().

Proposition 1.3

Soit f € C°[a,b]) onaalors:

(1) (3¢f(x)) = (3¢ f(x)) « > 1 (Dérivée usuelle de I'intégrale fractionnaire)

lim (35£(x)) = fx) >0

a—0t

Preuve 1.1
(1) Pour justifier la premiére identité on utilise les théorémes classiques de dérivation d’une intégrale

dépendent d’une paramétre et la relation fondamentale de la fonction Gamma d’Euler |2.2on a :

00.069) = (e | tx-0t0at)
_ ﬁ (/ax(x _ t)alf(t)dt)/

Puisque f(t) et (x —t)*~! sont continue par rapport a t donc Uapplication :

/

E— (x— " (D)
est continue , et on a alors :
(32.50) = e [ (0= Dlx— 0 (0
- —11)F(0‘1; 1))/a (x — )2 f (t)dt

“ a1/, (x — )2 f(t)dt
=05 (%)
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II.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

(]
(2) Pour la derniére identité, on a par définition :
1 X
TS0 = 7 [ =0 e
D’aprés la remarque on voit que :
~a _ (x-a)®
(LD =17
c’est a dire
.alir& (32‘+1) (x)=1
D’une part
Puisque f est continue on a
Vtx € [ab], Ve, 30>0 telque |t—x|<d= | f(t)— f(x)| <e
Et comme
3o et Mg e 09
(00.) 09~ Fr 50| = ‘Fl(&) vt s [ -0t
a—1
< oy 07 S0~ 60
<t . )| f(t dt
_@/ (=0 £(6) ~ S|
- < — a—1 - <
vl R AMPOEF IR
On conclut
=i - feolde e [ e getae= 2 ar)
D’autre part
Ona
x—0 x—6
/ (x =) f(t) = f(x)ldt S/ (x =) f )] + [ f(x)ldt
- “ x—0
<2 sup |f(e)] / (x—t)°dt; ¥ x € [ab]
e€lax] at
_ oM [M _ 5_‘“1 (I
o o
ot sup |f(e)|
e€la,b]
On déduit d’apreés I’équation et que :
qo (X — a)a 1 o [ o
(39, f) (x) — mf(x)‘ < aF(ix) [5 5% +2M(x — a)* — 6 }

= F(a——i—l) [8 0% 4+ 2M(x — a)* — 50‘}
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II.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Par conséquent

A (x —a)”
o I S < .
lim T2 f(x) Tt 1)f(X) <e ;Ve>0
Autrement dit
lim | [32,f(x)] - f(0| <& 3V £ >0

C’est a dire

o
Théoréme 1.1
Soient o > 0 et (fy)72, suite de fonction continue et uniformément convergente sur [a,b|;
alors :
32, (lim fi)] () = [ lim (92, )] ()
k—o00
Preuve 1.1
Notons la limite de (fy,) par f.
Il est claire que [ est continue;
Donc :
9,50 - 3,06| <5y | Ifk< )~ (D)6~ ) e
1 X
oA [y
r (?) ay
= =~ i = fllo (x—a)°
OCF(OO x€[a,b]
I fi = f lloo (b —a)" (e)
F( 1)
Et comme f}, est une suite de fonction uniformément convergente on a
Jim [ fi = f [loe=0
—00
Ainsi (€) tend vers 0 &

Définition 1.2
On appelle fonction analytique toute fonction qui est développable en série entiere au voisinage de

chacun des points de son domaine, c’est-d-dire que pour tout x, de ce domaine, il existe une suite (ay,)
n

tel-que pour tout x assez proche de X ,on a la série E ar(x — xo)* converge vers f ie:

Z ar(x — Xg)k = f(x)
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II.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Proposition 1.4 [3]

Soit f une fonction analytique sur [a — h;a + h| et soit a >0 avec h > 0;

alors
o k+o h
Z k"oH—k: a) @ D f(x) avec a§X<a+§
k=0
et
o k+o¢
i7) F}l::—i—ciqtoz kf(x) avec a <x<a+h

En particulier T f(x) est analythue sur [a;a+h|.

Preuve 1.3

i) En utilisant la définition de J, au sens de Riemann-Liouville ona:

i)

3 f(x) = ﬁ / “x - 00 () e

En développant f(t) dans une série de puissance autour de t, on obtient :

T +00
Ja T(x) = ﬁ/ (x— )" (Z(t - a)’“Q’“f(t)) dt

k=0

h
Puisque a < x < a + 5 la série de puissance converge dans tout Uintervalle d’intégration ; ainsi

d’aprés Théoréme précédant[1.1) il est possible d’échanger entre la somme et I'intégrale alors :

+oo
Jof Z/ )27t — a)F D f(t)dt

Et d’aprés Uexemple [1.1 on trouve

k—i—oz

ZF x_/fiwr 1)@’7(@

D’ou le résultat final.

Pour la deuxiéme déclaration,la démonstration ce fait de la méme manieére que précédemment , mais
nous développons la série de puissance au voisinage du point t = 1, cela permet de conclure la
convergence de la série dans l'intervalle requis L]
Exemple 1.2

Soit la fonction définit par :

f(x) = exp(Ax) avec A >0
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II.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

(1) SiaeRy;
d’apres le théoréme et en utilisant la définition du terme d’une série de puissances on a :

) = [ZM,C—,) © =305 [0 @

k=0

MNOT(k+1) g A N
o Y +a
Zk' Tk+a+1) Z NT(k+a+1)

B i (Ax)k+e _ e 2 (Ax)kte
S ENT(k+a+l) B Fk+a+1

(ii) Si a € N; nous avons :

Jif(x) = A" %exp(Ax) A >0

®
Théoréme 1.2
Soient 1 < p < oo et ()52, suite numérique convergente vers o avec « > 0.
alors ona
lim 32 £(x) = 32, £(x)
la convergente au sens de la norme L,([a,b])
Preuve 1.2 1
comme f € Ly([a,b]) onadapresla proposition 1.1 T3 f € Ly([a,b]) c’est a dire (/ O f]p> < 00
a

et puisque

lim (o) = @

k—o0
On voit que

lim (1934 f(x) = 32, f(x)]) = 0
par conséquent
lim (1324 £ () = 3, f()Pdx) = 0

d’oti on conclut que

P

b 1
tim ([0 = 22, ) =0

Soit la fonction constante suivante :

Exemple 1.3
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II.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

avec (ay)°_, une suite convergente vers un nombre positif « > 0 d’aprés 'exemple ona

1

T D"

T f(x) =

(x—a)®* (x—a)
I —TFf |leo= su — — 0 Lorsque o, — «
|| a f af H xe[al,:)b} F(Oék—i-l) F(Oz—i—l) q k

Définition 1.3
Pour oo > 0 notons lespace des fonctions qui peuvent étre représentées par l'intégrale de Riemann-Liouville

d’ordre « de certaines C"([a, b]) fonctions par :

3%([a, b)) :=={f: 3 g € C"'(|a,b]) telleque f=T0g ;n=|a]+ 1}

Théoréme 1.3  [§]

Soit f € C"([a,b]) et a>0. f € T%([a,b]); il est nécessaire et suffisant que :

I f(x) € C*(a,b]) n=Ja]+1 (IL4)

d k
<<%) " f(X)>xia:O k=0,1,2---,n—1. (IL5)

et

Preuve 1.3

= Supposons que [ € T¥([a,b]);
d’aprés la définition f(x) =3%(x) pourcertain g € C"([a,b]) d’ou

De la proposition[1.2 on a
U . 1 x o x X1 Xn_1
T 0) = B = gy [ @ =0 a0 = [ [ [ g,

Donc

R90) € C"(fabl) et (D) | =gt =0
Par conséquent
k
T2 (x) € C(fa,b) et ((di) 32“(f(x))> | =30t = 0>
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II.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

< Réciproquement , supposons f € C"([a,b]) satisfaisant les hypothéses de théoréme|[1.3 et en utilisant

la formule de Taylor avec reste intégrale sur la fonction 37 f(x) on trouve

(n-1)
TS =000 (Z (7{ —y - t)“”) I ()

ko r(n-1) x " r—t)"!

-~

0

:/: <%)n3’;“;(t)%dt ¥x e [ab]

Soit .
o0 = (55) s

Puisque T f(x) € C"[(a,b)]; on conclure que p(x) € C[(a,b)] et par la Proposition on a

T () = Te(x) = T [T (e(x)]

Ainsi

Alors

Ainsi

Donc :

Par conséquent le résultat est satisfait [

ko pln—1) x n o — -1
20 f(:v)Z({l_l)!(t)(xt)(”l)Jar_l(x) ol Rn_l(a:):/ (d) Fioy @0 g

= dt (n—1)!

. x 4
3. ...Equation d’Abel généralisée = : f(z) = / ( ol t))/ dt tel-que 0 < pp < 1
a (@ —1)F
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Dans cette section, on introduit la notion de dérivation fractionnaire. 'idée est de définir la dérivée

fractionnaire en utilisant la définition de U'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

Définition 2.1 [g] (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville)

Soit f une fonction intégrable sur [a,b], la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de

f dordrecou 0 < oo <1 notée D°f(x) est définie par :

Do fx) =t 9 ( / Cx— )t f(t)dt) x>a (IL6)

I'(1—a)dx
i) DY f(x) = —ﬁ;—x (/X (t — X)alf(t)dt> x <b (IL7)

Dy, s’appelle dérivée (gauche) fractionnaire de Riemann-Liouville .

Dy s’appelle dérivée (droite) fractionnaire de Riemann-Liouville

Remarque 2.1

(i) Soit « , telle que 0 < a <1

alors
D2 f=D'oTl "
car «
0 = e | - 0T @
= 1]

— )l L ~l-
- @ © Ja+af

(ii) Pour a:0;332+ =9) =1Id.

Nous pouvons ,cependant facilement généraliser la définition de dérivée fractionnaire a tout « réel

positif , En effet;

Définition 2.2
Pour une fonction donnée f sur Li([a,b]) et « € Ry, n—1<a <n avec n=[a]+1 ladérivée

fractionnaire de (R-L) est définit par :

) 22000 = o () ([ omtroa) 18)
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

n)@5f@>:17;§;5(—gg)n(lﬂt—xwﬂkﬁﬂwm); w)

ou [-]: lapartie entiére d’'un nombre réel.

Remarque 2.2
La dérivée fractionnaire de (R-L) d’ordre o« ou n —1 < a < n est défini par une application de
Popérateur d’intégration fractionnaire d’ordre n — o suivit d’une dérivation classique d’ordre n ou
n = |a] + 1 c’est-a-dire :
o _ n ~n—o
©a+f - (©a+ © Ja+ ) f

Car par hypothése : n > [a/,

alors
oy 0T =2 oD o T Mo gl
Dyl 0T =730
= D2,

Remarque 2.3
Quand o = n € N la définition de la dérivée au sens de (R-L) coincide avec la o™ dérivée

classique; c’est-a-dire :

i) Dy, f(x) = f(t)
et

i) D f(x) = (—1)™ £ (t)

Exemple 2.1
Soit la fonction suivante :

fx)=x—a)¥ ou pelR

Soit « € RT

sin—1l<a<navec a—pu¢N
D wo__ d " ~n—a m
a4 (X - a) - % [‘Ja+ (X_ a) j| (X)

D’apreés Uexemple [1.1; nous avons

~a w_ e+l wha
T, (x—a) —m(x—a)+
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

D’ou
I(p+1)
M'p+14+n—a)

I (x—a)t =

ar e

(x—a

C’est a dire

200 = () [t

- (&) e

B I(p+1) F(u+1+n—a)< _gye
CT(p+14+4n—a) T(p+l—a) x—a

r 1
Dy (x—a)t = %(X — a)t=* (dérivée fractionnaire) |
Si a—p € Nona
Dy (x—a)' =95, (x— a)*7 =0 pourtout j € {1,2,---n} (i)

Cas particulier o =1

= —(x—a)" (Dérivée usuelle)

Remarque 2.4

(a) Il est important de noter que la dérivée au sens de (R-L) d’une constante n’est ni nulle ni constante,

car si on prend le méme exemple précédant pour (1 =0 on obtient :

1 —a
©a+ (1) — m(x - CL)
£0
4. ... B F(>\+1) A—n
“toriom Y
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

(b) Par contre la dérivée de (R-L) d’une fonction non identiquement nulle peut étre nulle;

Prenons par exemple p = —% , o= % ,a4+ =0 nous avons :

0 (x*%> ::é£ <fiL5]€X@(—¢J_§t_édt)

1
2

d 1 X 1 t. 1 1
(= = Yy heaat
dx<r@»A L )

t
On fait un changement de variable w = — on obtient
X

) -2 (- /1 31 — ) ExFumdxd
_dX 1_‘(%)OX u X 2U 2Xdu

=

@é (X_

Définition 2.3

On désigne par A'([a,b]) Uespace des fonctions absolument continue.

Remarque 2.5
F € A'([a,b]), si et seulement s’il existe une fonction f intégrable sur [a,b] (au sens de Lebesgue)

telle que pour toutx € [a,b] :

P - Fa) = [ fas

Proposition 2.1 [3]
Soient f € A'([a,b]) et 0 < <1, Df existe p.p sur [a,b]; de plus D*f € Li([a,b]) pour
1<p<i

alors on a

) DA = ey e | OO

29



I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

i) ©§f<x>=r(11_a[ / F(0) (6~ adt]

Généralement si f € A"([a,b]) et a«>1 ;la derweefractlonnazre D* existe (p.p) sur [a,b]| de

plus elle est donnée par :

. — Dfla A 1 * ,

i) D z;r —a+1 (x — a) +m/a®f(t)(x—t) dt

’ZZ) Do f( ) nz_i @kf(b) (b )k « / @nf )n a— ldt

X = - < — X
b- —~D(k—a+1) I'(n—a)

e Dans ce cas approche de Riemann-Liouville et 'approche de Grimwald-Letnikouf| sont équi-
valentes.
Preuve 2.1

o Soit f € Al([a,0]); O0<a<1

En utilisant la définition [2.1 nous obtenons

00 = ey ([ SO0
_ ﬁ%{[ (f(@ + /at f’(u)du) (x — t)~*dt

_ ﬁ%f{a)/:(x o ede ¢ //t £(u)(x — )~ dudt

En appliquant le Théoréme de Fubini :

22109 = ey (e * . S0 T )

En utilisant les résultats classiques de la théorie de I'intégration de Lebesgue on trouve I’énoncé d’inté-

grabilité.
© De la méme maniéré on peut généraliser le résultat pour tout f € A"([a,b]) en faisant des

intégrations par parties et des dérivations répétées. L]

5. ....L’idée de I’ approche de Grinwald-Letnikov est basée sur la remarque qu’on peut exprimer la dérivée d’ordre

entier o (si v est positif ) et Uintégrale répétée (— o) fois (si o est négatif ) d’une fonction f
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Proposition 2.2 [3]
Soient «, 3 des réels positifs et soit g fonction de L ([a,b]) et siil existe g telle que f = J**Pg

alors

(D% 0 D7) (f(x)) = D*™ (f(x)) (IL10)

Notez que pour appliquer cette identité, nous n’avons pas besoin de connaitre la fonction g explicite-

ment ; il suffit de savoir qu’une telle fonction existe.

Preuve 2.2

De I’hypothése sur f et de la définition de la dérivée de (R-L) nous obtenons :

D5, 097, (f®) = (95, 0D7,) (3279(x))

+

En utilisant la remarque ona:
Dlel o glel = 14
DB 03B = I4

alors

@g+ o @& (fx) = (@[a]j[a]—oc o @[ﬂ}j[ﬁ]—ﬁ) (ja+ﬁg(x))

De la proposition[1.2 de 'intégrale nous avons :

(D0 D7) (f(x)) =D oglel-a oWl o Jlltay(x)
= Dl o glol-a o DBl o J18 6 Jog(x)

a cause de remarque corollaire on obtient :

(D7 0 D7) (f(x) =D 03l 0 Jo(x)
— @[a} o) j[a}fag(x)
Donc

(90 D) (f(x)) = g(x)

Si la condition du proposition n’est pas satisfaite ;

Citons les contres exemples suivantes :
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Exemple 2.2

Soit

I
»
ol

f(x) =x"

Prenons o = 3 = % , alors , en introduisant [’exemple on constate que
1 1
Dg(x72) =Dp(x2)
=0

Par conséquent

mais
DT =D
—(222)7" #0
Exemple 2.3
Soit
f(x) =
avec o = % B = % alors , encore en appliquant I’exemple on trouve que :

ceci implique

mais

— 02/ (x)
= D (x)

» Finalement on peut récapituler les résultats des deux exemples précédant :

D’une part
(970 D7) f(x) = (D7 0 D7) f(x) # D™ f(x)
D’autre part

(D 00%) f(x) £ (% 0 D) f(x) = D (x)
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Théoréme 2.1

Soit n —1 < a <n et f unefonction vérifiant :

0.f(x) =0
alors -
flx) = kZ:OCkF(k 5_?:3_ m (x—a)™ ™ ou: C, € R (k=1...,n)
Preuve 2.1
Supposons que

D.f(x)=0

D’aprés la remarque (2.9 on a :
d " ~Nm—o
(5) (327f) (x) =0

C’est-a-dire

m—1
(377f) (x) = )_Culz —a)*
k=0
En appliquant U'opérateur I nous obtenons
m—1
(30 f) () = Y_CiT5 ((x = a)f)
k=0

En effet;

L'utilisation de la dérivée classique et la formule [4 on établit le résultat désiré L]

Théoréme 2.2 [3]

Soit o > 0 (f)72, suite de fonction continue et uniformément convergente sur [a,b] et D5 (fi)
existe pour tout k , de plus supposons que (D% f)52, converge uniformément sur [a + ,b] pour
toute € > 0; alors pour tout x € [a,b] ,nous avons :

(Jim 23 4) () = (@5 lim fi ) (x)

k—o0

Preuve 2.2

Nous rappelons que
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

D’aprés le Théoréme[1.1 nous avons :
Jielme est uniformément convergente et on peut échanger entre la limite et I'intégrale fractionnaire .

On a par hypothése , la o™ dérivée de cette série converge uniformément sur tout sous intervalle
compact de |a,b] , ainsi par un Théoréme standard de ’analyse nous pouvons également échanger

entre la limite et la dérivée sur |a, b o

Proposition 2.3

Soit f une fonction analytique sur [a — h,a + h], avec h >0 et a > 0.

Alors :
: (@) x-a)f h
20 = —9 <x < =
i) Df(x) kz:% L) T i—a) f(x) avec a<x a—|—2
et
it) D5 f(x) 3 bx—a) @kf(a) avec a<x<a+h
— I'k+1-a)
[

En particulier ©% est analytique sur [a,a + h).
ou :
e’ ala—1)(a—=2)---(a—k+1)

pl J!

Représente les coefficients binomiales avec k € N

Preuve 2.3

Nous utilisons la proposition [1.4 et la remarque (2.4 nous obtenons

D4 f(x) = DI f () (IL11)
-
En utilisant le fait que : KT () (o + k) = (—1)*T'(k + 14 «) Cela nous permet de
k
réécrire la proposition comme :

et =) D*f(x) W)

— L I'k+14+[a] —a)

Nous dérivons () [a]-fois par rapport a x nous trouvons

o0 =3 | ;M e e CA (ST S
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

D’aprés la formule de Leibniz [1.1 nous obtenons

orf) =5 (7 ——

2\ . | TGrirl-a
(o)) g etal-a] ()0t
x D17 (= )M ()2 f ()
j=0 \ J
0 _ [o] k+j—a
a— |o a — .
S Y re e e,
o k =\ Fk+1+j—a)
Par convention, g 0 si p € Net p < j.Donc nous pouvons remplacer la limite supérieure

J
dans la deuxiéme somme de oo sans changer I'expression.

Posons j = | — k, nous trouvons :

X—a @

l—i—l—oz

NE
NE

D0 f(x

£
Il
)
—
~ |l

NE

-~
I
=}
e
Il
=

Un calcul explicite donne :

' fa— [ «
2

=0 -k l

D’ou le résultat .

Notation 2.1
Soit o réel positif .

On notera par | o] la partie entier par défaut c’est a dire
la] <a<|al+1
On notera par [« la partie entier par exceés c’est a dire

[a] =1 < a< [a]

Théoréeme 2.3 [11] (Formule de Leibniz pour les opérateurs de Riemann-Liouville)
Soit v > 0, supposons que f,g deux fonctions analytiques sur [a — h,a + h] avec h > 0.

Alors :
[a]

2 (fg) () =3 [ @ @@t @)+ S : (D4 F)(2)(35*g) ()

k=0 \ K k=[] +1

h
pourtout a <z <a+ 3.
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Preuve 2.3

En utilisant la proposition (2.3 nous avons

0 a (X . a)k—a

D5 (fg) () =)

o \ k m@k (fg) (x).

Maintenant, nous appliquons la formule standard de Leibniz a D%(fg) et inversons l'ordre d’

addition. Cela donne

@ > [0 ( _ )kfa k k ‘ B
5 (fg) (x) = Z . ﬁ; ) @jf(x)Qk ig(x)

B oo 00 (x_a)k—oc k ; -

2 () Farimay |, ) 2@ )

B ) ) 00 (l‘ o a)lJrjfa l—|—j l

_jzogjf(x);r(l—l-j—l—l—a) j Dly()
Puisque

o [ +j . « a—]
[+ j j I

Nous donne

I F'l+j+1-a)

o ) > a— 17 T —a I+j—a
= 51 B 105 il Rl I R e

07 (f0) () =Y 00 (a Il P e
( l I'l+j+1—-a)

(.CE _ a)l—l—j—a

+AZ a D) o F(l+j+1—oz)©lg(x)

D’apres la proposition [2.3 et[1.4 nous pouvons remplacer Uintérieur sommes et on déduire le résultat.

Proposition 2.4

Soient fi, fo deux fonctions définies sur [a,b] , telle que : D% f1(x) et DS fo(x) existe p.p avec
n—1<a<n;deplussoit A\, € =R etsilasomme D% (\f1 + pfa) existe p.p.

Alors :

Do (M) + pfa(x)) = DG f1(x) + 195 f2(x)

Preuve 2.4

soient f1,fo € [a,b]; \,pu € R.
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I1.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Alorson a

O () + k) = s () [ (=9 (o) + el s

= \Dg f1(t) + uDg f2(?)

Remarque 2.6
On déduire que la dérivée fractionnaire est une opération linéaire pour n’importe quelle approche de

dérivation (Caputo, Granwald ...) particulierement au sens de Riemann-Liouville.
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I1.3 Relation entre intégrale et dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

3 Relation entre intégrale et dérivées fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville

On peut remarquer que la relation entre l'intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de Rtiemann-Liouville

découle de I’équation intégrale d’Abel pour chaque o dans ]0,1]

Soit

R Y G ()
f(x)—r(a) / ot (IL12)

Posons: x =1 et t = s eten multipliant les deux membres de I’équation (.12) par (x —t)~*

et nous intégrons, nous obtenons :

[ ot et = [

En utilisant le Théoréme Fubini , on peut changer I’ordre d’intégration et on obtient

/:¢(S)ds/: (x — t)ac(if_ e F(Ot)/:%dt

par le changement de variable : t = s + T(x — s) et en utilisant la formule de Béta ona:

Par conséquent , nous obtenons :

S
JRCCE (- a)fa TN

_ LA
Qb(l’) = m&/a (X — t)o‘dt (1113)

D’ou, apres la différenciation :

Donc ,si ([L12) a une solution, elle est nécessairement donnée par (IL.13) pour toute o dans ]0.1].
On constate que ([L.12) représente o™ intégrale de (R-L) et I'inversion ([L13) est o™ dérivée de

(R-L) ; d’oti nous avons les identifications suivantes :

Définition 3.1
Si a € R_, alors l'intégrale fractionnaire (R-L) d’ordre « est la dérivée fractionnaire d’ordre
—a c’est -a ~dire :

~No —«
3o =9,
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I1.3 Relation entre intégrale et dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 3.2
Si a« € R_, alors la dérivée fractionnaire (R-L) d’ordre « représente I'intégrale fractionnaire

d’ordre —a c’est -a -dire :

Théoréme 3.1
Soit > 0,V f € Li([a,b])
Ona:
(D5, 070) f(%) = f(x) p.p
C’est-a-dire Uopérateur de dérivée fractionnaire au sens de (R-L) est un inverse gauche de l'opérateur

d’intégration fractionnaire.

Preuve 3.1

e Cas aa=20-:

Par définition :

e Cas a>0:
De la Remarque et de Lemme [1.2, on déduit :

) = () bi (2060
() s

= [(x)

(@;1 o ’Ja

Corollaire 3.1
Pour o réel positifona: D oD, *=1d e T, 70Ty =Id cestadire:
Pourtoute f € Li([a,b]):
(9%, 0D.) f(x) = f(x)
f

(3.0092,) flx) =

Preuve 3.1
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I1.3 Relation entre intégrale et dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

» La définition et le Théoreme on obtient :
Jap o Tg, (f(x) =Dg, o Tg, (f(x) = f(x)
» La définition et le Théoreme on obtient :
(D2, 0@.7) f(x) = (9, 0 Tz,) f(x) = f(x)
D’ou on déduit le résultat ]

Théoréme 3.2
Soit «v > 0 et soit f € C([a,b]) satisfaisant les conditions du Théoréme
Alors :

(32, 0D5,) f(x) = f(x)

Preuve 3.2

De le Théoréme [1.3 et la proposition [1.9on a :

(35, 0@2)) f(x) = (32, 0D2,) (32, 9(x))

Théoréme 3.3 [7]
Soit « € Ry et n=[a]+1 .Soit f € Li([a,b]) telleque T *f € A"([a,b)]).

Alors p.p sur [a,b] ona:

" k) (yn-a f(q
Q) (32,002 fx) = flx) - S 2 T (@)

(x —a)* "

2 Tla—k+1)
En particulier, si 0 < o < 1 alors :
) (2, 002) 169 = 09 - L Ay
Pour « € N ona:
0 (32 0) ) = £ — 3D (g

Notation 3.1

on peut noté :

I e faa
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I1.3 Relation entre intégrale et dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Remarque 3.1

pour n—1<a<n ona:

3

(x —a)>*

(32 0 D) F6) = D60 = 30 [P =y

k=1

On déduit alors que la dérivée et 'intégration fractionnaire ne commutent pas en général ; c’est-a-dire :

(30, 097 ) f(x) # (D), 0T2.) f(x)
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Chapitre 1l

Equations différentielles d’ordres

fractionnaire de Types Riemann-Liouville

(R-L)

Dans ce chapitre, nous intéressons a I’étude de I’existence et 'unicité de la solution d’un équation

différentielle d’ordre fractionnaire de type Riemann-Liouville ,sur un intervalle borné du R.

1 Equations différentielles fonctionnelles de type Cauchy

En général, le probléeme non linéaire d’équation différentielle fractionnaire d’ordre o sur un intervalle

borné J = [a,b] C R, k= [«a]+ 1 s’écrit sous la forme :

(D5, 9)(x) = fx,y(x) ,a>0 ;x>a (IIL.1)
avec la condition intégrale
(Ta“y)(ay) = by, , b € R(m=1,...k) (I11.2)

D est la dérivée fractionnaire de (Riemann-Liouville) .

le second membre [ : J x R — R est une fonction non linéaire donnée .
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II1.1 Equations différentielles fonctionnelles de type Cauchy

En particulier , si o« = n € N, le probleme (IIL1) est réduit au probléme de Cauchy d’équation

différentielle ordinaire d’ordre n € N avec condition intégrale.

(D7, y)(x) = f(x,y(x)) (I1L.3)
0"y (ay) =bm L bm € R (IIL.4)

Si 0 < a<1,leprobleme (UL1) devient :

(D, ) (x) = f(xy(x)) (IIL.5)

(35 “y)(ay) = b eR (IIL6)

1.1 Existence de solution

Dans cette section, on s’intéresse a montrer 'existence d’une solution d’un probléeme a valeur inté-
grale d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville (UL5).(UL6) défini sur J = [a,b], ou y est
une fonction dans L1(J)

Définition 1.1
Une fonction y € L1(J) est dite solution du probléme (IL5).(IIL6) si elle satisfait I’équation ([IL5)
sur J et vérifie la condition (IIL6) .

Lemme 1.1
Soient « € R, 0<a<1,J CR etf unefonction:7 x R — R.
Une fonction y dans L1 ([a, b]) est une solution du probléme (UL5).(IIL6) si et seulement si elle est une

solution de I’équation intégrale suivante

b 1 1 * 1
= (x—a)* '+ — — ) 1L
V) = Farle =+ o [ @ =0 ey (1L3)
En particulier si la condition intégrale est nulle on obtient :
() = e [ (0= 0 gt a
X) = —— —
y T(a)/, Y

Preuve 1.1

= D’abord nous prouvons la condition nécessaire :

Soit y(x) € Ly([a,b]) satisfait les relations (OL5).(IIL6) ;puis f(x,y) € Li([a,b]), (IL5) signifie
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II1.1 Equations différentielles fonctionnelles de type Cauchy

que D7, y(x) existe dans Ly([a, ]).
D’aprés la proposition[1.3 nous obtenons :

D5 y(x) = (37 (x) et (30,y)(x) =y(x) (ITL.9)
D’aprés la formule nous voyons que J'%y(x) € A'([a,b]) .
Selon la proposition intégrale T3, f(x,y(x)) existe dans L ([a,b]) .
En appliquant Uopérateur Ty, sur les deux membres de (IIL5)

J5. D5 y(x) =735, f(x,y(x)

x A
::iﬂiijjg (@ — )" f(t,y(1)dt “
D’autre part comme Jézo‘y = @g:ly nous avons
@afl
3080 =960 - T A xa
b
= Y) = gy (=@ ®)

De I’équation (A) et (B) nous obtenons :

y(x) = %(x —a)* '+ ﬁ/:(x —)* 7 f(t,y(t))dt avec 0 <a <1
d’oti la condition nécessaire est satisfaite .
< Maintenant nous montrons la condition suffisante :
Soit y(x) € Li([a,b]) satisfait I'équation (IIL8) .
Nous appliquons opérateur D7, aux deux membres de I'équation (LIL8) , nous trouvons :
0%, (x) = g (P20 = ") + (D2, 0 3, fu(x)

En utilisant 'exemple (i) on a :
D5, (x— a)* ' =0 car a>a—1

Et d’apres le Théoréme |3.1 on obtient

05, 0T fxy(x) =

Par conséquent

D yx) = flxyx) O<a<l;x>a

ay
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II1.1 Equations différentielles fonctionnelles de type Cauchy

donc nous arrivons a I’équation (IIL5).

Montrons que y vérifie (I1L6) :
Nous appliquons lopérateur 3(1;0‘ aux deux membres de (1IL.8) c’est-a-dire

b
9000 = gy (Bar 6= @) 4 (37 0 95, S (x,w()) (©)
D’apreés U'exemple on a
_ 4 T(a)
~l—a _ a1
Ja+ (X (I) F(l) (D)

La proposition [1.4 nous donnons

350 033, FO0y() = TS, y()
= 31, f(x.y() ®)

Dot (C) (D) et (E) nous arrivons a

T y(x) =b+ /Xf(t,y(t))dt

et quand x — a, , nous obtenons la relation

jcll+y(a+) =b

Ainsi la condition suffisante est satisfaite .

En particulier si la condition est nulle nous obtenons

y(x) = ﬁ / o — 0P f () de (IIL10)

]

e Maintenant on va étudier le probleme de Cauchy avec condition intégrale 3i+y(a+) nulle c’est a
dire
(D5, 9)(x) = f(x,y(x)) (IIL11)

(3 *y)(ay) =0 O<a<l (I11.12)

ayt

Définition 1.2
Une fonction f: J C R — R est dite rd-continue si elle est continue en tout point dense a droite de
J et si sa limite a gauche existe et finie en tout point dense a gauche de 7 .

On note I’ensemble des fonctions f: J C R — R rd-continue sur Z par :
Crd = CTd<\77 ]R)
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II1.1 Equations différentielles fonctionnelles de type Cauchy

» Notre premiére résultat est basé sur le Théoreme de Schauder :

Théoréme 1.1 [1]
Supposons que :
(H1) : La fonction f : J x R — R rd-continue bornée .

(Hs) : Il existe une constante M > 0 , telle que :

| fxy)|sM; VxeJ, yeR
D’ou le probléeme (UL11).(0L12) d une solution sur Uintervalle J .
Preuve 1.1

Transformons ’équation en un probleme de point fixe.

On consideére opérateur suivant :
C(J,R) = C(J,R)

défini par , i}
Flo() = Fo / (2 — 1) (¢, (1)) dt

La démonstration se fait en plusieurs étapes :
eEtape :1 (F est continue)

Soit (y,) une suite dans C(J,R) qui converge vers y ; c’est-a-dire
lim [y, =y ||lo=0 Va2 € J.
n—oo

Montrons que li_>m | Flyn) —Fy) |=0 V2 € J:

| Flyn)(x) = Fy(x) |

FL (x = 1) f(t,ya(t)) — f(t,y(t))dt |

X
oIk
.

IA

=) f(tya(t) — (L y(1)) | dt

X
X

IN
ﬂ\
—_

— )" sup | f(t,ya(t)) — f(t,y(t)) | dt

teJ

fCun() = FEyO) Moo [ e
< o) /a(X ) dt

< G yn()) = L y()) floo 0
o F(Oé) o
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II1.1 Equations différentielles fonctionnelles de type Cauchy

UG yn()) = FGy() oo
= al'(«)

comme f est bien r-continue alors :

(I1)

Jim | fa)(x) ~ F0)() =0

par conséquent I’équation (ILI) converge vers 0

On conclure que :
Tim || F(5) () ~ Fu)() = 0
D’ou la continuité de F.
eEtape :2
Montrons que F envoie touts ensembles bornés en ensemble uniformément borné dans C(J,R) .

En effet il suffit de montrer pour tout ¢ > 0, il existe une constante positive M tel que pour tout

y € Bo={y € C(J,R) || yllo< c} onobtient || F(y) [|x< M.

Par ’hypothése (Hs) ,pour toutx € J ona

X

| Fy))| = (x = )" " f(t,y(t)dt |

ﬁT
| =
@\

a)

1 * a1
<§?wa%)lﬂmwmﬁ
< m/@ (x —t)*at
< Mb*

N
C T(a+1)
——

alors F C B; et par suite F(B.) est borné.
o Etape :3
L’opérateur F envoie tout ensembles bornés en ensemble équicontinue de C(J,R) , Soient

X1,Xy € J ;X1 < Xo B. un ensemble borné de C(J,R) et soity € B. alors
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II1.1 Equations différentielles fonctionnelles de type Cauchy

[ Fy(x2) — Fy(xa)|

1 Xl a—1 2 a—1
Ty, o= 0 o= [ =0 (o)
1 Xl a—1 2 a—1
< W’/a (x1 — ) f(t,y(t))dt — / (k2 — 1) f(t,y(t))dt|
1 * a—1 a—1 a—1
< m | /a ((Xl — ) — (2 —t)" +(x2—t) ) f(t,y(t))dt

—/m@r%f”ﬂtmmﬁl

M X1 o1yt X2 oyt
<[ =0 =G [0t

X1

< al' () (kg —x1)*+ (x1 —a)* — (x2 — a)*) + T (x2 — %1)°
2M M
:m()Q—XI) +m((xl—a) _(XQ_CL> )

Quand xq — X9 le membre de droit de l'intégrale tend vers 0; d’ot la continué de F.

En conséquent des étapes 2 et 3 et le Théoréme de Arzéla-Ascoli[3.]on a F(B,) est relativement
compact pour tout B. borné c’est-a-dire : F  est complétement continue.

Par conséquent

F :C(J,R) est continue et complétement continue.

e Etape :4 (Estimation a priori)

Maintenant, il reste a montrer que
Q:{y S C(j,R) y:)\}"(y) Vo< A< 1}

Soit y € ,alors y = A\F(y) pour certains 0 < A < 1.

Ainsi ,pour tout x € J
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II1.1 Equations différentielles fonctionnelles de type Cauchy

nous avons

v | =) % / = 00 (1 ()t |
<qapl [ o0 o)

M X
< —/ (x —t)* dt

ou C' est une constante positive .

» En conséquent du Théoréme du point fixe de Leray Schauder, nous concluons que F a un

point fixe, ce qui est la solution du probléme (I11.11)).(IIL.12)

Remarque 1.1

Il est claire que les points fixes de l'opérateur F sont les solutions de I’équation (II) .

1.2 Unicité de solution

» Notre deuxieme résultat concernant l'unicité de la solution du probléme (I11.11).(IIL.12), est
basé sur le Théoréme de point fixe de Banach

Théoréme 1.2
Supposons que

(M), : I existe une constante k > 0 telle que : pour tout t € J et tout y;,y, € R

ona
|f(t7y1) _f(t7y2) |<k | Y1 — Y2 |
Si
kb
— <1 F
Tlat1) (E)

alors ,le probléme ([I.11).(II1.12) admet une solution unique sur J = |a, b|.

Il est clair que les points fixes de Uopérateur F sont les solutions du probléme (UL.11).(II1.12) ;en
effetsi y € C(J,R) alors F(y) € C(J,R).
Pour montrer que F admet un point fixe ,il suffit de prouver que F est une contraction

Eneffet,si y1,y2 € C(J,R), Y x € Jona:
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II1.1 Equations différentielles fonctionnelles de type Cauchy

| F)) - Flue) (9| X
1/ (= 07| Fltn(0) S (®)de

(x =0 [ f(tn(®) — f(ty2(0) | dt

!
3\~
\

1> -
< 5 / (= 0" sup | £t () = Ft,a(0) | d

kH Y1 — Y2 ||c>o/X -1
< — )t
M) [, &7

< =g
X F( ) yl 3/2 e

Q

kb

< N - o0
T(a+1) o =v |
Et par suite
| Fy1) = F(y2) o< W I |
Y1 Yo oo F(a—f—l) Y1 Y2 ||

Donc de (F) on peut déduire que F est une contraction et d’apres le Théoréme de Banach le
probleme (I1.11).(II1.12) a une seule solution qui est le point fixe de F.

Exemple 1.1

Considérons le problem de I’équation différentielle d’ordre fractionnaire suivant :

X

cey
DYyY(x) = xeJ=1000,0<a<l
(ex+e™) (1+y) (IIL.13)
(3y) =0
ou ¢ > 1 constante .
Soit
ce®y

f(Xv y) = (x,y) € [O,b] X [0,00[.

(ex+e ) (1+vy)
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II1.1 Equations différentielles fonctionnelles de type Cauchy

Soient yy1,y2 € [0,00] et x € J ;alors nous avons

X

e Y1 Y2
fm) — f(x02)] = clex+e ™) | 1+yr 1+
Xl — yol

clex+e ™) (14 y1)(1 + yo)

X

e
g - _
c(ex 4 e™) 1 = 2|
1
< p [ — yo
—
k<1

par conséquent Uhypothése (H,) est satisfaite d’ou la condition (F) est vérifie pour ¢ >
bOc

F(—"‘l) , on déduit alors que le probléme (I11.13)) posséde une solution unique sur J.
o
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CoNcLUSION GENERAL

Notre but principal dans ce mémoire est de présenter I’approche fractionnaire de Rtemann-Liouville
qui est trés applicable dans la théorie des équations différentielles car le calcul fractionnaire se pose dans
plusieurs applications dans la description de nombreux événements du monde réel, par exemple, il est

souvent applicable dans l'ingénierie, la physique, la chimie, la biologie,l’électrique...

Ce travail s’inscrit dans un des axes de la théorie de la commande des systémes complexes, la complexité
étant dans l’ordre non entier de la dérivation des équations différentielles .

Ce mémoire peut se décomposer en deux grandes étapes principales :

O Identifier Uapproche fractionnaire de Riemann-Liouville avec leur propriétés .

O  Appliquer ces définitions aux systémes avec dérivation non entiére .

Nous avons rassemblé les outils nécessaires pour cette étude a partir du premier chapitre de cet mémoire
. 7’ ’ g . 7’ 7’ b . . .

qui est consacré aux définitions et notions générales qu’on aura besoin dans la suite du travail . Nous

rappelons les notions de 'intégrale et la dérivée classique pour atteindre a une généralisation au sens

fractionnaire apres, fonctions spéciales ( Gamma,Béta...), des définitions d’analyse fonctionnelle .

Le deuxiéme chapitre du mémoire est dédié a I’'approche non entier de Riemann-Liouville , pour

éclairer les notions corresponds aux calculs fractionnaires de (RL).

et on a vu Uintégration au sens de Rtemann-Liouville ainsi que la dérivation.

Et par une étude plus profonde on a présenté la relation entre eux.

Dans le troisieme chapitre nous introduisons la notion des Théorémes de point fixe pour obtenir ’exis-
tence et I'unicité de solution d’un probléme de Cauchy a valeur intégrale d’ordre fractionnaire définie
sur un intervalle réel borné .nous intéressons le cas ou la condition est nulle .

Finalement on a terminé ce chapitre par Exemple d’équation différentiel d’ordre fractionnaire.



Bibliographie

BENCHOHRA, M., HAMANI, S., AND NTOUYAS, S. K. Boundary value problems for differential

equations with fractional order. Surveys in Mathematics & its Applications 3 (2008).

DEMAILLY, ]. Analyse numérique et équations différentielles; collection grenoble sciences,

presses universitaires de grenoble, 1996.

DieTHELM, K. The analysis of fractional differential equations : An application-oriented exposition

using differential operators of Caputo type. Springer, 2010.
GRrANAS, A., AND DUGUNDJL, ]. Fixed point theory. Springer Science & Business Media, 2013.
LANG, S. Analyse réelle. Cours. Mathématiques. InterEditions, 1977.

MaTHAIL A. M., SAXENA, R. K., AND HauBoLD, H. J. The H-function : theory and applications.

Springer Science & Business Media, 2009.

MILLER, K. S., AND Ross, B. An introduction to the fractional calculus and fractional differential

equations.
MUNKHAMMAR, J. Riemann-liouville fractional derivatives and the taylor-riemann series, 2004.

N’'Dovg, I. Généralisation du lemme de Gronwall-Bellman pour la stabilisation des systémes
fractionnaires. PhD thesis, Université Henri Poincaré-Nancy I; Université Hassan II Ain Chock

de Casablanca, 2011.

OrbpHAM, K., AND SPANIER, J. The fractional calculus theory and applications of differentiation

and integration to arbitrary order, vol. 111. Elsevier, 1974.

53



BIBLIOGRAPHIE

[11] PopruBny, I. Fractional differential equations : an introduction to fractional derivatives, fractio-
nal differential equations, to methods of their solution and some of their applications, vol. 198.

Elsevier, 1998.

[12] Ross, B. The development of fractional calculus 1695-1900. Historia Mathematica 4, 1 (1977),
75-89.

[13] SLMANE, M. Equations différentielles d’ordre fractionnaires dans des espaces de Banach. PhD
thesis, 2012.

[14] Tarasov, V. E. Fractional dynamics : applications of fractional calculus to dynamics of particles,

fields and media. Springer Science & Business Media, 2011.

54



Résumé

L’objective essentielle de cette étude consiste a connaitre le calcul différentiel fractionnaire.

On s’intéresse au calcul différentiel fractionnaire de Riemann-Liouvtlle. Dans ce theme, nous présen-
tons des définitions utiles tout au long de ce mémoire, nous rappelons une identification de ’intégrale
et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville , quelques propriétés concernant ces cal-
culs, Et a la fin nous avons discuté ’existence et I'unicité des solutions d’un probleme fractionnaires en

utilisant la théorie des points fixes.

Mots-clés : Calcul différentiel fractionnaire, Riemann-Liouville, Probléeme fractionnaire, LA théorie

des point fixe .
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Abstract

The essential objective of this study is to know the fractional differential calculus. we are interested in
the fractional differential calculus of Riemann-Liouville. In this theme, we present useful definitions
throughout this memoir, we recall an identification of the integral and the fractional derivative in
the sense of Riemann-Liouvtlle, some properties concerning these calculations, And in the end we

discussed the existence and uniqueness of fractional problem solving using fixed point theory.

Keywords : Fractional differential calculus, Riemann-Liouville, Fractional problem, fixed point theory.



	Notations
	Introduction Générale
	 Préliminaires : " Généralités " 
	Rappel sur le calcul différentiel et intégral
	Fonctions spéciales pour le calcul fractionnaire 
	Fonction Gamma
	Fonction Bêta
	Fonction de Mittag-Leffler 

	Définitions et Théorèmes d'analyses Fonctionnelles 
	Définitions 
	Théorème du point fixe de type Leray Schauder
	Théorème du point fixe de Banach


	 Intégrale et dérivée fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
	Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
	Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
	Relation entre intégrale et dérivées fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

	Équations différentielles d'ordres fractionnaire de Types Riemann-Liouville (R-L) 
	Équations différentielles fonctionnelles de type Cauchy
	Existence de solution 
	Unicité de solution


	Conclusion
	Bibliographie

