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Introduction générale

Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions in-
connues et leurs dérivées. L’ordre d'une équation différentielle correspond au degré
maximal de différenciation auquel une des fonctions inconnues a été soumise.

Les problémes les plus connus dans 1’étude des équations différentielles sont les pro-
blémes de Cauchy ou les problémes aux limites [10].

En 1960, la théorie des équations différentielles ordinaires impulsives a été initiée
par V. Milman et A. Myshkis et elle a été développée durant la période de 1960-1975
par certains chercheurs ukraniens et russes. Ensuite, de 1975 & 1990, le mérite du
développement de cette théorie et de sa popularisation revient au mathématicien
américain V. Lakshmikantham [12].

A partir de 1991, autres mathématiciens comme L. Byszewski, D. Bainov contri-
buaient a 1’ enrichissement de la théorie des équations différentielles impulsives ot
ils lancerent différentes études sur ce sujet et beaucoup de résultats ont été obtenus
dés lors ([4], [12],[15]).

Les équations différentielles impulsives apparaissent comme une description na-
turelle de nombreux phénomeénes d’évolution dans le monde réel. Certains phéno-
ménes physiques subissant des changements brusques au cours de leur évolution
comme les systémes mécaniques avec impact, la dynamique des cellules [7], les sys-
témes biologiques(|7]) (battements du coeur, flux du sang,...). Ces changements sont
souvent de trés courtes durées et sont donc produits instantanément sous forme d’im-
pulsions.

La modélisation de tels phénomeénes nécessite 1'utilisation des formes qui font inter-
venir explicitement et simultanément 1’évolution continue du phénoméne ainsi que
les changements instantanés. De tels modéles sont dits "impulsifs" .

Récement, la théorie des équations différentielles impulsives s’est distinguée comme
un domaine d’investigation important parmi plusieurs théories d’équations différen-
tielles. Un nombre considérable de travaux traitant les équations différentielles im-
pulsives et beaucoup entre eux sont consacrés a I’étude de I'existence de solution aux
probléme aux limites pour les équations différentielles impulsives du second ordre
,en utilisant différentes méthodes comme sur et sous solutions, la théorie du degré
topologique ,méthodes variationnelles ([1],[5], [4]) -

Dans ce mémoire, nous allons nous intéresser a l’existence des solutions d’un
probléme aux limites pour une équation différentielle d’ordre deux contenant un pa-
rameétre, de plus les effets impulsifs contiennent le méme parameétre. Notre objectif
est d’étudier 'existence des solutions par l'intermédiaire du théoréme des fonctions
implicites.

Ce travail est composé de trois chapitres et une bibliographie. Il est organisé
comme suit :
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Dans le premier chapitre nous avons introduit les définitions et les résultats pré-
liminaires qui seront utilisées dans ce mémoire.
Le deuxiéme chapitre est consacré a certains résultats sur les équations différentielles
impulsives du premier ordre et du second ordre.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude de I'existance de solution d’un pro-
bléme aux limites pour une équation differentielle impulsive d’ordre deux

' (t) = f(t,z, 2", \) t#tg, k=1,2,....,r; tel=10,1],



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et résultats utiles. Nous
nous intéressons Notamment au théoréme des fonctions implicites. Ainsi nous allons
donner quelques résultats préliminaires sur les équations différentielles ordinaires.

1.1 Opérateur compact

Dans cette partie, nous allons faire appel aux opérateurs compact. Soient X et
Y deux espace de Banach et €2 C X un ouvert .

Définition 1 [17] Une application continue f : Q0 — Y est dite compacte si f(Q) est
compact. Elle est dite complément continue si ['image de tout borné est relativement
compact .

Remarque 1 (a) Toute application compacte est complétement continue ; la réci-
proque est vraie si §) est borné.

(b) Une application compact n’est pas nécessairement continue .

(c) Toute application linéaire compacte est continue, la réciproque est vraie si f est
de rang fini.

(d) Si X est de dimension finie, tout endomorphisme linéaire sur X est continu et
compact.

Proposition 1 [17] Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est compact .

(11) L’image de la boule unité est relativement compacte .

(i11) De toute suite (z,)nen borné dans X. On peut extraire une sous suite (T, )ren
telle que la suite f(x,, )ken converge dans Y.

Lemme 1 Soient X etY deux espaces de Banach, Q2 C X et f: X — Y une appli-
cation compacte différentiable au voisinage d’un point xq € . Alors, Uapplication
Df(xzo) : X = Y est un opérateur linéaire compact.

Définition 2 [17] On dit que f : Q — Y est différentiable au point a € U si les
conditions suivante sont vérifier :



(i) f est continue au point a;

(11) il existe une application g : X — 'Y linéaire tel que :
1f(z) = fla) = g(z — a)|| = o(|[z — al]).
Si f est differentiable au point a, alors g = f (a) € L(X,Y).

q

Définition 3 [17] f est différentiable dans Q si f est différentiable en tout point de
Q.

Définition 4 [17] On dit que f : Q — Y est continument différentiable ou de classe
Closi -
1) f est différentiable dans ), c’est -a-dire différentiable en tout point de ) ;

2) Uapplication dérivée f : Q — L(X,Y) est continue.

Théoréme 1 (Arzéla-Ascoli)[13]  Soit J une partie compacte d’un espace
métrique (X, d) avec (X, ||.||x) espace de Banach, M un sous ensemble de C(J, X) des
fonctions continue muni de la norme de sup .

M  est relativement compact dans C(J,X) si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(1) M est uniformément borné i.e. : il existe une constante 6 >0 tel que :
Vted, Vfe M ona:

[fllec = sup [f(£)] < 0.

tedJ
(2) M est équicontinu i.e : pour tout € positive, il existe §(e) positive tel que :
Hf(t1> — f(tQ)HE <e V tl,tg e J ) d(tl,tQ) < (5(5) W f e M.

Proposition 2 (opérateur inversible) [11] Soit T € B(X,Y') est inversible s’il
existe un opérateur S € B(Y, X) qui vérifie¢ T.S = Iy et ST = Ix

ou Ix désigne lidentité sur X et Iy désigne l’identité sur Y

S sera dit linverse de T et on note S =T1.

1.2 Théoréme des fonctions implicites
L’un des plus importants outils d’analyse pour résoudre le probléme non linéaire

F(z,y)=0 (1.1)

Ou F est une application de U x V' a valeur dans Z. Les ensembles U et V' désignent
des ouvert de X et Y respectivement, ou X, Y, Z sont des espaces de Banach réels,
est le théoréme des fonctions implicites.



Théoréme 2 (théoréme des fonctions implicites ) [14/ Supposons que F € C*(U, Z)
est k fois différentiable satisfait

F(x0,10) =0 (1.2)

et que Dy F(x0,Y0) la dérivée de F' par rapport a x au point (o, yo) est bijective alors :

(1) Il exist un voisinage V- C X de xg et un voisinage W C Y de yo tel quey € W,
le probléme (1.2) admet une unique solution x = ®(y) € V.

(2) L’application ® : W — V est k fois différentiable .
St F' est analytique, alors ® est aussi analytique.

(3) Si DyF(xo,y0) =0, alors
®'(yo) =0, ie D(y)=o(ly—yoll) (1.3)

Remarque 2 si
Fy(")(xo,yo) =0 Vi<n<m

alors A
d]q)(yo)
dyd

=0 j=1...m

donc
P (y) = o(lly — yol[™)

1.3 Equations différentielles ordinaires

Une équation differentielle sur ’espace de Banach E est une équation de la forme :
F(t, x, z ... ,2®)) = 0 ou k est un entier non null appelé I'ordre de I’équation F est
une fonction donnée sur I x U x Uy ... x U, = est la fonction inconnue du I dans
'espace de Banach E etz’, ..., 2® sont ses dérivées successives .

1.3.1 Equations différentielles du premier ordre

Soit U C R x F un sous-ensemble donné, une équation différentielle du premier
ordre s’écrit :

dx
— = f(t, ). 1.4
Ou f : U — FE une fonction continue .
Définition 5 [6] La solution de l’équation différentielle (1.4) est la fonction
p: I —-FE

ou I C R désigne un intervalle, qui satisfait les deuxr conditions suivantes :

i) (t,p(t) € U pourtouttel;



i) o (t) = f(t,o(t)) pourtouttel;

Proposition 3 [6] Soient E = E; X .... X E, un produit fini d’espace de Banach,
UCRXE; x....x E, un ouvert.
Soit f une fonction définie par
f:U — E x..xE,
(t7$17 7xn) — f(taxh ""Mxn) = (fh sy fn)

ou f; : U — E; des fonctions données.
alors, la solution de l'équation (1.4) est la fonction ¢ définie par n fonctions de C'.

telle que :
i) (t,p1(t), ..., on(t)) € Upour toutt € I ;

it) go;(t) = fi(t,p1(t), ..., on(t))pour tout t € 1.
avec 1 <1< n .

Le systéme est équivalent a :

dx i
dt

Remarque 3 pour E = R"™. On a alors un systéme de n équations différentielles
scalaires, les fonctions données f; et les fonctions inconnues x; = @;(t) sont & valeurs
scalaires.

1.3.2 Equations différentielles d’ordre n
Une équation différentielle d’ordre n s’écrit est de la forme :
d"x dx d" 1z
—_— = —_— e, — . 1.
dt (t’x’ dt’ ’dt"—l) (1.6)

Ou f : U — F est une fonction continue donnée, E désigne un espace de Banach ,U
un ouvert de R x £/ x ... Xx E;
—_—

nfois

Définition 6 /6] une solution de (1.6) est une fonction ¢ : I — E de classe C™ qui
satisfait aux deux conditions suivantes :

i) (t,0(t), 0 (t),....," 1 (t)) € U pour tout t € I.
i) o"(t) = f(t,0(t), ¢ (t),..., 0" X(t)) pour tout t € I.



Proposition 4 [6] L’etude de I’équation différentielle (1.6) est équivaut a un sys-
téme du premier ordre de n équations :

( dx(t)

i = xl(ﬂ
d$1<t) o
Tl
< .
drass(t)
— = Z,1(t)
dona(t) _ ft,z(t),21(t), ..., 20 1(t))

\ dt

Proposition 5 [6/ La solution de ’équation différentielle (1.6) est un systéme de n
fonctions inconnues @, g1, ..., pn_1: I — E de classe C*, telles que

{w() p1(t), 01 (t) = @2(t), . o _o(t) = Pn_1(t).
Pn_1(t) = ft, 0(t), 01(t), ..., Pu1(t)).

ol Y1, P2, ..., Pn_1 Sont les dérivées successives de .

1.4 Probléme de Cauchy -Lipschitz

Définition 7 [6] Soient U C E un ouvert connexe et f : I x U — E une fonction
continue. Le probléme de Cauchy est donné par le systéme d’équations

{ x (12(70 f(t,x(t)), (1.7)

) = xo.

Résoudre le probleme de Cauchy revient a trouver un intervalle J C I contenant
to € I et des solutions ¢ de classe C' sur J satisfaisant (1.7).

Proposition 6 [6/ Une fonction ¢ : I — U est une solution du probléme de Cauchy
st et seulement si

(i) La fonction ¢ est continue et Vt € I, (t,p(t)) € I x U.

ﬂ=%+[f@ﬂm%

(i)



Définition 8 On dit que f est k-Lipschitzienne en x s’il existe k > 0 telle que
Lf (8, 21) — f(t 22)|| < Kflar — o]
pour (t,x1) € I x E et (t,19) € I X E.

Définition 9 On dit que f est localement Lipschitzienne si pour tout point
(to, zo) € I x U, il existe un voisinage V de (to, xo) dans I x U et k > 0 tels que 'on
ait
Lf(t, 1) = [t 22)|| < K|z — o]
pour (t,z1), (t, 22) € V.

Théoréme 3 (théoréme d’existence) [6/ Soit f une fonction continue sur U a
valeurs dans E et localement Lipschitzienne par rapport a x. Alors :
Y(to, zo) € U,Je > 0 telle que :

0 € C([ty — €, 19 + €], E)est une solution de(1.7).

Théoréme 4 (théoréme d’unicité) [6/
Soit U CR X E et soit f:U — E une fonction continue et k-lipschitzienne en
x. St on a deux solutions py et py : I — E de l’équation différentielle

dx
at = f(t, z).

et si p1(to) = @a(to) (avecty € 1).
Alors les fonctions o1 et py sont identiques dans l'intervalle I.

Remarque 4 Si de plus f est de classe C"(r > 1), alors ¢ est de classe C™1.

Théoréme 5 [6] Si f est continue et localement Lipschitzienne et si (to, zo) € U, il
y a un plus grand intervalle J; > ty dans lequel existe une solution ¢ : J; — E du
probléme (1.7).

Cette solution 1) est unique. Elle s’appelle la solution mazximale du probléme (1.7).

Théoréme 6 [6/ On suppose f : I x E — E est continue et Lipschitzienne par
rapport a x. Alors V(to, o) € I x E, il existe une unique ¢ € CY(I, E) solution du
probléme (1.7).

1.5 Equations différentielles dépendant d’un para-
métre

Supposons que la fonction f(¢,x(t)) dépend d’'un paramétre A qui varie dans un
espace topologique L. Nous considérons une équation différentielle

z (t) = f(t,z(t), \). (1.8)

ou f: 1 x B(xg,r) x L — E une fonction continue. I désigne un intervalle com-
pact et B(xg,r) désigne la boule fermé avec ||z — zo|| < r dans E .
On suppose que



L ||f(t,z, A]| < M sur I x B(zg,7) X L,
2. |[f (20, A) = f(t, 29, M| < K[|y = 2of| pour ¢ € 1

Autrement dit, f est k-lipschitzienne en x, avec une constante k indépendante de t

et de A.

Théoréme 7 [6/
Sous les conditions 1 et 2. Si on fizte A € L, alors l’équation (1.8) a une solution

et une seule x = p(t), définie dans J = 1N [ty — M7t0 + %] telle que ¢(ty) = .

Remarque 5 Cette solution dépend du choix du paramétre X notée p(t, \).

Proposition 7 ¢(t,\) est une fonction continue du couple (t,\) € J x L.

1.6 Equations différentielles du second ordre avec
des conditions aux limites

Dans cette section, nous allons nous intéresser a& un probléme aux limites qui est
constitué d’'une équation différentielle ordinaire du second ordre dont on recherche
une solution avec des conditions aux limites du domaine de résolution [9].

Nous considérons 1’équation différentielle du second ordre

" ’

x (t) = f(t,z(t),z (t)), pour tel=]0,1] (1.9)
Ou f: I x R? = R est une fonction continue .
La solution de cette équation est une fonction = : I — R de classe C? sur I & valeurs
dans R, dont la dérivée vérifie (1.9).
On peut considérer des conditions aux limites a I’équation différentielle (1.9) pour

étudier le probléme aux limites posé sur lintervalle [=]0,1[, par exemple le cas des
conditions de Dirichlet, on obtient

' (t) = f(t,z(t),r () Vtel,

Définition 10 /9/
Une fonction x(t) est une solution du probléme

2 (t) = ft,2(t),7 (1)),
ZE(tl) = I,
x(ty) = 3.

avec 0 <t; <ty <1
Si elle est de classe C? et satisfait (1.9) sur (ty,t2), continue sur [ty, t2] et qui satisfait
les valeurs aux bord de t, et to.



Lemme 2 /9]
La fonction x € R est une solution du probléme (I) si et seulement si x est
continue et satisfait ’équation suivante

/

x(t) :/0 G(t,s)f(s,z(s),z (s))ds

ot G est la fonction de Green donnée par

fs(t—=1) si 0<s<t<1
G(t’8>_{t(s—1) si 0<t<s<l1

=ts —min(t,s), (ts)€]0,1]?



Chapitre 2

Equations différentielles impulsives

Les systémes impulsifs sont devenus incontournables dans certains processus réels
et phénomeénes naturels. Une équation différentielle impulsive représente une combi-
naison d’un processus continu décrit par une équation différentielle ordinaire et des
sauts instantanés de 1'état appelés impulsions ([2], [8]et [12]).

2.1 Equations différentielles impulsives du premier
ordre

Une équation différentielle impulsive est un systéme de la forme

{ v (t) = f(ta(t) t#b teR,
Ax(ty) =n(z(ty)) k=1,..,r

ou f: RT xR™ — R™ est une fonction donnée. Les 1, € C(R™, R™) sont des fonctions
impulsives et Az(ty,) = z(t]) — z(t;) .
Nous considérons I'équation différentielle impulsive
z'(t) = f(t,z(t), t#t,tel=][0,1], 2.1)
Ax(ty) = m(z(ty)) k=1,..,r ’

avec la condition initiale

z(0) = . (2.2)

Définition 11 Soient Jy = [0,t1], Jx =|tk, tpsa], k= 1,...,7 avec t,.1 = 1 et soit xy,
la réstriction d’une fonction x a Jy.
Les solutions de l’équation (2.1) sont définies sur l’espace des fonctions continues

pPar Morceaur.
PC(I):=PC(I)={a: I =Rz € C(Jp,R"), k=0, ...,r, tel que z(t;) et x(t])
existent et satisfont x(ty,) = x(t, ), pourk =1,...,r}

Lemme 3 (PC(1),||.||pc) est un espace de Banach muni de la norme

|z pe = maz{||zk||ccs k=1 7}

0t [[zk]|oo = sUPrefty tra)|2(1)]-



Preuve

Soit (2, )nen € PC(I,R™) une suite de Cauchy alors

Ve > 0,3no(e) € N,Vn,p > no(€) = [|(zx)n — (z1)pllpe < €
120 — zpllpe = maz(||(xr)n — (@k)pl|ocs & =1, ,7)

= [[(@r)n = (@k)plloc <€ k=1, 7

Pour k=1

Hxn - IpHoo = SUpte[O,t1]|xn<t> - xp<t>|

<e€

Puisque (2,)nen est une suite de cauchy dans C([0, 1], R™) alors 321 € C([0,t1],R™)
telle que

lim z,(t) = z1(t),Vt € [0, t4].

n—oo

Pour k£ = 2 , on considére la suite des fonctions

£(t) = { zn(t),t €]ty to]

Tp(t),t =t

||fn - fp“ = Supte]t1,t2]|x~n - C5p|
= Supte]tl,tz}‘xn(t) - xp(t)|

<e€

Puisque (7,)nen est une suite de cauchy dans C(]ty, t2], R™)
alors il existe xo € C(Jt1,t2], R™) telle que

lim 7,(t) = xo(t), Vt €]t1, to].

n—o0

10



De la méme fagon on trouve que

||(mk)n - (xk>p||oo = SuPtE]tk,tkHHxn(t) - xp(t)|’ k=3,--,r

et
lim 4, (t) = @k (t), YVt €ty thsr], b =3,--- ,r
n—oo
Posons
(), t € 0,t]
wty={ "0 Eelht)
T (1), t Eltm, 1]
|y — 2| [pe = mazier||(zp)n(t) — 2 ()|, k=1, 7

de plus on peut facilement montre que z € PC(I,R").
D’ou PC(I,R™) est un espace de Banach.

Définition 12 La fonction x : I — R™ est une solution de l’équation (2.1) si :
(1) (t,x(t)) € [0,1] x R™,
(2) La fonction x(t) est différentiable et x° = f(t,z(t)),

(3) La fonction x(t) est continue sur Ji et sit =ty , alors x(t)) = x(t;,)+n(z(ty)).

Définition 13 Chagque solution x de (2.1) vérifiant lim, ,,+ x(t) = x¢ est une solu-
tion du probléme (2.1) — (2.2). De plus , x € C'(J;,, R").

Lemme 4 Une fonction x € PC(I) est une solution du probléme (2.1) — (2.2) si et
seulement st

x(t) = xo —I—/O f(s,x(s))ds + Z me(x(ty)),t € 1.

0<trp<t

Preuve

Supposons que x est une solution du probléme (2.1)-(2.2),alors
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Pour ¢ € [0,4], on a

z(t) = f(t, z(t :>/ ds—/fsx
@—m+Af@umw

Pour t €]ty,15], on a

o (t) = f(t,z(t ;»/ ds—/fsx

Comme z(t;) = x(t;),alors
z(t;) = 2o + 1 s, x(s))ds
(1) 0 /0 f(s,2(s))

Donc

z(t) = xo+m(z /fsx ds+/ f(s,z(s
::m+/faxmw+mum»
0

Pour ¢ €]ty, t3], on a
z(t) = ft,z(t :>/ ds-/fsx
= z(t) — x(t]) :/fsxs ))ds
= z(t) = z(ty) + ne(x /fsx

= x(t)—xo—i—/ f(s,x(s))ds +m(z(ty) + na(z(t3)) /fsx

Ainssi,
Pour t €]tg, tgy1], on a



Par conséquent,

x(t) = xo + Z ni(z(t);)) +/0 f(s,z(s))ds Vtel.

0<tp<t

2.2 Existence de solution

Théoréme 8 Soit f : I x R™ une fonction continue sur Ji x R™ pour chaque x €
R™, on suppose que

lim t,y) < oo, t > t.
o7 v) g

Alors il existe @ : I — R™ une solution de probleme (2.1) — (2.2).

2.3 Equations différentielles impulsives du second
ordre

Nous considérons 1’équation différentielle impulsive

" (t) = f(t,z(t),« (t) tel=10,1] t # ty,
Ax(ty) = m((t)) F=1..r, (2.3)
AT (ty) = O (z(ty)) k=1,..r
avec la condition initiale
:f’(((()))) :: CIL) (24)

Définition 14 Soient Jy = [0,t1], Jy =|tk, tes1], k= 1,...,7 avec t,.1 = 1 et soit xy,
la réstriction d’une fonction x a Jy.

Les solutions de [’équation (2.3) sont définies sur l’espace des fonctions continues
par morceaus.

PCHI)={z: T - R" z € CY(Jp,R"),k =0, ....7, tel quex(ty), x(t}),z (t;) et 2 ()
ezistent et satisfont x(ty) = (t;), x (ty) = x(ty) pourk = 1,...,7}

Lemme 5 PC! <I, ||.||pcl> est un espace de Banach muni de la norme

[[2]lper = maz{]|a][oc, l|2|oo, b =1+, 7}

ot ||x||00 = Supte]tk7tk+1]|x(t)|'

Définition 15 La fonction x : I — R™ est une solution de l’équation (2.3) si :

13



(1) (t,z(t)) € I x R,
(2) La fonction x(t) est différentiable et v = f(t,z(t)),

(3) La fonction z(t) est continue sur Jy et si t = t , alors xz(t}) = z(t;) +
n(@(ty)) et o (t7) = = (t) + 0(x(ty).

Définition 16 Chagque solution x de (2.3) est une solution vérifiant (2.4) du pro-
bléme (2.3) — (2.4). De plus , x € C*(J, R"™).

Lemme 6 Une fonction x € PC'(I) est une solution du probléme (2.3) — (2.4) si
et seulement si

z(t) = a—i—tb—i—/o (t—s)f(s,z(s), 2 (s))ds+ Z (e (ty ) +0k(x(t, ) (t—tx)], Vtel.

0<tr<t

Preuve

Supposons que x est une solution de (2.3) — (2.4),alors
Pour t €]0,¢], on a

f(t,x(t), 2 (1))
/Ox”(t) = /Of(s,x(s),x/(s))ds

x(t) = b+/0 f(s,x(s),x/(s))ds

/Otx'(s)ds = /Otb+/Ot/Osf(T,x(T),x’(r))drds

= xz(t) = a+bt+/0(t—s)f(s,x(s),xl(s))ds.

14



Pour ¢ €]y, 3] on a,

z'(t) = f(t,z(t),z (t) ;»/ ds—/fsx
Y- (i) = /fsa;

= z(t)=a(t])+ b0 (x /fsx

N —b+/ F(s.x(s), 2 ())ds + 61 (2(7))
—l—/fsx

) =b+ 0 /fsx

¢
= /$/(s)ds—/b+/ x(t])) //fTZU ))drds
t1 t t t1

1
= z(t)—a2{t]) =t —t)b+ (t — )0 (x(t]
(

t s
+/ / flr,x
tp1 JO

(
= a(t) =x(ty) +nlz(ty)) + (€ —t)b+ (¢t — )0 (x(t7))
+/t flr,z(r),x (T))deS

7), @ (7))drds

((
= z(t) =a+bt; + / (t — s)f(s,2(s), 2 (s))ds + m(x(t])) + (t — t1)b

0
t

H(t =)0 (x(t7)) + t (t = 5)f(s.x(s), 2 (5))ds

= z(t)=a+bt+m(x(ty)+ (t —t1)0:1(x(t]))
—I—/O (t —s)f(s, m(s),x,(s))ds.

15



Pourt €]ty, t3], on a

o (t) = f(t,z(t),z (1) = / ds-/fsac
:>x —mt+:/fsxs:vs

= z(t)=2x(t7)+ Oa(x /fsx

— b0 / F(s,2(s), 2 (s))ds + Oa(2(t5))

/m

[\

—i—/t (t—s)f(s, x(s),x/(s))ds
= z(t) =a+ bty +m(z(ty) + (ta — t1)01 (x(t])

+/OQ(t—s)f(s,x(s),x/(s))ds

+na(z(ty) +b(t —t2) + (t —ta)

B
Il o
—

Or(z(ty))
—l—/t (t — s)f(s,x(s),wl(s))ds

= a(t) =a+bt+ > mela(ty) + (= t)0 () + (t — t2)0a(x(t5))

k=1

+/0 (t—s)f(s,z(s), xl(s))ds

2 2
= :r(t):a+bt+ZIk(x +Zt_tk7]k
k=1 k=1

+/0 (t —s)f(s,2(s),2 (s))ds.
16



Pour t €]tg, tg41], on a

pt)=a+bt+ > mla(ty)+ D (t—t)ok(x(ty))+

O<tp<t 0<tp<t

/0 (t— ) f(s,2(5), 2’ (5))ds.

donc pour t € [

x(t)=a+bt+/0 (t=s)f(s,2(s),2'(8))ds+ Y me(e(tp)+ D (E—tn)bi(z(ty)).

0<tp<t 0<trp<t

17



Chapitre 3

Probléme aux limites d’une équation
différentielle impulsive du second

ordre

Les équations différentielles impulsives jouent un réle primordial dans les sciences

appliquées.|16]

Il y a beaucoup de traveaux qui ont étudié 'existence des solutions pour les pro-
blemes aux limites et spécifiquement les équations différentielles impulsives du se-

cond ordre ([9]).

Dans ce chapitre, nous allons nous intéressé a 'é¢tude de l'existence de solution

d’équation différentielle

du second ordre avec des effets impulsifs [1].

Nous considérons le probléme aux limites d’équations différentielles impulsives du

second ordre

1"

Al’(tk) ;

On suppose f : I' x R* — R une fonction assez réguliére , n, € C*(R3 R), 6, €

C' (R R),r € N* ,ou I' =1 — {t;};_, , vérifiant les hypothéses suivantes :

(H1)
(H2)
(H3)

£(£,0,00=0,  Vtel,
(0,0, \*) =0, pour certain \* € R,
0,(0,0,\") =0, pour certain A* € R.

18



3.1 Préliminaire

Définition 17 L’espace des fonctions impulsives PC*(I) est :

pour tout 1 > 0
PCYI) := {x € C(I,R). 2West continue a gauche de ty et x\9)(t]) existe pour tout k,j;
0<k<r0<j<i)

Lemme 7 [1/
a) (PCU(I),||.||;) est un espace de Banach muni de la norme
[lewlli = maz(||wlloc, [0 loo, ot [10]]00),
Ou

lwlloo = sup{lw ()], € I},
pour w € PC(I).

b) L(PC(I)) est un espace de Banach pour les opérateurs linéaires bornés sur
PC(I) muni de la norme

| L||ecpeicry) = supja<1||Lz|]s,
Ouz € PC'(I) et L € £(PC(I)).

Définition 18 Une fonction x € PC*(I) est dite solution de (3.1) — (3.4) si elle
satisfait toutes les équations (3.1),(3.2),(3.3) et (3.4).

Lemme 8 La fonction (x,\) € PC?*(I) est une fonction de (3.1) — (3.4) si et seule-
ment si (x,\) € PCY(I) et elle satisfait I'équation suivante.

x(t):/o G(t,s)f(s,2(s),z (s), \)ds+ Z [nk(x(tk),x/(tk),)\)+9k($(tk),x,(tk),)\)(t—tk)]

0<trp<t

> (e, (), A) + Oy (), @' (1), M (1 = 1)

0<t<1

Ou G est la fonction de green associée au probléme sans impulsions.

st—1) si 0<s<t<l1
t(s—1) si 0<t<s<l1

G(t,s) = {

Preuve

On pose x =y + z tel que

1"

y (1) = f(t,a(t),« (t),\), t € 1,
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et

avec

Az(tk) = nk(l‘(tk)yﬁ/(tk), )\) k= 1, T
Az/(tk) = Qk(x(tk),w'(tk), )\)

D’un coté ,on a )
)= [ Glt.s)F(s.0().2'(5). Vs
0

De l'autre coté ,on a

20 =2 O+ > [o) — )] + D0 ) -2 @]t - ) el

0<tp<t 0<tp<t

En effet ;pour t € [0, ¢;],0n a

/Otz"(s)ds:/otOds = Z(t)—2(0)=0
= Z(t)=2(0)
/Otz(s)ds:/otz/(O)ds = 2z(t) — 2(0) = 2 (0)¢
= 2(t) = 2 (0)t + 2(0)
= 2(t) =2 (0)t.

/tt 2" (s)ds = /tt 0ds = 2 (t)—2 () =0
= 2 (t)=2(t)

/t 2 (s)ds = /t 2(tH)ds = 2(t) = 2(t) + 2 () (t —t1).

Or z(t]) — 2(t) = m(x(t 7/3?I(751)7 A), 2 (t) = 2'(th) = 01 (x(tr), ' (t1), A)
i;ﬁ Z(tl) =z (O)tl z (tl) =z 0)

2(t) = 2 (0)t +mu(z(ty), @ (t1), A) + 01 (x(tr), 2 (t1), \)(t — t1).
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Raisonnons par récurrence .On suppose que pour t €|tg_1,tg] ,on a

2(t) = Z(0)t+ Z [m ]—I— Z [ ](t—tj)
— z,(O)t+j%f_lnj(x( )+ :i:l@ i) M)t —15)

pour t €|y, tgi1],0n a

/t: Z'(s)ds = /t: 0ds = 2'(t)=2(t)
/t: 2 (s)ds = /t: 2(tHds = 2(t) = 2(t5) + 2 (D)t — ).

Or z(t]) = 2(t) + ne(z(ty), ' (), A), z/(tzr) = 2 (tp) + Oz (ty), = (tp), \)
et

2Ate) = 2O+ Y milalty), 2 (1), A) + _Z 0;((t)), 7' (t;), M(t — ;)

a(te) = 2000+ 2 0i(a(ty) w(t;), )
Donc
2() = (tk)+77k(1’( k) ’(tk),)\)—f—zl(tk)—i—Qk(x(tk),x/(tk),/\)(t—tk)
= SO+ Y ne(t)e Z i DNt~ 1)
+ ( (0 +iej<x<m,w mm) (t = 1)
= z(0)t+ 277]<$(tj)>37 (), A) + i‘gj(x(tj>>$ (), Dt — ;)
Ainsi
2(t) =2 (0)t+ Y mela(ty) + Y Oz W) A (E— 1), tel
Pourt=1,ona
A1) =20+ > mela(te)x )+ > Ol W), A (1 =) =0
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Donc

20)== > mlzts),x Z Or(x (tk), A) (1 — tx)
Ainsi k k
)= Y m((ty) @ + ) Ola(te), @ (1), A)(E — t)

—t Y ome((te), 2 (8, A) =t > Orlw(te), ' (1), M) (L — t) tel
3.2 Existence de solution du probléme aux limites
impulsif

On définit 'opérateur linéaire L sur PC?(I) par

4

(Lv)(t) =2"(t) =€ D(L),
Ot
D(L) = {z € PC*(I),z(0) = 2(1) = 0},

Proposition 8 [3/ L’opérateur L est inversible et L' : PC(I) — PC?*(I) est défi-

nit par
1
:/ G(t,s)z(s)ds
0

Soit F 'opérateur Nemitskii défini par :

F: PC'(I) = PC(I)

(F(z, 0))(t) = f(t.2(t), 2 (1), ), vel
On définit la fonction ® : PC?*(I) — PC?*(I) par

SN (t) = {m(w(tw,x'(tk), N) O (t), @ (), N(E = 1) |

O<tp<t

-ty { 2 (), )\)+6k(x(tk),x/(tk),)\)(1—tk)} tel

O<trp<1
Considérons I'application H : PC*(I) — PC?*(I) défini par
H(z,\) = L'FJ(x,\) + ®(x, \).

Ou J est I'injection compacte de PC?(I) dans PC'(I) avec J(z,\) = (x, ).
Alors on a

L7YF(J (2, \))(t) = /0 G(t,s)f(s,z(s),z (s),\)ds.

22



Lemme 9 Les opérateurs ® et H sont compacts.

Lemme 10 pour (z,\) € PC?*(I) xR est une solution de (3.1)-(5.4)si et seulement
s1
H(z,\) =

of of
u’ v

aux premier et deuxiéme variables.

Remarque 6 désignent les premiers dérivées partielles de f par rapport

O 3%) o (39k 00y,

De mé L il Yk Ok
¢ meme ((?u’ Ov ou’ Ov

) désignent les premiers dérivées partielles
de ny et .

H
Proposition 9 pour A € R, nous avons a—( \) @ PC?(I) — £(PC?*(I)) et

ox

H%_Z(x’/\)Hs(Pcm)) = /01 HLOO U@u(s #(5), x/(s),/\)‘ * ‘g—f(s,x(s),x'(s),)\)” ds

23 {28 o), (1. 0|+ |2 a0, (120, )

+]ae’“ (1,2 (00 0|+ |22 (00, (120, 0|}
Preuve

Comme
%—Z(m, A).p = W(z, A+ g—;};(x, ).
Ou ¢ € PC*(I),avec
W(w, AN.p = /01 G(t, S)%(s,x(s),x,(s),/\).@ds
= /01 G(t, s) [%(s,x(s),xl(s), A).p(s) + g—i(s,x(s),x/(s), )\).90/(3)} ds.

Pan o= 3 [Pt (), 3) - o0) + D), (1), 3) - (1)

O<ty<t ov
+[%(az(tk%x'(tk), A) - o(te) + %( (te), 2 (L), A) - Spl(tk)] (t tk)}
—t 30 {[ G, )0 ) + Gt (0, 3) - (0]

| Gt 7 (0, ) so(tk)+%( (), (), V) - & (1) (1 = 1) }.
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alors, nous avons

H “ H £(PC2(1)) *Plell<t ?9(1)@ N 2
< 2 3 |2 (et (0. )] + | 2 ) (). )
0<tp<l
+‘a@’“ (t). ' (t), A ‘+]89’“ (1), %' (), V)| }.
et
“W(x7)\)”2(PCQ(I)) = SUPlellest a<L_;;FJ)(x’)\)'¢H
< /1 G(t,s) Ua—f(s (s),2'(s) )\)‘
~— Jo ’ ou ’
+‘%(S,ZE(S),{E,(S),/\)‘:| ds.
Par conséquent
R I i e ) .
< / ) ‘ U%(s,x(s),m/(s),/\)‘ + ’a—(s,m(s),xl(s),)\)” ds
12 S0 )P o), (1), | 2 ), 00), )
O<trp<1
4 Do >,x’<tk>,A>\+(%<x<tk>,x'<tk>,x>)}.
Soit 'opérateur
M(z,\) =x — H(x,\). (3.5)
Théoréme 9 Si [ — a—H(O, A*) est inversible pour quelque valeur \* € R, alors il

x
existe § > 0 tel que pour |\ — \*| < §, le probléme (3.1)-(3.4) admet une unique
solution (x, ).

Preuve

M H
Puisque H(0,\*) =0, alors M (0, \*) =0 et on a a&)_:c(o ) =1-— %—x(o A*) est

un operateur inversible, alors d’aprés le théoréme des fonctions implicites il existe
0 > 0 tel que ‘)\—)\*
(2, A).

< 0. Donc le probléme (3.1)-(3.4) admet une unique solution
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H H
Lemme 11 Si a—(O, %) ‘ <1, alors I — a—(0, \*) est inversible.
ox e(PC2(I)) ox
. ||OH —
Corollaire 1 Si ||—(0,\*) ’ < 1, alors il existe 6 > 0 pour |A — \*| < 6,
ox e(PC2(I))
alors le probleme (3.1)-(3.4) admet une unique solution (xx, \).
Corollaire 2 5
1
/0 HLOO Uai(s x(s), x/(s),)\)‘ + ‘%(s,x(s),xl(s),k)ﬂ ds
0 0
+2 3 {| Gt @ (0 V)] + | T k), @' (0), V)|
0<tr<l
c%’k

+‘ (z(te), z (tk),/\)‘ + ‘%(x(tk),x/(tk),)\)‘} <1,

alors il existe 6 > 0 pour ‘/\ — N < 0, alors le probleme (3.1)-(3.4) admet une

unique solution (xy, \).

3.3 Applications

Exemple 1 Nous considérons le probléme Homogéne de (3.1) — (3.4)

1

2t = Mtza)  t#Eb,k=1,2,.,rtel=][0,1]
Agf(tk) = /\nk(rv(tk),l‘:(tk)),
Az (ty) = MN(z(tr),z (L)),
z(0) = =(1) =0
f(t,0,0) =0
m:(0,0) =0
0,(0,0) =0

nous avons ,

H(w,\) = 2 / G(t,)f(s,2(s), ' (s)ds+ D [ mlate), o (6)) +0u(w(t), @' (1)) (1)

=t D7 |mela(t). @ (0)) + fula(t). @' (0) (1 - )] |-

0<tr<1
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pour A € R, nous avons %—H(, A) @ PC?%(I) — £(PC?*(I)) et
x

e = [ 6005) |7 (500610 0Dl + 5L (00614 (909 s
3 30 [P ), (10)) - o0+ Pt (100) - ¢ (10)]
F[ P (wltw). 2 (10)) - (1) + B (b)) - ¢ 00)] ¢ 1)}

[ B () (00)) - (1) + 2 ). 00) - 00)] (1 - 1))
donc
550l M, [l
2 Z {‘am tk\ \8"’“ (), o (tk))\
+‘aek (t0), ()] + | S o). ()] ]
St

H/HG { (s, x( ‘ ’8 z(s), xl(S))”dS

23 {2 o) (1) | + \8’7’“ (1), ' (1)
+ %i( (00,2 (1) + | el (0)| }] < 1.

alors d’aprés le corollaire 1 il existe & > 0 pour

‘/\ — )\*‘ < 0 ,donc le probleme admet une unique solution (x,\).

Exemple 2
2" (t) = dax(t) + ba'(t),t € I,

nous avons

H(z,\) = /0 1 G(t, s)(arz(s)+bx (s))ds+ [A:c(tl)er/ (tl)(t—tl)} ¢ [Ax(t1)+x’ (tl)(l—tl)] .
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en remplace la fonction de Green G on obtient

H(z,\) = /o (t — s)(az(s) + bz’ (s))ds + /t s(t — 1) (adz(s) + bz (s))ds

—+pﬂh)+f@ﬂ@—wﬂ}—tpxm)+wxhﬂl—hﬂ.

comme

a—x(x, A).p= /Ot(t —s) [(z)\.go(s) + b.go/(s)] ds + /tl s(t—1) [a)\.go(s) + b.gol(s)] ds

+Pm&ﬁ+¢@ﬂ@—hﬂ—tpmﬂﬁ+wﬁﬂﬂ—hﬂ.

Donc
5l = [ L= fler 1)
—(z, \). —9)|||a S.
oz M 0aTec100) N
1
< pA+4a—§y
donc 1 ]
sit < ———— 4 —,alors d’aprés le corollaire 1 il existe 6 > 0 pour ‘)\ -\ <4,
lax+0b] 2

donc le probleme admet une unique solution (z, ).
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Résumé

Dans ce mémoire ,nous étudions l'existence d'un
probléme aux limite pour une équation différentielle
du second ordre contenant un parameétre , de plus
les effets impulsit contenant le méme parameétre, en
utilisant le théoréeme des fonctions implicites .

Abstract

In this memory, we present the existence of the
boundary problem for a second-order differential
equation containing a parameter, in addition the
impulsive effects containing the same parameter.
Our goal is to study the existence of solutions through
the implicit functions theorem.
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